TOMEGKISZOLGALASI PROBLEMAKROL, TI.
frta: TOMKO JOZSEF

Bevezetés

Az eldzd [1] dolgozatban egy egycsatornds kiszolgdlé rendszerrel kapcsolatos
kérdéseket vizsgdltunk. Feltételeztiik, hogy a kiszolgdldst végzé késziilék csak
altaldban bizonyos véletlen hosszisdgl iddszakok folyamdn munkaképes. A készii-
lék meghibdsoddsa utdn feltjitdsra keriil, melynek befejeztével teljesen visszanyeri
- munkavégzGképességét. Aszerint, hogy a késziilek meghibdsoddsa, vagy foglalt-
sdga mellett a rendszerbe ¢rkezett igények milyen esetben vesznek el, két tipust
kilonboztettiink meg. Mindketténél kikotéttiik, hogy a késziilék meghibdsodasi
pillanatdban a rendszerben tartézkodé igények, majd még azok is, amelyek a ja-
vitdsi 1d8 alatt érkeztek be, elvesznek, kiszolgaldsi kévetelményiik kielégitése nélkiil
tdvoznak a rendszerbdl. Az alkalmazdsok korében viszont el6fordulnak olyan szké-
mak is, amelyeknél a beérkezett igények csak a kiszolgdldsuk teljes kielégitése utdn
hagyjdk el a rendszert. Példaként megemlithetjiik az egyszemélyes informadcio szol-
galatot, amelynél mind személyesen, mind telefonon keresztiil nyerhetiink fel--
vildgositdst. A telefonhivdsoknak elsSbbséget adva (ezek beérkezési pillanatait te-
kintjiik a késziilék meghibdsoddsainak) és még néhdny egyszer(i, a valdsdgban tény-
leg meglevg feltételezés mellett az emlitett rendszer egy redlis modelljét
kapjuk.

a) Miel8tt a vizsgdlandd rendszeriinket pontosabban kérilirndnk, felsoroljuk
azokat a feltevéseket és jeloléseket, amelyeket [1] bevezetésében a késziilék meg-
hibdsoddsdval kapcsolatban hasznaltunk. Sziikségiink lesz a késziilék {izembiz-
tonsdgi tartalékdnak fogalmara ({i. b. tart.), amelyen értjiik azt az dltaldban vé-
letlen értéki, a késziilék specifikus sajdtossdganak megfelel§ anyagi tényezst, amely-
nek kelld mértékl hidnya a késziilék meghibdsodadsat idézi elS. Feltételezziik, hogy
a késziilék ii. b. tart.-a mind a szabad, mind a munkaperiédusok folyamdn az
id3vel ardnyosan C= 1, ill. C =1 ardnyossdgi tényezGvel csokken. A késziilék javitasa
kozvetleniil a meghibdsoddsi pillanat utan kezdGdik s véletlen id6tartamt. A készii-
1€k ¢ pillanatbeli ii. b. tartalékdt w(r)-vel fogjuk jeldlni. Ha a ¢ pillanatban a késziilék
javitds alatt van, akkor definicidszeriileg w(¢)-t zérusnak vessziik. Az i-edik javitds
kezddpillanatdt 7;-sal, befejez8dési pillanatdt r;-vel jeloljiik. i=0 esetén ezek értel-
mezettek és 7o =0, ry =0, ha a 1 == 0 pillanatban a késziilék javitds alatt van. Legyenek
mas esetben 7, =w(0) (n; interpretdlhatd ugy, mint az i-edik javitds sordn a készii-
1ékbe oltott i. b. tartalék). Feltételezni fogjuk, hogy mind a §;-k, mind az n;-k &sszes-~
ségiikben egymadstol fiiggetlen valdsziniiségi véltozok s i= 1 mellett P{5;=x} = G(x)
és P{n;=x} = H(x).

b) Miérmost ezen dolgozatban a kovetkez8 egycsatornds kiszolgdléd rendszert
fogjuk vizsgdlni. A késziilék meghibdsoddsai s az ebbdl kifolyd javitdsai az el&bb
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2 TOMKO 1.

leirtak szerint mennek végbe. A rendszerbe az igények A-paraméteri{i Poisson-folyamat
szerint érkeznek. Az i-edik személy kiszolgdldsi idejét £,-vel jeldljiik, s feltételezzik,
hogy ezek egymdskozt, tovabbd az érkezések, a javitdsok és a késziilék 1. b. tartalé-
kdnak folyamataitdl is fuggetlen P{{;=x} = F(x) eloszldsfiiggvényii valdszinliségi
vdltozék. Eltéren az [1] dolgozatban targyaltaktdl, most az igények a kiszolgdlasuk
teljes befejezéséig minden koriilmények mellett a rendszerben maradnak. A kiszol-
galdsi sorrenddel kapcsolatosan csupan annyit tesziink fel, hogy egy javitds befejezd-
dése utdn azon kiszolgdlds folytatdsdra keriil sor, amely éppen a javitdst kivdltd
meghibdasodds kovetkeztében szakadt félbe. Erre a megdllapoddsra csak akkor lesz
szitkségiink, amikor egy ilyen igénynek az ismételt kiszolgdldsi folyamatban valé
részvétele a megszakadt kiszolgdldsnak mintegy folytatdsaként megy végbe. A 3. §-ban
egy Utkeresztezési problémdval kapcsolatosan olyan esettel lesz dolgunk, amikor az
ismeételt kiszolgaldasban vald részvétel a tényleges kiszolgdldsi idének elolrél vald
kezdése. Ez esetben a vizsgdlando karakterisztikdnk szempontjdabol k6zombdos,
hogy milyen a kiszolgdlds sorrendje.

¢) A dolgozat 1.§-dban a késziilék meghibdsoddsdra vonatkozdlag meg-
lehetGsen erfsen mesterkélt feltételezéseket engediink meg. Pontosabban azzal a
kikotéssel fogunk élni, hogy a készlilék a foglaltsdgi periddusok alatt nem romol-
hat el. A gyakorlatban ilyen kovetelményeknek megfeleld redlis modellel nem igen
taldlkozunk. Az ilyen rendszerck vizsgdlatat 1ényegében az indokolja, hogy az altald-
nosabb modell kénnyen visszavezethet§ erre az egyszeriibbre.

A feltételeknek egy tovdbbi megszoritisdra lesz még sziikségiink, éspedig arra,
hogy a késziilék ii. b. tartalékdt exponencidlis eloszldstinak kell tekinteniink. Ez-
dltal lényegében az [1] dolgozat bevezetésében emlitett illuzérikus kikotések fel-
tételezésére szoritkozunk. Sajnos, mds esetben csupan még bizonyos ergodici-
tdsi tulajdonsdgok igazoldsa is igen nehézkes.

A 2.§-ban az a) és b) pontok feltételeinek megfelel§ egycsatornds rendszert
vizsgdlunk. Az egyszeriibb c) pontbeli esetre valé visszavezetéssel meghatdrozzuk
a rendszerben tartézkodo személyek szdmdnak a staciondrius rezsimre vonatkozé
generdtorfiiggvényét. A 3. §-ban alkalmazdsképpen egy utkeresztezési problémadt
targyalunk.

1. §. Teljes iizembiztonsag a foglaltsigi periodusck alatt

1. A STACIONARIUS REZSIM LETEZESENEK FELTETELE. Tekintsiik az a), b) és ¢) pon-
tokban szerepl§ feltételeknek eleget tevs kiszolgdld rendszert. Az a) és ¢) kGvetelmé-
nyek egylittes teljesiilése azt eredményezi, hogy a kiszolgdld késziilék csak szabad
periodus alatt hibdsodhat meg, s ha egy kiszolgdlds elkezd6dott, akkor az zavartala-
nul folyik le bdrmilyen legyen is az idGtartama. Eppen emiatt a kiszolgdlds sorrendje
tetszGleges lehet. A H(x) fiiggvényt, amely most annak a valdsziniisége, hogy ha
a t pillanatban befejezGdott egy foglaltsdgi periddus és a ¢+ x id8pillanatig ujabb
igények nem érkeztek, akkor az utdbbi pillanatig a késziilék meghibdasodik, most
1 —e—**-nek vessziik. Feltessziik még, hogy a javitdsi és kiszolgdldsi idGtartamok
véges B, ill. u varhaté értékekkel rendelkeznek.

Jelslie R(t), (k=0) annak a valosziniiségét, hogy a ¢ pillanatban pontosan k
igény tartdzkodik a rendszerben. E pontban megvizsgaljuk, hogy milyen tovdbbi fel-
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TOMEGKISZOLGALASI PROBLEMAKROL, 1I. 3

tételek mellett 1éteznek az
(1 Ry = lim R, (¢)
1=+ oo

hatdrvaldsziniiségek.
E célbdl tekintsiik a

o) = {e(t), u(), &)}

sajdtos modon felépitett sztochasztikus folyamatot. Az elsé komponens két értéket
vehet fel; e(r) =0 ha a ¢ pillanatban a késziilék javitds alatt van, s minden mds esetben
e(t)=1. p(t) a rendszerben tartézkodo igények ¢ pillanatbeli szimadt jelenti. A harma-
dik komponens értelme az e(t) értékétdl fliggSen esetenként mds és mds. e(r)=0
mellett £(¢) a folyamatban lev§ javitds ¢ idGpillanatig eltelt részét jelenti. e(t) =1 eset-
ben 0, ha a késziilék szabad, mig ha a késziilék foglalt, akkor a soron lev3 kiszolg4-
ldsnak a ¢ idGpillanatig vett részét adja meg.

Koénnyen észrevehets, hogy az igy értelmezett y(¢) folyamat rekurrens sztochasz-
tikus folyamat, melynek regenerdcios pontjaiként tekinthet6k azok a kiszolgdlds és
javitds-befejezSdési pillanatok, amelyeknél a kiszolgdlé késziilék szabaddd vidlik.
Legyen o;,.;, «; két ilyen szomszédos pont. Tovdbbd, ¢, jelentse a késziilék egy
lizembiztonsdgi tartalékdt, mely most szdmértékben megegyezik a késziilék szabad
periddusra vonatkozoé élettartamdval. Két igény egymasutdni érkezése kozti idGkozt
jeléljiik ¢;-val, majd {® jelentse a késziiléknek egy olyan foglaltsdgi periédusdt,
amelynek kezdeti pillanatdban pontosan » igény tartézkodott a rendszerben. Fel-
tételezéseink kovetkeztében ¢, ¢, exponencidlis eloszldsuak «, ill. 4 paraméterekkel,
{™ pedig interpretdlhaté » darab {1 tipusi fliggetlen valdsziniiségi vdltozd Osszege
gyanant.

Ertelmezziik most az elemi eseménytér kovetkezd részhalmazait (eseményeit):

A={e,>¢,}

BOE{ea+5<sl}

B, ={e,<¢;,8,+0>¢, és a J javitdsi id6 alatt pontosan k igény érkezett
a rendszerbe}.

Midrmost az a;,,; —a; a kovetkez6képpen adhaté meg:

g;+ (W az A halmazon,
Opq—0G = 1E+0 a B halmazon,
&+d+(™ a B, halmazon (rn=1).

Minthogy az A, By, B,, ... események teljes eseményrendszert alkotnak és

;b

L)

o+ 4

P(4) =

oo

P(B) = — / v @:')L dG@w) = ox,  (k=0)

ot-A
0
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4 TOMKO J.

ezért
A S
M{opy —oap = 2 (a4 MEO)+ 00 (et B)+ 2 0u(Lfa+ B+nM{®).

Itt most > ng, < oo, ezért M{o;, , —a;} <o teljesiiléséhez csupdn M{™® < oo sziik-
1

séges. Ismeretes, hogy az utobbi kovetelmény akkor és -csak akkor teljesiil, ha
2 A [xdFx) = dp<1.
0

Tekintsiik ezekutan az aldbbi valdsziniiségeket:
0uy; D=Ple() =0, u(t)=k, EN)=y}, (k=0)
Po(t) = P{e(t) =1, u(1) =0}
Pix;)=Ple(®)=1, u(t)=k, E(t)=x} (k=1).

Ugyanazokkal a meggondoldsokkal, amelyeket az [1] dolgozat 1. §-anak 4. pontjdban
alkalmaztunk, verifikdlhaté, hogy az M{) < feltétel mellett a y(¢) folyamat
ergodikus. Ennek értelmében a y(0) tetszGleges eloszldsa mellett, azaz a Q. (y; 0)
Py(0) és a P(x; 0) fiiggvények bdrmely, a pozitivitds és a monotonitds kdvetelményé-

nek, tovdabbd a Py(0) + Qy(ee; 0)+§'[Qk(oo; 0) + P,(==; 0)] = 1 normalasi feltétel-
1

nek eleget tevd vdlasztdsa mellett 1éteznek a
Qu(y) = lim Q(y; 1),

P, = lim Py(?),

t— o

P,(x) = lim P (x; )
1> co

hatdrvalosziniiségek. Eredményiinket a kovetkezGképpen foglalhatjuk Gssze:

1. TETEL. A (2) feltétel mellett a y(t) folyamat ergodikus, azaz léteznek a (3)
alatti, s ebbdl kifolydlag az (1) hatdrvalosziniiségek.

2. Az R, valésziniiségek meghataroziasa. A koévetkez8kben feltételezziik,
hogy a y(¢) folyamat ergodikus eloszldsa bizonyos ,,simasdgi” tulajdonsdgokkal
rendelkezik. Ezen azt értjiik, hogy léteznek a

a0 =20 =)
@

derivdltak. Az [1] dolgozat 1. §-aban szerepl§ meggondoldsoknak a jelen esetiinkre
valé megismétlésével konnyen meggyG6zddhetiink arrdl, hogy az elébbi feltétel nem
jelenti az dltaldnossdg tovabbi megszoritdsdt. :
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TOMEGKISZOLGALASI PROBLEMAKROL, II. 5

Szokdsos médon, ahogyan ezt az [1] 1. §-dban tettiik, megkeresve azon dtmenetek
valosziniiségeit, amelyek a y(¢) folyamatban kis 4 idGtartam alatt végbemehetnek,
a (3) alatti P, és a (4) sliriségfiiggvényekre az aldbbi Osszefiiggéseket nyerjiik:

o oo

dG d
P0=Po[1—u+a)A1+o/qo( NATES+ /l(x)A T o,

q0(y+4) = 9,(») 1 —AA)lIf—(GyELy)A)+o(A)

(k= 1)-re:
-+ 8) = 4= TEXED L asg () EEED o)

- 4
Prrt ) = Py () (L= 24) TR D 4 o(d)

k=2-re:
Pt ) = p) (1= 24) T D g (0 R E D o),

90(0)4 = Pyad+o(4);  q(0)=0  (kx=1)

oo oo

P1(0)4 = 24Po+ /m( A o+ / {94 {0+ o).

k=2-re

oo oo

_ G(») dF(x)
p(0)4 —d/‘Ik(J’) —G( ) / kH(x)Al——F(x)_{—o(A)'
Innen a A4 -0 hatdrdtmenet elvégzése utdn a
i) = {200 k=0 o =P k=)

normalt mennyiségekre a kovetkezd diﬁerenciél-egyenletréndszert nyerjik:

X
(5) | ag _
—5—-{-/1(% ~qi-1) =0 (k=1)
'3 ap;f . »
©) o =¥
&
apk +A(p¥—pt-1) =0 (k=2).
\
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6 TOMKO J.

A peremfeltételeket az aldbbi egyenletek irjak le:

oo o

Po = aj—/l {/q‘é(y)dG(yH /p?f(x)dF(x)}

0

q6(0) = aPy, (@) =0 (k=)

™ ) 210 = 1Pot [DA A+ [ 5(3)dG ().
0 0

k=2-re:

oo

PO = [qt()d6 M+ [prii(0dF ).
0 4]

Vezessiik most be a
oy, 2) =k%’ gi(n) 2", P(x, z) =k§P?§(X)Z"

generdtorfliggvényeket. (5) és (6) alapjdn

oQ oP

%% Lia-90=0, L 1i0-zP=0,
2 +A(1—-20 =0 o +A(1—-2)P =0
kovetkezésképpen
® Q(y,2) = (0, 2)e"*1=2» P(x,z) = P(0, z)e~ -2,
A 0(0,z) és P(0,z) mennyiségeket a (7) peremfeltételekb8l hatdrozhatjuk meg.
Az aldbbi eredményre jutunk:

(0, 2) = abPy,

P(0,2) = 3 pi(0)2* = APyz+
1

oo o

oo

+ ;'Z" fq??(y) dG(y)-+ ljzk /pfn(x) dF(x) =
0 [¢]

= 1Pyzt [10(3. )~ g5(3)1dG () +

oo

+§ / [P(x, 2)— p¥(x)z] dF (x) =

0

oa

= APyz+ /Q(y,z)dG(y)+%/P(x,z)dF(x)—
o] V]

- [a»mde - [ ptxdre).
0 0
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TOMEGK ISZOLGALASI PROBLEMAKROL, 1I. 7

Innen (7) és (8) szerint
P, 2) = Py[A(1 —2)—a]+aP, f e~ *A =2 dG () + Py (0, 2) % f e~ 41 -2x dF (x)¢
0 ]
azaz

Po{A(z— 1) all —x(k(l —~z))]}
1—-- <I>[A(l —2)]

PO, z) =

ahol

oo oo

1) = [emdo@), @)= [ e-vdF).

0o

Midrmost kdnny{i bebizonyitani az aldbbi tételt:

2. TETEL. Legyen g=Au=2 f xdF(x) <1, tovdbbd legyen a staciondrius iizemel-
0

tetés mellett;

P, — annak a valoszinisége, hogy a késziilék iizemképes és a rendszerben k
igeny tartézkodik

Q. — annak a valdsziniisége, hogy a késziilék javitds alatt van és a rendszerben
k igény halmozddott fel (k =0); végiil legyen

R, = P+ Q.
Ekkor
1—
© Po = 1+ocgﬁ
S ey A1=22@[A1 —2)]+za{l — x[A(1 —2)]} {1 - S[A(1 —2)]}
(10) k:ZoP"Z = Fo A1—=2){@[A(0—2)] -z}
i > 04 = Py 1=y —2)] X ([1’192; 2

Kovetkezésképpen a staciondrius rezsim mellett a rendszerben tartézkodé igények
szdmdnak generatorfiiggvénye

S _ {1(1—z)+oc(1—x[i(l—Z)])}¢[l(1—Z)]
(12) k:le"zk‘P ol =92

Bizonyitds: (8) els§ felének felhaszndldsdval (11) kozvetlenll addédik a

oo

2 Qu2* = / 0y, 2)[1 - G(Y)dy

[
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elddllitasbol. Ugyancsak, figyelembe véve (8) mdsodik felét,

oo

ijzk = / P(x, z) [l — F(x)]dx = P(0, z) / e=*-2x[| — F(x)]dx =
k=1
0

0

1= ®[A(1 —2)]
Al—2z) °

s (9)-re valo tekintettel egyszer(i dtalakitdsok utdn kapjuk (10)-et. (9) a 5’ R,=1
' 0

= P(0, z)

normdldsi feltételbsl adddik.
(12) felhaszndlhato a rendszerben tartézkodd igények szdma dtlagértékének a
meghatdrozasandl. Feltételezve, hogy a

oo £3

B= [x2dG(x) & a p= [xdF(x)

]

masodik momentumok végesek, véve (12) mindkét oldaldnak z szerinti derivaltjdt,
majd a z—1 hatdritmenet elvégzése utdn kapjuk, hogy az emlitett virhato érték,

%A, A2y
20 +af) 2(1—0)

3. VARAKOZASI 1ID6. Ha a kiszolgdlds — el8bb érkezett el3bb rendel — elv sze-
rint torténik, akkor a ¢ pillanatban érkez8 személy W(r) vdrakozdsi idejével kapcso-
latosan az aldbbi tétel il fenn (ldsd I. N. KovaLeNko [6] 60. old.):

3. TETEL. Bdrmilyen legyen is a y(t) folyamat kezdé dllapota, a

im P{W(t) = x} = V(x)

t— oo

(13) Mp(t) = o+

hatdrfiiggvény mindig létezik. ¢ =1 mellett V(x)=0, mig 9<1 esetén V(x) valddi
eloszldsfiiggvény, melynek Laplace— Stieltjes-transzformdltja

_ a(l—p)
V(S) = m+¢l(‘g),
ahol

8, < (L= Ul =2 tall — ()}
YT Al - o (1 +aB)

2. §. Az iltaldnos, az ii. b. tartalék folytonos csokkenésének esete

1. A kovetkez8kben sziikségiink lesz az aldbbi lemmdra:
LeMMA. Legyenek &, n;, 8 (i=1) kélesénisen figgetlen nemnegativ valészi-
nilségi vdltozék
P{¢=x}=F(x), P{n;=x}=H(x)
és PO =x} =G, (%)

T ITL Osztdly Kozleményei 16 (1966)




TOMEGKISZOLGALASI PROBLEMAKROL, II. 9

eloszldsfiiggvényekkel. Ertelmezziik a N és { vdltozékat az aldbbi médon:
0> ha §< '71
és
g, ha N=0
= (e + 60+ o +(nn+6‘n")+(é—12 m] =+ 360, ha N=n.
Ekkor

(15) UQ) = P{{=z} = f j P,(x) G1®(z— x) dF (x)
0
és Re p=oa=0 mellett °
w_pz 1 e 1—-%(s)
(16) /e dU(z) = i / S(p—3) ST 6) Lo ds,
¢} a—ioco

ahol P(x)=H"® — H*®+1(x), ®, ¥ és y, pedig megfelelden az F, H és G eloszldsok
Laplace— Stieltjes-transzformdltjai.
Bizonyitas. (15) kovetkezik a

x

(17) PIN=njt=x} = [[1-Hx—y)]dH" = P.(x)
és a °
0, ha z<x

> P"(x)P{)f 50 = z—x} —~
0 1

= 3 P,(x0)G®(z—x), ha x=z
V]

(18) P{{=zft=x}=

reldciékbdl. Valoban, integrdlva (18)-at dF(x) szerint, kapjuk (15)-6t. (16) igazold-
sdhoz tekintsiik a

D,x) = [PwdF() & Dys)= [ e=dD,w)
0 o}

mennyiségeket. Ekkor
Dy(s) = [ e=P,(u)dF(w),
[}
majd a Laplace—Stieltjes-transzformdltakra vonatkozé ismert formula alapjdn
nyerjlik, hogy Re p >a =0 mellett

a+tico

- 1 yn(s)— wiat
Dy(p) = 5= /——<)—S O o(p—s)ds.

Y 3
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Minthogy pedig

oo

fe-vz dU(z) = %x’i(p) D,(p),
0 "=
ezért

oo atioco

[erawe = [ o@-9' 7Y 5yt i) s =

a—ie
dtion
1 1—y(s)
7 J PO STonmn®
Ezzel lemmadnkat igazoltuk.

2. AZ ALTALANOS ESET VISSZAVEZETESE AZ ELOBBI EGYSZERUBBRE. Tekintsiik
most a bevezetésben szereplG «) és b) pontbeli feltételek altal koriilirt egycsa-
tornds kiszolgdld rendszert. Most a kiszolgdld késziilék 4. b. tartaléka a munka-
periodusok folyamdn is csdkken, s el6fordulhat egy kiszolgdlds alatt is a késziilék
meghibdsoddsa. E pontban azt az esetet fogjuk tdrgyalni, amikor egy ilyen meg-
hibdasodds kovetkeztében megszakadt kiszolgdlds a javitdsi munka befejezédése
utdn els6bbséggel rendelkezve folytatddik. Tovabbra is a rendszerben tartézkodo
igények szamanak eloszldsdval foglalkozunk. Az €l§z8 § eredményeinek felhasznd-
ldsdval k6nnyen meghatdrozhatd ez az eloszlds, csupdn a kiszolgdldsi id6t kell
megfelelGképpen interpretdlnunk, Espedlg, egy igény kiszolgdldsi idején azt az idG-
tartamot kell érteniink, amelyet az igény a kiszolgdldsdnak kezdetétsl, annak tel-
jes befejezéséig a rendszerben to6lt. Tehdt most a kiszolgdldsi idGbe beszdmitjuk
azoknak a javitdsoknak az idGtartamait is, amelyekre a szoban forgd igény kiszol-
géldsa folyamdn 1létrejott meghibdsoddasok kovetkeztében volt sziikség. Jeloljuk
most ezt az jabb értelemben vett kiszolgdldsi id6t {-val. Vilagos, hogy

g, ha N=0;
~ | +60) + +(nn+5‘”)+(5 Zm]“5+25(” ha N=n,

ehol -k a késziilék foglaltsdgi periddusra vonatkozé élettartamai, 5V-k a munka
k6zben tértént meghibésodésok uténi javitési id(’)’k (megengedhet(')' hogy ezek és a
eloszldssal rendelkezzenek), N pedig az n;-kkel és a kozénséges értelemben vett &
kiszolgdldsi idGvel (13) alapjdn értelmezett nemnegativ egész értéki{i valdszinliségi
valtozo. Feltételezéseink, €s az el6z6 pontbeli lemma alapjdn

(czxx)

U(z) = P{{=z} = Z Gi” @z - e~<** dF (x)

és

(19) p(s) = [ e dU) = o s +call — 1, ()]},

[
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rrrrr

(19)-b6l konnyen meghatdrozhatjuk az M({ vdarhaté értéket. Véve a (19)-nek az
s=0 helyhez tartozé derivaltjat, kapjuk, hogy

(20) M{=—¢'(0)=—2'(O)1 —caxi(0)]-
Midrmost, ha az el6z8 § mennyiségeit sziikség szerint az Uj értelemben vett

kiszolgdldsi id6nek megfelelGen mddositjuk, akkor a 2. tétel alapjdn a kovetkezd
eredményre jutunk:

4. TETEL.
0% = — A%/ (O)1 — cag{(O)] = o(1 + caf®) <1

mellett létezik a rendszerben tartézkodo igények szdmdnak staciondrius eloszldsa,
melynek generdtorfiiggvényét a

jR*Zk _ 1—g* {A(1—2)+a(1—y[A(1 ~—z)])}<15[l(1 —z)+ca(1 —x [A QL —z)])]
& 1+af A{B[L(1—2)+ca(l—x: [A1 —2))] -z}

Sormula szolgditatja.

oo

A<l & a p=[x2G(x), py= [x2dF(x), pP= [x2dG,(x) misodik
4] 4]

0

momentumok 1étezése esetén meghatdrozhatd az Rf eloszlds vdrhatd értéke. Kap-
juk, hogy
Wy (0)  , copps’+(1+capi®)

20 7o) T 20— ¢%)

2>, nRY = g%+
1

A tdrgyalt dltaldnos esetre vonatkozé vdrakozdsi id8 eloszldsa a 3. tétel alap-
jan adhaté meg. Sziikséges ugyan bizonyos mennyiségek modositdsa, de az els-
z0kbdl vildgos, hogy milyeneknek is kell ezeknek lennidk.

3. §. Egy ntkeresztezodési probléma

Tekintsiik két Gtvonal keresztezGdését. Tételezziik fel, hogy az egyik utvona-
lon haladé$ jarmiivek az Utkeresztez8désnél elsGbbséggel rendelkeznek a madsik Gton
ko6ziekedd jarmiivek elStt. Ennélfogva a mellékutvoralon a keresztezGdéshez ér-
kez§ jarmiivek sok esetben vdrakozni kénytelenek, s kialakul egy féutvonalon dt-
haladni Ghajté gépkocsik sora. Ha a féatvonalon kétirdnyhd kozlekedés van, és
lehetséges a mellékatvonalrdl a f6utvonal mindkét irdnyd forgalmdaba vald be-
kapcsolodds, akkor a vérakozd jarmiiveket két sorba kell rendelniink. Az egyik-
hez a jobb-, a mdsikhoz pedig a balirdinyd bekanyaroddsra vdrakozé jarmiivek
tartoznak. A f8Utvonalon csupdn dthaladni szdndékozd jarmiiveket a balirdnyd
forgalomra vdarakozdkhoz sorolhatjuk. Mindvégig feltételezni fogjuk, hogy a mellék-
Utvonalon csak egyirdnyt kozlekedés van. EllenkezG esetben a probléma thlsdgosan
bonyolédik. Célunk utalni arra, hogyan hatdrozhaté meg az ftkeresztez8désnél
kialakul6 sor generdtorfliggvénye. A tovdbbi feltételezéseink a kovetkezGk lesznek:

MTA III. Osztdly Koézleményei 16 (1966)
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a) A féatvonalon haladé jarmiivek karavdnokat alkotnak. Az egyes karavdnok-
ban résztvevd gépkocsik szdamai vi-k fiiggetlenek s azonos P{v;=k}=p, (k=1)
eloszlastiak. A jdrmilivek kozti kotelezG tdvolsdg b, kovetkezésképpen az i-edik
karavdn minden pillanatban v;b hosszili szakaszdt foglalja le az itvonalnak. Az egyes
karavdnok kozti hézagok n;-k, fliggetlen s azonos « paraméterii exponencidlis el-
oszlasu valoszinliségi valtozok. A jarmiivek azonos sebességgel haladnak. Az dltald-
nossdg megszoritdsa nélkiil ezt a sebességet egységnyinek vidlaszthatjuk. Ekkor az
i-edik karavdn az tUtkeresztezGdés elStt v;h id§ alatt halad el.

b) A mellékutvonalon az utkeresztez8déshez érkezd jdrmiivek dramlatdt A
paraméterii homogén Poisson-folyamattal kozelitjik. Egy jarmii a f6éutvonal jobb-
irdnyu kozlekedésébe a, idG alatt kapcsolodhat be, mig a balirdinyu beforduldshoz,
avagy a fGatvonal dtszeléséhez a, idG sziikséges.

Jelolje most megfelelSen r, és g, annak a valdsziniiségét, hogy a jobb-, ill. a bal-

irdnyt bekanyaroddsra vdrakozd jdrmiivek szdma k. Feladatunk az r(z)= >r.z*
1
és a q(z) = D q,2* generdtorfiiggvények meghatdrozdsa.
1

1. EGYIRANYU KOZLEKEDES A FGUTVONALON. Ebben a pontban feltételezziik, hogy
a féatvonalon csak egyirdnyu kozlekedés van. A mellékutvonalrdl a keresztez8désen
valé dthaladds ideje tobbé-kevésbé megegyezik a f6itvonal forgalmdba valé bekap-
csolédds idejével. Ezért a tovdbbiakban mindig az utébbirdl fogunk beszélni. Fel-
adatunk az r(z) generdtorfiiggvény megkeresése, az el8z8 §-ok eredményeinek fel-
haszndldsdval oldhatéd meg. Eszrevehetd ugyanis, hogy az ttkeresztez&dés felfog-
haté az dltalunk tdrgyalt meghibdsodhat6 késziilékii egycsatornds kiszolgdlé rend-
szerként. A késziilék meghibdsoddsaiként az utkeresztezddésnek a fGutvonalon
haladé karavdnok dltal tortén§ elzdrdsait tekintjiik. A javitdsi id6k a karavdnoknak
a keresztezGdésen valé dthaladdsi idejei lesznek. A rendszerbe érkezd igényeket a
mellékutvonalrdl az Gtkeresztez8déshez befutd jarmiivek alkotjdk, s ezek kiszolgd-
ldsi id6i a féutvonalra vald dttéréshez sziikséges a, konstans idGtartamok. Kiilénbség
az el8z8 §-hoz képest csupdn az, hogy most egy megszakadt kiszolgdlds a megfeleld
javitdsiid§ lejdrta utdn nem folytatddik, hanem elsirSl kezdS8dik. Ugyanis, egy kara-
vannak az utkeresztez8désen vald dthaladdsa utdn csak az esetben fordulhat a féut-
vonalra egy jdrmii, ha a kovetkez6 karavdn a;-nél nagyobb id8 mulva jelenik meg
az Utkeresztez8désnél. Ha ez az id§ viszont a,-nél kisebb, akkor a soronkdvetkez8
varakozd jarmii meg se kisérli a bekanyaroddst. Meg kell vdltoztatnunk tehdt a
2. §-beli modositott kiszolgdldsi idd8 értelmét. Most a

al, ha N=0

% -4 n
¢ 2 (ni+d6)+a;, ha N=n
1

mennyiséget kell a kiszolgdldsi id6nek venni, ahol N olyan, hogy

{N=n}={n;<ay; i=1,2,...0, 0,41 =a,}.
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Sziikségiink lesz a {* Laplace—Sticltjes-transzformdltjdra, amelyet a kovetkezd-
képpen hatdrozhatunk meg:

Me=5" = 5] M{e-%*IN = n}P{N = n} =
n=0

a1
—su

— S —Sa1 ~h —su oe ¥ ._ —aa\n o, —aay

0

21)

a(s+ay) S i h 1 (s+a) e—M(H‘a)
= e—%stay (s — e~ T)I —
Py 400 ] -
n=0 X(S) [l_e—a,(s.a)]

o
S+a

I—

Innen a szokdsos Uton nyerjiik az

1
(1—e ) [—al et~y (0)e~ e+ E}

e—2a1a

ME* =

védrhato értéket. Minthogy esetiinkben §,=vb, ezért — ' (0)=bMv; s a staciondrius
rezsim bekévetkezik, ha

AME* = A(em — 1)[bMv,~—a1+ ea‘)<1.

Midrmost, ha a (12)-es formuldban a @ transzformaltat (21)-gyel helyettesitjiik, meg-
kapjuk az utkeresztez8désnél vdrakozd jarmiivek staciondrius esetre vonatkozo
generdtorfiiggvényét. A sorbandllé gépkocsik dtlagértékének meghatdrozdsa (13)

alapjén torténhet. It most o-t AMC*-gal, B, Bo-tfr=b 3 kp, ill. B5=b 3 k2p-val,
1 1

mig u,-t M{*2-tel kell helyettesiteni, ahol az utobbi M{*? (21) kétszeri differencid-
ldsa utdn, vagy annak levezetésénél alkalmazott eljardssal nyerhetd. Végill megje-
gyezziik még, hogy egy jdrmii vdrakozdsi idejével kapcsolatos karakterisztikdk
a megfeleld helyettesitések elvégzése utdn a 3. tétel alapjdn hatdrozhatok meg.

2. KETIRANYU FORGALOM A FOGUTVONALON. Amint mdr errél emlitést tettiink,
a f@hGtvonal kétirdnyt kozlekedése esetén a mellék(itvonalon vdrakozd jarmiivek
kozt két sort kell megkiilonboztetniink. A jobbirdnyu bekanyaroddsra vérakozodk
szamadval kapcsolatos karakterisztikdk megaddsa az el5z6 pontban tdrgyaltak alap-
jan lehetséges. Hasonldan jarhatunk el akkor is, ha a balirdnyu forgalomba bekap-
csolddni szdndékozd jarmiivekrSl van szé. A kiilénbség csupdn az, hogy a baira-
kanyarodds dltaldban ritkdbban és rovidebb id8tartamok alatt lehetséges. Vildgos,
hogy az utobbi idStartamok, tehdt azok, amelyek folyamdn esetleg lehetséges balra-
kanyarodds, 2« paraméterii exponencidlis eloszldsuak. Kicsit nehezebb meghatdrozni
azoknak az idGszakaszoknak az eloszldstorvényét, amelyek folyamdn az utkeresz-
tez8désnél balrakanyarodds nem lehetséges. Lényegében a kovetkez8 problémdval
taldljuk magunkat szemben.

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1966)




14 TOMKO J.

Legyenek #;, #¥; 8;, 6F (i=1) kolcsonosen fliggetlen nemnegativ valdszinii-
ségi vdltozdk sorozatai
P, =x}=P{gf=x}=1—e"*

és P{6;=x} =P{6f =x} =G(x)

eloszldsfiiggvényekkel. Tekintsiik ezekutdn az {n;+d;} és az {yf + 6f} véltozékkal
értelmezett J, ill. I* felujitdsi folyamatokat. U(z) és U*(¢) legyenek megfelelden az 1,
ill. az I*folyamatokban a ¢ ideig tortént feltjitdsok vdrhatd értékei. Ertelmezziik
tovabbd a kovetkez8 védltozokat:

kével van lefedve;

1, ha az [ folyamatban a ¢ id8pont az n; valtozdk valamelyi-
e(t) = {
0, mdskor.

Hasonldan értelmezziik az I* folyamatnak megfelelS ¢*(¢) mennyiséget, majd legyen

) =¢(t)-e*(r).

Az igy értelmezett &(r) idGszakaszonként hol 1, hol 0 értéket vesz fel (8(0)=1), s
jeldljiik ezeket az idStartamokat megfelelden 7;, ill. §,-sal. Viligos, minthogy az
1, NF (i=1) vdltozék exponencidlis eloszldstak, ezért 7; eloszldsa is exponencidlis
(pontosabban P{fj;=x}=1—e~2%%), Problématikus viszont a § ; eloszldstorvényének
a megkeresése. Ez a kovetkezGképpen lehetséges:! Az {ff; +6,} viltozdk soroza-
tdval értelmezziik az I feldjitdsi folyamatot, U(r)-vel jel6ljiik az e folyamatban a
t ideig tortént feljitdsok szamdnak vdrhatd értékét. Vezessiik még be a kovetkezs

valoszinliségeket :
p()=Ple(t)=1}, pt)=Plex(t)=1}
)= P{Er)=1}.

Ismeretes, hogy ezek a valdszinliségek a megfelels U(z), UX(t) ili. (7(t) fuggvenyekkel
az aldbbi médon fiiggnek Gssze:

ElGszor is
p)=p*(t) é U@t)=U*),

tovdbba )
22) p() = [em=04u(x)
és Oz
©23) 50 = [em2e-9a0x).

0

Minthogy pedig az I és I*felljitdsi folyamatok fiiggetlenek, ezért

24 PO =p()p(1)=p*(1).

1 Az itt vazolt eljarisra A.D. SzALAviov hivta fel a szerzb figyelmét.
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Attérve most a Laplace-, ill. a Laplace—Stieltjes-transzformaltakra, a (24) 6sszefiiggés
az Me—s% meghatdrozdsdndl a k6vetkez8képpen haszndlhaté fel: Legyenek

oo

1) = Me=s,  A@s)= [ e=vauq),

w6 = [ p@ed,  7(s) = Me=H,

oo ©o

Ay = [estdie), 7= [ e pyar.

0

Fkkor
g
A = S e
/f(s) - ZaZ(s)

s+ 20l — 750 °
Innen (22) és (23)-ra vald tekintettel

o 1
n(s) = H“x(S) ST al =G’

20 1

25) 1) = o ) T e

Viszont (24)-bél kifolyblag tetsz8leges Re s =>c¢ =0 mellett

c+ico

n(s) = }% /n(s~a)n(a)d0',

c—ijoo

s gyakorlatilag ennek és (25)-nek alapjan 7(s) meghatdrozhatd.

Visszatérve most az eredeti problémdnkhoz, ha 5-k a jobbirdnyd, #¥-ok a bal-
irdinyi kozlekedésben haladé karavdnok kozti hézagokat, §;-k, ill. a dF-ok pedig
a megfeleld karavdnok dltal lefoglalt utszakaszokat jelentik, akkor #-ok a balirdnyd
bekanyaroddsra alkalmas id8szakaszokat, d;-ok pedig azokat az id&periédusok
hosszait jelentik, amelyek folyamdn a baliranyu forgalomba valé bekapcsolddds
lehetetlen. Ezekutdn vildgos, hogy a fentebb vdzolt médon megkeresve a §; Laplace—
Stieltjes-transzformdltjdt, a ¢, (k=1, 2, 3, ...) eloszldssal kapcsolatos karakterisz-
tikdk a megfelel behelyettesitések utdn kénnyen adddnak.

Rovid példaként tekintsiik a p, =1 esetet. Ekkor

x(s) = e,

(s +20)27(s)
201+ Qu+s)7(s)]’

(26) HORES
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ahol
ae—bs ae—bs
(1+af)(s+a) [s+oa(l—e )]  eb5(s+2x)[s+ 20 — e~ bE+0]
(26)-nak megfeleld szam1 derivdldsa utdn, a balirdnyd bekanyaroddsra vira-
kozé jarmiivek dtlagértékére vonatkozd formuldban szereplS Osszes mennyiségek
minden nehézség nélkill kiszdmithatok.

7(s) =
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