AZ EGYSEGGOMBOT KITOLTO KORRENDSZEREK
KERULET- ES SUGAROSSZEGENEK VIZSGALATA

irta: LASZLO ZOLTAN

A diszkrét geometria egyik alapvet8 kutatdsi teriilete a sikot kitdltd, vagy
lefed§ alakzatok extremdlis tulajdonsdgainak vizsgdlata. Ezen belill viszonylag
nagy teriiletet Slelnek fel az euklideszi sikot kit6ltd, illetve lefed§ koérrendszerekkel
kapcsolatos vizsgdlatok. Emlitsiink meg ezek koziil egy, a tovdbbiak szempontji-
bol fontos problémadt. Legyen adva az euklideszi sikban egy véges zdrt T tartomdny.
Mit tudunk mondani a tartomdnyt kit6lt6 korok sugdrdsszegérsl, és a maximadlis
sugdrosszeget ad6 korelhelyezésekrdl? Feles TOTH L. bebizonyitotta [1], hogy ha
egy S teriletli konvex hatszdgben elhelyeziink »n egymdsba nem nyulé ry, ..., r,
sugaru kort, akkor

r,+ gy o= 7’1;‘
1 e, = VE

A fenti egyenlGtlenség ditaliban nem pontos, azonban kimutathatd, hogy nagy-
szdm kor esetén, tetsz8leges T tartomdnyra is aszimptotikusan pontos. Ehhez
csak THUE tételének [2] azon kévetkezményét kell ismerni: hogy ha d, jelenti egy
T teriiletli végesben fekvd zdrt tartomdny n pontja kozt fellépd minimdlis tdvolsdg

maximumadt, akkor
lim Vnd, = ‘/2/11.
n—ea i/3

Durvan kifejezve ez azt jelenti, hogy nagy pontszdam esetén a pontokat egy szabdlyos
hdromszdgrdcs rdcspontjaiba kell elhelyezni, hogy a minimdlis tdvolsdg maximalis
legyen.

A fenti két tételbdl még az is kovetkezik, hogy nagyszamu kor esetén egy véges
T zért tartomdnyt kit6ltd maximadlis sugdrosszegli korrendszer ,,j6l helyettesithetS”
a T tartomdnyt legsiiriibben kitolts, ugyanazon szamu kongruens korbdl allé kor-
rendszerrel. ,

Ez a probléma az euklideszi sikban t6bb irdnyban dltaldnosithaté [3], mi azon-
ban az alapprobléma gémbi megfelel§jével fogunk foglalkozni, azzal a bdvitéssel,
hogy a sugdrdsszeg mellett a keriiletosszeget is vizsgalni fogjuk. Természetesen ez
utébbi probléma az euklideszi sikban is felvethet§, azonban a sugdr és a keriilet
kozotti egyenes ardnyossdg miatt nem igényel 6ndllé tdrgyaldst.

Feses TOTH L. még régebben bebizonyitotta a kdvetkez§ két tételt [4]:

Legyen adva az egységgdmbon n=3 egymadsba nem nyuld kongruens kor egy
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18 LASZLO Z.

rendszere. Legyen egy kor keriilete k£ és a sugara r, akkor:

M ks2m|/1-—
4 sin 6(n—2)
illetve
) r=arccos— ,
2 sin
T 6(n—-2)

mely Kkifejezésekben egyenlSség csak n=3,4, 6, 12 esetekben &ll fenn.

Ugyancsak Feies TOtH L. vetette fel a kovetkezd problémdt: milyen becslés
érvényes a keriilet-, és a sugdrOsszegre, ha a korok nem feltétleniil kongruensek?
Pontosabban, kimondta a kovetkezd sejtést: az egységgombot kitolts tetszGleges
sugari k6rék keriilet és sugardatlaga nem haladhatja meg az (I),illetve a (1I) korldtot.
Ez az els8 pillanatra meglepd sejtés lényegében azt mondja ki, hogy 3, 4, 6, 12 kor
esetén kongruens k6rok a ,,legjobbak™; egyéb esetekben pedig a korék sugarainak
megviltoztatdsdval nem javithatd ,,tllsdgosan’ a keriilet- és a sugdrosszeg. -

A tovdbbiakban bebizonyitjuk a keriiletdsszegre vonatkozo sejtést, majd
néhdny megszoritds mellett foglalkozunk a sugdrdsszeg becslésével is. Bdr vizsgdlatain-
kat az egységsugari gobmbon végezziik, természetesen a kapott eredmények kénnyen
dtvihetdk tetszGleges sugarii gémbre is.

L. Az egységgombot kitolté korok keriiletosszegének vizsgalata

1. TETEL: Legyen adra az egységgombin n=3 egymdsba nem nyulé k,, ..., k,
keriiletii kor, akkor

N 1
) ki+..+k,=2nn l/]— . -

mely kifejezésben egyenléség csak az n=3,4, 6, 12 esetekben dll fenn.

Helyezziink el ugyanis az egységsugari gombdn n egymdsba nem nyalé ry, ..., r,
sugaru kort. Alkossuk meg a korok Dirichlet-féle cellarendszerét. Legyen az r;
sugaru kor celldjdnak teriilete T; és oldalszdma p;. Akkor az r; sugari koér koré

irhaté p; oldald szabdlyos sokszOg teriilete nyilvin nem nagyobb T-nél, azaz:
T; = 2n—2p;arcsin [cos F;sin n]-

Felhaszndlva a k;=2n sin r; 6sszefiiggést, megfelel§ dtalakitdssal az aldbbi egyen-
16tlenséget kapjuk:

~

= & 1 V — _k,ri i _7t_
2 T,~=2n[l—narcsm[l/1 (ZH]'Smp;]]'
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AZ EGYSEGGOMBOT KITOLTG KORRENDSZEREK VIZSGALATA 19

Bevezetve a —% = x, — = y jelolést bebizonyitjuk, hogy a

2n 4
1 . .
T(x,y) = 1—;arcs1n(l/1—xzsmy)
fiiggvény a
O<y= g
O=x=1

tartomdanyban konvex.
Szamitsuk ki ehhez a sziikséges parcidlis derivdltakat:

T.. = 1 siny cos? y+x*sin? y

y [V —x3)(cos? y + x7 sin? ) |*
x(1—x2)(sin y cos? y—y cos y+ x? sin3 p)

[VI=x?)(cos? y+x%sin?y) ]’
x2(1—xy3siny
[V(1=x?)(cos>y+xZsin2y)]*
A konvexitds feltétele 7,,=>0 miatt
T..T,— T2, =0,

T, =

Tyy

azaz
x2(1 —x?)*y? sin? y(cos? y +- x*sin? y)
(1 —x2)3 (cos? y + x? sin? y)3

x?(1 — x?)? (sin y cos? y — y cos y + x? sin> y)?

= 0.
(1 —x?)3 (cos? y + x? sin? y)3

A nemnegativ tényezGket kiemelve és elhagyva igazolando, hogy
f(x, y) = y?sin? y(cos? y + x* sin? y) — (sin y cos? y —y cos y + x? sin3 y)2 =0.

Ezt két lépésben lathatjuk be:

A) f(x, y) figgvény x-ben ndvekvd.
Ennek feltétele:

g = 4x3 y?sin* y—4x(siny cos? y—y cosy+x2 sin3 y) sin® y = 0.

A nemnegativ tényezSket kiemelve elég beldtni az

x2y? sin y —sin y cos? y+y cos y —x2 sind y =0,

N 2 .
x2y? siny[l——[SI;y] ]+ycosy[1—— m;y cosy} =0

egyenlGtlenséget, mely az egyes tagok nemnegativ volta miatt nyilvdn teljesedik.

illetve az
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20 LASZLO Z.

B) f(x, y) fuggvény x =0 helyen nemnegativ, azaz:
£(0,y) = p?sin? y cos? y —cos? y(sin y cos y — y)? =0.
Figgvényiinket megfelelen dtalakitva, az

(ysin y—sinycos y+y)(ysin y+sin y cos y —y) =0,
illetve az '

[ysiny+y{l— m:y cosy]] (ysiny+sinycosy—y) =0

szorzat el§jele vizsgalandd.
Mivel az elsG tényezd nyilvdn nemnegativ, elegendd igazolni a

g(y) = ysiny+sinycosy—y=0
egyenlGtlenséget.
A g(y) figgvény folytonossdga, valamint

g(0) = g[g] =0

g0 =0 é ¢ (;] —=—1

miatt egyenlGtlenségiink igazoldsdhoz elegendS beldtnunk, hogy g'(y) a [0, g]
intervallum belsejében csak egy helyen zérus. Vizsgdljuk meg ezért g’(») zérushelyeit:
siny+ycosy—2sin?y = 0,

vagy ami ezzel ekvivalens, keressilkk meg az
.y =Q2siny—1)tgy.
egyenlet megolddsait.
A jobb oldalon dllé A(y) = (2siny—1) tgy fliggvény a [0, %] intervallum-

ban konvex, ugyanis a szdmldl6 zdrdjelezését figyelembe véve konnyen beldthato,
hogy
cos* y 4 (2 —cos? y —sin y)

=

0.
cos3y

W(y) =

Viszont egy konvex fliggvénynek egy egyenessel legfeliebb két metszéspontja lehet,
amelyikbdl esetiinkben az egyik az y =0. Ez pedig azt jelenti, hogy a g'(y) fiiggvény-

nek valdban csak egy zérushelye lehet az [0, g] intervallum belsejében. Az A) és

B)-ben foglaltak egyiittvéve az f(x, y) =0 egyenl8tlenség igazoldsat jelentik.
Ezzel bebizonyitottuk a T(x, y) fiiggvény konvexitdsdt a megadott intervallum-
ban.

MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1966)



AZ EGYSEGGOMBOT KITOLTO KORRENDSZEREK VIZSGALATA 21

Térjiink vissza most a (2) egyenlStienség vizsgdlatdra. Osszegezve azt
i=1,2,...,n esetén kapjuk:

S 7 = = 21 3|1~ Paresin 1 1= (XY sin E
éTi—4n:2nZ[l 7Tarcsm”/l (27r] sin ”

i=1 Di

A jobb oldalt nyilvdn nem néveljiik, ha alkalmazzuk rd a T'(x, y) fiiggvény konvexitdsa
miatt a Jensen-féle egyenlGtlenséget, azaz:

4 = 2nn [1 _r arc sin [V 1— (—E-]- sin EJ] ,
T 2n D

Pi+ -+ D s F= k1+...+k,,.
n n

ahol
p =
Mivel a fenti kifejezés p-ban cstkkend, igy az ismert

12
n

liA

p=6—

Euler-féle egyenlGtlenséget alkalmazva

_ 6(n—72) . RN nH
dn = 2nn I—Tarc sin [l/l — (E) sin Wfﬂ”

egyenlStlenséget kapjuk. Ez pedig, amint arrdl elemi dtalakitdsokkal konnyen
meggy6z6dhetiink, ekvivalens a bizonyitandé (1) egyenl8tlenséggel. Pontosabban

a T(x, y) figgvény konvexitdsi tartomdnya miatt egyelGre csak ri§g kik6tés mel-

lett. Kénnyen beldthaté azonban, hogy 5 -nél nagyobb sugar kor esetén is érve-
nyes a becslésiink, hiszen ilyen kdrrendszer esetén a keriiletosszeg nyilvdn nd, ha
a kérdéses kor sugardt 5 Te Osszehuzzuk.

Az (1) kifejezés nyitvdn csak akkor pontos korldt, ha a X7 6sszeg becslésénél
valamennyi 1épésben egyenl8ség dll fenn. Ez pedig csak akkor lehetséges, ha vala-
mennyi cella egybevdgd szabdlyos sokszdg és valamennyi kor ezeket beliilrdl érinti.
Az Euler-féle egyenlétlenséget is figyelembe véve ez csak n=3,4, 6, 12 értékek
esetén lehetséges. Mégpedig az elsd esetben hdarom g- sugara kort kell elhelyez-
niink, a tovdbbiakban pedig az egységgémbbe irt szabdlyos tetraéder, oktaéder
és ikozaéder cstcspontjaiba elhelyezett megfelel§ sugara korok esetén kapunk
egyenl@séget.

MTA III. Osztdly Kozleményei 16 {1966}




22 LASZLO Z.

Célszerii még megvizsgdlni nagyszamu kor esetén a keriiletésszeg aszimpto-
tikus viselkedését. Az (1) egyenlStlenség megfeleld dtalakitdsa utdn egyszer(i szi-
mitdssal kapjuk, hogy

lim2yn 1—~~—1m—‘: 3’;
T
4 sin 6(n—2)

1 oo

Ez a mdr idézett THUE tétel értelmében azt jelenti, hogy nagyszdmii kor esetén
a gobmbon is nagyjdbol egyenl§ sugaru és szabdlyos hdromszogrdcs-jellegli kor-
rendszerek adjdk a maximadlis keriiletdsszeget. Ez az Onmagdban is érdekes tény
egyuttal megvildgitia Feses TOtH L. (I) és az dltalunk bebizonyitott (1) egyenl6t-
lenség kozotti hasonlosdg mélyebb okdt is.

Erdekes lenne megvizsgalni ezek utdn, hogy bizonyos meghatdrozott szamu kor
esetén, mely elrendezés adja a maximalis keriiletSsszeget. Az eddigiek alapjdn a tri-
vidlis n=1,2 esetek mellett n=3,4,6, 12 és aszimptotikusan n=-o esetekben
tudunk erre vadlaszolni. Nyitott probléma a maximdlis konfigurdcid megkeresése
n=35,7, ... szdmu kor esetén. Ez a vizsgdlat azonban madr egyenld sugari koérdk
elhelyezése mellett is igen bonyolult és igy talnd e dolgozat keretein.

I1. Egységgombot kitolté kirok sugdrisszegének vizsgilata

Bdr a sugdrOsszeg vizsgdlata egyszerlibb problémdnak Ildtszik, gyakorlati
szempontbdl is jobban hasznosithatok a vele kapcsolatos eredmények, mégis meg
kell elégedniink az eldz6eknél valamivel kevesebbet mondé eredménnyel. Ennek
f& oka az, hogy a modszeriinkben [ényeges szerepet jdtszo kétvdltozds konvex
fliggvény konvexitdsi tartomdnya a sugdrdsszeg esetében valamivel szlikebb.

2. TETEL: Legyen adva az egységgombon n=3 egymdsba nem nyild r,, ..., r,
sugart kér. Max r;=63,69°... esetén

) ri+...+r, =narccos ————
2sin—"
6(n—2)
mely kifejezésben egyenloség csak n=3,4, 6, 12 esetekben dll fenn.
Helyezziink el ugyanis a gémbén n egymdsba nem nyuld r;(i=1, 2, ..., n)
sugari kort és alkossuk meg ezen kor6k Dirichlet-féle cellarendszerét. Legyen
T; az r; sugara kor celldjanak teriilete és p, ezen cella oldalszdma. T, nyilvdnvaléan

nem kisebb, mint az »; sugara kor koré irhaté szabdlyos p; oldali sokszdg teriilete,
azaz:
) T; = 2n—2p;arcsin [cos r;sin g] .

Kimutatjuk, hogy a

T(p,r) = 2n—2parcsin [cos rsin gJ
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AZ EGYSEGGOMBOT KITOLTO KORRENDSZEREK VIZSGALATA 23

kétvdltozos fiiggvény a p=3, r=63,69°...tartomdnyban konvex. A sziikséges par-
cidlis derivdltakat kiszdmitva kapjuk:

2n2 . m ., .
~—sin —sin® rcos r
T = 14 14
pp . %
(1 —sin? = cos? r]
p
2p sin = cos? - cos
T = y4 )4
r T %
[1 —sin? = cos? rJ
r .
2sinr [sin T cos T —sin® X cos? r]
T — p P D P
pr %
[1 —sin2 Z cos? r}
P

Mivel T,,=0, elegend8 a konvexitdshoz a kovetkezd egyenlGtlenség teljesiilése:
2
1,,T,—T,=0.
n T, . .
Azaz ? =u, O<us= 3 jelolést bevezetve igazolandd a
4u? sin? u cos? u sin? r cos® r 4 sin? r (sin u — u cos u —sin u cos? r)?
(1 —sin? y cos? r)3 (1 —sin? ucos?r)3

11}
=)

egyenlGtlenség. A nemnegativ tényezGket kiemelve és elhagyva,
u? sin? u cos? u cos? r —(sin u —u cos u—sin3 u cos? r)2 =0.
Azonos 4talakitdsok elvégzésével kapjuk:
(u sin u cos u cos r +sin u —u cos u — sin> u cos? u)-
«(u sin u cos u cos r —sin u+u cos u+sin® u cos? u) =0

[ —ucos u(l —sin u cos r) + sin u(1 —sin u cos r)(1 + sin u cos r)]-

«[u cos u(l + sin u cos r) —sin u(1 —sin u cos r)(1 + sin u cos r)] =0.
A pozitiv tényezGk kiemelése és elhagydsa utdn marad:

(—u cos u+sin u +sin? u cos r)(u cos u —sin u + sin? u cos r) =0.
Az elsG tényezd pozitiv, ugyanis

—ucosu+sinuy+sin2ucosr > —ucosu+sinu = cos u(tgu—u)=>0.
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24 LASZLO Z.

Marad még a mdsodik tényez§ vizsgdlata:
u cos u—sin u+sin u? cosr =0,

vagy cos r-re megoldva:
sinu—ucosu

3 : cosr = -
&) sin? u

ElGsz6r is lassuk be, hogy az

SN U — U CoSs u
u) = -
S sin? u

fiiggvény a 0<u§~g— intervallumban névekvd.

Ennek feltétele:

S =
Ez pedig kovetkezik abbdl, hogy a

usin? u— 3 sinu cos u+ 2ucos? u

; 0.
sin3 u

Iy

g(u) = usin? u— 3 sin u cos u+2u cos? u

g(0)=0

fiiggvényre
és
. . . 2
g' W) = 3sin2u—2usinucosuy = 3sinucosu (tgu— 3 u) =0.

Ezek szerint a (3) egyenl6tlenség, a jobb oldalon dll6 fiiggvény névekvd volta miatt
feltétleniil teljesedik, ha

. T s
SN - — - COS

cosr = 3 3 3 = 0,4432...,

T

11y 2

sin”® —
3

vagyis r=63,69°..., amit bizonyitani akartunk.
Visszatérve a (2) egyenlStlenségre 6sszegezziik azt i=1, 2, ..., n esetén:

[Zn —2p; arc sin [cos r;sin l]] .
=1 i

H

i=1

Az egyenlGtlenség jobb oldaldt nem ndveljik, ha alkalmazzuk rd a T(p, r) fliggvény
konvexitdsi tartomdnydban a Jensen-féle egyenlStlenséget, azaz

4n=n [2n —2p arc sin [cos Fsin %” ,
ahol

P1+ .-+ Pa P ri+...+r,

P= n n

MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1966)




AZ EGY>EGGOMBOT KITOLTO KORRENDSZFREK VIZSGALATA 25

Mivel a fenti kifejezés p-ban csokkend, igy az ismert .
12
p=6—--.
p n

Az Euler-féle egyenlStlenséget alkalmazva kapjuk, hogy

. n nn
4n = 2nn — 12(n—2) arcsin |cos , sin - 6n_2)

mely kifejezést megfeleiben rendezve a bizonyitandd (1) egyenlGséget nyerjiik
egyenldre p, =3 kikotéssel.

A T(p, r) fliggvény konvexitdsi tartomanydn beliil a fenti kifejezésben egyenls-
ség nyilvdn csak abban az esetben 4ll fenn, ha valamennyi cella egybevagd szabdlyos
soksz6g, és valamennyi kor ezeket beliilrsl érinti. Ez csak n=4, 6, 12 értékek esetén
lehetséges, amikor is az egyenls sugar( korok koézéppontjai egy tetraéder, oktaéder,
illetve egy ikozaéder cstcspontjaiban helyezkednek el.

Bdr p=2 esetén a T(p, r) fliggvény nem konvex, mégis kénnyen beldthatjuk,
hogy az (1) egyenlGtlenség érvényben marad. Ehhez csak azt kell észrevenniink,
hogy ha van kétoldala cella, akkor valamennyi az. Két kor cellarendszere nyilvan
kétoldald. Ha most egy harmadik kor kézéppontja rajta van az el8z6 két kor kézép-
pontja dltal meghatdrozott f6k6ron, akkor e hdrom kor cellarendszere is kétoldald
celldkbol 4ll. Ellenkezd esetben az ) hatvdnyvonalak valamennyi cellit hatdruk
belsé pontjan fogjdk metszeni és igy azok hdromoldaliak lesznek. EbbGl a gondolat-
menetbSl mdr kovetkezik akdrhdny korre az dllitdsunk.

Ha viszont van kétoldalu cella, azaz valamennyi kér kézéppontja egy fokorre
esik, akkor a maximdlis sugdrOsszeg nyilvan n. Ez n=3 esetén éppen megegyezik
az (1) altal adott korldttal:

1 1
Jarccos——— = 3arccos§ =7,

. b
2511’1?

n=3 esetén viszont a sugdrosszeg a korldt alatt marad. Ezzel tételiink valamennyi
allitdsdt bebizonyitottuk.

A keriiletGsszeg aszimptotikus tulajdonsdgdnak vizsgdlatdhoz hasonldan
itt is beldthato, hogy nagyszdami koOr esetén nagyjabol egyenlGsugaru szabdlyos
haromszogracs-]ellegu korrendszer adja a maximalis sugdrOsszeget. Ez ismét THUE
tételébdl és a kovetkezd konnyen kiszamolhaté hatdrértékbdl kovetkezik:

lim 2Vn arc cos *l*———g = 2 .
Ao oo 5 sin ™ V3
6(n—2)

Ez egytttal azt is jelenti, hogy nagyszdmu kor esetén nem lehet a kérék sugara tul
nagy. Ezek utdn érthetd az a torekvés, hogy az (1) egyenlStlenség érvényességét,
legaldbbis bizonyos szdmu kort8i kezdver; >63,69°... sugar( kdrokre is kimutassuk.
Az egységsugaril gdbmbonr;>63,69°... sugaru kort legfeljebb kettSt lehet elhelyezni.
Foglalkozzunk el8szér azzal az esettel, ha korrendszeriinkben egy ,,nagy” kor van.
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26 LASZLO Z.

1) Legyen r,=>63,69°..., valamint r,, ..., r,=63,69°... sugari kor. Bebizo-

nyitjuk, hogy n=9 esetén:
1
“) ry+...+r, = narccos
- 2sin ——

6(n—2)
Keészitsiik el most is a korok Dirichlet-féle cellarendszerét, majd az r,, ..., r, korok
celldira vonatkozé egyenl6tlenségeket Osszegezziik a mar ismertetett mddon, akkor
kapjuk, hogy

A4n—-T, =2(n—-1) [1: —parccos [cos Fsin %]] ,
ahol

_ 1 < . _ 1 §1
p_n_li;;p,-, illetve r—n_lf_Jri.

Az Euler-féle 6sszefiiggésbSl szdmoljuk ki p-t,

pi1t+m—1)p=6n—12,
azaz
6n—12—p,
n—1 ’

IIA

p

Ezt felhaszndlva és az igy kapott egyenlStlenséget rendezve,

T
7r(n—3)—}—71
n sin——————
‘ r; = (n—1)arccos 6n—12—p,
i=2 sin n(n—1)
6n—12—p,
Vagyis bizonyitando, hogy
n(n—3)+%
sin ————
_12_
%) 1+ (n—~ 1) arccos on=127P1 < parccos I
' Sin_lf_"_i_ 2sin——0
6n—12—p, 6(n—2)

A bal oldalt nyilvdan noveljiik, ha az r, korcelldjdt kérnek vessziik, és p, helyébe 3-mat
irunk, azaz vizsgdljuk a tovdbbiakban r; =r jelolést alkalmazva a

. 7r(n—2—¢osr)

sin
(6) r+(n—1)arc cos bn =15 = narccos !

sin zn=l) D 2sin —0

6n—15 6(n—2)

egyenlGtlenséget.
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A) Kimutatjuk, hogy r=60 és n=9 esetén a (6) egyenlGtlenség bal oldala
r-nek monoton csékkend fliggvénye.
Ehhez azt kell kimutatni, bevezetve az

_ m{n—2—cosr)

6n—15 ’
_ n(n—=1)
b= 6n—15
jelotéseket, hogy
COs o nn—1)

sinr = 1.

Vsin2 f—sin?a  6n—15

w(l+cosr) .
“en—1s %

a<f<p

Osszefiiggést, egyenlGtlenségiink a kovetkezGképpen modosul:

Felhaszndlva a

sin? B —sin? & =

TTCOS o n—1

sinr = 1. .
Yn(1+cosr)sin2& Yén—15

Egyszerii szdmoldssal beldthaté, hogy

g <a=<f
€s
77.'
li =1 = —
limo=lmf =%
monoton csdkkendleg, valamint
n—1
Y6n—15

IV

és monoton ndvekvé n = 4 esetén. .
Ezek figyelembevételével és az egyes tényezGket megfelelGen becsiilve kévetkezik
allitdsunk.

B) Kimutatjuk, hogy n=9 és r= % esetén az (5) egyenlGtlenség teljesedik, azaz

') £+(n—1)arccos—l——§narccos——.
3 2 sin =l 2sin 2=l
6n—15 6(n—2)
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Az egyenlGtlenséget megfelelGen dtrendezve

n arccosA—arccosﬁ §—§~arccos_1(1—),
. n . w(n— . m(n—
2 sin 6n=2) 2 sin on—15 25m——6n_15
majd a bal oldalra a Lagrange-féle kozépértektételt kétszer alkalmazva kapjuk:
1 cos &, n(n—4n .
1-&2 o w(n—1) 24(n—2)(n—-2,5

M em—2) " en—15

s 1
= — —arccos

. w(n—1) ’
2sin “en—1
ahol
1 1
< =—,
5 sin 5gin FH =1
6(n—2) 6n—15
illetve
n(n—1) nh
=15 =% = 6m=3) "

Egyenlétlenségiink teljesedése elég nagy n esetén nyilvdnvald, mert a bal oldal €lsd
tényezGjének hatdrértéke végtelen, mig a madsik két tényezd hatdrértéke zérusndl
nagyobb véges szam, a jobb oldal viszont korldtos. Becsiiljiik meg ezen n kiisz6b-
szam értékét azdltal, hogy egyenlStlenségiinket megfelelS irdnyt dtalakitdsokkal
egyszeriibb alakra hozzuk. Felhaszndlva a &, és &,-re kapott korldtokat, valamint
azt, hogy n=10 esetén

‘ _(n—ﬂ_ =1,
(n=2)(n—-2,5)
azt kapjuk, hogy
1 6(n—2) no_n
1 m 243’
1— sin?
4sin? ™" 6(n—2)
6(n—2)
illetve rendezés utdn,
1 ctg 6 il 2 = 4,
., T n—
V4sm ) 1
Bevezetve a
o m
T 6(n—2)

MTA 111. Osztdly Kézleményei 16 (1966)



AZ EGYSEGGOMBOT KITOLTO KORRENDSZEREK VIZSGALATA 29

jelolést és rendezve az egyenlGtlenséget:

ctg v
V4sin? o —1

azaz a koOvetkezG egyenldtlenséget kapjuk:

=4,

64 sin* v — 15sin2 v — 1 =0.
Ezt megoldva

=32,49°...
azaz
n=27
adddik.
Ezutdn a még megmaradd véges szamu
9=n<27

értékekre numerikusan meggy&zGdhetiink a (7) egyenlStlenség teljesedésérdl. Az A)
és B) rész egyiitt a (6) egyenlStlenség igazoldsdt, az pedig a (4)-ben foglaltak bizo-
nyitdsdt jelenti.

Végiil vizsgdljuk meg két ,,nagy kor” esetén a helyzetet.

2. Legyen ry,r,=63,69"... valamint r;, ..., r,=63,69°... sugari kor. Bebizo-
nyitjuk, hogy n=8 esetén
8 r; = narccos
® =21 —

6(n—2)

Elkészitve a korok Dirichlet-féle cellarendszerét, majd az rs, ..., r, korok
celldira vonatkozo egyenlStlenségeket Osszegezve, és az elzGekhez hasonlo dtala-
kitdsokat elvégezve bizonyitandd, hogy

2sin

T, T,
sin n(n’—4)+ B +*2“
6n—12—p, — : 1
ry+ry +(n—2)arccos . P17P2 < parccos ,
sin =2 25in ™
6n—12—p,—p, 6(n—2)

Az egyenlGtlenség bal oldaldt nyilvdn néveljiik, ha T, és T, celldt kornek tekintjiik,
illetve p, =p, =3 helyettesitést alkalmazzuk, azaz elegends az aldbbi dllitdst igazolni:

n(n—2—cosry; —cosr,)

sin
© ry +r;+(n—2)arccos 6(n—3) =
sin T (n—-2)
6(n—3)
= narccos !
2sin ——
6(n—2)
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v

A) Kimutatjuk, hogy az egyenlStlenség bal oldala r, = 60° és n =8 esetén r,-nek
monoton csékkend filiggvénye. (Természetesen akkor r,-nek is.) A derivdldst elvé-
gezve és a Lagrange-féle kozépértéktételt alkalmazva igazolandd, hogy

cos a sin ry (n—2)m
Vr(cosr, +cosr,)sin28 V6(n—3)
ahol :
_ w(n—2—Cosry —COS r;)
6(n+3)
és
- n(r=2)
a=¢= 6i=3) "
Felhaszndlva, hogy n=6 esetén
30° <a=40°

valamint, hogy
limo = 30°

n-» o

illetve

. n—2
lim
noe Yn—3

monoton csdkkenden,

= o monoton névekvden,

az egyes tényezGket megfelelen becsiilve egyszer{i szamitdssal adddik dllitdsunk.
B) Igazoljuk, hogy r; =r, =60° valamint n =8 esetén teljesedik a (9) egyen-

16tlenség, azaz

2n 1

— 4 (n—2)arccos = narc cos
3 2sin 2122 2sin—
6(n—3) 6(n—2)
Ezt az egyenlGtlenséget megfelelGen dtrendezve igazolandd, hogy
1 2n 1
n |arc cos —arccos "2 = — —arccos w2
. n . m(n— . m(n—
28“16(727 Slnmjﬁ 2Slnm
A Lagrange-féle kozépértéktétel kétszeres alkalmazdsdval alakitsuk 4t a bal oldalt:
cos 2. T nin—1) =" _2arccos—
V1—¢2 6sinasinf (n—2)(n—3) 3 . n(n—2)
- 2sin——F—
6(n—3)
ahol
———1 < & < !
2sin =2 2sin— "
6(n—3) 6(n—3)
_ n n(n—2)
P=%ti—3y =~ 6p=3 ¢
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EgyenlGtlenségiink két oldaldn megfelelS irdny( dtalakitdsokat elvégezve elegendd
belatni, hogy
cosa 1 2

. = —.,
) 1 6sin? o 3
4 sin? o

Ezt megoldva «=36,91°..., illetve n=8 adddik.

Az A) és B) rész egyiitt a (8) dllitdsunk teljesedését jelenti.

Figyelembe véve a (4) és (8)-ban bizonyitottakat, eredeti tételiink valamivel
élesebb modositasdt is kimondhatjuk:

3. TeteL: Helyezziink el az egységsugari gombon n=9 egymdsba nem nyiulé
Fyy .oy by Sugaru kort, akkor

: 1
r{+...+r, = narccos

2 sin T
SN n—2)
Bdr majdnem biztos, hogy n<9 esetekben sem javithat a sugdrOsszegen egy vagy
két ,,nagy” kor, azért ovatosnak Kell lenniink. A trividlis n=1, 2 esetektdl eltekitve
n=3 esetben ldttuk, hogy a maximadlis sugdrGsszeget hdrom olyan érintkez8 kor
adja, melynek koézéppontja egy f6korre esik, méghozzd a sugaruktol fiiggetleniil.
Igy n=3 esetén valamelyik kor sugardnak névelése nem ront sziikségszerlien a
sugdrisszegen. Legbiztosabb mdédszer e kérdés eldontésére természetesen az lenne,
ha n=4,5,6,7,8 esetekben megtaldlndnk a maximadlis sugdrosszeget ado korel-
helyezést. Ez n=4 és n=6 esetén vdrhatdlag az el6z5 fejezetben mdr szerepelt
szabdlyos tetraéder, illetve oktaéder elrendezés lesz, n=>5 esetén pedig bizonyos

. . . P T P . o . T, o K
szimmetrikus elrendezések szélsGértékeit vizsgdlva valdsziniileg hdrom 3 & két Y3

sugari korbdl dllé kérrendszer az optimdlis. Ezt a sejtést az is indokolja, hogy
az igy kapott 240°-0s sugdrdsszeg igen jol kozeliti az (1) egyenlStlenségbdl szdr-
mazé 246,3°...-0s korldtot. Végiil szeretném még megjegyezni, hogy érdemes lenne
a dolgozatban tdrgyalt problémdt gémbsiiveg esetére is megvizsgdlni. Ez az dnmagdban
is érdekes probléma megolddsa azért is hasznos lenne, mert f6leg kisszdami kor
esetén a még hidnyzd esetek elintézését jelentené.

Végezetiil szeretnék kdszonetet mondani FEJES TOTH LAszLO professzor drnak,
akinek a témdn kiviil sok értékes tandcsot is koszonhetek, valamint RAPCSAK ANDRAS
professzor urnak, aki dolgozatom dtnézésével és hasznos megjegyzéseivel nagyban
segitette munkdmat.
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(Beérkezett: 1965. V. 30.)

UNTERSUCHUNG DER UMFANG- UND RADIUSSUMME BEZUGLICH DER
DIE EINHEITSKUGEL AUSFULLENDEN KREISE

Z. LASZLO

Zusammenfassung

Der Verfasser beweisst — als Verallgemeinerungen zwei Sitze von Feigs TOTH —die fol-

genden Sitze:
Satz 1. Es seien auf der Einheitskugel n»=3 nicht iibereinandergreifende Kreise mit Um-

fangen: k:,..., kn gegeben, dann

kit ot ka=2nn [
. nn

4sin? ——

6(n—2)

wo Gleichheit nur im Falle von #=3, 4, 6, 12 gilt.
SaTtz 2. Es seien auf der Einheitskugel n=3 nicht iibereinandergreifende Kreise mit Radien
ri,...,r. gegeben. Wenn max r;=63,69°

rit+...+rm=narccos — |
. nn
2 sin —————
6(n—2)
wo Gleichheit nur im Falle von n=3, 4, 6, 12 gilt. .
SaTz 3. Es seien auf der Einheitskugel #=9 nicht libereinandergreifende Kreise, dann

1

nn
6(n—-2)

ri+...+¥r:s = nArccos
2 sin
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