A KONSTRUKTIV FUGGVENYTAN
EGY UJABB IRANYAROL*

irta: SZUSZ PETER és TURAN PAL

A ,linedris”-nak nevezhet§ konstruktiv fiiggvénytan talin legdltaldnosabb
értelmes fogalmazdsa a kovetkez8. Legyen R egy metrikus tér,

Q)] P:0o(x), 91(X) ...

az R-en értelmezett pl. valds értékil fliggvények fix sorrendil sorozata, A az R-en
értelmezett f(x) fiiggvények egy osztalya. Legyenek ,,n-edfoku @-polinomok” a

® mmggamn

alaka fiiggvények, ahol a c¢,-k valds dllandék. Ekkor az (R, 4, ®)-konstruktiv
fiiggvénytan az R-en értelmezett A-osztdlyba tartozé fiiggvénynek funkciondlis
tulajdonsdgait kapcsolja &Ossze @-polinomokkal valé approximdlhatdsdgi tulaj-
donsdgokkal. Ha az A-osztdly az R-en folytonos fiiggvények osztdlya, akkor a
Weierstrass—Stone tétel igen éltaldnos @-rendszerekre adja meg a kivdnt kap-
csolatot. Ezen tul azonban fGleg azon escteket vizsgdltdk, amikor R egy véges [
intervallum vagy a K egységkorvonal vagy az egységkorlap; mikoris a @-rendszer
x-hatvdnyaibdl, ill. a trigonometrikus rendszerbdl dll. Ezen elméletek fGeredményei
S. BERNSTEIN nevéhez f{iz8dnek. Egy karakterisztikus tétele, mely egy 0 <o < 1-gyel
a K-n Lip o-feltételt kielégité f(9) fiiggvények Lip, (K)-osztdlydra vonatkozik,
a kovetkezd.
Ha a fenti osztdly fiiggvényeit 0=9 <9” <2n-re

&) f(3) —f(8") =19 — §"[*-val

normdljuk, akkor ezen funkciondlis viselkedés — kissé pongyola fogalmazassal —
ekvivalens az »
@) inf n* max | () —1,(P)| = ¢ = c(a)

n 8

approximalhatosdgi tulajdonsdggal. Itt 7,(3) az n-edrendii trigonometrikus poli-
nomokat futja be.

A (3) ~(4)-tipusti implikdcid jelentGsége a numerikus analizisre nyilvdnvald;
jelent8sége pl. a kovetkezl dltaldnos jellegli megjegyzéssel is illusztrdlhato. Ha az
ismeretlen f(9) figgvény pl. egy ,,vad” differencidlegyenlettel van értelmezve, akkor

* Az 1965. marcius 25-i felolvasoiilésen tartott eldadas.
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a benne szereplS egyltthatofiiggvényeket jol approximdlé m-edfokd polinomokkal
helyettesitve az

&) A(f)=B,(f)

alakba irhatd, ahol B,(f)-ben az ismeretlen fliggvény derivdltjai csak kis abszolut-
értékii faktorokkal vannak szorozva és A,(f)-ben csak m-edfokd polinomegylitt-
hatdk 1épnek fel. Ekkor (5)-6t n=1,2,...-re az A4,, (f,) =B, (f,-1) (fo(x) ,,sima”,
az m,-ek alkalmas egészek) 1teracno sorozattal he]yettesnve a konvergencia-bizo-
nyitds bizonyos esetekben keresztiilvihetS (ami (5)-re exisztenciabizonyitdst jelent).
A (4)—(3) implikdcio jelent8ségét a kovetkezGképpen illusztrdlhatjuk. Ha egy
fiiggvényegyenlet egy megolddsat pl. egy iteracids processzus utdn egy polinomsor
alakjdban kapjuk meg, melynek #n-edik maradékésszege a sor alakbdl felilrsl becsiil-
het8, akkor ebbdl a megoldd fiiggvény simasdgi tulajdonsdgaira, pl. analiticitdsdra
kovetkeztethetiink. Mivel pl. differencidlegyenleteket Banach-terekben is kezdenek
vizsgdlni, dltaldnosabb terck konstruktiv fliggvénytana is mind aktudlisabbd vdlik.

Hogy még e legjobban kianalizdlt konstruktiv fliggvénytanokban is milyen
alapfeladatok tisztdzatlanok még, mutatja pl. a sorrend-probléma. Ez réviden azt
kérdezi, hogy egy adott A-fliggvényosztdlyra nézve az

(6) 1, x, x2, ..., x", ...

sorozat sorrendje ,,a természetes”-e? Egy fokkal vildgosabban, ha a (6) sorrend
helyett az

) 1 = xko, xks xk2 .
sorrendet vessziik, tehdt ,,n-edfokt polinom” alatt pillanatnyilag nem a

n
> 2> a,x’
. v=0

kifejezést, hanem a -
n
> a,x*v
v=0

formuldt értve, igaz-e a) egy fix n-re, b) minden n=l-re

®) sup min max lf Za x"

f€A ay [-1, +1]]

< supmin max
fedA a, [-1,+1]

n
f- _OZ' a,xk 1.

Ha A4 pl. a [—1, + 1]-ben pdros folytonos filiggvények osztdlya, akkor (6) helyett az
~ (1, x2, x4, x, ...)

sorozatot véve és ebben az x2¥~1 tagokat ,,ritkdn” elhelyezve (8) nem 4dll. Valoszinii
azonban, hogy az A-fiiggvényosztdly megfelels értelmezése mellett a (6) sorrend
,,a természetes”. Ezek, amennyire tudjuk, Ujszeri kérdések a klasszikus konstruktiv
fiiggvénytanban is.

Bdr a végtelen intervallumra vonatkozdlag a polinomapproximacié elmélete
1ényegileg a Weierstrass-tétel stlyfiggvényes kiterjesztésénél tart csak, a 0-hoz tarté

MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1966)




A KONSTRUKTIV FUGGVENYTAN EGY USABB IRANYAROL ' 35

sulyfiiggvény nyilvdan elengedhetetlen. KézenfekvG gondolat volt a véges és végtelen
koz esetei kozotti kiilonbséget azzal elmosni, hogy polinomapproximdcié helyett
raciondlis tortfiiggvényekkel valéd approximaciot tekintiink. Valdban régota ismert
tény, hogy akdr véges, akdr végtelen k6zon adott folytonos f(x) (végtelen koz esetén
lim f(x)=a megszoritassal) tortfiiggvénnyel egyenletesen approximalhatd.

X = oo

A raciondlis faggvényre vonatkozd konstruktiv fiiggvénytan a polinomokéhoz
képest tovdbbi figyelemre mélté killonbségeket mutat. Ha p,(x), ¢..(x) valéban
n-ed, ill. m-edfoka polinomokat jelentenek, értelmezziik az r(x) raciondlis tort-
fiiggvény fokdt, midén (p,(x), g.(x))=1 és

_ (%)
%) . r(x) = )’

természetszeriileg a
(10) gr r =max (m, n)
altal. Mdrmost, mig a @-polinomok dltaldnos esetében fenndll a
gr (I, +M,)=max (gr I1,, gr I1,)
egyenlGtlenség, addig ez raciondlis tortfiiggvény esetén nem igaz, mint pl. azt az

1 1
+—
x2+1 x242

tortfliggvény mutatja. Tovdabba a raciondlis tortfiiggvények ugyan 1ényegileg elG-
allithaték volndnak az

xk

ag+a;x+ ... +axt

(k, ] = 0 egész)

alakui bdzissorozat linedr-kombindcidiként, whol az a, egylitthaték akdrcsak
raciondlis szdmok volndnak, de ezek minden bizonnyal semmilyen olyan ésszer(i
sorrendbe nem foglalhaték, amelyt8l remélni lehetne, hogy egy értelmes fiiggvény-
osztdly fliggvényeinek approximdlhatésdga az elsG n darab dltal jobb lesz a kdzon-
séges sorrendil polinom-approximdlhatésdgndl. Ezek és tovdbbiak miatt a raciondlis
tortfliggvények szolgdltatjdk a legegyszeriibb példdjdt a nemlinedrisnak nevezett
konstruktiv fliggvénytannak. Igy tehdt a tortfiiggvények konstruktiv fliiggvénytandnak
mind gyakorlati, mind elméleti érdekessége is van; elSbbit aldhuzza az a tény is,
hogy a tortfliggvények értékkiszamitdsi problémdi a polinomokéival azonosak.
Ez lesz a cimben emlitett 1ij irdny.

Mennyiben tekinthet§ ezen konstruktiv fiiggvénytan ujnak? Hiszen mar
CseBISEV foglalkozott azzal a kérdéssel, hogy egy elSirt, [—1, + 1]-ben folytonos
f(x) és elSirt nemnegativ egész m és n mellett mely

rE(x) = ()

ql" ("Y)
tortfiiggvényre lesz

| _ Pal%)
[-nl],afu ;f(x) Gm(X)
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minimalis. Megmutatta, hogy létezik lényegileg egyetlen r}¥(x), mely minimizél
és ezt oszcilldcio-tulajdonsdggal karakterizdlni tudta. De ezen alapon rf(x) explicit
meghatdarozasa még fix specidlis fiiggvényekre & m, n-értékekre is ritkdn sikeriil
és flggvényosztdlyokra még a polinomok konstruktiv fliggvénytandban sem igen
haszndlatos. De vajon vizsgdltdk-e mds modszerekkel a tortfiiggvényekkel valo
approximalhatésdg kérdését egyes nevezetes fiiggvényosztdlyokra? A felelet erre
az, hogy ilyen vizsgdlatok torténtek, de negativ eredménnyel. Hogy egy karakterisz-
tikus példat emlitsiink, tekintsik az E = [—1, +1] szakaszon, egy rogzitett
0 <o <1-gyel azon f(x) fuggvények halmazdt, melyekre —1=x"<x"= +1-re az

(11) lf(x”) —f(x');g(x”_x,)a

egyenlGtlenség 4ll fenn; e fliggvényosztdly, a ,,Lip, (E)-osztdly 1-konstanssal”
probakéve szokott lenni ilyen vizsgdlatoknak. S. BERNSTEIN el6bb emlitett tételé-
bdl kénnyen kdvetkezik, hogy ha f(x) a Lip, (E) osztalyba esik, akkor —1=x=1-
ben alkalmas m¥(x) n-edfoku raciondlis polinommal

(12) -] = 48

a forditott tételrdl és az egésznek DziApIKtS] szdrmazd kiegészitésér6l most nincs
érkezésiink sz6lni. BERNSTEIN azt is megmutatta, hogy (12) nem javithaté az n-edfoka
polinomok k&rében; példdjanak kis modositdsaval igazolhaté, mint azt D. NEWMAN
megjegyezte, hogy (12) Iényegileg nem javithaté még akkor sem, ha legjeljebb n-edfok
raciondlis tortfiiggvénnyel approximalunk. Pontosabban az igazolhato, hogy ha
T,.(x) az m-edik Csebisev-polinom, akkor az

(13) fo)=e; 2 %Tm! (% x]

alkalmas pozitiv numerikus cz-vel.osztélyunkhoz tartozik és minden legfeljebb
n-edfokt r,(x) raciondlis tortfliggvényre n=n,-ra

1

(14) Tg [fo(x) —r, ()} > o n

Hogy fo(x) osztilyunkhoz tartozik, vagyis
|fo(x + h) —fo(x)|
[ 2+ 2|

m=k m>k

felsG becsléséhez, elég azt

alakba irni, ahol k a

1
k!l = — k+ !
..._.h<( 1)

egyenlGtlenséggel van egyértelmiien értelmezve, és utobbit

1
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1 1
'Tm[iyl]—TmlEyz]

—l=y <y, =+1

dltal, elSbbit

= cym|y; —yals

dltal becsiilni. (14) igazoldsdra, ha az. /-index
) (-2'=n<(-1!
altal van definidlva, irjuk (fo(x)—r.(x))-et

1
1-1 . T!(—x] -
(2 LTm![%x]_,n(x)j+’_l'§_+ 5 mieet (1

m=1 m® mai+1
alakba. Az utolsé Osszeg E-ben abszolute

2
T +n
A zdrdjeles osszeg raciondlis tortfiiggvény, melynek foka
=n+({-1)<2(I-D!

tehdt legfeljebb ennyi jelvéltdsa van E-ben. Viszont, mivel

)

Tm(—;-xJ =41, x=2cos9, cosmd =41,

9 211 X 2 cos e m 2m
= — g -_ B U —
m’> 7 m’ 3 3°

flA
A

tehdt a k6zépsG tag az 1/! szami x, helyen véltakozva =+ 1; mivel pedig
2-1) < 11
3

ha n elég nagy, van olyan egész u, hogy 1/!=pu= %/!legyen és

sign - Tn(x) = sign I_ZI'—I—T. Xl —r(®)
ne hm!* T2 "

nm=

3
x=x,

azaz

1 2 1

11 1 1 i
lfo(xy)_rn(xu)l = W—"m = 51— > —a

LN YC Tt T n*log3n
valéban (s6t ndvekvS n-nel ezek egyre siirlibben vannak).
Ennek és tovdbbi negativ eredményeknek tiikrében — egyesekrol késdbb

szélunk — ugy ldtszott, az a vélemény alakul ki, hogy az n-edfokid tortfiiggvény
nagyban és egészben ,.értelmes” fiiggvényosztdly esetén csak olyan egyenletes
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approximdcidra képes, mint a (2n 4 1)-edfoku polinom, tehdt ugyanolyan nagysdg-
rendeket ad, esetleg jobb dllanddkkal vagy legfeljebb logaritmus-hatvdny szorzdval.
Ezt a véleményt hangoztatta mqlt szeptemberben MERGELIAN Londonban egy
magdnbeszélgetésben, lényegében ezt a véleményt irta le D. NEWMAN mult mdr-
ciusban megjelent értekezésében, melyben pedig a dolog kulcsa a kezében volt.
E dolgozatban az |x| fiiggvénynek E-ben valo raciondlis approximdcidjaval foglal-
kozik. Az |x| fiiggvény szerepe a polinomok konstruktiv fiiggvénytandban jol ismert;
polinom-approximdlhatdsagdbdl dltaldnos fliggvényosztdlyokra vonatkozd tételek
szdrmaztathaték. Régdta ismert, hogy alkalmas n}(x)-szel F-ben '

(15) x| —mkx)| = =.

SN |0

BERNSTEIN megmutatta, hogy ez lényegileg nem javithatd, mert alkalmas cs-tel
minden 7,(x)-re

max [|x| — 7, (x)] >
x€E

Midrmost Newman azt a meglepS tényt taldlta, hogy alkalmas r¥(x)-szel E-ben
(16) ||x] = rE(x)f = eV

és ez bizonyos mértékben ,,kozel legjobb™, a'mennyiben minden #-re

a7 max ||x| = r,(x)| = = e=°V".
x¢cE 2

Kézenfekvd kérdés, miért maradt meg mégis a specidlis E-fliggvénynél és tekintette
meglepd tételét e specidlis fliggvényhez szabott elszigetelt jelenségnek (ez kitiinik
dolgozatdbdl) és nem probdlt a polinom-approximaciondl haszndlt dtmeneti elvvel
dltaldnos tételekhez jutni. Nyilvdn azért, mert ha az ismert mddon lehetne,
akkor a Lip, (E)-osztdlyra alkalmazva olyan er8s approximdcios tételt nyert volna,
ami az elbb kozolt ellenpélda miatt nem is igaz.

Fennmarad viszont a kérdés, nem lehet-e mégis olyan klasszikus fliggvény-
osztdalyokat taldlni, melyek n-edfoku tortfiiggvénnyel lényegesen jobb nagysdgrend-
ben ‘approximdlhaték, mint n-edfoktl polinommal? Ilyenek megtaldldsa az eddig
ismert eredmények negativ volta miatt ad létjogosultsdgot annak, hogy 1j irdnyrol
beszélhessiink, mely taldn pozitiv irdnyzatnak nevezhetd. Az els§ fiiggvényosztdly,
melyre pozitiv vdlaszt tudtunk adni, volt az E-ben konvex fiiggvények K osztdlya.
Erre kimutattuk, hogy ha e=0 tetsz8leges kicsi és f€ K, akkor van oly c=c(f, &)
dllando, hogy [ —1+¢, 1 —e]-ban alkalmas rf(x) tortfliggvénnyel

c(f,e)log*n

nZ

(13) fx)—ri(x)] <
Tdjékozdddsul megjegyezziik egyrészt, hogy [x|€K és igy a K-osztdly fiiggvényei

n-edfokt polinommal % -nél jobbnagysdgrendbennemapproximéalhatéak. Mdsrésztaz
< 1
fi() = ex? + §E~.b]
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példdja elég nagy pozitiv c-vel mutatja az elébbivel analég mddon, hogy f; €K
és tetszlleges r,(x) n-edfokt tortfiiggvényre

max f1(x)—ra(0)] >

2log n’

ami azt mutatja, hogy a (18) alatti tétel nem sokat javithatd. Ezen forma ellen az
a kifogds vethet§ fel, hogy nem vildgos c(f, &) fuggésének modja f-t6l és e-t6l.
A bizonyitds azonban valdjaban megmutatja, hogy c(f, ¢) helyettesitheté volna
egy explicit cy(D)-vel [—1,+ 1}-ben, hacsak —1=x; <x,=l-re

So)=f0) | _

Xy — X2

{tehdt a konvexitds kovetelménye mellett).

Altaldnosabban megmutattuk hogyha egy egész /=0-re f(x) elsé I deriviltja
E-ben mindeniitt létezik és fP(x) konvex itt, akkor tetszSleges kis €=>0-ra [—1 ¢,
1 —¢]-ban alkalmas, legfeljebb n-edfokt r¥(x)-szel és cy(f, €)-nal

(19) ) =ri (ol = ealfs ) K.

Elgbbi tétel nyilvdn /=0-val 4ll el§. Ismét, (19) hamissd vilik, ha az (/+2) kitevst
({+2+9)-val helyettesitjik; a logaritmikus faktor viszont valdszinileg elhagy-
haté. Tajékozdddsul megjegyezziik, hogy e figgvényosztdlyra az n-edfoku polinom-

mal valé approximdlhatosdg rendje csak O it .

Bar ezek a tételek madris megmutatjdk, hogy jelentSs filiggvényosztdlyokra
az n-edfokd raciondlis tortfiiggvényekkel valé approximdcio ,,egy nagysdgrenddel”
jobb lehet, mint a polinom-approximacio, mégsem adnak felvildgositdst a ,, Newman-
jelenség”-rél, tehdt arrdl, hogy az |x|-fliggvény legjobb n-edfoku raciondlis tort-
approximdcidja miért annyival jobb, mint az n-edfokt polinom-approximécio.
Pontosabban szélva két kérdésr§l van szo. .

a) Ténylegesen izoldlt tény-e ez, vagy létezik olyan |x|-et tartalmazé érdemleges
fliggvényosztdly, amelynél a raciondlis tortfiiggvényekkel valé approximécié ,,sok
nagysdgrenddel” jobb a polinom-approximdciondl?

b) Ha ilyen osztdly van, mi az oka annak, hogy a raciondlis approximacio
annyival jobb, mint a polinom-approximdcié? Mi az oka annak, hogy egyditalin
tud jobb lenni?

Az a) kérdésre a vdlaszt egy teljesen klasszikus fiiggvényosztdly, az E-ben

folytonos és szakaszonként analitikus fliggvények B osztdlya adja meg. Pontosabban,
legyen

(20) —1 =agy<a;=...<aq_;<a =+1,
és legyen v=1, ..., k-ra az a,_; =x=a, kOzben
@n S(x)=0x),
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ahol ¢,(x) analitikus az [a,_,, a,] zdrt szakaszon; persze v=1,2, ..., (k—1)re
dlljon fenn a
@2) lim @, = lim g,.,(0

x—>ay,—-0 X=ay+
relacié. Az f(x) = |x| fiiggvény nyilvdn ezen B-hez tartozik, és mint mér megjegyeztiik,
nem approximdlhaté n-edfoku polinommal még o (;)-nyxre sem. Ezzel szemben

a kovetkezé tételt mondjuk ki.
Ha fcB, akkor megfeleld r¥(x) n-edfoki raciondlis tortfiiggvényre E-ben az

(23) If(x)—rE(x)] < emestVn
approximdcio érhetd el.

A B-fiiggvényosztély tehdt n-edfok’ raciondlis tortfiiggvénnyel ,,sok nagysdg-
renddel jobban™ approximdlhaté, mint #n-edfokd polinomokkal. (17) mutatja,
hogy (23) tovabb mdr nem javithatd. A cy(f) dllando az egész osztdlyra univerzd-
lisan megadhatd; ez csak

min (av+ 1 av)
..... k-1
-t8l és az ¢@,(z) fiiggvények regularitds-ellipsziseinek minimdlis kistengelyétsl fiigg.

Nézziik a tétel bizonyitdsdnak vdzlatdt. Ha n adott, legyen N = N(n) és m =m(n),
amelyeket késGbb fogunk optimdlisan megvdlasztani. ElG-
szOr is Newman konstrukciojdnak kis modositdsdval alkal-
mas N-edfoki gy, (x) N-edfoku tortfiiggvénnyel E-ben
v=1,2,:.,(k—1)re

]
i
| 1
-V
: : (24) Hx_av,_QN,v(x)I = e 5 - -
)
; ' Ebbdl nem nehéz dtmenni azon G,(x) filiggvények racio-
-1 a, +1 nalis approximdcidjdra, melyek
1. dbra —a,.)(@a,—x) ha a,_,=x=a,

masutt

(x
25 G6,x= {0

dltal vannak értelmezve v=1, 2, ..., k-ra. Alkalmas hy (x) N-edfoku tortfiigg-
vénnyel elGbbiekbdsl E-ben az ’

IGv(x) - hN,v(x)| < 4de

egyenlGtlenség adodik, sét, bevezetve az [a,.,, a,] kozre normalt Ty(x, a,_q, a,)
Csebisev-polinomokat, nyerjik, hogy

(26) IGv(x) Tl(x7 av—l ’ av)_"hN,v(x)Tl(aa av—l > av)l = Ci0€

Figyeljik meg, hogy (26)-ban a tortfiiggvény nevezdje fﬁggetlen [-t61!
Lényeges szerepet jdtszik a B-beli f(x)-nek egy egyszeriien igazolhato elGdllitdsa
E-ben. Ez pedig az elébbi G (x)-ekkel

1
_gﬁ

—%}/ﬁ+c“l

@ S =brdnt 3 elr—alt 3 HMGE)
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ahol b, d és e, f(x)-szel meg vannak hatdrozva és a Y (x) fiiggvények a ¢ (x)-ekkel
egyszeriien Osszefiiggs fliggvények, melyek analitikusak {a,_,, @,]-ben.

Ezekutdn a bizonyitds a kovetkezSképp fejezhetd be. Mivel i, (x) analitikus
[a,_., a,}-ben, alkalmas m-edfoku polinommal és 0<39,6<1-gyel itt egyenletesen
approximdlhaté 97 pontossdggal; ezen approximdlé polinomot mindjirt az
[a,—,a,]-re vonatkozd Csebisev-polinomok szerint célszerli el8dllitani. Ebben
T(x, a,_4, a,)nek a, egyiitthatdja, kis észrevétel utdn, abszolit értékben majordl-
hato $'-lel. Ekkor a (27) el8dllitdsdra (24) és (26) alkalmazhatd; igy adddik, hogy

E-ben
k-1 I m . x)
S =my(x) = 2 erh, (0 — D D ay gt
v—1 ’ v=1i=0 7N, v (X) ’
1 ,—
< €42 (9’"+e—§VN+mm) def U,
ahol

0<%=max (3, ..., )<L

Ebbdl Gsszevonva 7,-et az els§ Osszeggel, valamint a kettds Osszegben tekintve
a nevez§ /-t6l vald filiggetlenségét,

K
; Tk—1)N+1 T4 5,y (X)
Sy =~ — O s < 1,
Hetd] Tk~ 1)N v=1 7y, (X)
illetSleg
‘f— Tg-0N+1 _ TaN+m| U,
. T(k—1)N TN
vagyis R
lf_ T@k~)N+m | _ U,
b végiil T2k-1)N
és végii
1 ,—
HFscun)
(28) LX) —r&u-1ynem(D] < €12 (9m+e 3
kovetkezik.

Most mdr megvdlaszthatjuk m-et és N-et. ElGszor is sziikséges a fokszam kove--
telmény miatt a

(29) Qk~D)N+m=n

egyenlGtlenség, azutdn (28) mdsodik tagja miatt

1 —
(30) eym < 5 VN. -

Ekkor pedig az L
n 1 n
V= [E] "= [10(c11+1) ka“]
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vélasztdssal (29) és (30) teljesiil, és ekkor automatikusan (28) jobb oldaldnak elss
tagjdban

9™ < e=c1stNYn

amivel a vdzlatos bizonyitdst be is fejeztiik. Tételeink pontos bizonyitdsdt egy,
a Magyar Tudomdnyos Akadémia Matematikai Kutatdintézetének folydiratdban
kozlendS cikksorozat tartalmazza majd.

Az a) kérdésre tehdt vdlaszoltunk. A b) kérdésre vdlaszolandd, tekintsiik azokat
a tortfiiggvényeket, amelyeket Newman az |x| kozelitésére taldlt. Ha

n—1

0. = 1T (s,

akkor ezen tortfiiggvény
(%) — g (—x)
gn(%) + g, (—x)

Neézziik e tortfiiggvény polusait. Ezekre

n—-1 _ﬁ
31 HoE T &y
v=0 —_—
e V;—x

Egyszerii geometriai meggondolds mutatja, hogy ha x
P nincs a képzetes tengelyen, akkor |H(x)|=1, tehdt a
d keresett pdlusok

R ™ w1 , Vn o i
// ]] _e._ffv Ty = —1]
o v=0 —_—
_xe’ . e V; _iy ~
2. dbra valés gyokei (melyek O-ra szimmetrikusak). Ezek kéziil a
: pozitivak nyilvdn azonosak a
n—1 v .
= 2j—
32) Z arctg (er") = LL—Z—M (arc tg 0 és —275 kb‘z&itt)
v=0

egyenlet pozitiv gydkeivel. Mivel a bal oldal y-nal monoton né, y =% e-V" -re

"—17 el® —1 Vi T
<y 2 et =y =ynel"< 7,

eﬁ—l
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N

n—1

—

és ugyanakkor y= Ve ¥7 re

1
> arctg Vﬁ—l— arctg (V;e V;) > g,

minden n = 10-re, tehdt j=1-re van egy x, =iy, polus, ahol

Te Vi 2y, = eV,

‘Tehdt annak ellenére, hogy a széban forgo tortfiiggvény |xj-et E-ben igen jol approxi-

madlja, e szakaszhoz nagyon kézeli pdlusai vannak. Milyen konzekvencidval jar ez?
A fenndllo viszonyokat leegyszeriisitve mar a

2

(33) gx) =

prapey (¢ = 0, tetsz8legesen kicsi)

masodfoku tortfliggvény is jol illusztrdlja. Nyilvdan

max [g(x)] =1,
x€E
és '
1o’ [ g—
max g = 72
o1 . ,
ami — -nal egyiitt tetszSleges nagy lehet. Ezzel szemben n-edfokit polinom abszoliit

maximumdt megkétve, Markov tétele szerint mdr a derivalt abszolit maximuma
meg van koétve. Tehdt gy ldatszik, annak a jelenségnek az oka, hogy egydltaldn
egy fliggvényosztdlyra a tortfiiggvényes approximécio jobb tud lenni, mint a polinom-
approximadcid, az, hogy a tortfiiggvényeket Markov-tipusu tétel nem-létezése hajlé-
konyabakkd teszi, mint a polinomokat. De akkor hogyan van az, hogy a Lip,(E)-
osztalynal a tortfliggvények sem adnak lényegesen jobb approximdciét? El6bbiekbdl
sejthetd — a (33) példdnal szemmel lathatolag ez az eset —, hogy a tortfiiggvények
hajlékonysdgdnak megvannak a hatdrai, éspedig abban az értelemben, hogy a deri-
vdlt ,,nagy” csupdn ,kis” halmazon lehet. Ha ez igy volna, akkor elképzelhet8
a jelenség magyardzatdul az, hogy azon pontok halmaza a (13) fliggvénynél, melyek-
nél a tortfiiggvényeknek ,,nagyon hajlékonynak™ kellene lennie, ti! nagy. Ezt az
elképzelést némileg aldtdmasztja E. P. DOLZENKO szovjet matematikusnak az a szép
tétele, amelyet 1961-ben publikdlt a Dokladiban és amely szerint, ha r,(x) adott
n-edfoku tortfiiggvény és adott pozitiv M mellett H a valds tengely azon x-einek
halmaza, amelyekre
()= M,

akkor tetsz8leges kis pozitiv & mellett egy legfeljebb § Gsszhosszisdgii H, inter-
vallum halmaz kivételével (H — H,)-en

r(x) = 4% M.

SO
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Elébbiek természetszeriileg vezetnek a széban forgd pozitiv irdnyzat tovdbbi
problémdihoz és illusztrdljdk, milyen mddon lehet pl. tovdbbi olyan fiiggvény-
osztdlyokhoz jutni, melyekre a raciondlis tortfiiggvények jobb kézelitési nagysdg-
rendet adnak a polinomokndl. Az els§ dltaldnos problémdt taldn egy példdval
vildgitjuk meg. Legyen O <« <f=1 és E, egy alkalmas részhalmaza E-nek. Milyen
lehet E;, ha a Lip,(E)-osztdly fiiggvényeinck azon alosztdlya, mely (E— E,)-en
p-kitev8s Lipschitz-feltételt teljesit, n-edfokt raciondlis tortfiiggvénnyel még E-ben
egyenletesen O(n~#)-nyira approximdlhat6 ? Vdzlatos bizonyitdsunk van arra, hogy ha

- ffolytonos és véges sok Lipg-hoz tartozo ivre esik szét, akkor egyenletesen O(n—#)-

nyira approximdlhaté E-ben, (pontosabban (a,_,, a,)-ben f(x)=¢(x)-€l, ahol
az a,_;+e=x=a,—¢ kdzben [p,(x")— ¢ (x")|=c(e)]x’—x"|f, de [—1, +1]-ben
egyenletesen |f(x") —f(x")| = c|x’ —x”|)=. Altaldnosabban, ha egy B-fiiggvényosztdly
fiiggvényei n-edfoku polinomokkal egyenletesen e(n)-rendben approximdlhatok,
hogyan jellemezhet8k azon E,-részhalmazok, melyeken vald ,,elromlds” mellett
a b8vebb A-osztdly fiiggvényei n-edfoki rortfiiggvénnyel E-n egyenletesen g(n)-nyire
approximalhaték maradnak? (1. problémakér.)

Ugyanezen kérdéskor egy mdsik specidlis formdja a kovetkez3. FREuD GEza
egy régebbi tétele specidlis esetben azt mondja, hogy ha f(x) E-ben konvex, akkor
alkalmas n-edfoka zn¥(x) polinommal az

[ 1760w ax < o)
-1

egyenlGtlenség dll fenn. Egybevetve ezt (18) alatti tételiinkkel, az a lehetGség vetddik
fel, hogy az el6bbi E;-halmazok kutatdsa helyett a ,helyes” kérdésfeltevés taldn
az, hogy ,
sup min max | f(x) — r,(x)|
rn XxEE
értékét
+1
sup min f |f— 7, (x)| dx
1

Tn

értékével kell egybevetni. Ezen vizsgdlataink, épplgy, mint az el6z8 formdra vonat-
kozdék, a kezdet kezdetén dllanak. (II. problémakor.)

A tortfiiggvények konstruktiv fliggvénytandnak kordabbi, mondhatni balszeren-
csés alakuldsa egy tovdbbi kérdéscsoporttal is Osszefiigg. Az el6bb mondottak sze-
rint az elsd balszerencse a ,,direkt” problémdkndl meriilt fel, amikoris a felmeriilt
figgvényosztdlyokndl a raciondlis approximdcié nem vezetett jobb nagysdgrendii
egyenletes kozelitésre, mint a polinomos, pedig alkalmazds szempontjdbodl ez volna
taldn a legfontosabb. A madsodik balszerencse abbdl kdvetkezett, hogy az inverz
problémdkkal az elGbbivel egyidgjiileg kezdtek el foglalkozni. Itt ugyanis, mint azt
Kis O1T0 kozlése szerint GONCSAR szovjet matemetikus megmutatta, a helyzet
az eredeti problémafelvetés szempontjdabdl teljesen reménytelen, amennyiben tetszg-
legesen gyorsan 0-hoz tartd ¢,- és tetsz8legesen lassan O-hoz tarté n,-sorozatok
eldirdsa mellett taldlhato olyan E-ben folytonos f(x) és a raciondlis tortfiiggvények-
nek olyan sorozata, hogy E-ben

() —ri(x)| =,

MTA I1I. Osztdly Koézleményei 16 (1966)
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1 . . .
és f(x)-nek ” -hosszu kozre vonatkozo folytonossdgi modulusa =p,. E tétel mdr

nem olyan meglepd, ha meggondoljuk, hogy f(x)= l , mint fiiggrény, nem is foly-

tonos, pedig 6nmagdval mint n-edfoku tortfuggvennyel 0-hibdval approximdlhato;
vdrhato, hogy az x ==0-nal lev§ pdlust egyre kevesebbel eltolva a valds tengelytdl a
kapott fliiggvényekbdl Gsszedllithatd kivant tulajdonsdgu folytonos is. Ez tényleg igy
is van. E hidnyossdgot GONCSAR olyan eredményei, melyek egyike szerint abbdl,
hogy alkalmas r}(x) sorozattal [—1, + I]-ben egy fix & >0-val

) =r @] = e,

kovetkezik, hogy f(x) majdnem mindeniitt derivdlhatd, nem teljesen pdtoljdk.
Ko6zelebb dll DoLzeENkO azon 1962-es tétele, mely szerint, ha Ye, <o, g,>0 és
E-n |f—r}¥ <g,, akkor f abszolut folytonos. A Newmann-féle tortfiiggvények polu-
sainak el6bb mondott tanulmdnyozdsa azt sejteti, hogy az ez irdnyu szisztematikus
pozitiv eredmények olyanok lesznek, hogy a raciondlis approximacié rendje, kom-
bindlva a kozelit§ tortfiiggvények podlusainak E-t6l valé minimdlis tdvolsdgaval
vagy eloszldsdval, enged meg majd kovetkeztetést a fiiggvény struktiardjdra kivételes
halmaz nélkiil (I11. problémakir). Ez irdny( vizsgdlataink is a kezdet kezdetén vannak.

(Reérkezett: 1965. VI. 5.)
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