UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK
A KOMBINATORIKUS ANALIZISBEN, I.

irta: RENYI ALFRED

Bevezetés

A matematika legijabb fejlédésének egyik legjellemz6bb vondsa a diszkrét
modszerek fokozottabb elStérbe keriilése, és ezen beliil a kombinatorika renaissance-a.
Néhdny évtizeddel ezel6tt a kombinatorikdt a matematika lényegében lezart fejeze-
tének tekintették. A fejlédés alaposan rdcédfolt erre és — mint mdr annyiszor —
jbol megmutatta, hogy a tudomdnyban nincsenek és nem lehetnek végleg lezdrt,
,Helintézett” - fejezetek, problémakorsk.

A kombinatorikai kutatds fellendiilésének okainak részletes vizsgdlatdba itt
nem bocsdtkozunk; csak megemlitjiik, hogy ebben jelent3s szerepet jdtszottak a
kovetkezd koriilmények:

A) A nagysebességii elektronikus szdmoldgépek megjelenése, kiilonés tekin-
tettel arra, hogy ezek digitdlis (azaz diszkrét) mikodésii gépek.

B) A matematikai mddszerek fokozottabb térhoditdsa 1j teriileteken, elsG-
sorban a kozgazdasdgban, bioldgidaban és mds tudomdnyokban, amelyek problémadi
4ltaldban nem folytonos jellegiiek, gyakran vezetnek grédfelméleti (ldsd pl. [1], [2])
és mds kombinatorikai kérdésekre.

C) Az informdcidelmélet kifejlédése, amely elsGsorban a diszkrét jeldtvitellel
miikdd8 hiraddstechnikai eljdrdsok problematikdjabol fejlédott ki.

D) A matematikai statisztika bioldgiai, mezGgazdasdgi, ipari stb. alkalmazdsai
is szdmos kombinatorikai problémdra vezettek, pl. a kisérletek tervezése (design
of experiments) terén.

E) A statisztikus fizika szdmos kombinatorikai problémdt vetett fel. (L. pl.

[31, [41)

F) A valdsziniiségszdmitdsban még az eddiginél is nagyobb mértékben elG-
térbe keriiltek a kombinatorikus moédszerek. (Lasd pl. [5].)

A kombinatorika megalapitoinak dltaldban LeiBNiZzet és PAscaLt szoktdk
tekinteni. LEIBNIZet a kombinatorikahoz filozéfiai meggondoldsok vezették el,
mig PASCALTt valdsziniliségszdmitdsi vizsgdlatai.

A kombinatorikdt ma éltalaban gy szoktdk definidlni, mint a véges halmazok
és azokon értelmezett fiiggvények elméletét. (L. pl. [6].) Ezen beliil is a kombinato-
rika elsGsorban az emlitett jellegli problémdkra vonatkozé leszdmldldsi feladatokkal
foglalkozik. J. RIORDAN, a modern kombinatorikus analizisr6l szélé nemrégiben
megjelent, kitlin6 konyvének [7] bevezetésében szintén a kombinatorikdnak ezt
a vondsdt emeli ki, mint legjellemzGbbet.
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78 RENYI A,

A kombinatorika mai dlldsdra egyrészt a konkrét eredmények gazdagsdga,
masrészt ezek egymadstol valdo meglehetSs izoldltsdga, dltaldnos elméletek és mod-
szerek viszonylagos hidnya jellemzS. A kombinatorika azonban szdmos ponton
kapcsolédik a matematika mds dgaihoz, pl. a valészinliségszdmitdson kiviil, amelyet
mdr emlitettiink, a veéges testek, véges geometridk elméletén 4t az algebrdhoz és
a geometridhoz.

Kombinatorikus analizis alatt dltaldban az analizis modszereinek a kombina-
torikdban vald alkalmazdsdt értik. Ebben az értelemben a kombinatorikus analizis
EULER és LAPLACE munkdssdgdval kezdGdik és kdzéppontjdban a generdtorfiiggvény
fogalma 4ll. Helytelen volna azonban Ggy tekinteni a kombinatorikus analizist,
mint amelyben sziikségképpen a kombinatorikus Osszefliggések nyerése a cél és az -
analitikus mddszer az eszkdz: gyakran ugyanis a ,,szereposztds™ forditott, ameny-
nyiben az ilyen vizsgdlatok az analizis szdmdra is gyiimolcs6z8ek és 0j eredményekre
vezetnek.

A cikksorozattal, melyet e dolgozattal meginditunk, a kombinatorikus analizis
néhdny sokat igér§ Ujabb modszerére és eredményére kivdanjuk a kutaték figyelmét
felhivni. Kiilonds figyelmet forditunk az olyan vizsgdlatokra, amelyek reményt
nydjtanak arra, hogy azokbdl dltaldnos mddszerek fognak kialakulni. E cikk-
sorozat jellegét illetSen tehdt els@sorban ismertetd jellegli, de emellett szamos
0j eredményt (valamint ismert eredményekre j bizonyitdsokat, ismert tételek dlta-
ldnositdsait stb.) is tartalmaz. Azok az eredmények (ill. bizonyitdsok), amelyeknél
mds forrdsra nem hivatkozunk, legjobb tudomdsunk szerint Gjak; hangsidlyozzuk
azonban, hogy éppen azaltal, hogy a kombinatorika gazdag anyaga nincs ma még
kell6en rendszerezve, kiilondsen nehéz e téren megdllapitani egy Ujonnan taldlt
Osszefliggésr§l vagy bizonyitdsrol, hogy az valoban uj-e.

1.§. Véges halmazok particioi

Legyen H, egy n elemii halmaz (n=1, 2, ...). H, elemeirdl csak annyit tesziink
fel, hogy megkiilonboztethetSk és igy megszdmozhatok. Az 4ltaldnossig megszo-
ritdsa nélkiil feltehetjiik tehdt (és a ko&vetkez8kben mindig fel is tessziik), hogy
H, elemei az 1,2, ..., n szdmok. A H, halmaz egy partici¢jan H, elemeinek vala-
milyen mddon osztdlyokba vald soroldsat értjik. Egy particiét leirhatunk gy,
hogy az egy osztdlyba tartozo elemeket tetszGleges sorrendben egy-egy zdrdjelbe
tesszlik, és e zdrdjelbe zdrt osztdlyokat egymds mellé irjuk 1igy, hogy a nagyobb
elemszdmt osztilyok megel6zik a kisebb elemszdmu osztdlyokat. Pl. Hs azon
particidjdat, amelynél a pdros és a pdratlan szdmok egy-egy osztdlyt alkotnak, a
kovetkezGképpen jeloljiik: (1, 3, 5) (2,4). Nyilvan (5, 1, 3) (4, 2) ugyanazt a parti-
ciot jeloli. Egy particié ilyen felirdsat zdrdjeles normd! alaknak nevezziik.

Minden particiot egy ekvivalencia reldcio (egy szimmetrikus reflexiv és tran-
zitiv reldcio) értelmez és megforditva, minden particié definidl egy ilyen reldciot.
Egy lehetséges mod egy particié jellemzésére a kdvetkezS: minden a H, halmazon
értelmezett f fliggvény egyértelmiien definidlja H, egy particidjat, oly modon, hogy
egy osztdlyba soroljuk H, azon elemeit, amelyeken az f figgvény ugyanazt az ér-
téket veszi fel. Két particiét azonosnak tekintiink, ha azokat ugyanaz az ekviva-
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lencia-reldcid értelmezi.! Két a H, halmazon értelmezett fiiggvény, f és g akkor
és csak akkor értelmezi ugyanazt a particiot, ha H, barmely x és y elemére f(x) =f(y)
akkor és csak akkor dll fenn, ha g(x)=g(y), azaz ha megadhaté olyan A fiigg-
vény, hogy h(f(x)) -g(x) é h egyréti, azaz kiilonbdz8 helyeken kiilonbsz8
értekeket vesz fel, tehdt 4 az f értékkészletének g értékkészletére vald koleséndsen
egyértelmii leképezését létesiti.

Jelolje T, (n=1,2,...) a H, halmaz 6sszes (kiilénboz8) particidinak szdmdt;
teljes felsoroldssal beldathatjuk, hogy Ty =1, T,=2, Ty;=5, T,=15. Pl. H, &sszes.
particidi a kovetkezdk: '

ONNEINC)) (12) 3 @ (12) (34) (123) (4 (1234)
13 2 @ (13) (24) (124) (3)
14) @ 3) (14) (23) (134 )
23) 1) @ (234) (1)
ONONE)
ELNONO)
Az els6 kérdés, amivel foglalkozni kivanunk, a 7, szdmsorozat meghatdrozdsa.

Célszerii lesz T,-et n=0-ra is definidlni, oly médon, hogy T, =1. Ez esetben fenn-
all a kovetkezd§ jol ismert, érdekes formula a T, sorozat Un. exponencidlis generdtor-

oo

iiggvényére, vagyis a T(x)= 2

. n=0
(1. 1) T(x) = e~ 1.

Az (1. 1) formula bizonyitdsara szdamos modd kindlkozik; ezek koziil itt csak négyet
ismertetiink.

a) (1. 1) bizonyitisa a T, sorozatra vonatkozd rekurziv reldciébdl.

Konnyen beldthatd, hogy fenndll a kovetkezG Osszefiiggés:

(1.2) Toiy = Z[Z]Tn_k =2 [Z]Tk.

k=0

n

n!

fiiggvényre:

(1. 2) abbdl kovetkezik, hogy H,,, Osszes particioit osztalyozhatjuk eldszor aszerint,

! Egy nelemil véges halmaz particidi nem tévesztendSk Ossze az n szdm particidival. Pl. ha
n=3, a Hs={1, 2,3} halmaznak 5 particidja van, mégpedig

M@)(3)
(12)(3)
a3
(23)(1)
(123)

mig a 3 szamnak csak 3 particioja van: 3=1+141=2+1=3. A kiilonbség onnan szarmazik,
hogy H, elemeit megkiilonboztethetdnek tekintjiikk és igy az a particio, amelynél a 3 elemet egy
kételemil és egy egyelemii osztdlyra bontjuk, hiaromtéleképpen valdsithatd meg. Bar a szidmok
particidinak vizsgalata is érdekes kombinatorikai kérdésekre vezet, mégis inkabb a szimelméletbe
tartozik, mint a kombinatorikdba.
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hogy az n+1 szdm hdny mds szdmmal van egy osztdlyban; ha ez a szdm k, és k&
értékét rogrzitjiik, az igy kivdlasztott particiokat osztdlyozhatjuk aszerint, hogy
melyik ez a k szdm (az 1, 2, ..., n szdmok koziil), és ha ezeket is régzitettiik, nyilvdn
annyi ilyen particié adhatéo meg, ahdny particidja van a t6bbi »—k szdmnak.

A1

Madrmost (1. 2) mindkét oldaldt ;l)"—‘-sal szorozva ¢és n=0, 1,2, ... -re Osszegezve
adddik a
(1. 3) T'(x)=¢€"-T(x)

differencidlegyenlet, amelyet megoldva és figyelembe véve a T(0)=1 kezddfeltételt,
adédik (1. 1). \
Ez az (1. 1) relacid legismertebb bizonyitdsa.?

b) (1. 1) bizonyitisa T, explicit képlete alapjin.

Emlitettiik, hogy egy particid sokféleképpen irhatd fel zdrdjeles normadl alak-
ban. Pl. H, azon particidja, amelynél 1 és 3 egy osztdlyban vannak, a 2 és 4 egyediil
egy-egy osztdlyt alkotnak, a kdvetkezS 4-féle mddon irhaté fel zdrdjeles normadl

alakban:
(1L,3) 2 @
(1,3) @ 2
R VROINC)
(3, 1) @) 2.
Altalaban, ha H, egy = particidja /, darab k elemii osztélybél alk=1,2,.
Zk/k—n) akkor m nyilvdn 11212 gl [0 . [ 1= ]] ke [ 1- felekeppen

1rhat0 fel zarOJeles normdl alakban. Ha egy ilyen felirdsbél a zarOJeleket elhagyjuk,
az 1,2, ..., n szdmok egy permutdciojdt nyerjlik. Kénnyen beldthatd, hogy ezuton
az 1, 2, ..., n szdmok minden permutdcidja H, egy és csak egy olyan particiéjabdl
jon létre, amely /, darab k elemii osztdlyt tartalmaz. Ily médon H, azon particidi-

!
nak szdma, amelyek /, darab k elemi osztdlyt tartalmaznak, nyilvin — n
" [ ke !
k=1

és igy
) n!
. 4) T,= 2> —_—

5 ko= T KVl

k=1 k=1

(1. 4) mindkét oldaldt g—’-sal szorozva ¢és n-re 0-t6] «o-ig Osszegezve kapjuk, hogy

. xk )
- = % I
(1.5) T@W= [[ |2 ~77—|= e =e1,
k21 =0 /! k=1 .
amivel (1. 1) egy tjabb bizonyitdsdt nyertik.
* L. pl. [8], 1. fej. 8/c. példa, 30. o.
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UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK A KOMBINATORIKUS ANALIZISBEN, I. ~ 81

Megjegyzendd, hogy az (1.4) ,explicit” képlet nagy n-re nem alkalmas 7,
tényleges kiszamitdsdra; e célra az (1. 2) rekurzié sokkal jobban haszndlhato.

c) (1. 1) bizonyitdsa Gian-Carlo Rota® funkciondl-mddszerével.

Jeldlje ®(u, n) az Osszes olyan f(x) fiiggvények halmazdt, amelyek a H, hal-
mazon vannak értelmezve és értékkészletik a H,={1,2, ..., u} halmaz. ®(u, n)
elemeinek szama nyilvdan «". Bdrmely f¢€ @(u, n) meghatdrozza H, egy particidjdt;
megforditva, ha = a H, halmaz egy tetszileges particidja és n osztdlydnak szdmdt
N(n)-vel jelsljik, ugy m-hez u(u—1)...(u—N(n)+1) szdmu fiiggvény tartozik
@ (u, n)-bél. Ilyen modon, ha I7, jeloli H, Gsszes particidinak halmazdt,

(1. 6) "= > u(u—1)...(u—N(n)+1).

nell,
Az (1. 6) reldcié v minden pozitiv egész értékére fenndll; ebbll azonban mdr kovet-
kezik, hogy az (1. 6) bal és jobb oldaldn dll6 u-ban n-edfokd polinomok azonosak,
tehdt (1. 6) u minden valds (s6t komplex) értékére is teljesiil. Definidljuk most az
L(P) linedris funkciondlt az u vidltozé Osszes polinomjainak halmazdn (vektor-
terén) oly mddon, hogy

L()=1, L(u@@—1)...(u—k+1) =1 ha k=1,2,....

Ezen feltételek dltal az L funkciondl egyértelmiien definidlva van, hiszen minden
P(u) n-edfoki polinom el&dllithato

1.7 Pu) = coteutcyuu—D+...+cuu—1)...(u—n+1)

(in. Newron-sor?) alakban és igy a feltételeink szerint

(1.8) L(P(w) = k;ﬁ; ¢
Midrmost (1. 6) szerint
1.9 Lwu=T,.

Tehdt T, nem mds, mint az L funkciondl értéke az u" egytagi polinomra.
Ebbdl el8szor is adodik T,-re egy Gjabb explicit képlet. Ugyanis az u" polinom
Newton-sora )0l ismert:

(1. 10) W= S u—1)...(u—r+1),

ahol az S(n, r) szdmok az Un. mdsodfaji Stirling-szdmok® (1. pl. [11], 168. 0.) és

3 Lasd [9]. E dolgozat 32 dolgozatot sorol fel, melyek a 7, szamsorozattal foglalkoznak.
1

¢ L. pl. [10], II. kotet 12, o. (1.7)-ben ck:k— A"f(O) k=0,1, ..., n.

[A X"]x=g, ahol 4 a differencia-operitor: 4 P(x)=P(x+1)—P(x). Megjegyzend6, hogy

a A f(x) =f(x+1)—f(x) operator segitségével az L funkciondl az L(P)=[e*P] alakban irhaté
fel. Mivel, mint ismeretes, a 4 operitor a Df(x)=f'(x) differencidloperatorral 4=e¢”—1 alakban

fejezhetd ki (1. pl. [11], 13. 0.), tehat az L funkcional L(P)=[eeD_1P]x=., alakban is kifejezhetd.
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igy (1.8) és (1.9) szerint
(1.11) T, =

r

M=

S(n, r).

1

(1.9) alapjan az (1. 1) Osszefiiggés a kovetkezGképpen vezethet le. Terjessziik ki
az L funkciondl értelmezését az Osszes olyan g(u) egész fiiggvényekre, amelyekre
ez lehetséges®, a linearitds meglrzésével, vagyis ha

gu) = 2 a,u" akkor legyen L(g(u)) = ja,,T,,,
n=0 n=0

feltéve, hogy e sor abszolut konvergens. Akkor

(1. 12a) T(x)=1L LZ:, “n’f] = L(e*) = L((1 +(— D)) =
= u(u—1) ... (u—k+1) .
=L[k§)uu o ("’x‘l))’
tehat .
> k
(1.12b) T(x) = k_zo_(e% _ et

amivel (1.1y egy 1djabb igazoldsdt nyertiik.?

d) (1. 1) bizonyitdsa a mdsodfaji Stirling-szdmok generdtorfiiggvénye segitsé-
gével.

¢ Kénnyen beldthatd, hogy L ily m6don az dsszes exponencidlis tipusi egész fiiggvényekre
kiterjesztheto.

7 Az (1.12)-ben szerepld formalis miiveletek jogosultsagit a kovetkezOképpen lehet beldtni
az L funkcional egész fiiggvényekre valo kiterjesztése nélkiil: Az

- —D..(u—k+1
(%) e“"=k_2; u(u )k('u +1) (e~ 1)*

azonossagbol kovetkezik, hogy x" egyiitthatdja (%) bal és jobb oldalin ugyanaz, tehat

u* & —D...(u—k+1 1
(* %) — = > ul )kfu ) . IXTXIAL
n k=0 . '2__:11‘=”11. LY !
‘_1151

(% % %) Tn—jl 2 i
n! T kS0k! nh!bhuhf

1=

Marmost a (* * %) azonossagot beszorozva x"-al és dsszegezve n szerint adodik T(x)=ee*—1.
E bizonyitds soran az L funkciondlt csak polinomokra alkalmaztuk. E bizonyitds megmutatja
egyben a Rota-féle bizonyitds kapcsolatat a b) alatti bizonyitassal is.
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(1. 10) u-val vald beszorzdsdval adodik

wrtl = ni’l Sr+1,nu(u—1)...(u—r+1)=u Zn’S(n, Nu(u—1)...(u—r+1)
r=1 r=1

és igy egylitthato-6sszehasonlitdssal kapjuk az
(1. 13) Sn+1,r)= S, r—1)+rSn,r) (r=1,...,n+1)

rekurziv Osszefiiggést, ahol S(n, 0) alatt 0 értendS, ha n=1 azonban S(0, 0)=1.
(1. 13)-bd1 viszont, bevezetve a

(1. 14) o,(x) = Z’% r=1,2..)
n=0 .
jelolést, adodik
(1. 15 o, (x) = o,_(X)+ro(x) (r=1,2,..).
Mivel nyilvdnvaléan a4(x)=1 és 6,(0) =0, ha r=1, tehdt indukciéval adédik

(e — 1)'

(1. 16) 6,(x) = (r=0,1,...).

Madrmost (1. 11) szerint (figyelembe véve, hogy S(n,r)=0 ha r=>n),

Zg(x) Zt)v(exr——;l)rzee"—l’

amivel (1. 1) egy negyedik bizonyitdsdt nyertiik.

A mdsodfaju Stirling-szdmoknak egyébként egyszerii koézvetlen kombinatorikai
jelentése is van: S(n, r) jelenti egy n elemii halmaz Gsszes olyan particidinak a szdmdt,
amelyek pontosan r osztalybo!l dllnak. Ez legegyszeriibben (1. 13) segitségével l4t-
haté be indukcidval. Ha ugyanis T'(n, r) jeloli a H, halmaz Gsszes olyan particii-
nak szamdt, amelyek pontosan r osztdllyal birnak, akkor T(n, r)-re nyilvdn fenn-
all, hogy

(1. 17) Tn+1,r)y =T, r—1D)+rT(nr),

hiszen H,,,r osztdlybol dll6 particidi két tipusba oszthatdk: azok, amelyekben
az n+ l-edik elem egyediil alkot egy osztdlyt — ezek szdma T(n, r —1) — és azok,
amelyekben az n+ 1-edik elem nem egyediil alkot egy osztdlyt; ez utébbiakat azon-
ban Ggy nyerjiik, hogy H, tetszGleges r osztdlybdl dllé particidjdt véve, n+ 1-et
az r osztdly valamelyikéhez csatoljuk és igy az utobbiak szdma rT(n, r). Mdrmost
(1. 13)-b61 és (1. 17)-b8l kovetkezik, hogy ha T(n, r)=S(n, r) adott n-re és ez
r=1,2,...,nre, akkor T(n+1,r) = S(n+1,r) r=1,2, ..., n+ 1-re. Mivel azon-
ban nyilvan S(1, 1)=14é&s T(1, 1)=1 kévetkezik, hogy minden n-re és r-re S(n, r)=
=T(n, r). Megjegyzendd, hogy (1.16) is levezethet§ a Rota-féle moédszerrel, a
kovetkezGképpen. Legyen L, az a polmomokon értelmezett linedris funkciondl,
amelyre L, (u(u—1).. (u—r+1)) =1 é Lf(u(m—1).. (u—j+1)) =0, ha j=r.
Akkor nyilvdn

1. 18) S(n, r)=L(u")

oo
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és igy

Uﬂ)zﬂ%E=MM=L[

n=0

va u(u—l)..‘.'(u—j+1) (ex—l)jJ: e"—l)’.

j=o0 r!

Végiil a mdsodfaji Stirling-szamokra explicit képlet is megadhaté (1. 4) min-
tdjdra:

!
(1.200 Smn= 2 —F—
3 khe=n JIR 23
k=1 k=1

2 he=r

k=1

Nyilvdn (1.20)-bdl r szerinti Osszegezéssel adddik (1. 4).

Természetesen (1. 16) is levezethetd (1. 20)-bol.

A mdsodfaja Stirling-szdmokra (1. 2) bizonyitdsdhoz hasonlé meggondolds-
sal adddik a

n

1.21) Sth+1,n = Z('}]S(n—j,r—l)

j=0

rekurzié. Ebbdl djabb bizonyitdst nyerhetiink (1. 16)-ra, ugyanis (1. 21)-b6l adédik
o (x)-re az (1. 15)-t8l kiilonbdz3

(1.22) g, (x)=0,_,(x)e (r=1,2,..)

differencidlegyenlet-rendszer és (1. 22)-b6l indukcidval kévetkezik (1. 16).

Vizsgdljuk most H, azon particidinak szdmdt, amelyeknél az osztdlyok szdma
a C halmazba esik, ahol C a természetes szamok tetszéleges részhalmaza. Ha e
particiok szdmat S(n, [C])-vel jeloljiik, akkor nyilvdn

S(n, [C] =r€ZCS(n, r

- o) = 3 SCIDE_ 5 @1y,

Specidlisan, ha C=Z,, a pdratlan szdmok halmaza, ill. C=Z, a pdros szdmok
halmaza

és igy
(1.25 O1241(X) — Opz,7(x) = e~ -1,

Megjegyzends, hogy az (1. 1) és (1. 25) osszefiiggésekbdl érdekes sorok addd-

nak az e, ill. %szémokra. Ugyanis (1. 1)-bdl

e

]
(=]

(1.26) T,e= (n=1,2,..)

k
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és hasonloképpen (1. 25)-bél

D 5 (= 1)Kk A

(1.27)

ahol D(n) jeloli a H, halmaz pdros szdmi osztdlybol dllé particidi szdmdnak és
pdratlan szdma osztdlybdl 4llé particioi szdmdnak a kiilonbségét. Az (1. 26) sorok
el§szor G. DoBINsSKI [12] dolgozataban szerepelnek t6le fiiggetleniil Rapos Gusz-

TAv [13] is beblzonyltotta, bhogy a 2 sor Osszege e egészszdmu tObbszOrose.

k n
Az (1. 27) képlet, illetve az a megjegyzés, hogy a 2 (= ) sor Osszege % egész-
=0

szamu tObbszorose, tudomdsunk szerint nem volt eddlg ismeretes.
Az (1.26) képlet még tovdbb dltaldnosithatd. Ugyanis nyilvdnvaléan

(1.28) Zk(k .. (k—n-l—l)Z

a =e=eL{um—1)...(u—n+1))

n=0,1,..).

n)'
Tehdt, ha Q(u) tetszdleges polinom, akkor (ldsd [9])

(1.29) eL(Q(w) = k=20 Q(k).

Q(k)

sor

Osszege e-nek egész szamil tobbszérdse. Hasonloképpen altalan051thato (1 27) is.
Ugyanis

< (—D¥k(k—1)...(k—n+1)) (=D G
2 -2 =

k! ‘k—n)! e

(1. 30)
=&y l)n ———L(u(u—1)...(u—n+1))
és igy, ha Q(u) tetszGleges polinom, Qi) = Z_N' c,(u—1)...(u—n+1).

2 (—1) Q(k) 1

k=0

(1.31) S L(e*w),

N .
ahol O*(w) = > (—D'c,u(u—1)...(u —n+1). Igy tehdt, ha Q(u) tetszbleges egész
n=0

egyiitthatés polinom, az (1.31) bal oldaldn 4116 sor Osszege %-nek egész szamu

t6bbszérose. Nyilvdn

20080 g,

(1.32) L(Q*w) = 3 (—1)c, Y
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2.§. Véges halmaz particiéi az osztilyok elemszadmara
vonatkozo korlitozas mellett

Legyen A pozitiv egész szdmok egy tetszbleges halmaza. Jelolje 7,(4) a H,
halmaz Gsszes olyan particidinak szdmat, amelynél minden osztdly elemeinek szdma
A-ba tartozik.

Be fogjuk bizonyitani (1. 1) dltaldnositdsaként, hogy

(2' 1) TA(x) —_ ZT;_I-'L({%E = eA(x), -~
ahol
xk.
A(x) = éﬁ

Mind a négy, az elsé §-ban kozolt, (1. 1)-re adott bizonyitds megfelel§ vdltoztatd-
sokkal alkalmas (2. 1) bizonyitdsdra is.

a) (2. 1) bizonyitisa a T A)-ra vonatkozo rekurzié alapjan.

Kénnyen beldthato, hogy fenndll a

2.2 Ta() = 2> [Z] To-4(4)

+1¢

rekurzid; ebbdl
.3) Ta(x)=T(x)- A'(x)

és igy, figyelembe véve, hogy 7,(0)=1, adddik (2. 1).
b) (2. 1) bizonyitisa T(A) explicit képlete alapjdn.
(1. 4)-hez hasonldan belathato, hogy

!
2.4 = 25 ——
X kh=n [J[ k!*-L!
k=1 k=1
keAd k€A
és ebbdl
xk ]
- (&)
@.5) T,x) = JI |2 5| = e
vealico 1!

c) (2. 1) bizonyitdsa Rota funkciondl-mddszerével. -

Jelolje ¢ ,(u, n) a H, halmazon értelmezett dsszes olyan f(x) fiiggvények szamat,
amelyek értékkészlete a H,={l, 2, ..., u} halmaz és amelyek minden x értéket
(x=1,2, ..., u), amelyet ténylegesen felvesznek, k,-szer vesznek fel, ahol k,€A.
Ez esetben nyilvdn fenndll a

Q. 6) S un+)=u O [ZJ(PA(u—l,n—k)
. k+1e€A
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rekurzio €s igy, bevezetve a

@7  patwny = 3 LAY
jelolést, _

(2.8) %a(;”—x) =u-@(u—1,x) A" (x).
Mivel

2.9 ol x) = Ax)+1,

tehdt indukciéval koévetkezik

(2. 10) @4, x) = (A(x)+1)"

Mdsrészt nyilvan, ha I1,(4) jeloli H, 6sszes olyan particidinak halmazat, ame-
lyeknél az osztdlyok elemszdmai mind A-ba esnek,

.11 D u,n)= 2 u@—1..(u—N(m+]1),
ne TTn(4)

tehdt ha L ugyanazt a funkciondlt jelenti, mint az 1. §-ban, akkor

Q2. 12) T(A) = L(® (u, n)).
Ennélfogva
Q. 13) Tu(x) = 2; Z%”‘— =L [=ZO x—‘p;‘#—")—] = L(A+A®)) =

:L(Z"u(u—l)...(u-k+1)(A(x))k} k;vO(A(x)) o,

i=o k!

d) (2. 1) bizonyitdsa az dltaldnositott mdsodfaji Stirling-szdmok segitségével.

Jelslje S{(n, r, A) a H, halmaz azon particidinak szdmadt, amelyek r osztdly-
bol dllnak és minden osztdly elemszdma A-ba tartozik. Az S(n, r, 4) (n=1,2, ...)
szdamsorozat generdtorfiiggvényének meghatdrozdsihoz az el6z6 §-ban bevezetett
L, funkciondlt haszndljuk. Kiindulva 1ijbdl a (2. 11) azonossdgbdl, kapjuk, hogy

(2 14) S(}’l, r, A) :Lr((pA(uﬂ n))
és igy
(2.15) a,(x, A) = %’ S(n r A) = L((1+A4(x)") = Ar(f)r'

Az S(n, r, A) szdmokat az A halmaz mdsodfaju Stirling-szémainak nevezziik. E szd-
mokat tudomdsunk szerint eddig nem vizsgdltdk, annak ellenére, hogy ezek a mdsod-
faja Stirling-szamok természetes dltaldnositdsai. Természetesen fenndll a

@. 16) S S, 1, 4) = T,(A)
. r=1
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azonossag, tovabbd a

.17 _ZI'S(u, r, ADuu—1)...(u—r+1) = & ,(u, n)
Osszefiiggés, és a
'

(2. 18) S, r,A) = > n

5 kle=n [ kUl

k=1 k=1

k€A keA

2 he=r

k=1
kcA

explicit képlet.

Az A halmazra vonatkozé mdsodfaji Stirling-szamokra nem dltaldnosithatd
az (1. 13) rekurzid, azonban az (1. 21) rekurzié analogonja érvényes és a kdvetkezs-
képpen irhaté fel:

2.19) Sh+l,rnd)= 2 [’f]soz—j, r—1, A).
j+ieaJ
Ezen rekurzié segitségével e szdmok »n és r kis értékeire meghatdrozhatok. (2. 19)-
b8l egy Gjabb bizonyitdst nyerhetiink (2. 15)-re, ugyanis (2. 19)-b6l
(2' 20) O’: (x’ A) =A'(x)o',._1(x, A)

és ebbdl (2. 15) indukcidval kovetkezik.

Erdemes megvizsgdlni a kovetkez§ példdt: Legyen A=2Z, a pdratlan szamok
halmaza, akkor A(x)=sh x és igy, bevezetve a T (Z,)=0Q, é S(n,r, Z)=0(n,r)
jeloléseket, -

(2.21) 2> Qn—'x" = gshx,
n=0
valamint
2.22) > Qmnx _Ghxt

ne0 n! r!

Utobbi 6sszefliggésbll sorbafejtéssel és egyiitthato-6sszehasonlitdssal kapjuk, hogy

1 S{r) .. .
@.23) Q1) = 5— 2 || @~n(=1y-.
2rt o \J
A O, r) és Q, szdmokat r=n=7-re a kovetkez§ tdbldzat adja meg:
N r
n\ 1 2 3 4 5 6 17 On
1 $1 0 0 0 0 0 O 1
2 o 1 o0 0 0 0 O 1
3 1 0 1 0 0 O O 1
4 0 4 0 1 0 0 O S
5 1 010 0 1 0 O 12
6 |0 16 020 0 1 0 37
7 1 0 91 0 35 0 1 128
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s

A Q, szdmsorozatra érvényes a kovetkez$ rekurzid:

5]

Qn+1 = ZT [2’2] Qn—2k’

k=0

amelybdl (2. 21) koézvetleniil is levezethetS. Q(n, r) nyilvdnvaldan csak akkor kiilon-
bozhet 0-t6l, ha n és r megegyez§ paritasiak.

3.8. Véges halmaz particiéi mas korlitozasok mellett

Legyen B a természetes szdmok egy tetszGleges halmaza. Jellje U, (B) a H,.
halmaz Gsszes olyan particidinak szdmat, amelynél bdarmely k-ra a k elemii oszta--
lyok szdma B-be tartozik.

Be fogjuk bizonyitani, hogy

3.1) Up(x) = Z%If)"" - ﬁB[kkaJ’
ahol "= . = '
. '
(3.2) B(y) = 2%.
l¢B t.

(3. 1)-et legegyszeriibben U, (B) explicit képlete alapjdn bizonyithatjuk be. (2. 4)--
hez hasonléan beldthato, hogy

!
3.3 nE = 2 ——
3 khe=n [J] kVe1!
k=1 k=1
IkeB

(3. 3)-bdl (3. 1) kozvetleniil kovetkezik.

Legyen most A és B természetes szamok két halmaza és jeldlje T,(4, B) a H,
halmaz azon particidinak szdamdt, amelyeknél minden osztdly elemszama A-hoz
tartozik és minden k€ A-ra a particié k elem{ osztdlyainak szdma B-be tartozik..
(2.4) és (3.2) dltaldnositdsaként addodik, hogy

!

3.9) T,4,B)= > ———

T khe=n  JJ KVl

k=1 k=1

k€A kcA

eB IkeB
és ebbdl

S T,(4, B)x" Xk
.5 T(x, A, B) = Bl A kel e A hadil
G-5) (oapy= SLADT _ (=),

ahol B(y) jelentése ugyanaz, mint (3. 2)-ben.
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Végiil, ha S(n, r, A, B) jeloli H, azon particidinak szamadt, amelyek r osztdly-
bdl dllnak, minden osztdly elemszdma az 4 halmazba tartozik és minden k€ A-ra
a k elemil osztdlyok szdma B-be tartozik, akkor

!
(3.6) S(n, r,A,B) = > .
5 be=r, ¥ kl=n ] kUs]!
k=1 k=1 k=1
keA, IkGB
és igy .
- B
€) o.(x, 4, B) = > S n 4 B

n=0 n!

&
egyenld [[ B(W—J -ban w" egyiitthatdjaval.
kea (k!

4.§. A miasodfaja Stirling-szimok egy masik kombinatorikai értelmezése

Vizsgdljuk a kovetkezd kérdést: hdny olyan n-edrendd varidciéo adhatd meg
k kilonboz8 elembdl (ezekr§l az dltaldnossdg megszoritdsa nélkil feltehetjiik,
hogy az 1,2, ..., k szdmok), amelyben mind a k elem legaldbb egyszer eléfordul.
E szamot jeldljik V(n, k)-val.

Legyen (x;, X5, ..., X,) egy a kivdnt tulajdonsdggal biré varidcio, azaz x; az
1, 2, ..., k szdmok valamelyikével egyenl6 (i=1, 2, ..., n) és az x,, x,, ..., X, szdm-
sorozatban az 1,2, ..., k szimok mindegyike legalibb egyszer el6fordul. Minden
ilyen sorozathoz egyértelmiien hozzarendelhetd az 1, 2, ..., n szdmok egy k osztdly-
bol 4116 particidja, ti. az, amelynél akkor és csak akkor soroljuk egy osztdlyba
az i ¢s j szdmot, ha x;=x;. Nyilvdnvalo, hogy ily mddon az 1, 2, ..., n szdmok
minden egyes k osztdlyu particidjdt k!-szor kapjuk meg, mivel az 1, 2, ..., k szdmok
és a particié osztdlyai ko6zott k!-féleképpen adhaté meg egyértelmii megfeleitetés.
Ennélfogva
@1 V(n, k) =k'S(n, k).

Ezzel a mdsodfaju Stirling-szamok egy, az elGz6ekben tdrgyalttdl eltéré kombina-
torikai értelmezéséhez jutottunk el. (MegjegyzendS, hogy a mdsodfaju Stirling-
szamokat dltaldban ezen értelmez€s kapcsdn szoktdk bevezetni; ldsd pl. [11]). A (4. 1)
osszefliggésbdl egy ujabb explicit képletet nyerhetiink a mdsodfaju Stirling-sz4-
mokra. Ugyanis V(n, k) kiszamithato ,,szitdlassal”, azaz a jol ismert logikai formu-
ldval: (lasd pl. [14]).

A szoban forgd varidciok szdamdt megkaphatjuk gy, hogy az 1,2,...,k%,
elemek Osszes n-edosztalyn variacidinak szamabdl levonjuk azok szaméat, amelyek-
ben a j szam nem fordul el6 (j=1, 2,..., k), ehhez hozzdadjuk a kétszer levontak
szamadt, s.i.t. Igy nyerjik a

k
@.2) Yk = (17 [’j‘] (k—jy
képletet és ebbbl az )
@.3) S(n, k) = i, 2 (—1y [k.](k—j)"
k! j=o J
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képletet. (4. 3)-bdl leolvashato, hogy

(4.9 S(n, k) = [k' 2(_1)1( ]e(k nx] i
és igy -

oo S ,k ., 1 k . ex_l k
“. 5) 0, (%) = n;'() (:‘ )x _ k_.J;o'( )1[ ] = J)x = ( o ) ,

vagyis ezuton is eljuthatunk a mdsodfaji Stirling-szdmok generdtorfiiggvényének
(1. 16) képletéhez. Megforditva, (4. 3) levezethet§ kombinatorikai meggondoldsok
nélkiil, tisztdn analitikusan (4. 5)-bSl. Megjegyzend8, hogy (4. 5)-b8l S(n, k)-ra a
kévetkez8 explicit képletet nyerjiik:

1 n!
Zri=n

A (4. 6) képlet csak jel6lésben kiilonbozik az (1. 20) képlettdl és kozvetleniil nyer-
het6 az utébbibdl is.

Természetesen az dltaldnositott mdsodfaji Stirling-szdmok is értelmezhetGk
bizonyos korldtozdsoknak eleget tevd varidciok szamaként. Ugyanis, ha V(n, k, A)
jeloli az 1, 2, ..., k szdmokbdl képezhetd azon n-ed osztdlyl varidcidk szamat, ame-
lyekben az 1, 2, ..., k szdmok mindegyikének el6forduldsainak szdma a pozitiv egész
szamok egy megadott 4 részhalmazaba esik, akkor

4.7 Vin, k, A)=k!S(n, k, A).

5.§. Fdkra vonatkez6 kombinatorikai problémak

Grdfon a kovetkez8kben mindig irdnyitatlan, t6bbszorés élek és hurkok nél-
kil grdfot értiink.® Egy grdafot szogpontjainak és éleinek megaddsdval definidlunk.
Ha a G grdf sz6gpontjainak halmaza a H,={l, 2, ..., n} halmaz, a G grif egyér-
telmien jellemezhet6 élei halmazdval, amely a H, halmazbol képezett (i,))
(l1=i<j=n) szdmpdrok H{» halmazdnak egy tetszbleges részhalmaza lehet. Az
(i, j) élrél azt mondjuk, hogy az i és j (111 ajési szogpontokat koti Ossze; az (i, j)
élt az i (vagy j) pontbdl kiindulé élnek is fogjuk nevezni. Egy G graf szGgpontjai-
nak szamdt N(G)-vel, éleinek szdmdt E(G)-vel fogjuk jelolni. A grafokra vonatkozd
kombinatorikai leszdmldldsi problémdkndl kétféle kérdésfeltevés lehetséges. A graf
pontjait tekinthetjiilk megkiilonboztethetének, vagy megkiilonbézhetetlennek. Az
elsé esetben a graf pontjait megszamozhatjuk, ezért az elsé tipusu problémdk ese-
tében szdmozott szégpontu grafokrol beszéliink. Az ellenkez§ esetben szdmozatlan
szogpontu, vagy topoldgiai grdafokrél beszéliink. Lényegében arrol van itt szd,
hogy mikor tekintiink két grdfot azonosnak. Amikor szdmozott szogpontii grafok-
rol beszéliink, a G és G’ grafokat akkor tekintjilkk azonosnak, ha ugyanannyi szog-
pontbdl dllnak, szégpontjaik meg vannak szdmozva, két szogpont akkor €s csak

8 A grafelmélet alapfogalmaira vonatkozolag 1. [15], [16] és [I].
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akkor van G-ben Osszek6tve, ha a megfeleld sorszamu szégpontok G’-ben Gssze
vannak kotve. Az ellenkezd esetben akkor tekintjiik a G és G’ (szamozatlan szdg-
pontt) grafokat azonosnak, ha megadhatd szogpontjaik kozott egy olyan kolcso-
ndsen egyértelmi leképezés, hogy két szégpont G-ben akkor €s csak akkor van
OsszekOtve, ha a leképezésnél nekik megfeleld pontok G’-ben 6ssze vannak kotve.
Pl. az 1. dbrdn lathaté G és G’ grafok mint szdmozott szégpontl grafok kiillénbo-
z6ek, de mint topoldgiai grifok azonosak, mig a G és G” grafok mint szdmozott
sz6gpont grafok is azonosak.

7 2 1 2 1

. p 4
4 5 3 4 g 3 2 G

1. gbra

Mi itt csak szamozott szdgpontu grdfokkal foglalkozunk.

Utnak nevezziik egy G graf pontjainak és éleinek egy olyan P,e P, e, ...
... P.e, Py, sorozatat (k=1,2,...), hogy Py, P,, ..., Pri.y a G grif kiilonb6z8
pontjai és e; a G grdf €le, amely a P; és P;,, pontokat kdti 6ssze (j=1, 2, ..., k).
Egy ut hossza alatt éleinek szdmadt értjik, tehdt a Pe, ... e, Pr,, Gt hossza k.

Kiornek nevezziik a G griaf pontjainak és éleinek egy olyan P,e;P,e, ... Pie,
sorozatdt (k=3,4,...), hogy P, P,, ..., P, a G grdf kiilonb6z8 pontjai, e; a G
graf éle, amely a P; és P;,, pontokat koti ossze (j=1,2,...,k—~1) és ¢ a G graf
éle, amely a P, és P, pontokat koti Ossze.

Egy G gréifot dsszefiiggének neveziink, ha bdrmely két pontjat 6sszekoti leg-
aldbb egy Ut. A G grdfot fdnak nevezziik, ha Osszefiiggl és nem tartalmaz kort.

Egy tetszlleges graf szogpontjai k6zott az uttal vald SsszekothetSség egy ekvi-
valencia reldcio. Ily modon minden graf Osszefiiggd grafokra bonthatd, amelyek
ko6zott nincs él. Ezeket az Osszefliggl grdafokat az eredeti graf (6sszefliggl) kompo-
nenseinek nevezik.

Egy grifot, amelynek minden komponense fa, erddnek neveziink.

Koénnyen beldthatok a kovetkezG egyszer(i dllitasok.

A) Egy fa barmely két pontjdt egyetlen egy Ut koti Ossze.

B) Egy G Osszefiiggd grafban E(G)=N(G)—1 és egyenlfség akkor és csak
akkor all fenn, ha G fa.

A) abbdl kovetkezik, hogy ha a P és Q pontokat két 0t kotné Gssze és P-bSl
elindulva az els6 Gton R volna az els§ olyan P-tGl kiilénboz8 szégpont, amely a
madsodik tthoz is hozzdtartozik, Ggy P-bs8l az els§ uton R-be menve és onnan a
masodik dton P-be visszatérve egy G-hez tartozo kort kapndnk, tehdt G nem volna fa.

B) a kovetkezGképpen ldthaté be: Ha G egy Osszefliggs graf, lehetséges, hogy
bizonyos élei elhagydsa utdn is még Osszefligg marad. Hagyjunk el G-b3l annyi
élt, hogy minden tovdbbi él elhagydsival G mdr megszlinik Osszefiiggd lenni.
Azt dllitjuk, hogy az igy nyert G* graf fa. Ha ugyanis G* tartalmazna egy kort,
ennek tetszSleges ¢€lét elhagyva, G* még Osszefiiggl maradna. Elég tehdt beldtni,
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hogy egy n szogpontl fa éleinek szdma n—1 és hogy egy n szégpontt és n—1 élil
Osszefiiggd graf fa. Az els§ 4llitds indukcidval ldthatd be; az dllitds n= 1-re nyilvdn
igaz, tegylik fel, hogy n<m-re mdr bebizonyitottuk és legyen G egy m szogponti
fa. Legyen P G egy tetszSleges szOgpontja. Ha G-bdl elhagyjuk a P pontot, és az
6sszes P-b8l kiinduld éleket, G-bbl egy G’ erd3t kapunk. Ha G’ komponenseinek
szama k, ugy az indukcid szerint G’-ben m—k —1 €l van; mivel P-b8l G’ minden
komponensébe pontosan egy él kell hogy vezessen, G eleinek szdmam—k —1+k =
= m—1. A mdsodik dllitdst ugy ldthatjuk be, hogy ha G egy n sz6gponti és n—1
él1i dsszefiiggd graf volna, amely tartalmaz egy k szégponth kort, Ggy e kér pont-
jait egyetlen ponttd 6sszehtizva ugy, hogy barmely mds pontot, amely e kér valamely
pontjdval &ssze volt kétve, az 0j ponttal &sszekotiink, egy olyan dsszefliggs grafot
kapndnk, amelyben n—k-+1 pont és n—k—1 ¢l volna, ami az el8bbiek szerint
lehetetlen.

Egy G grif egy P pontja fokdn a P-bdl kiindulé élek szdmdt értjiik. A 0 foku
pontokat izoldlt pontoknak, az 1 foku pontokat végpontoknak nevezziik. Igazak
a kovetkez§ 4llitdsok:

C) Egy n=2 szogpontll fdnak legaldbb 2 és legfeljebb n—1 végpontja van.

C) a kovetkez8képpen ldthatéd be: Legyen P G-nek egy tetszlleges pontja.
Ha P végpont, vegyliik a P-bdl kiinduld (egyik) leghosszabb utat; ennek mdsik
végpontja G-nek is végpontja. Ha P nem végpont, legaldbb 2 él, e és ¢’ indul ki
P-b8l, a P-bél kiinduld és e-vel, ill. e’-vel kezd6d8 (egyik) leghosszabb at mdsik
végpontja G-nek is végpontja.

Jelslje ¢, az n megadott (szdmozott) szégponttal biré kiilénbézd fdk szdmadt.

Els8nek A. CaYLEY [17] bizonyitotta, hogy
(5.1) t,=n""2,
Az (5.1)un. Cayley-féle képlet legegyszeriibb bizonyitdsa A. PRUFER [18] mddszerével
torténhet. Be fogjuk bizonyitani e mddszerrel, hogy az 1,2, ..., n szogpontokkal
biré fdk F, halmaza egy-egyértelmiien leképezhet§ az 1, 2, ..., n elemekbdl képez-
het8 Gsszes n—2 tagh sorozatok halmazara; e leképezés 1étezésébdl (5.1) mdr kévet-
kezik, mivel a széban forgd sorozatok szdma nyilvdn »"~2.

A szdban forgd leképezés a kovetkez§: legyen G egy n szdgponti fa, amely-
nek szogpontjai az 1,2, ...,n szdmokkal vannak megszdmozva. Keressilk meg
G végpontjai koziil a legnagyobb sorszdmut; legyen ez P, . Legyen x,; azon (egyetlen)
G-beli szdégpont sorszama, amellyel P, Ossze van koétve. Hagyjuk el G-b8l a P,
pontot és a P, Py, élt; az igy nyert fit nevezziikk G'-nek. Keressiik meg G’ végpontjai
koziil a legnagyobb sorszamut; legyen ez P,,. Legyen x, azon (egyetlen) G’-beli
szogpont sorszama, amellyel P,, &ssze van kotve G’-ben. Hagyjuk el G’-bdl a Py,
pontot és a P, P, €lt; az igy nyert fit jeloljiik G”-vel. Folytassuk ezt az eljarast
addig, amig csak egy két szogpontt fa marad. Rendeljiik hozzd a G fdhoz az
{x,, x3, ..., X,—5) szdmsorozatot. Be fogjuk bizonyitani, hogy ily médon az 1,2, ..., n
szamokbdl képezhet§ Osszes lehetséges n —2 tagu sorozatot megkaphatjuk és kiilon-
b6z sorozatokhoz kiilonboz6 fék tartoznak.

Az els§ dllitds bizonyitdsa ugy végezhetd el, hogy tetsz8leges, az 1,2, ..., n
szdmokbdl képezett (x4, ..., X,_,) sorozathoz megszerkesztiink egy fdt, amelyhez
éppen ezt a sorozatot rendeli hozzd a Priifer-féle algoritmus. Legyenek z;,..., z;
az 1,2, ..., n szdmok kozil azok, amelyek az x,, x,, ..., X,_, sorozatban nem for-
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dulnak el8 (nyilvdn k = 2) csdkkenGen elrendezve. K&ssiik 6ssze a P, és P,, pontokat.
Ezek utdn vizsgdljuk az (x,, ..., x,_,) €és (z,, ..., z,) sorozatokat. Ha x; nem for-
dul el§ az (x,, ..., x,_,) sorozatban, irjuk be x;-et a (z,, ..., z) sorozatba tgy,
hogy a sorozat monoton csdkkend maradjon; ha azonban x, el6fordul az x,,..., x,_,
szdmok kozétt, igy ez a lépés elmarad. A (z,, ..., z;) sorozatbdl ily médon 1étre-
jott sorozatot jeldlje (zi, 23, ..., zy). KOsslik ssze P,,-t és P, -t. Az eljdrdst addig
folytatjuk, amig az x;-k el nem fogynak; a megmaradé két z-nek megfelel§ két
pontot is Osszek6tjik. Azt, hogy ily médon mindig fét kapunk, indukcidval lat-
hatjuk be. Ugyancsak indukcioval ldathatjuk be, hogy kilonb6z6 sorozatokhoz
kiilénbozs fak tartoznak és megforditva.
A 1, sorozatra fenndll a kdévetkezd rekurzid:

(5.2) 20n—1)t, = 2 (Z] tetur-k(n—k).

Ugyanis egy n szbgponti fdt felépithetiink a kovetkezGképpen: kivdlasztunk az
n pontbdl k pontot (1 =k=n-1), ezekbdl készitiink egy G, fit (ez 1, -féleképpen
lehetséges), a megmaradé n—k pontbdl is készitiink egy G, fdt (ez ¢,_,-féleképpen
lehetséges), végil G, egy tetszSleges pontjdt Osszekotjiik G, egy tetszGleges pont-
javal. Ilyen médon minden egyes n szdgpontu fat 2(n—1)-féleképpen nyeriink,
hiszen a G,-et G,-vel 5sszekotd él a végeredményként nyert G fa n—1 éle koziil
bdrmelyik lehet, és ha ezt az élt G-b6l elhagyjuk, a fa két fara esik szét, amelyek
koziil barmelyik lehet Gy.

(5.2)-b6l, bevezetve az

hnd k
5.3) y=f) = 2

k=1
jelolést, kovetkezik, hogy

5 =Zl(_”:i_')t_x_ = f2(x);

igy nyerjiik, hogy

) B
tehat
dx 1
7—‘1}’(;‘1J’

azaz (figyelembe véve, hogy f(0)=0)
(5.4) xX=ye .
Ilyen modon azt az eredményt kapjuk, hogy az

o ki1 ik
(5.5 y=6)= 2~

sor az x=ye~" fiiggvény inverz fiiggvényének a sorfejtése. E sorfejtést természe-
tesen tisztdn analitikus mddszerrel is elSéllithatjuk (az On. Birmann—Lagrange
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sorfejtésre vonatkozd dltaldnos képletbdl® ; figyelemre mélté azonban, hogy az
elGbbiekben ennek az analitikus feladatnak a megolddsdt egy kombinatorikai ered-
ménybdl a (Cayley-féle (5.1) képletbdl) nyertiik. Megforditva, a fenti meggondolds-
bol (5.1) egy fijabb bizonyitdsa adddik, felhaszndlva a (5.2) rekurziv Osszefliggést
és az x=ye~? fiiggvény inverz fliggvényének sorfejtését (amelyet e célbdl analitikus

modszerrel direkt bebizonyithatunk). Ugyanis (ldsd [19] 1. ¢.) ha x= Y akkor

o(»’
_ X | de@)”
Y= ZF[ dm-1 t=0.
Ily mdédon, ha x=ye~?,

Megjegyzend§, hogy az x =ye~? fliggvény inverz fiiggvénye (5.5) sorfejtése alapjdn
tisztdn analitikus bizonyitdst nyerhetiink az (5.2) azonossdgra, tehdt arra, hogy

n—1

(5. 6) 20— = D) [Z} ke=1(n—kp—k-1,

A Priifer-féle modszer felhaszndlhaté szdmos mds, fik leszdmldldsdra vonat-
kozo feladat megolddsdra is.

Vizsgdljuk meg példdul a kovetkezd kérdést: Hany olyan n (szdmozott) szog-
pontt fa van, amelynek pontosan r végpontja van (2=r=n—1)? Nevezziik a Priifer-
féle leképezésnél egy n szégpontu fiahoz hozzdrendelt (x,, x,, ..., x,_,) szdm-
sorozatot az illeté fa profiljainak. Nyilvdnvald, hogy ha P, a G fa egy tetszGleges
szOgpontja, a k szdm a G fa profiljaban d(P,) — 1-szer fordul elg, ahol d(P,) a P, pont
foka G-ben; G végpontjai tehdt azok és csak azok a P, pontok, amelyekre k nem
fordul el6 G profiljdban.

Ha tehdt G-nek pontosan r végpontja van, és ezek a P, , P,,, ..., P, pontok,
ugy G profilja az 1,2, ..., n sorozat azon b,, b,, ..., b,_, elemeibdl 4ll, amelyek
az a,,a,, ..., a, szamoktol kiilonb6znek, és ez utdbbi szamok legaldbb egyszer
el6fordulnak G profiljaban. Mdrmost #»—r elembdl olyan n—2 tagii sorozatot,
amelyben az n—r elem mindegyike ténylegesen el6fordul, amint a 4. §-ban lattuk,
(n—r)! S(n—2, n—r)-féleképpen készithetiink, és igy az n szdmozott szogpontu
és pontosan r végponttal bird fak szdma

!
5.7 ty = (;’] (n—r)!S(n—2,n—r) :%S(n—2,n—r).
Azt, hogy
n—-1 n'
(5. 8) Z—rT'S(n—l,n—r) = -2
r=2 .

s L.pl[19]. ~ S
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persze kozvetleniil is beldthatjuk, ha (1.10)-ben # helyébe (n—2)-t és u helyébe
n-et helyettesitiink. Ugyanis (1.10)-bSl

n—1 ' n—2
> %S(n—2,n—r) = D S(n=2,Dn(n—1)...(n—1+1) = m-2.
r=2 . 1=1 L)

Az elmondottakbdl az is kdvetkezik, hogy ha ¢, ,(4) jeloli azon n szdégpontl
fak szamdt, amelyeknek r végpontjuk van és amelyekben az 1-nél magasabb foku
pontok fokszamai mind az 4 halmazba tartoznak, ahol A4 a 2, 3, ... szdmsorozat
egy tetszGleges részhalmaza és A’ jeloli az Gsszes a—1 alaki szdmok halmazit,
ahol a€ A4, akkor

5.9 t,,(4) = [:1] Sr—2,n—r, AY(n—r)! RQ=r=n-1.

Ha tehdt 7,(A4) jeldli az Gsszes olyan n-szogpontu fdk szdmadt, amelyek 1-nél
magasabb foku szégpontjainak fokai az 4 halmazba tartoznak, akkor (2.17) szerint

R n—1 n-2
(5.10) () = 2t (A) =2 S—=2,L, A)n(n—1)...(n—1+1) =
r=2 =1
= ¢A'(n, n '—2)‘
(5.10) a Cayley-formula dltaldnositdsdnak tekinthetd.
Specidlisan, ha pl. 4 a {2} halmaz, tehdt 4" az 1 szdmbdl mint egyetlen elem-
1
bél 4llé halmaz, diA,(n,n—Z):% , ugyanis a H,_, halmazon értelmezett azon
fliggvények szdma, amelyek az 1, 2, ..., n értékeket vehetik fel és mindegyiket csak

1
-egyszer, ’21 n=2!= % . Valéban, az olyan n-szogpontu fdk, amelyekben minden

!
pont foka 1 vagy 2, egyetlen ¢l dltal alkotott tbdl dllnak és ezek szdma % . Mdsik

példaként vizsgdljuk azt az esetet, ha 4 a {3} halmaz. Ez esetben 4” a 2 szdmbdl
mint egyetlen elembd! 4llé6 halmaz és igy

0, ‘ ha n paratlan,

Parlnn—2) = 1,3...(2k—3)[k2_k1J(k—1), ha n=2k

adja meg azon n szdmozott szOgpontii fdk szdmdt, ame-
lyekben minden pont foka 1 vagy 3.

Példaul ha n=6, ¢,.(6,4)=90. Az Gsszes 6 szdgpontl
fak, amelyekben minden pont foka 1 vagy 3, a 2. dbrdan
lathaté tipusiak, és leszdmldldssal is konnyen beldthatd,

2. dbra hogy 90 ilyen fa van.
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Az (5.7) képlet alapjdn kiszamithatjuk az »n szOgpontu fik végpontjainak 4tla-
gos szamdt. Ha e szdmot M, -nel jel6ljiik, ugy tehdt (1.10) szerint

) 1 n—1
.11 M, = p=r Flyy =
1 n 2 1 n—2
= S(n—2,l)n(n—1)...(n—l)=n(1_;] .
I=1
Tehat
.M, 1
12 lim =2

vagyis egy n szdgpontl fanak kozelitGleg dtlagosan %Végpontja van. Az (5.7)

képletbdl kiindulva bebizonyitottam (1. {20]), hogy ha az »"~2 szdmozott szdgponti
fa kozil egyet taldlomra kivédlasztunk (oly médon, hogy minden egyes fa ugyanolyan
valésziniiséggel keriilhet kivdlasztdsra) és v, jeloli e taldlomra vdlasztott fa vég-
pontjainak szdmadt, ugy a v, valdsziniliségi vdltozo, ha n —.oo, hatdrértékben normadlis

I C ogx o .
eloszldsu - vdrhato értékkel és " Vn(e—2) széréssal, vagyis

Vn;g 1 - _u?
(5.13) o limPl——————<x| = —= /e 2 du.
e él/n(e-—Z) Vor

‘Specidlisan (5.13)-bol kovetkezik, hogy az # szOgpontd faknak korilbeliil a felének
a végpontjainak szdma kisebb %-nél.

Aldbbiakban ko6z6ljiik (5.13) [20]-ban adott bizonyitdsdnak egy egyszeriisitését.
El8sz6r szamitsuk ki v, szérdsnégyzetét, amelyet D2-tel jelSliink. (1.10) szerint

n-1
(5.14) 2 rr=Dt,, = n(n—1)(n—2)""2,
r=2
tehat tekintettel (5.11)-re
2 n—2 1 n—-2 1 2n-2
, 2 _ _ _Z _ 1 a2t
(5.15) Di =n(n 1)[1 n] +n[1 n] n [1 n]
és igy
. D? e-2
n
v, ——
Ahhoz, hogy (5.13)-at bebizonyitsuk, kimutatjuk, hogy l—ekarak-
z Vn(e—2)

terisztikus fliggvénye konvergdl a normalis eloszlds karakterisztikus fiiggvényéhez,
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vagyis, hogy ¢ minden valds értékére

n—l it(er—n) 2
ty,
G.17 lim 4_. eV"('-’ ) =¢ 2.
n—oo r=

Midrmost ennek bizonyitdsahoz elGbb egy igen egyszerli lemmadt bizonyitunk be,
amely itt (és mds hasonlé esetekben is) j6l haszndlhato.

LeMMA: Legyen F(x) (n=1, 2, ...) eloszldsfiiggvények egy sorozata és

by
(5.18) ga(0) = [ € dF,(x),
ahol a,<b,. i
Ha t minden valos értékére
(5.19) lim @, (1) = @(2),
ahol @(t) egy karakterisztikus fiiggvény, akkor
(5.20) lim F,(x) = F(x)

az F(x) eloszlasfiggvény minden x folytonossdgi pontjéban.

A lemma bizonyitdsa. Mivel (5.19) t=0-ra is fenndll és ¢(¢) feltevésiink szerint
karakterisztikus fliggvény, tehdt @(0)=1; ebbdl kovetkezik, hogy

by
(5.21) lim [ dF,(x) =1
és igy, hogy "
(.22) lim f dF,(x) + f dF,(x) = 0.

B _

(5.18)-bél és (5.22)-bbl azonban mdr kovetkezik, hogy

(5.23) lim f ¢t dF,(x) = (1),

n— co

vagyis az F,(x) eloszldsfiiggvény karakterisztikus filiggvénye konvergdl ¢(¢)-hez,
és igy a karakterisztikus fliggvényekre vonatkozé folytonossdgi tétel szerint (1. [8])
fenndll (5.20). B

Médrmost helyettesitsiik (1.10)-be u=n—it¥n-t. Azt kapjuk, hogy

n—-1 . n-2
t ud ityn it
e 1— =|l-— .
2 nt 1 [ J J [ Vn ]
r—§’<n2/3, akkor

2(e=1)
ﬁ [ ltV_] it n+—( %]+! ez +o0(1)

j=r+1

Ha most

b
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ahol a o(1)-gyel jelolt maradéktag \r— % ’ < n*s mellett r-ben egyenletesen tart 0-hoz.

igy tehdt
., 263
(5.24) im > eVn ez ) = i,
H-—-)oo} LAy
n
v,,—;
Miérmost jelolie F,(x) a———— valdsziniiségi viltozé eloszldsfiiggvényét.

- Vn(e —2)
Mivel (5.24) bal oldala felirhaté az

ent/s
Ye-2
ei* dF, (x)

enl/6
}/e—l

alakban, tehdt lemmadnkbdl (5.17) kovetkezik.

6.§. Egy tovabbi fa-leszamlaldsi probléma

Pdros koriiljdrastinak neveziink egy G grafot akkor, ha szégpontjai H halmaza-
nak megadhaté egy olyan, két osztdlybdl 4llé particidja, hogy ha ezen osztdlyok
H, és H,=H— H,, akkor G barmely éle egy H,-beli szégpontot egy H,-beli szog-
ponttal kot Gssze. Ismeretes, hogy egy graf akkor és csak akkor pdros kdriiljdrdsa,
ha nem tartalmaz pdratlan sok élbdl dllé kort!?. E tétel bizonyitdsa a kovetkezd.
Ha G olyan grdf, amely nem tartalmaz pdratlan sok élbdl (tehdt pdratlan sok szog-
pontbdl) dllé6 kort, akkor azt kell kimutatnunk, hogy szGgpontjai igy oszthatdok
két idegen osztdlyba, hogy G bdrmely éle kiilonbodz8 osztdlyba tartozd szdgponto-
kat kot dssze. Ennek bizonyitdsdndl az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik,
hogy G &6sszefliggd, ugyanis, ha egy graf minden komponense pdros koriiljdrasa,
akkor nyilvdn az egész grdf is az. Mdrmost, ha G 0Osszefiiggs, induljunk el G egy
tetszéleges P, szOogpontjabdl: ezt osszuk be az 1. osztdlyba. G Osszes olyan szGgpont-
jait, amelyek G-ben P;-gyel Gssze vannak kétve, osszuk be a 2. osztdlyba. Ezek
utdn G Osszes olyan szOégpontjait, amelyek Ossze vannak kétve egy, madr a 2. osz-
tdlyba beosztott szbgponttal, osszuk be az 1. osztdlyba; ezutdin G minden olyan
szbgpontjdt, amely egy mdr 1. osztdlyba beosztott szOgponttal Ossze van kotve,
osszuk be a 2. osztdlyba, s.i.t. Ezt az eljdrdst folytassuk addig, amig G minden pontja
be nincs osztva az 1., ill. 2. osztdlyba. Az a feltétel, hogy G-ben nincs pdratlan kor,
biztositja, hogy soha nem keriilink konfliktusba, azaz nem fordulhat el§, hogy

1o Az jlyen kért (amely természetesen ugyanannyi pontot tartalmaz, mint élt, tehit pontjai-
nak szdma is paratlan), réviden pdaratlan kornek nevezziik.
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egy pontot mind az 1., mind pedig a 2. osztdlyba be kellene osztanunk. Az a feltétel,
hogy G Osszefiiggs, biztositja, hogy G Gsszes pontjait beosztjuk vagy az 1. vagy
a 2. osztdlyba. A tétel mdsik dllitdsa (hogy ti. pdros koriljdrdsi graf nem tartalmaz
. pdratlan koért) nyilvanvald.

Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy egy dOsszefiiggé pdros koriiljdrdsu
graf esetében a szdgpontok halmazdnak H=(H,, H,) particidja egyértelmiien
meg van hatdrozva.

A bebizonyitott tétel szerint minden fa pdros koriiljdrdsi, hiszen semmilyen
koért nem tartalmaz, igy pdratlan kort sem. A kévetkezGkben azonban olyan pdros
koriiljarasu fak leszdmldldsdval fogunk foglalkozni, amelyeknél a szogpontok két
osztdlya el6re meg van adva. Jeldlje v(n, m) azon fdk szdmdt, amelyek sz6gpontjai
aP,..,P,é0Q,,0,, .., 0,pontok, és amelyek minden egyes éle egy P, (1 =k=n)
pontot kot Ossze egy @, (1 =/=m) ponttal.

Be fogjuk bizonyitani, hogy

6.1 v(n, m)y=n""tm"1,

A (6.1) képletet el8szdr ScoINs [24] bizonyitotta be; aldbbiakban (6.1)-re egy igen egy-
szer(i 0j bizonyitdst adunk az el6z6 §-ban ismertetett Priifer-féle mddszer segit-
ségével.

Ha egy, a megadott tipusu fdra alkalmazzuk a Priifer-féle algoritmust, azzal
a kulonbséggel, hogy az eljdrdst a legnagyobb indexii P-végponttal kezdjiik és egy
fahoz most két szdmsorozatot rendeliink hozzd, egy (x;, ..., Xp—1) €8 €2y (V15 V2s---
..., Ya—1) sorozatot ugy, hogy amikor egy végpontot elhagyunk és az elhagyott
végpont a P, ponttal van Osszekotve, akkor a k szdmot az x-ek koézé irjuk, mig
ha az elhagyott végpont egy @, ponttal van &sszekétve, l-et az y-ok ko6zé irjuk.
Ilyen modon, mint konnyen beldthatd, m —1 darab x-et és n—1 darab y-t kapunk,
ugyanis az eljdras végén egyetlen egy él marad meg, amely egy P pontot egy Q ponttal
kot Ossze, tehdt annyi x-et kapunk, ahdnyszor egy O pontot elhagyunk, vagyis
m—1-et és megforditva: annyi y-t kapunk, ahdnyszor egy P pontot elhagyunk,
tehdt n — 1-et, és ily médon minden vizsgalt tipusu fahoz egy az 1, 2, ..., n szdmokbdl
&lIS (xy, X35 «ons Xp—y) ésegy az 1, 2, ..., m szdmokbdl 4116 (y,, y,, ..., y,—) sorozat
van hozzdrendelve és kdénnyen beldthaté az is, hogy megforditva, minden ilyen
sorozatpdrhoz egy kivdnt tipush fa tartozik. Az (Xq, ..., X 1) €S (V1y coes Vuc1)
sorozatokhoz tartozo fat a kovetkezGképpen konstrudljuk meg: Legyenek a,, a,, ...,
a, az 1, 2, ..., n szdmok koézil azok, amelyek az (x, ..., X,—;) sorozatbdl
hidnyoznak, csokkenbleg elrendezve és legyenek by, ..., b,) az 1,2, ..., m szdmok
kozil azok, amelyek az y,, ..., y,_; sorozatbdl hidnyoznak, csdkkendleg
elrendezve. Mdrmost a keresett fit ugy konstrudljuk, hogy el6szér a P, pontot
osszekotjiik a Q,, ponttal, ezutdn megvizsgdljuk, hogy y, eléfordul-e az y,, ..., y,—
sorozatban: ha nem, Ggy y-et a nagysdg szerint megfelel§ helyre beirjuk a b-k kozé.
Ezutdn a b-sorozat elsS elemét sszekdtjiik P, -gyel, s.i.t.

Azt, hogy ilyen mddon mindig egy elGirt tipust fat kapunk és hogy a hozzd-
rendelés egyértelmii, indukcioval ldthatjuk be. Ezzel (6.1)-et bebizonyitottuk.

(6.1) segitségével egy érdekes azonossdgot nyerhetiink. Ugyanis egy tetszSleges
fa kétféleképpen foghaté fel pdros koriiljdrdst griafként. Az Osszes n szdgpontu
fdkat megkapjuk tehdt, és mindegyiket pontosan 2-szer, ha az Osszes lehetséges
modon 2 nem iires osztdlyba osztjuk az 1, 2, ..., n pontokat és ezen osztalyokbdl
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az Osszes lehetséges mddon pdros koriiljdrdsu fat készitiink. (6.1)-re és (5.1)-re
valo tekintettel nyerjik igy a

6.2) w2 = D) (ZJ kr—k=l.(n—k)-1

~

azonossdgot.
7.§. Fak megoszlasa magassaguk szerint

Egy G fa szOgpontjai legyenek P,, ..., P,. G-nek a P, pont félétti magassdgan
a P,-bél kiinduld leghosszabb Ut hosszdt nevezLuk a G fa P, pont folotti magas-
sdgdt hp (G)-vel jeldljiik.

Jelolje g, (k) a P, ..., P, (szdmozott) szOgpontokbdl 4ll6 azon fdk szdmadt,
amelyeknek a P, pont fol5tti magassiga =k (k=0, 1, ...). Nyilvan g,(k)=1,,
ha k=n—1 és n=1, hiszen egy n szogpontll G fa magassdgdra hp (G)=n—1.

Vizsgdljuk meg a g,(k) (n=1, 2, ...) szdmsorozat (exponencidlis) generdtor-
fiiggvényét, amelyet a

7.1 G (%) =

képlettel definidlunk.
A g, (k) szdmokra fennall a kovetkez8 rekurzids formula:

(7.2)

S & (k)
n=1 (n 1)'

s r—1 —1-1)!
=2 (") e sy (e 1) (k= ).

“ ; (m;— D (my—D)... (m,
Sm=n—1
i=1

(7.2)-t a kovetkez8képpen ldthatjuk be: Jelolje £ a G fa azon szdgpontjainak hal-
mazdt, amelyek a P; ponttal éllel vannak 6sszektve. Ha E elemeinek szdma [

(1=I=n-1), akkor ez az / pont (nyll-féleképpen vdlaszthat6. A megmaradd

n—I/—1 pont nyilvdn / osztdlyra esik szét, annak megfelelen, hogy P,-bdl E mely
pontjdn 4t vezet hozza ut. Jeloljék Q,, ..., Q,a P,-gyel kdzvetlenill 6sszek6tdtt ponto-
kat és legyen m; —1 azon pontok szdma, amelyekbe P,-b3l vezet§ 0t Q;-n halad 4t
n—I1-1)
(m,—D!...(m—1)!
-féleképpen lehet elosztani. Az i-edik osztdly pontjaibdl és a Q; pontbdl nyilvain
ik — 1) -féleképpen lehet Q; f6l6tt legfeljebb & —1 magassdgu fat alkotni és akdr-
hogyan is végezziik ezt el, e fakbdl a Q,; pontokat P,-gyel Gsszekdtve egy P1 felett

(i=1,2,...,0). Ezesetbenazn —/—1 pontot az/ osztdlyra nyilvan

legfeljebb k& magassdgu fit kapunk. Ezzel (7.2)-t bebizonyitottuk. (7.2)-t ——— =01 -sal

beszorozva és n szerint (régzitett k mellett) dsszegezve kapjuk, hogy

S g ()Xt ] gnlk—Dxm-1Y)
3 (3 e,

n=1 (n—l)' m=1 (H’l—])'
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tehat

(7.3) Gi(x) = x-€0x-1),

Mivel g(0)=1, g,(0)=0, ha n=2, tehat

(7.4) Go(x)=x.

fgy (7.3)-bdl rekurziéval G,(x)-et meghatdrozhatjuk:
G (x) = xe*

7.5 G,(x) = xe**

G5 (x) = xexe™®
s.i.t.
A (7.3) rekurziés képlet J. RIORDANtOl szdrmazik (I. [21]). Megadhaté g,(k)-ra
explicit képlet is:

(7.6) gu(k) = =D

12 713 T
Lo G VLYY SR
Li=0

(7.6) a kovetkezSképpen lathaté be: ha egy n szogpontt fa magassdga P, felett
=k, akkor P,-t8l kiilonbdz8 szégpontjai k osztdlyba sorolhaték aszerint, hogy
az ket Py-gyel Osszekot6 ut hossza 1, 2, ..., k. Jeldlje O; azon pontok halmazit,
amelyeket P;-gyel j hossziisdgu ut kot ossze (j=1, 2, ..., k) és /; az O; halmaz ele-
meinek széamdt. Nyilvdn minden O;-be tartozé szdgpont Ossze van kotve P,-gyel,
minden O,-be tartozé szégpont Ossze van kbtve O, egyetlen egy pontjdval, és dlta-
ldban O; minden pontja &ssze van kotve O;_, egyetlen egy pontjdval. Mivel (7.6)
obb oldala éppen a P,, ..., P, pontok k osztdlyra vald lehetséges eloszldsainak
és az emlitett modon valé OsszekGtéseinek szdmdt adja meg, tehdt (7.6) fennadll.

Megjegyzendd, hogy (7.6) gy értend§, hogy 0° mindig 1-et jelent. Szoritkoz-
hatndnk (7.6)-ban az [/, ..., ], egész szdmoknak olyan sorozataira, amelyekre

k
amellett, hogy >/,=n—1és/,=0, azisigaz, hogy ha /,=0, akkor /;,,=0(1=i=
1

=k —1), ugyanis azon [; sorozatok adaléka, amelyekre ez nem teljesiil, igyis
O, de éppen ezért nem sziikséges az emlitett feltételnek eleget nem tevs sorozato-
kat kizdrni. (7.6)-hoz hasonldan ldathat6 be a kdvetkezd képlet is

_ 1
.7) a®) =@ —-gk—-1= > 7D
k ll!"'[k!

):I¢=n—1
1
=1

d,(k) nyilvan azon n szOgponth fik szdmadt jelenti, melyek P; feletti magassdga
pontosan k-val egyenl8. (7.7) persze levezethetS (7.6)-bdl is.
Tekintettel arra, hogy g,(k)=t,=n""2, hacsak k=n—1, tehdt

. < m
(7.8) lim Gy(x) = 2(,,—_1)7x = G(x),

ahol y=G(x) inverz fliggvénye az x =ye~? fiiggvénynek.
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A nyert eredményeket a kovetkezSképpen altaldnosithatjuk: jeldlje d,(k, )

azon n-szOogpontl fdk szdmdt, amelyeknek magassiga P; felett pontosan k, és ame-
lyekben pontosan / pont van éllel 6sszekotve P;-gyel. Akkor

(7.9) A=~ > (—n—)—lhl“ b,
T ARNA
Eli=n—l—1
2
L=1

A d(k, ) szdmsorozatra fenndll a

: n—-1-~-1
(7.10) dy(k, 1) = ("ll] > rd,_(k—1,h).
=1
Egy mdsik irdnyll dltaldnositdsdt nyerjiilk képleteinknek, ha azon n szégpontd
fdk szdmdt vizsgdljuk, amelyek magassdga P, felett & és amelyekben pontosan
I olyan pont van, amelyet P;-gyel k hosszisdgi ut kot dssze. Jeloljik e fdk szdmdt
t(k, )-lel. Akkor

—1)!
(7.11) 1,06, 1) = > —("——1«).;1' st
11+ Hlg-1=n—1- 111 In—-l!

és fenndll a kovetkezd rekurzié
n—-1-1
(7.12) m&n=[ }‘Zhu,w—lm

Vizsgdljuk most meg a f,(k, /) szdmsorozat kettGs generdtorfiiggvényét rog-
zitett k& mellett, vagyis a

=" .k, 1
@.13) Fon =2 5 2&D o,
n=1l= 0( _1)
fiiggvényt. E fiiggvényekre kénnyen igazolhatjuk az
(7.14) F(x, 2)=F,_,(xe™)

rekurzidt. Mivel Fi(x,z)=xe**, tehdt
F,(x, z) = xe*
(7.15) Fy(x, 2) = xexe™

exXz

s.i.t.
Vildgos, hogy (7.14) mellett F(x, z)-re érvényes az
(7.16) F,.1(x, 2) = xefxx2)

rekurzié is, tovabbd, hogy az Fi(x, z) fiiggvények a G,(x) fiiggvényekkel a kovetkezd
moddon fiiggnek Ossze:

(7.17) F(x, )=G(x)
(7.18) Fi(x,0)=Gy_4(x)
(.19 Fi(x, €)= Gy 4(x).
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Tehdt (7.16)-bol specidlis esetként kapjuk meg (7.3)-at a z=1, z=0, z=¢" helyet-~
tesitések barmelyikével.

Nemrégiben SzeEkeRES GYORGYgyel megvizsgdltuk a %';({? *k=1,2,...,n-1)
eloszldst. A Gy (x) generdtorfiiggvényre vonatkozo (7.3) rekurzid, valamint a fiigg-
vényiterdcié elmélete (1. [22]) segitségével sikeriilt bebizonyitani, hogy létezik a

(7.20) lim ) fl—;(_vk} = D(x)
n-»mkéxl/ﬁ n
hatdreoszldsfiiggvény (1. [23]), ahol
52 = _mp?
(7.21) D(x) = 4’;3 Dpte # .
p=1

A D(x) eloszldsfiiggvény kifejezhetd ismert azonossdgok (pl. a Poisson-formula)
segitségével a

(7.22) D(x) = E e~V (1 —2y%x?)

V= — oo

alakban is. A D’(x) =d(x) siiriségfiiggvény a kovetkezd alakban dllithatd eld:

(7.23) d(x) = 4x[2 v2(2v2x2_3)e_v2xz] )
v=1
E képlet alapjdn kiszdmithatok a D(x) eloszlasfiiggvény Osszes momentumai
(7.24) Mg = /xsg(x)dx =2r [§+1](S—1)C(S),
0

ahol {(s) = 2’ El; a Riemann-féle zeta-fliggvény.

n=1

Specidlisan S'=1-re (7.24)-b8l hatdrdtmenettel adddik
(7.25) M, =V=.

fgy tehdt egy n szogponti fa egy adott pontja felettimagassdgdnak dtlagdra aszimpto-
tikusan 2,50663 Vn adédik. (7.24)-b6l kiszdmithaté a D(x) eloszldsfiiggvény sz6-
rasnégyzete is:

(7. 26) D2=M2—Mi"=@.

Nem érdektelen megjegyezni, hogy miel6tt még ezt bebizonyitottuk volna,
PALASTI ILONA a Monte-Carlo médszerrel empirikusan vizsgdlta a fdk dtlagos
magassdgdt €s pl. n=90-re négy kisérletben atlagos magassagként 19,75 adodott;
Osszehasonlitva ezt a SZEKERES GYORGYgyel bebizonyitott elméleti eredménnyel,
mely szerint egy 90 szogponti fa dtlagos magassdga ~ 23,76, a megegyezés elég
jonak mondhaté. Megemlitendd, hogy a Monte-Carlo kisérletek elektronikus szd-
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mologeép nélkiil, ,kézzel” valod elvégzését a Priifer-mddszer tette lehetdvé: a maéd-
szer, amit PALASTI ILoNA alkalmazott, ugyanis abban dllt, hogy véletlen szdm-
tdbldzat alapjdn felirt (x,, ..., x,_,) sorozatokat és ezekhez megkonstrudlta a hoz-
zdtartozé fat és ennek meghatdrozta a magassdgdt P, felett.

Aldbbiakban kozéljik d,(k) értékének tdbldzatit 2=n=6=ra:

N\ n\k 1 2 3 4 50t
2 1 0 0 0 0 1
3 1 2 0 0 0 3
4 1 9 6 0 0 16
5 1 40 60 24 0| 125
6 1 195 560 420 120]1296

* k %k

E dolgozat kovetkezd, I1. és 1I1. részében a kombinatorika tovdbbi, fejlédés-
ben lev§ és az érdekiGdés kozéppontjaban &ll6 irdnyait fogjuk ismertetni.
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