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1. §. Bevezetés

1. A végtelen dimenzids, dltaldnos bilinedris metrikdji, specidlisan a hermi-
tikus indefinit metrikdjii linedris terek irdnti érdekl6dés a negyvenes évek elején
kezd8dott. E terek vizsgdlatdhoz az elméleti fizikusok és a matematikusok kiilon-
b6z6 irdnyokbdl csaknem egyidejiileg jutottak el. Indefinit metrikdju terek a kvan-
tummechanikdban el8szor P. Dirac-ndl {1] és W. PauLi-ndl [2] szerepeltek a
negyvenes évek elején. Koriilbeliil ugyanakkor, konkrét dinamikai feladatokbdl
kiindulva, Sz. L. SzosorLJev sziikségesnek taldlta az ilyenfajta terek hermitikus
operdtorainak tanulmdnyozdsat. Ezekben a feladatokban a tér metrikdjdt (a ,,ska-
ldris szorzatot’) olyan végtelen hermitikus alak értelmezte, amelyben a negativ
négyzetek szama (x) véges (,,véges rangll indefinitds”). 1944-ben megjelent L.
Sz. PONTRIAGIN alapvet8 jelentGségii [3] munkdja az ilyen véges x rangl inde-
finit metrikdju terek (I1, terek) hermitikus (6nadjungdlt) operdtorairol. Ugyanebben
a dolgozatban megvizsgdldsra keriilt a IT, terek geometridjanak néhdny kérdése is.
A valés IT, tereket a Hilbert-tér Uin. Lorentz-transzformdcidinak elméletével kap-
csolatban M. G. KReJN [4] tanulmanyozta. 1948-ban M. G. KREIN e terek geo-
metridjara vonatkozéan tovabbi eredményeket ért el a végtelen dimenziés Loba-
csevszkij-terek csavarvonalai elméletének kidolgozdsa sordn (ldsd még [8]). Végiil
. 1. Sz. Jonvipov kandiddtusi disszertdcidjdban [6], majd I. Sz. JoHvIDOV és
M. G. KrReiN a [7], [8] monogrdfidban a JI, (0<x <o) terek dltaldnos axioma-
tikus targyaldsdt adta meg, és a II, terek operdtorai néhdny osztdlydnak vizsgdlata
mellett e terek geometridjdra vonatkozodan is 1j eredményeket kaptak.

Madsrészt még 1947-ben M. 1. Visik [9] rdmutatott a II-ndl &ltaldnosabb
terekben (nevezetesen a ,,végtelen rangi” hermitikusan indefinit metrikdval el-

* Vcnexu mamemamuueckux wnayk 17, (1962), Ne 4 3—56.
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latott terekben) végezhetd vetitések elmélete és bizonyos Onadjungdlt parcidlis dif-
ferencidlegyenletekhez tartozé peremértékfeladatok megolddsa kozotti kapesolatra.
Késébb ezt az oOtletet R. NEVANLINNA is felvetette és ezzel Osszefliggésben tébb
dolgozatban [10]—[13] elkezdte az adltaldnos hermitikusan indefinit metrikdja
terekben értelmezhet§ vetitések elméletének kialakitdsdt. A metrikdrdl feltette, hogy
majordlhaté valamely HiLBerT-féle metrikdval (ldsd aldbb, 2. §, 5. pont).

R. NEVANLINNA vizsgalatait tanitvdnya, 1. S. LouHivAARA folytatta [14],
[15], majd felhaszndlta Sket a mdsodrendli onadjungdlt parcidlis differencidlope-
rdtorok korlatos tartomanyra vonatkozé dltaldnositott Dirichlet-feladatdndl a megol-
das létezésének és egyértelmiségének bizonyitdsdra [16]. F. BROWDER [17], [18] és W.
LittmAN ]19] hamarosan dltaldnositotta . S. LOUHIVAARA eredményeit nem-6nad-
jungalt operatorokra és nemkorldtos tartomdnyokra. Mindezen eredmények at-
tekintését az olvaso megtaldlhatja a [20] munkdban. A fent emlitett miivek geomet-
riai eredményeit nemrég I. S. LOUHIVAARA is Osszefoglalta a [21] cikkben.

2. A végtelen rangu hermitikusan indefinit metrikdval elldtott terek kozott

kiilonleges helyet foglalnak el az Ggynevezett J-terek, vagyis olyan Hilbert-terek,
amelyekben az (x, y) k6zonséges skaldris szorzaton kiviil értelmezve van egy (Jx, y)
alakkal megadott indefinit metrika is, ahol J=P, —P_, P, és P_ pedig (dltaldban
végtelen dimenzids) merdSleges vetitések operatorai, P, + P_ =1. Eppen ezek a terek
gyakran szerepelnek az elméleti €s matematikai fizika feladataiban. A TT, terek a
J-terek specidlis esetei (¥ =min {dim P, dim P_} < =o).
A J-tereket absztrakt formdban Ju. P. GINZBURG vezette be [22]—[24].
O a nem-6nadjungdlt operdtorok karakterisztikus fligevényeinek M. Sz. Livsic
[25], [26] és M. Sz. Bropszk1y [26], [27] dltal kidolgozott elméletével Osszefiiggd
feladatokbdl indult ki. Altaldnositva V. P. Porapovnak [28] a (véges dimenzidji)
analitikus J-nemnyujtoé matrixfiiggvények multiplikativ szerkezetére vonatkozo ered-
ményeit a megfelel§ operdtorfiiggvényekre Ju. P. GINzBURG el8tt felmeriilt an-
nak sziikségessége, hogy tanulminyozza a J-terek geometridjdnak alapvetd tényeit
¢s e terck bizonyos operdtorosztdlyait. Ju. P. GINZBURG-gal majduem egy id8-
ben és t8le fiiggetleniil R. S. PHiLLIPS [29] is taldlkozott a J-terekkel disszipativ
hiperbolikus differencidlegyenlet-rendszerek vizsgdlata sordn. R. S. PHILLIPS mikdz-
ben perem-altereket szerkeszt ezekhez a rendszerekhez, bizonyos J-tér un. nem-
negativ, nempozitiv és semleges altereit tekinti, specidlisan az ilyen tipusi alterek
koziil a maximdlisakat. Ugyanezekkel a kérdésekkel taldlkozott H. LanNGer [30],
[31] a J-terek 6nadjungdlt operdtorainak tanulmdnyozdsa sordn. A J-terek alterei-
- nek teljes osztdlyozdsdt Ju. P. GINZBURG adta meg [32], [33] (ldsd a jelen munka
6. §-dt). . :

3. Az 6tvenes években az elméleti fizikdban id6r6l idGre ujra felmerilt az
indefinit metrika vizsgdlatdnak sziikségessége. fgy 1950-ben K. BLEULER [34] és
S. N. Guerta [35] a kvantumelektrodinamika problémdira alkalmaztdk az inde-
finit metrikdt. Ugyanerre a kérdésre vonatkoznak S. N. GUPTA tovabbi munkdi
(ldsd [40]). Az indefinit metrikdnak a kvantumelektrodinamikdban vald alkalmazd-
sdaval kiilén fejezet foglalkozik A. I. AHUEZER és V. B. BERESZTYECKLI ismert kony-
vében [36].

Az indefinit metrikdji terek irdnt Gjult (és kezdetben igen jelent8s) érdekls-
dést véltottak ki a fizikusok részér6l W. HEISENBERG [37], W. PAuULI és G. KALLEN
[38], N. N. BogoLiuBov, B. V. MEDVEGYEV ¢és M. K. PorivaNov {39] munkadi,
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valamint szdmos egyéb dolgozat,! amely a terek kvantumelméletének felépitésé-
vel foglalkozott (az uUgynevezett ,kisértet-dllapotok elmélete” stb.). Nekiink nin-
csenek adataink, amelyek alapjdn megitélhetnénk, hogy az indefinit metrikdju te-
rek alkalmazdsa hozzdjdrult-e a kvantumtérelmélet felépitésénak tutjdban 4ll6 aka-
ddlyok eltdvolitdsdhoz, annal is kevésbé, mert az utdbbi id8ben a fizikusok koré-
ben néhdny kétkedd kijelentés hangzott el ezzel kapcsolatban?. Minthogy azonban
ez az irdnyzat igen kiterjedt irodalmat sziilt, amely tisztin matematikai tényeket
is tartalmaz, felmeriilt annak a sziikségessége, hogy valamilyen médon megértsiik
és osszegezziik Gket. Az els§ jlyenfajtd kisérleteket maguk a fizikusok végezték
(S. N. Gupra [40], R. AscoLr és E. MiNnarDr [41], A. Unrmanx [42], [43], L.
K. PanDIT [44], NAGY KAZMER [45]).

E munkdk némelyikében, [40]—[43], kiilonb6z8 mddszereket ajdnlottak aZ
4ltaldnos hermitikusan indefinit metrikdval elldtott terek axiomatikus bevezetésére,
vizsgdltdk a terek geometridjdnak elemeit, valamint alkalmaztdk az ilven terekben
értelmezett ,.hermitikus operdtorokat”. Sajnos meg kell jegyezni, hogy ezeknek a
miiveknek a matematikal szinvonala nem magas, egyesek koziiliikk pedig egyszeriien
matematikai hibdkat tartalmaznak, mégpedig néha igen durva hibdkat (ldsd aldbb,
5. §, 3. pont).

Sok ilyen miiben k6zés az a (matematikai) hidnyossdg, hogy szerz8ik 6n-
kényesen hasznaljak az ,.,indefinit metrikdji Hilbert-tér” kifejezést, és ennek a ki-
fejezésnek magukban a miivekben nagyon homdlyos tartalom felel meg. Arrol
van sz6, hogy rendszerint tekintenek egy linedris teret egy rajta értelmezett her-
mitikusan indefinit alakkal, de mindenféle topoldgia nélkiil, tgyhogy a ,,Hilbert-
tér”’ kifejezés csak arra vald, hogy valamilyen geometriai képzettdrsitdst eredmé-
nyezzen, ami iddvel magukat a szerzéket is félrevezeti. Megjegyezziik, hogy itt
egydltaldn nem érintiink egyéb durva hibdkat, amelyek abbol szdrmaznak, hogy
bizonyos kijelentéseket, amelyek csak véges dimenzidji terekre igazak, dtvisznek
végtelen dimenzidjuakra, és hogy a Hilbert-térbeli unitér és o6nadjungdlt operd-
torok elméletébdl szdmos tényt kiterjesztenek az indefinit metrikdjo terek meg-
felel§ operdtoraira ([40]—[42]). A jelen cikk egyik szerz8je ezeket a hibdkat rész-
ben mdr birdlat tdargydva tette (ldsd Referativnij Zsurnal, Matematika (1961),
8 B 459—462 szdamu referaitumok).

Egyuttal meg kell mondani, hogy az emlitett munkdk hibds voltuk ellenére
(vagy éppen azért) a matematikusok részérdl 0j érdeklddést valtottak ki az elmélet
ezen dga'irint. Mindenesetre az utobbi idében tébb 4j dolgozat jelent meg BOGNAR
JANos [46], {47], Ju. P. GinzBURG [32], [33], 1. Sz. Jouvipov [48], [49] és H.
LaNGer [30], [31] tolldbdl, amelyekben a hermitikusan indefinit metrikdji és dl-
taldnos bilinedris metrikdju terek geometridja tovdbbi kidolgozdst nyert. Masrészt
amig a IT, terek geometridjdra vonatkozo vizsgdlatokat a [7], [8] monogrdfia Ossze-
foglalta, addig dltaldnosabb terekre vonatkozdé hasonlé munka a legutébbi id6kig
nem készilt. Ebben az irdnyban az els§ és eddig egyetlen kisérlet E. SCHEIBE nem-
rég megjelent cikke [50] volt. Ennek kétségtelen érdeme, hogy a hermitikusan bili-
nedris metrikdju (specidlisan a J-metrikdval elldtott) terek geometridja alapjainak

1 E miivek viszonylag teljes dttekintése megtalalhatdo Nacy KAzmER [45] cikkében; ugyanott
igen boséges irodalomjegyzék is van.

2 Megjegyzés a korrekturdndl. A legutobbi idében jelent meg F. A. BEREZIN [64] cikke, amely
ismét felhasznalja az indefinit metrikdt a kvantumtérelmélet kérdéseinek vizsgalatara.
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szigor(i matematikai targyaldsdt adja. E. SCHEIBE [50] dolgozdta azonban szélesebb
ko6rok szdmdra nehezen hozzdférhet§ kiadvanyban Jelent meg és nagy hézagok van-
nak benne, mert a szerzd, gy ldtszik, egydltaldn nem ismeri a szov;et matemati-
kusok munkdit. Azonkiviil, bar a tdrgyaldsmdd dltaldban szigort, E. ScHEIBE dol-
gozatdnak utolsé paragrafusdban (8. §) hibdkat kdvetett el szdmos tétel megfogal-
mazdsdban és bizonyitdsdban (ldsd aldbb, 3. §, 6. pont).

4. Az itt kovetkezO dttekintésnek az a célja, hogy kitdltse a matematikai iro-
dalomban meglev8 hézagot és az dltaldnos bilinedris metrikdval elldtott terek geo-
metridjdnak a lehet3ség szerint teljes és kovetkezetes kifejtését adja. Reméljik,
hogy ez hasznos lesz azoknak a matematikusoknak és elméleti fizikusoknak, akik
olyan kérdések irdnt érdeklédnek, amelyekkel kapcsolatban felmeriil az indefinit
metrika vizsgdlatdnak sziikségessége.

A cikk tartalma a tartalomjegyzékbdl lathato. Feltételezziik, hogy az olvaséd
ismeri a Banach- és Hilbert-terek ditaldnos elméletének alapjait. Ugyanakkor,
E. ScHEBE dolgozatdhoz hasonléan, munkdnkban felhaszndljuk a lokalisan konvex
topologikus vektorterek elméletének appardtusdt azzal a kiilénbséggel, hogy mind-
azt, amit a cikk olvasdsdhoz ezekr6l a terekr6l tudni kell, a 2. § 2. pontjdban (apré-
betlis rész) roviden ismertetjiik.

A dolgozatban foglalt tételek kozill egyesek most keriilnek el8szor kozlésre.
Ezeket bizonyitdssal kisérjik. A bizonyitds szerepel azokban az esetekben is, ami~
kor a szerz6knek ismert allitdsokat sikeriilt bizonyos mértékben élesiteni. Ez vo-
natkozik specidlisan a 2. és 3. § bizonyos dllitdsaira, amelyek szepardlt topoldgia
(,,nemelfajuld metrika™) esetében kozvetleniil addédnak a dualitds elméletének
N. BourBAKI [51] miivében (ennek a miinek az ismeretét nem tételezziik fel) meg-
taldlhaté dltaldnos tételeib8l. Az dltaldnos esetben viszont ez az Ut szdmos kiegé-
szit6 megfontoldst igényel.

Annak érdekében, hogy a tdrgyalds menetét ne zavarjuk meg, a dolgozat alap-
vetd részében nem érintjiik az egyes fogalmak keletkezésének és fejlédésének tor-
ténetét, sem azt a kérdést, hogy a kiil6nb6z8 eredmények kit6l szirmaznak. A meg-
felel§ utaldsokat a cikk végén gyiijtottik Ossze (,,Megjegyzések és irodalmi uta-
ldsok™).

Befejezésiil megemlitjiik, hogy szdmos, a cikkben foglalt Gj eredményt kimond-
tunk abban a két koz6s elGaddsunkban, amelyet a 1V. Ossz-szdvetségi Matemati-
kai Kongresszuson 1961 jiliusdban (ldsd [52]) és az odesszai Tudésok Hézdnak
mechanikai és matematikai szekcidjdban 1961. december 18-dn tartottunk.

2. §. Kiilonbozd topologiak bilinearis metrikaju terekben

1. Legyen adva egy € komplex linedris tér és egy rajta értelmezett G(x, y)
bilinedris alak:

G(ayxy + 3%z, f1y1+ B2ya) =
:all?lG(xls y1) +oc2ﬂ_1G(x2, J’1)+“1ﬁzG(x1 > J’2)+°‘2172G(x2a ya)-

Itt x,, x5, ¥y, ¥, az € tér elemei, oy, a,, B, B, pedig komplex szimok. Ebben
az esetben G-metrikdval elldtott € térrél vagy roviden G-térrél fogunk beszélni.
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Legérdekesebb az az eset, amikor a G(x, y) alak hermitikus:

G(y, x) = G(x,) (x,y€€),

de dltaldban indefinit (G"-tér).

Megemlitjiik, hogy a véges dimenzidju G-terek elméletét mar régen kidolgoztdk
(G. FRrROBENIUS [53]) €s elég részletesen megtaldlhato a linedris algebrdval foglalkozo
tankOnyvekben (ldsd példdul [54], X. fej.). Ezért a tovabbi tdrgyalds sordn dltaldban
feltessziik, hogy az € tér végtelen dimenzidju.

Azt mondjuk, hogy az x(€€) vektor balrél (jobbrél) G-ortogondlis az y €€
vektorra, ha G(x, y) =0 (illetve G(y, x) =0). Ezek a definiciok természetes moédon
kiterjeszthetGk az & tér tetszés szerinti részhalmazaira. A G*-terek esetében a bal-
oldali és jobboldali G-ortogonalitds fogalma nyilvdn egybeesik. Azt, hogy egy € tér
M, N halmazai G-ortogondlisak egymadsra, a tovdbbiakban szimbolikusan igy fogjuk
irni: G(I, N)=0.

Az xo(€€) vektort € baloldali izotrép vektordnak nevezzilk, ha x, balrél G-
ortogonalis E-re: G(x,, €) =0. Analdég médon értelmezhetSk az € tér jobboldali izo-
trop vektorai. Hermitikus G-metrika esetén egyszeriien € izotrép vektorairél fogunk
beszélni. Ha E-nek van nulldtdl kiillénbozd izotrép vektora, az azt jelenti, hogy
a G alak az € téren elfajul. Az ilyen € tereket elfajulé G-tereknek nevezziik. Az €
G-tér Osszes baloldali (jobboldali) izotrép vektorai egy €, linedlt (linedris sokasdgot)
alkotnak, az € tér baloldali ( jobboldali) izotrop linedljdt3.

Legyen £ € tetszés szerinti linedl. Az 2 linedlon tekintett G(x, y) alak £-en
egy G-metrikdt indukal, amelyre nézve £-r6l kiderilhet, hogy elfajuld vagy nem-
elfajuld, fiiggetleniil attdl, hogy az egész € tér elfajulé-e. Vildgos, hogy ha £ elfajuld,
akkor £ 8,, ahol 8,(#{0}) az L linedl izotrdp linedlja.

2. A G(x, y) alakon kiviil az € térben értelmezve lehet valamilyen t topoldgia is.
Mi csak ugynevezett lokdlisan konvex topolégidkat fogunk tekinteni. Emlékeztesslink
ezzel kapcsolatban néhdny alapvetd definiciora.

Az G linedris téren értelmezett p(x) funkcionalt félnormdnak nevezziik, ha rendelkezik a kovet-
kez6 tulajdonsdgokkal (x, x1, x2 az € tér tetszés szerinti elemei, 1 tetszOleges komplex szdm):.

) p(x) =0,
B p@x) = A pkx),
P px1+x2) = plxi)+p(x2).
Legyen adva G-ben egy p.(x) (x€A) félnormakbodl 4ll6 (véges vagy végtelen) rendszer. Az

xo0€ € pont u(xo)=u'§ 1 ... o (¥0) konvex kirnyezetének nevezziik mindazon xo € € pontok Osszes-
ségét, amelyekre teljesiilnek a

Daj(x—x0) <0 (j=12,...,k)

egyenltlenségek, ahol 6>0 és ;€4 (j=1,2,..., k) rogzitettek. Az Gsszes U(x) (x € €) konvex
kdrnyezetek rendszerét az € térben értelmezett t© lokdlisan konvex topoldgidnak, magat az € teret
pedig lokdlisan konvex linedris topologikus térnek nevezziik. A t topolégidt meghatdrozé U(x)
kornyezeteket roviden t-kdrnyezeteknek fogjuk hivni.

3 véges dimenzioji € tér esetén a bal oldali és jobb oldali izotrop linedl dimenziéja mindig.
megegyezik és egyenld az € tér ugynevezett defektusival (lasd pl. [54], 324. oldal).

14
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Legyen Mc . Az xo(€€) pontot az M halmaz t-érintkezési pontjdnak nevezziik, ha az xo
pont barmelyik t-kornyezete tartalmaz M-beli pontot. Az M halmaz r-érintkezési pontjainak Ssz-
szességét az M halmaz t-lezdrdsinak nevezzitk és az M jellel jeloljiik. Kénnyen lathatd, hogy
MM, Ha wt=§m"’, akkor az M halmazt v-zdrtnak mondjuk.

Ha az G linedris térben két topoldgia, v’ és ©” van értelmezve és ezek olyan tulajdonsdguak,
hogy barmelyik x(€€) pont birmelyik 7”-kornyezete tartalmazza ugyanennek a pontnak egy
7’-kdrnyezetét, akkor azt mondjuk, hogy a 1’ topoldgia erdsebb, mint a 7”7 topoldgia (t'=1"), vagy
hogy ©” gyengébb, mint v’ (¢”=17’). Ha egyidejiileg t'=1” és 77=7’, akkor a 7/, t” topoldgiakat ekvi-
valensnekk mondjuk (z'=1").

Az f(x) (x€€) szdmértékii fiiggvényt (funkcionalt) az xo € € pontban a t topoldgidra nézve
Sfolytonosnak (,,t-folytonosnak’) mondjuk, ha barmilyen ¢>0 szimhoz talalhatd olyan 1t (xo) 7-kor-
nyezet, hogy minden x €U (xo) pontra érvényes az

| fG)—f(x0) | =¢

egyenldtlenség. Linedris (vagyis additiv és homogén) f(x) funkciondlnak az egész C térben valod
7-folytonossdgahoz, mint rendesen, elégséges az x=0 pontban valé z-folytonossag.

A tovabbiakban alkalmasabb lesz szamunkra a linearis funkcionalok z-folytonossigidnak egy
masik definicidja, amelyben nem z-kornyezetekrol, hanem magukrdl a pa(x) (e € A) félnormakroél
van sz6. Ez a definicié a kovetkezo allitasbol adodik:

1°. Ahhoz, hogy az f(x) linedris funkciondl az € téren folytonos legyen a p.(x) (o € A) félnormak
rendszere dltal meghatdrozott T topoldgidra nézve, sziikséges és elégséges, hogy bizonyos a1, o2, ... @, € A
véges indexrendszerre és M>0 szamra minden x € € esetén teljesiiljon az

2.1 |f(x)] = M max pa,(x)
1=k=n
legyenldtlenség. :
Valoban, ha f(x)-re fennall a (2. 1) egyenldtlenség, akkor tetszés szerinti >0 szamot valasztva
f(x)| <& minden xeujh ... 2,(0) pontra, ahol d=¢/M, és igy f(x) z-folytonos.

Forditva, legyen f(x) linearis és r-folytonos funkcional az € téren. Akkor van olyan a1, a2, ..-
ers %n € A indexrendszer és d>0 szam, hogy g(x)= max p. (x)<d esetén |f(x)| <1. Most legyen
1=k=n

x az € tér tetszés szerinti vektora. Ha ¢(x) =0, akkor tekintsiik az y= ) x vektort; minthogy

q(x
é 2
q(y) = 35 < 4, fennall |f(»)| <1, és igy az M=? valasztas mellett teljesiil (2. 1). Ha viszont

1
4(x)=0, akkor g(ix)=1g(x)=0 barmely A>0 szamra, tehat |f(ix)| <1, |f(x)| <7 , koévetkezés-

képpen f(x)=0. Ily médon ebben az esetben is érvényes a (2. 1) egyenlotlenség. Az 1°. allitast ezzel
bebizonyitottuk.

A lokalisan konvex t topol6giat szepardltnak nevezziik, ha barmely x#0 ponthoz taldlhatd
olyan o € 4 index, hogy p.(x)=0. Kénnyen lathatd, hogy a 7 topoldgia szeparaltsiga ekvivalens a
{0}(‘)={0} egyenldséggel, ahol {0} az a halmaz, amely az egyetlen 0¢ G elembdl all.

Benniinket a tovabbiakban specidlisan azok a lokalisan konvex terek fognak érdekelni, ame-
lyekben a szeparalt topoldgiat megszamlalhatdan sok pa(x) (n=1, 2, ...) félnorma értelmezi. Kénnyl
igazolni, hogy ezek a lokalisan konvex terek? metrizdlhatok, amennyiben topol6gidjuk megadhatd
a kovetkezd tdvolsdg segitségével:

= 1 palx~y)

olx,») = Py (x, ye ).
n;: 2" 14 pa(x—y)
Az igy értelmezett metrika eltolassal szemben invaridns:

2.2) elx+z,y+2) = 0(x, ) (x, y, z€C).

4 Es csak ezek (lasd [511, 97. old.).
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Ha a vizsgilt € tér erre a metrikira vonatkozdan teljes, akkor Fréchet-térnek (F-térnek)
nevezziik®.

Ha az @ tér lokalisan konvex t topologidjat véges szamui pi(x), ..., pu(x) féilnorma értelmezi,
akkor ezeket az egyetlen g(x)= max p«(x) félnormaval helyettesitve nyilvanvaléan az eredetivel
1=k=n

ekvivalens topologiat kapunk. Ebben az esetben a t topologiat és az € teret félnormdlharonak fogjuk
mondani. Ha egy félnormalhaté topologia szeparilt, akkor a topoldgidt meghatarozd ¢(x) fél-
norma kozdnséges norma (¢(x)=lxl), és € normdlt tér. Ha € teljes erre a normara vonatkozdan,
akkor az © tér Banach-tér (B-tér), ami az F-tér specidlis esete.

Még specidlisabb eset, ha € Hilbert-tér (D-tér) az (x, y) skaléris szorzattal és az lixli= l/(x, x)
normaval (feltéve, hogy € teljes erre a normara vonatkozoéan). Foglalkoznunk kell majd ugynevezett
pre-Hilbert-terekkel is, vagyis olyan félnormalhatd € terekkel, amelycknek a q(x)=l/(x, x) fél-
normdaval megadhatd t topologidja vagy ngn szeparalt ((x, y) pozitiv szemidefinit skalaris szorzat
§-ben), vagy ha szeparalt (azaz (x, y) definit), akkor az € normalt tér altaldban nem teljes az
Ixll=V(x, x) normira vonatkozéan. '

3. Legyen tehdt értelmezve az € G-térben egy lokdlisan konvex (ezt a jelz6t
a tovdbbiakban sehol sem fogjuk kiirni) t topoldgia. Azt mondjuk, hogy a 7 topoldgia
balrdl (jobbrdl) felilmilja az adott G-metrikdt, ha az &sszes f, (x) = G(x, y,), (illetve
B, ()= G(x,, ) linedris funkciondlok t-folytonosak az € téren. Ha egy 7 topoldgia
balrdl is, jobbrdl is felilmilja a G-metrikdt, akkor azt mondjuk, hogy 7 feliilmilja
a G-metrikdt. Hermitikus G-metrika esetén ez a hdrom definicié egybeesik. A G-metri-
kdt balrdl feliilmulo topoldgidra nyilvdnvalé és a tovabbiakban sokszor alkalmazdsra
kerilld példa az uagynevezett b =15(€, G) gyenge topoldgia, amelyet maga a G-
metrika indukdl a

px)=1Gx, p)l (€€

félnormdk rendszere segitségével. Analég mddon, az € térbeli jobbrol feliilmuld

7} gyenge topoldgidt a :
() =16(x,»l  (xc€)

félnormadk rendszere értelmezi. Magdtol értet8dik, hogy hermitikus G-metrika esetén
®=1)=1y. Azonkivil ha € nemelfajulo, akkor a v, topolégia szepardlt.
Ugyanez vonatkozik a 76 (13) topolégidra, ha € a megfelel§ oldalrdl nemelfajuld,
vagyis ha €-nek nincs nulldtdl kiilonb6z8 baloldali (jobboldali) izotrép vektora.

A 2. pontban felsorolt definiciékbdl kdzvetleniil adodik az aldbbi dllitds:

2°. % a leggyengébb azok kizill a topologidk kiiziil, amelyek az adott G-metrikdt
balrdl felilmuljdk.

Hasonlé allitds érvényes a 1) és a 1, topoldgidra.

4. Minket a tovdbbiakban féleg a G-metrikdt felilmuld Hilbert-féle topoldgia
(H-topologia) fog érdekelni. Ez a topoldgia, ha létezik €-ben, egyértelmiien meg van
hatdrozva. S6t, igaz a kovetkez§ tétel:

2. 1. tétel. Balrol (jobbrol) nemelfajulé G-metrikdji € térben (ekvivalencidtol
eltekintve) legfeljebb egy balrél (jobbrél) feliilmilé Fréchet-topoldgia értelmezhetd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy €-ben két Fréchet-topoldégia van értelmezve,
7 és 17, amelyek példdul balrdl feliilmaljak a G-metrikdt. Ezt a két topoldgidt egy-egy

5 Megemlitjiik, hogy S. BANACH [55] konyvében (F) tipusu tereknek nevezi azokat a linedris
teljes metrikus tereket, amelyekben a vektorok Osszeaddsinak és vektor skalarral vald szorzasanak
miivelete folytonos, tovabba a tavolsignak megvan a (2. 2) tulajdonsdga. Ily médon minden F-tér
{F) tipusu tér.

8 MTA III. Osztidly Koézleményei 168 (1965)
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tavolsdgfiiggvény, o’(x, y) és ¢"(x, ) (x, y€€) hatdrozza meg, amelyek rendelkez-
nek a (2. 2) tulajdonsdggal. Tekintsiink egy 0j ™ metrikus topoldgidt, amelyet a szin-
tén (2. 2) tulajdonsdga '

(2.3) ", =0, N+0"(x,y)  (x,y€EC)
tavolsdg hatdroz meg. Konnyii beldtni, hogy a t” topoldgia erdsebb a t/, 17 topold-

giakndl:
T’ét’”’ ‘C”é‘[”’_

A v (ill. 77, ) topoldgidval elldtott € teret a tovdbbiakban €, (ill. €,, €;) fogja
jel6lni. .
Az €, €, terek Fréchet-terek, azaz (F) tipusiak. Annak bebizonyitdsdhoz,
hogy €; is (F) tipust, igazolni kell még €, teljességét. Legyen {x,} C €; valamely t”-
fundamentalis sorozat. (2. 3) kovetkeztében ez a sorozat a 1, t” topoldgidkban is
fundamentalis, minthogy pedig az €, , €, terek teljesek, az {x,} sorozatnak van benniik
x’, ill. x” limesze. A " és a 7” topoldgia balrdl feliilmilja a G-metrikdt, tehdt tetszés
szerinti y €€ elemre fennall

lim G(x,,y) = G(x', y) = G(x", y).
Az € tér balrdl nemelfajuld 1évén, ebbl kovetkezik, hogy x" =x"=x, és ez a vektor
az {x,} sorozat t”-limesze. Ezzel bebizonyitottuk €; teljességét.

Most tekintsiik azt az I, 5 operdtort, amely mindegyik x € ¢, vektornak ugyanezt
az x € €, vektort felelteti meg. Az I, operdtor az €, teret linedrisan és kolcséndsen
egyértelmGien képezi le €;-re, tovabbd 17’ =1” miatt a leképezés folytonos. Minthogy
az €;, €, terekre érvényes Banachnak az inverz operdtorra vonatkozé klasszikus
tétele [55), az I, =1 3 operator is folytonos, ebbdl pedig kovetkezik, hogy "= t”
és igy v"=1". Pontosan igy igazolhatdé az is, hogy t"=1", tehdt végeredményben
v =1". A tételt ezzel bebizonyitottuk.

A 2. 1. tétel semmit sem mond arrél, hogy 1étezik-e az € térben legaldbb egy
Fréchet-topolodgia, amely a G-metrikdt (balrdl, jobbrol) felilmilja. Amint az aldbbi
példa mutatja, ilyen topoldgia nem mindig létezik.

Legyen az € tér az x valtozo 6sszes x° alaku fiiggvényeinek lineédris burka, ahol 0=x=1 és
0=¢=1. Tekintsiik az € térben a kdvetkezd mddon értelmezett G-metrikat. Rendeljitk hozz4 minden
e irraciondlis szamhoz (0<a<1) az

1
o ={[mi, m, ..]=

1
My
! mz+...
végtelen lanctort kifejtést, ahol my, ma, ..., mu, ... természetes szamok. Azonkiviil rendezziik vala-~
hogy sorozatba az Osszes racionalis szdmokat: r1, r2,...; 0=r=1 (k=1,2,...).

Legyen most tetszés szerinti a [0, 1] intervallumba esé irracionalis «, f és racionalis r;, re
szamokra

G(xe, xf) = 0, G(xri, x) = 0,
G(xme, x2) = G(x%, x™) = nuc G, k=1,2,..),

ahol a=[mi1, ma, ..., m;(, ...} Az x* fiiggvények linearis kombinacio6ira terjessziik ki G értelmezését.
ugy, hogy hermitikus bilinedris alakot kapjunk, és tekintsitk a G-metrikat az € téren.
Megmutatjuk, hogy nincs olyan megszamlidlhatéan sok félnormdval megadhaté T topoldgia,
amely felilmilnd az adott G-metrikdt. Indirekt bizonyitas céljabol tegyiik fel, hogy van ilyen fél~
*
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normakbol allo {p.(x)}; rendszer. Az altaldnossig megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy pi(x)=
=p2(x)=... (x€C). Akkor a h.(v)=G (u, v) (u< ) funkcionalok z-folytonossdgabdl és az 1°. allitas-
bol kovetkezik, hogy taldlhatok olyan pozitiv C(x) és természetes n. szamok, amelyekre minden
veQE esetén

1G(, v)| = C(u)pn, (v).

G, X7 = CDpamy (3 (n(e) = nx).

Specialisan

Vezessitk be a @uc=pi(x7x) jelolést. Akkor a=[m1, mz,..., My, ...] esetén
m; = C2(X%) Qu(ark.

Most tekintsiik azt az a=[m1, m2, ..., mx«,...] irraciondlis szamot, amelyre

= [ 2 ¢-,-]+k,

i, j=k
ahol [a] az a-ban foglalt legnagyobb egész szam. Ha k=>n(x), akkor mi=>@n(ay, tehat
mi = C2(x2)m (k=>n (),
ami elég nagy k értékekre lehetetlenség. '

5. Azt fogjuk mondani, hogy a félnormdlhaté t topoldgia majordlia a G-metri-

kat, ha
IG(x, I =Cp(x)p(y) (x,y €6),

ahol p(x) az € G-tér t topoldgidjat leird félnorma és C=>0. Ha egy 1 topoldgia majo-
rdlja a G-metrikat, akkor feliil is mulja. Ennek a forditottja altaldban nem igaz, amint
az aldbbi példa mutatja.

Tekintsiink a § Hilbert- terben egy A=A* nemkorlatos onadjungalt operatort, amelynek
értelmezési tartomdnya 9#(A4)=E€. Vezessiink be §-ben egy G"-metrikit a

G(x,»)=(4x,y) (x,y€C)

képlet segitségével. Konnyen belathatd, hogy €-nek az a topoldgidja, amelyet az ||x||=l/(x, X)
norma értelmez, felilmilja, de nem majoralja ezt a G-metrikat.

Teljes normdlt terekben azonban mds a helyzet. Nevezetesen igaz a kovetkezd
tétel.

2. 2.TETEL. Ha egy Banach-féle topoligia (B-topolégia) feliilmulja a G-metrikdt,
akkor majordlja is.

Bizonyitds. Ertelmezze az € G-tér B-topoldgidjat az |x|] (x€E) norma.
Minthogy ez a topoldgia felilmulja a G-metrikdt, fenndll a

2.4 GO =CWx - (x, y€€)
egyenlStlenség, ahol C(y)= sup |G(x, y)I. Tekintettel arra, hogy a p,(x) =|G(x, y)|

(x€€) funkcionalok konvexek es B-folytonosak, I. M. GELFAND ismert lemmdja
értelmében (lasd pl. [56], 59. oldal) a C(y) funkciondl is B-folytonos, vagyis

IC(» =const. |y (y€E).
Ezt a becslést a (2. 4) képletbe behelyettesitve kapjuk az dllitdst.
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Megjegyezziik, hogy ha a t topoldgia majordlja a G-metrikdt, akkor a G(x, y)
alak mint x és y kétvéltozos fiiggvénye folytonos. A 2. 2. tételbdl specidlisan kdvetke-
zik, hogy ha G(x, y) B-folytonos kiilén az x és kilon az y viltozéban, akkor két-
véltozds fliggvénykeént is folytonos. Ez nemcsak B terekre, hanem & terekre is igaz
(v0. [50]), amint az egy igen dltaldnos tételbs! ([51], I11. fe). 4. 1. §, 2. dllitds) adddik.

Ha a G-metrikdt majordld 7 topoldgia az € térben pre-Hilbert-féle és ezt a topo-
logidt a H(x, y) (x, y € €) skaldris szorzat értelmezi, akkor a H alakot az adott G-
metrika hermitikusan nemnegativ majordnsdnak nevezzik. Ily modon a H(x, y)
alak akkor és csak akkor lesz a G-metrika hermitikusan nemnegativ majordnsa, ha

|G(x, WI*=CH(x, x)H(y,y)  (x,y€E, C=0).
Kimutathaté ([56], 64. oldal), hogy ennek a feltételnek a teljesiiléséhez elégséges a

|G(x, x)|=C,H(x, x) (x€€, C,=0)
becslés fenndlldsa.

Ha x #0 esetén H(x, x) >0, akkor a G-metrika hermitikusan pozitiv majordnsd-
rél fogunk beszélni. Vildgos, hogy az € G-térben minden ilyen majordns szeparalt
pre-Hilbert-topologidt indukdl, amely dltaldban nem teljes. Az € teret a szokdsos
modon teljessé téve ebbenatopologlaban egy G -metrikdval elldtott & Hilbert-teret
kapunk, ahol G(x y) a G(x, y) alak G-ra valé folytonos kiterjesztése. Az ily médon
megszerkesztett & G-tér azonban elfajulé lehet abban az esetben is, amikor G(x, y)
nemelfajulé. A 3. § 4. pontjdban egy fontos esetet fogunk megemliteni, amikor
a fenti teljessé tétel nem vezet a G-metrika elfajuldsara.

6. Rovidség kedvéért dllapodjunk meg abban, hogy a tovdbbiakban az olyan
G-metrikdval elldtott € teret, amelyet egy B tér (O tér) topologidja felilmul, egysze-
rlien G-metrikdval elldtott Banach-térnek (Hilbert-térnek), vagy még rovidebben
(B, G)-térnek ((D, G)-térnek) fogjuk nevezni.

Amint az 5. pontban kideritettitk, ahhoz, hogy egy € B tér (B, G)-tér legyen,
sziikséges és elégséges a

2.5 G, MI=Clxl iyl (C=>05 x,y€€)
egyenlStlenség fenndlldsa. Most feleltessiik meg mindegyik x € € vektornak a
he = ho(y) = G(x, y) €€*

linedris funkciondlt, ahol szokds szerint €* az € (komplex) B tér konjugdlt tere.

Tekintsiik azt a G linedris operdtort, amely az € teret €*-ba képezi le és az
x €€ vektorhoz a A €€* funkciondlt rendeli hozzd: h,=G®x. A G® operitort
a G(x,y) alak baloldali Gram-operdtordnak nevezziik az € téren. A (2. 5.) egyenl6t-
lenségbdl kovetkezik, hogy

lGPx |l = Nl =”S|lligllG(x, N =Clxll (x€€),

vagyis G korldtos operdtor. Ha a h€€* funkciondlokra és az y €€ vektorokra

bevezetjiik a -
h(») =k, y)
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jelolést, akkor a G(x, y) alakra a kovetkez8 elGdllitdst kapjuk:

G(x, y) = thy) = (hx’ y) = (Gbx’ y) (x,ye(ﬁ),

ami igazolja terminologidnkat. .
Teljesen analég mddon bevezethetjiik a G(x, y) alak G’ jobboldali Gram-operd-
torat az € téren, igy a

G, )=(x,Gy) (x,yc€)

el@éllitdst kapjuk. Itt a G’ linedris folytonos operdtor mindegyik y €€ vektorhoz
a Giy=f,=f(x)=G(x, y)€E* linedris funkciondlt rendeli hozzd, (x,f) pedig az

[ =(fix) (x€E, fCE)
szamot jelenti.

Abban a specidlis esetben, amikor a G-metrika hermitikus, nyilvdnvald, hogy
G® =G’ =G. Ebben az esetben egyszeriien a G(x, y) alak € térbeli G Gram-operdtord-
rol fogunk beszélni:
G(x, y)=(Gx, y)=(x,Gy)  (x,y€EC).

7. A fent bevezetett definicidk kiildndsen természetessé valnak, ha az € tér

(9, G)-tér. Ebben az esetben €* =€ és az (x,f)=(f, x) szimbdlum a kozonséges
skalaris szorzatot jeldli (x, f€€), igyhogy a

(2.6 G(x, p)=(GC’x, »)=(x,G7y)  (x,y€E)

képlet a Hilbert-térbeli korldtos bilinedris funkcionalok elGallitdsdrol szdlé ismert
tételt ([56], 63. oldal) fejezi ki, a Gb G/ korldtos operdtorok pedig egymds adjun-
galtjai:

(GH*=G', (GHY*=G"

A (2. 6) képletbdl tobbek kozott az is ldthatS, hogy az € tér balrdl (jobbrol)
nemelfajulo volta ekvivalens azzal, hogy a G* (G’) operdtornak a A =0 szdm nem sajat-
értéke. -
Most térjiink dt a (9, G")-terek részletesebb tdrgyaldsdra. Ebben az esetben
G = G* 6nadjungdlt operdator az € Hilbert-térben. Ezen operator ¢(G) spektruma
valds szamokbol 4116 korldtos zart halmaz. Ha 0 ¢ 6(G), akkor a G operdtor folytonos
inverzzel rendelkezik és spektrdlis felbontdsa a kovetkezd alaki:

- M
2.7) G= [ idE;+ [2dE,  (e>0, E,=0, Ey=1).

a

3°. Ha 0¢ 6(G), akkor az € térben az (x,y) skaldris szorzattal meghatdrozott ©
Hilbert-topoldgia helyettesithetd egy vele ekvivalens, és valamilyen (x, y) skaldris szor-
zattal meghatdrozott v Hilbert-topolégidval, amelyre nézve a G(x, y) alak Gram-

operdtora
G=P,—P_=J

alaku, ahol P, és P_ két ortogondlis projektor (az ortogonalitds az (x,y) skaldris
szorzatra vonatkozoan dll fenn), és P, P_. =0, P, + P_=1
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A Dbizonyitds azonnal addédik a kovetkezd vdlasztds segitségével: P_=E,,
P, =I-F,, ahol E; a G operdtor fentebb bevezetett spektrdlserege, és

(2.8) (x, Y =(GP,x,») —(GP_x,y)=(GJx,y)  (xy €CE).
A (2.7), (2. 8) képletekbdl kénnyen nyerhetd, hogy
ex, x)=(x, x) =[G/ (x, x)  (x€€),.

vagyis hogy a 1, t” topologidk ekvivalensek.

Az, hogy a P, (és egyben a P_) projektor az (x, y)’ skaldris szorzatra vonatko-
zdan ortogondlis (6nadjungdlt), kozvetleniil igazolhatd: minthogy G felcserélhetd
a P, =I—E, operatorral, fenndll

(P.x,y) =(GP.x,y)=(P,.Gx, y)=(Gx, P,y)=(x, P,yy.
Végiil kénnyen ldthatd, hogy J2 =1, és ezért
G(x, y)=(Gx, p)=(GJ%x, ) =Ux,p)  (x,y€€).

A most vizsgdlt eset, amikor a G(x, y) alak hermitikus Gram-operdtora G =J =
=P, — P_ alaku, a tovabbiakban fontos szerepet jdtszik (ldsd a 6. §-t). Az € Hilbert-
teret ebben az esetben J-metrikdval elldtott térnek vagy J-térnek fogjuk nevezni.

Végiil el6fordulhat, hogy a megadott J-metrika olyan, hogy » =min (dim P,
dim P_)<=o. A % szdmot a J-metrika indefinitdsi rangjdnak nevezzik, és az ilyen
J-metrikdval elldtott € teret IT,-val jeloljiik (meghatdrozottsdg kedvéért a tovdbbiak-
ban fel fogjuk tenni, hogy x=dim P.).

A II, tér axiomatikusan is leirhatd, ezt a 3. § 4. pontjaban fogjuk ismertetni.
Azonkiviil, mint aldbb megldtjuk, a 6. § egyik eredménye lehet8vé teszi, hogy az sszes
J-terek csaladjaban a IT, tereket masképpen is jellemezziik (6. 5. tétel).

8. Azt mondjuk, hogy az € tér t topologidja a G-metrikdval balrél (jobbrol)
kompatibilis, ha t balrdl (jobbrol) feliilmilja a G-metrikdt és fenndll a Fréchet—
Riesz-tétel: barmely linedris t-folytonos f(x) (x €€) funkciondl elddllithato

2.9 S(¥)=G(x, yo)

(ill. f(x)=G(y,, x)) alakban valamilyen y, €€ segitségével. .
Nyilvdanvald, hogy ezen eldallitdsok egyértelmiisége ekvivalens az € térnek
a megfelelS oldalrol nemelfajuld voltdval.

2. 3. TETEL. 4 13(€, G) (T4(C, G)) topoldgia a leggyengébb a G-metrikdval balrsl
(jobbrol) kompatibilis topoldgia.

A bizonyitdst a 1§ =14(€, G) topoldgidra végezziik el. Ha az f(x) linedris funk-
ciondl folytonos ebben a topoldgidban, akkor az 1°. dllitds alapjan taldlhatok olyan
Yis .- Yu € € vektorok és olyan M szdm, hogy -

lf(x)| = erg;asx (G (x, y).

Ebbdl kovetkezik, hogy ha
(2.10) G(x,y)=0 (i=12,..,n),

akkor f(x)=0. Ha (2. 10) érvényes minden x €€ mellett, akkor f=0, kovetkezés-
képpen az y,=0 vilasztds esetén teljesiil a (2. 9) Osszefliggés.
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Most tegyiik fel, hogy a (2. 10) képlet nem minden x €€ elemre igaz. Tekintsiik
a kovetkez8 n-dimenzids vektorok halmazat:

gx = {G(x’ yl)’ vy G(xa yn)}

Legyenek x,, ..., %, (1=k=n) olyanok, hogy a g,,,...,J,, vektorok linedrisan
fiiggetlenek és hogy tetszés szerinti x-re a g, vektor x,, ..., x, linedris kombindcidja:

glelgxl-{—"'_f-lkgxk (Ajzlj(x)’ .]=1’ 2; eresy k)
Ez azt jelenti, hogy

G(x, y)=G(Axy + ... + Aexp, Vi) (i=12,..,n),
2. 11)

Gx—(Agx+ ... +4x), ) =0 (i=1,2,...,n).

Ebbdl, amint azt a bizonyitds elején kifejtettiik, adddik az

(2.12) JO)=fCx+ ... +4x)
egyenlGség.
Most tegyiik fel, hogy y,, ..., u, kielégiti a

#IG(xﬁ y1)+ +.unG(xj’ yn)zf(xj) (.]: 1: 2: LEAS] k)

egyenletrendszert, amely kompatibilis, mivel az egyiitthatokbol képezett sorvektorok
linedrisan fiiggetlenek. Ekkor érvényes a

(2.13) G(Ay X1+ oo+ 4Xp Uiy + oo V) =A%+ o+ X0
egyenl8ség. Viszont a (2. 11) képletbs! kovetkezik, hogy

(2 14) G(X, ﬁlyl +.. +ﬁnyn):G()'1xl + ... +)“kxk9 ﬁlyl +... +—ﬁnyn)‘

A (2.12), (2.13), (2. 14) osszefliggések felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy tetszés
szerinti x-re

. f(x)‘:G(X’ ﬁ1y1+"'+pnyn),
vagyis az

y0::u1y1+"' +.unyn
jelolés mellett fenndll (2. 9).

Mivel a 2°. 4llitds alapjdn 5 a leggyengébb, a G-metrikdt balrdl felillmilé
topoldgia, a 2. 3. tételt bebizonyitottuk.

A G-metrikdval kompatibilis topologia, amint a tovdbbiakban meg fogjuk
mutatni, dltaldban nincs egyértelmiien meghatdrozva. Abban az alkalmazdsok szem-
pontjabdl fontos esetben, amikor a tér G-metrikdval elldtott reflexiv B tér ((B", G)-
tér), meg fogjuk adni a legerGsebb ilyen topoldgiat. Ehhez sziikségiink lesz a kovet-
kezd tételre.

2. 4. TETELS. Ha az € térben a v, 17 lokdlisan konvex topoldgidk balrdl (jobbrol)
kompatibilisak a G-metrikdval és © félnormdlhatd, akkor

(2. 15) =1

6 A 2.4. tétel igaz marad akkor is, ha 7" megszamlalhatéan sok félnorméval frhat6 le, azaz
metrizalhat6é (vo. az [51], 1V. fej., 2. §, 6. allitassal, ahol az egész targyalas szeparalt topologidkra
vonatkozik ; ebben az esetben 7’ az Ggynevezett MACKEY-féle topologia).
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Bizonyitds. Tegylik fel, hogy a 7’ topoldgidt a p(x) félnorma, a t” topoldgidt
pedig a p,(x) (z€ A) félnormdkbdl &llé rendszer értelmezi és hogy ezek a topoldgidk
balrdl kompatibilisak a G-metrikdval. Ha (2. 15) nem teljesiil, akkor van olyan

U .(0) t"-kdrnyezet, hogy barmilyen B%(0) v’-kérnyezetre az

Ry = VO, . 1,(0)
halmaz nem dres.
Legyen x, € R, . Nyilvdn taldlhato olyan k, =k természetes szdm, hogy végtelen

sok n; természetes szamra fenndlljanak a
1
p(xm)<;: Po(xs) = pako(xm)—%g
i

egyenlStlenségek. Legyen y; =n;x,,. Akkor
(2. 16) ry)<1 (=12, ..),
(2.17) pPo(y)=en; (i=1,2,..).

Most tekintsiik az € térben azt az £, linedlt, amely a py(x) =0 egyenletet kielégits

x € € vektorokbdl dll. Képezzik az ¢ =€/, faktor-teret, és tetszés szerinti X€E
elem normdjat értelmezziik az || X|| = py(x) képlettel, ahol x € X. Kénnyen beldthatd,

hogy || X|I-nak ez a definicidja egyértelmii és ily modon ¢ normiilt térré valik. Legyen
F(X) tetszés szerinti linedris folytonosfunkciondl az € téren (FE€*): [(F(X)| = | F|| X]|."
Ertelmezziink egy f(x) linedris funkciondlt az € téren a kovetkez6képpen:

f(x)=F(X), ha x€X.
Nyilvanvald, hogy
| fEI =1 F|l po(x),

tehdt az 1°. dllitds alapjdn f(x) t"-folytonos. Ennélfogva taldlhaté olyan y,, amelyre
J(X)=G(x, yo), és igy az f(x) funkciondl 7’-folytonos. Megint felhaszndlva az 1°. 4lli-
tdst azt kapjuk, hogy valamilyen M ;>0 szimmal

|f(x)| = M;p(x)
minden x € € elemre. Kovetkezésképpen (2.16) alapjan |f(y,)| = M, tehdt
IF(Y)I=M, (n€Y:€6, i=1,2,..).

Ily médon tetszés szerinti rogzitett F¢ €* mellett az {F(Y;)} szdmhalmaz kor-
1dtos, Ggyhogy a BANACH—STEINHAUS-tétel (ldsd [57], 255. oldal) értelmében az
{Y;} halmaz korldtos az € térben. Ez azonban ellentmond a (2. 17) sszefiiggések-

bél adodo
1Yl =en; (i=12,..)

egyenlStlenségeknek. A kapott ellentmonddsbél kévetkezik a (2. 15) reldcié helyes~
sége. Ezzel a 2. 4. tételt bebizonyitottuk.
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KOVETKEZMENY. Ha két félnormdlhaté topoldgia balrél (jobbrol) kompatibilis
a G-metrikdval, akkor ezek a topologidk ekvivalensek egymdssal.

Most tegyiik fel, hogy az € tér (B, G)-tér, és legyen G® és G/ a G(x, y) alak bal
oldaliill. jobb oldali Gram-operdtora (ldsd a 6. pontot). Definidljunk E-ben két fél-
normdlhatd topoldgidt: a t3(€, G) topoldgidt a pP(x)=||Gbx| félnorma, a (€, G)
topolégidt pedig a p/(x)=|GIx|| félnorma segitségével.

2. 5.TETEL. Ha az € tér (B, G)-1ér, akkor 15(€, G) (7{(€, G)) a legerésebb a
-G-metrikdral balrél (jobbrél) kompatibilis lokdlisan konvex topoldgia.

Bizonyitds. Az, hogy 15 =15(€, G) balrdl felilmulja a G-metrikdt, az aldbbi
egyenlStlenség-sorozatbol kovetkezik (a jel6léseket ldsd a 6. pontban):

1G(x, )| = bW =lA Iyl =1G"x]| Iyl = 1yl p°(x).

Most legyen f(x) tetszés szerinti1? -folytonos funkciondl az € téren:

(2.18) | /)= Crpb(x).
Ertelmezziink a Gb operdtor R(G?)(c €*) értékkészletén egy F(h) funkciondlt az
2. 19) F(hy=f(x) ha h=G’x

képlet segitségével. Az F funkciondl egyértékii, ugyanis a G®x, = G"x, egyenl8ségbdl

kovetkezik, hogy pP(x; —x,)=|G*(x,; —x,|| =0, vagyis (2. 18) miatt f(x,)=f(x,).

Az F funkciondl linedris volta nyilvdnvalé. Minthogy k€ R(G?), h=G’x esetén
|F(h)] = f(0)| = C I GP|| = C(l Al

a HAanN—BANAcH-tétel komplex terekre vonatkozé analogonjat (ldsd [51], 110.
oldal) felhaszndlva F-et folytonos funkciondlként kiterjeszthetjiik az egész €* térre..
Az € tér reflexivitdsa folytdn taldlhaté6 olyan y, € € vektor, hogy A€ €* esetén

F(h) = h(y,).
A (2. 19) 6sszefliggés segitségével azt kapjuk, hogy minden x € € elemre
S(x) = h(yo) = (h, yo) = (G"x, yo) = G(x, yo),
vagyis az f funkciondlra érvényes a (2. 9) elSdllitds. Ily modon a 14 topoldgia balrél

kompatibilis a G-metrikdval, és minthogy 7% félnormdlhatd, a 2. 4. tétel értelmében
ez a leger@sebb ilyen tulajdonsdgu topoldgia.

KOVETKEZMENY. Ahhoz, hogy az € (B, G)-térben egy lokdlisan konvex <t
topolégia a G-metrikdval balrd! ( jobbrol) kompatibilis legyen, sziikséges és elégséges a

(€, G)=1=1(€, G)

(T (€, G)=1=1{(C, G))

osszefiiggések fenndlldsa.
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Megemlitjiik, hogy amint a
. 1

Gy = [xOy@yd  (x,y€€)

o

alak utjdn G-metrikdval felruhdzott € = C(0, 1) tér példdja mutatja, a 2.5. tételben
Iényeges az a kovetelmény, hogy € reflexiv legyen.

3. §. G-terek linedljai és alterei

1. Legyen € valamilyen G-tér. Ezt a teret elGszor tisztdn algebrai szempontbdl
fogjuk vizsgdlni, vagyis mindenféle topoldgidtdl elvonatkoztatva. Egyszeriiség ked-
véért a G-metrikdt hermitikusnak- fogjuk tekinteni, bdr az olvasé meggydzddhet
majd rdla, hogy megfontoldsaink nagyrészt helyesek maradnak az 4ltaldnos esetben
is, hacsak a ,,G-ortogondlis, izotrép, nemelfajuld stb.” kifejezéseket a ,,balrdl (jobb-
16l) G-ortogondlis, izotrép, nemelfajuld stb.” kifejezésekkel helyettesitjiik. Azokban
a pontokban viszont, ahol 1ényeges, hogy a G-metrika hermitikus legyen (mint példdul
a2., 3. és 4. pontban), ezt a koriilményt kiilén hangsulyozni fogjuk.

Az 2(<€) nemelfajuld linedlt maximdlis nemelfajuld linedlnak mondjuk,
ha nincs benne €-nek egyetlen mds nemelfajuld linedljaban sem. Igaz a kdvetkezd
maximalitasi elp:

1°. Minden nemelfajulé L(C€) lined! benne van egy maximdlis nemelfajulé
linedlban.

Csakugyan, ha {€,}.c4 egy €-belilinedlokbdl 116, az £, 2, inkluziéra nézve
teljesen rendezett rendszer, akkor |J £, ismét linedl, méghozzd nemelfajuld, ha mind-
ag A .

egyik £,(x € A) nemelfajuld.

Ezek szerint az Osszes nemelfajuld linedlok halmaza az inkluziéra nézve induk-
tive rendezett, és igy az 1°. dllitds Zorn lemmdjdbdl adddik.

Az M(c €) halmaz G-ortogondlis komplementumdnak azoknak az €-beli vekto-
roknak az I’ Osszességét nevezziik, amelyek G-ortogondlisak 9M-re. Kénnyen ldthatd,
hogy I linedl. Ha £ linedl az € térben, akkor nyilvdnvalS, hogy £M £ az £ linedl
izotrép linedlja, ugyhogy £ akkor ¢s csak akkor nemelfajuls, ha £ € ={0}.
A G-ortogondlis komplementumoknak vannak bizonyos nyilvdnvalé tulajdonsdgai,
mint példaul:

3.1 LC(y = ¢

(3.2) Ha Q-9 akkor oW és £ .
(3.3) =g,

(3.4 (@MY = &N,

(3.5) (ENMY DL+ M.

Az utolso két képletben, €s a tovabbiakban mindig, a ,, + ' jel a halmazok algebrai
Gsszeaddsdt jeloli, vagyis £ + 9 az £, MM halmazok linedris burka. Ha itt £ NI = {0},
akkor £+ 9 =L+ M, vagyis az Osszeg direkt dsszeg. A (3. 1)—(3. 5) képletek nyil-
van nemcsak linedlokra, hanem tetszés szerinti L, MM € halmazokra is érvényesek.
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Az €, =€ linedl az € tér izotrép linedlja (2. §, 1. pont), és barmelyik Lc€
linedlra

(3.6) ¥ oE,.
2°. Az Q(C €) linedl akkor és csak akkor maximdlis nemelfajulé linedl, ha
3.7 L4+ E, = C.

Valdban, az, hogy £ nemelfajuld, kozvetleniil kovetkezik az € tér €, izotrop
linedljdnak definicidjabdl, valamint a (3. 7) direkt felbontdsbdl, és fenndll £ =¢,.
Ha £, nemelfajulé linedl és € < £,, akkor 21 c & =€,, tgyhogy (3. 6) értelmében
2] =E,. De 2, N L] ={0}, ennélfogva £, NE,={0} ésigy £, = L, azaz & maximalis
nemelfajuld linedl. .

Forditva, ha £ maximdlis nemelfajuld linedl, akkor € NE,={0}. Allitsuk el§
az € teret '

C=(2+CH+M=(L+M+E,

alaki direkt &sszegként (lasd pl. [58], 2. old.), ahol M valamilyen linedl. A fent
bizonyitottak szerint ebbdl kovetkezik, hogy € 9t maximdlis nemelfajuld linedl,
mivel azonban mdr £ ilyen tulajdonsdga volt, M = {0}, és ezzel a (3. 7) Ssszefiiggést
igazoltuk.

Az 1°. és 2°. dllitasbol kitlinik, hogy az €, izotrép linedlnak az € térbél (3. 7)
alaku felbontds segitségével torténd , kivdlasztdsa” nem egyértelmii. Egyébként ez
mdr abban az esetben is nyilvdnvald, amikor az € tér véges dimenzi6jii (mondjuk,
kétdimenzids) és az €, izotrép linedl egydimenzids”.

2. Hermitikus G-metrika esetén a G(x, x) szdm minden x€€ clemre valds.
Attdl fiigg8en, hogy pozitiv, negativ vagy nulldval egyenld, az x vektort pozitivnak,
negativnak, illetve semlegesnek fogjuk nevezni. Az olyan L(c €) linedlt, amelynek
minden x( #0) vektora pozitiv (negativ, semleges), pozitiv (negativ, semleges) linedl-
nak mondjuk. € pozitiv és negativ linedljait k6z6s néven definit linedloknak nevezziik.
Természetes mdodon értelmezhet8k az € tér nemnegativ és nempozitiv, valamint
maximdlis pozitiv (negativ, nemnegativ, nempozitiv, semleges) linedljai. A linedlok
imént felsorolt fajtdinak mindegyikére érvényes, €s az 1°. dllitdssal teljesen analog
modon bizonyithaté a megfeleld maximalitdsi elv.

Tegyiik fel, hogy az € tér elGallithatd

€= Et+E, FE.

G-ortogondlis direkt Gsszeg alakjdban, ahol €, az € tér izotrép linedlja, €, és €_
pedig pozitiv, ill. negativ linedl. Minden ilyen felbontdst az € tér kanonikus felbontd-
sdnak neveziink. Konnyen ldthatd, hogy egy kanonikus felbontds € ., € _ komponensei
maximadlis pozitiv, ill. negativ linedlok az € térben.
A kanonikus felbontds igen egyszer(i példdjdt szolgdltatja az a ($, G")-tipust
€ tér, amelyben
G(x, y)=(Gx, y)

7 Az utébbi korillmény nem akadalyozta meg A. UHLMANN-t abban ([42)], 2. §), hogy a (3. 7)
felbontds egyértelmiiségét allitsa.
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és a G Gram-operdtor korldtos hermitikus operdtor €-ben. Ha G spektralis felbontdsa

M
G = )"dEl (EA—O':E}.; m<l§M)
alaku, akkor a !
0 M
P = [dE,,  Py=E,,—E, P,= [dE
£0

m

ortogondlis projektorok hdrom, egymdsra (a Hilbert-féle $-metrika értelmében)
merdleges €, =Py €, €, =P €, €_=P_C alteret hatdroznak meg. Kénnyii beldtni,
hogy az igy kapott €,, €, €_ alterek a Hilbert-tér kanonikus (tehdt a G-metrikdra
nézve is ortogondlis) € =€, + €, + E_ felbontdsdt értelmezik (ldsd pl. [11]). Abban
a specidlis esetben, amikor €, = {0} és ezenfelill a G operdtor spektruma nem metszi
a (—g, €) szdmkozt, ez a példa mdr szerepelt a 2. § 7. pontjdban és ennek segitségével
jutottunk el a J-metrika fogalmdhoz.

3. A G"-tipusu € terek kanonikus felbontdsdnak kérdése szoros kapcsolatban
dlla 2. § 5. pontjdban emlitett majordns-problémdval. Valéban, ha

3.8) € =€, E, +E

az € tér egy kanonikus felbontdsa, akkor az a H(x, y) hermitikus bilinedris alak,
amelyet a
H(x,y)=G(x,y), X,yEGj,

H(X,J’) :_G(xay), xayVEG—;
H(€,, €))=H(€,, €, )=H(€,,E_)=H(E,,E_)=0

Osszefliggések értelmeznek, a G(x, y) alak nemnegativ majoransa. Specidlisan ha
€, ={0}, akkor H(x, y) hermitikusan pozitiv majorans. Ha €, {0}, akkor hermiti-
kusan pozitiv majordns nyerése céljabdl elég a H(x, y) alakhoz tetszés szerinti, az
€ téren hermitikusan pozitiv alakot hozzdadni.

Tehdt a (3. 8) kanonikus felbontds utjdn az adott G-metrika hermitikusan pozitiv
majordnsaihoz jutunk. Ezek szerint a nem majordlhatd G-metrikdra vonatkozé példa,
amelyet a 2. § 4. pontjdban ismertettiink, tobbek koézott azt mutatja, hogy vannak
G-terek, amelyek nem bonthatdk fel kanonikusan®. Ezzel kapcsolatban felmeriil a
probléma: van-e mindegyik G"-térnek, amelynek a G-metrikdja majordlhaté, legaldbb
egy kanonikus felbontdsa? Erre a kérdésre a vilasz, amint a 2. pontban ldttuk, igenlG,
ha az adott G-metrikdhoz taldlhaté olyan hermitikusan pozitiv H(x,y) majordns,
amely az € térben egy teljes Hilbert-topoldgidt indukdl. Ha azonban H(x, y) (nem
teljes) pre-Hilbert-topoldgidt indukal, akkor a feladat Iényegesen bonyolultabba valik..

4. Legyen € nemelfajuld G"-tér, amelynek van

CE=¢€,+C_
kanonikus felbontdsa. Az €,, €_ terek szepardlt pre-Hilbert-terek a G(x, y), ill.

8 Megjegyzés a korrektirdndl. Mint megtudtuk, ,,felbonthatatlan™ térre ennél egyszeriibb
példa szerepel a [65] dolgozatban, amely még 1946-bol szarmazik. Ennek a példanak az elemzése
azt mutatja, hogy a benne megszerkesztett G-metrika nem majoralhatd (vo. 2.§ 4. és 5. pont).
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— G(x, y) skaldris szorzatra nézve. Ha ez a két tér teljes, akkor € (teljes) Hilbert-tér az

(x,y):G(x+,y+)—G(x_,y_) (X,J’E@),

@-9) {x=x++x_, y=yity-s X, p0€€, 5 x_,y-€€.

skaldris szorzatra vonatkozoan, és €., €_ egymdsra merdleges (zdrt) alterek. Ezek
szerint a vizsgdlt esetben az € tér egyszerlien J-metrikdval elldtott Hilbert-tér (ldsd
2. §, 7. pont).

Ha viszont az €, €_ terek koziil legaldbb az egyik nem teljes, akkor a nem teljes
tereket a szokdsos modon teljessé téve és a G(x, y) alakot folytonosan kiterjesztve
ismét J-metrikdval elldtott térre jutunk. Nyilvan ugyanezt a teret kapjuk, ha rogton
az egész € teret tessziik teljessé a (3. 9) skaldris szorzatra vonatkozdan és a G(x, y)
alakot (3. 9)-re nézve folytonosan terjesztjiik ki.

Az ismertetett eljards t6bbek kozott lehet6vé teszi, hogy a I, terekre (Idsd 2. §,
7. pont) 0j mddon tekintsiink. Ezek a terek axiomatikusan is leirhaték a kovetkezs-
képpen. Legyen megadva egy G'-tipusu € tér, amelynek az aldbbi tulajdonsdgai
vannak:

I. € nemelfajuld.

11. € tartalmaz x-dimenzids (0 <x <o) pozitiv linedlt és nem tartalmaz ennél
magasabb dimenzidju pozitiv linealt,(feltesszlik, hogy 2x =dim €= =),

Ebbdl a két kikotésbdl azonnal adddik (1dsd pl. a [7] dolgozatot) az €=€, + €
kanonikus felbontds, ahol dim €, =x. Ha €_ teljes Hilbert-tér (az | x| = |G(x, x)|*,
x€€_ normdra nézve), akkor az € tér I], tipusu. Ellenkezs esetben ugy jutunk /17,
térhez, hogy az € teret el6bb teljessé tessziik az imént leirt médon (vo. [7], 1. 4. tétel).

5. Legyen t tetszés szerinti, az adott G-metrikat feliilmulé (2. §, 3. pont) topoldgia
az € G-térben. Minthogy mindegyik f, (x) = G(x, y,) (ill. 4, () = G(x,, y)) funkciondl
1-folytonos, bdrmelyik IM( <€) halmaz W' G-ortogondlis komplementuma t-zdrt
(2. §, 2. pont). Tovdbbd konnyen ldthatd, hogy

(3. 10) (MOY = (M)® = W’

Megemlitjiik, hogy ez az 6sszefiiggés érvényes marad akkor is, ha a baloldalon az 9
halmazt linedris burkdval helyettesitjiik. Egyébként az aldbb kvetkezS 3. 1. tételben
is az £ linedl helyett vehetilink tetszés szerinti €-beli halmazt, de akkor az £, szim-
bolumon az £ halmaz t-zdrt linedris burkdt kell érteni.

3. 1. TETEL. Ha 1 tetszés szerinti, a G-metrikdval kompatibilis topolégia az €
térben, L pedig tetszés szerinti linedl €-ben, akkor " megegyezik az 2 linedl t-le-
zdrdsdval

= gw,

Bizonyitds. MindenekelStt emlékeztetiink arra, hogy a valamely G-metrikdval
kompatibilis T topoldgidk feliillmuljdk ezt a metrikdt (2. §, 8. pont) és igy a jelen pont
elején mondottak értelmében L’ és {7 t-zdrt. Mdsrészt 2”2 &, tehdt

275 e,
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Az ellenkezd irdnyt inkluzié fenndllasanak igazoldsa céljabdl tekintsiink egy x, ¢ £®
pontot. Ekkor van olyan IIZ,, ..., a(¥o) T-kOrnyezet, amelyet a

pai(x_x0)<5 (1:1:-,]()

egyenlGtlenség-rendszer hatdroz meg (a p,(x) (a € A) félnormak értelmezik a 1 topols-

gidt az € térben (2. §, 2. pont)) és amelyre az UZ, . (xo) N L halmaz iires. Mds
széval, ha bevezetiink egy p(x) félnormat a

p(x) = SUpkpa..(x)

1=i=
képlet segitségével, akkor
3.1D inf p(x' — x4)= 4.

x'€Q
Tekintsiik az € téren a

(3.12) q(x) = inf;p(x——x’)
x' €L

funkciondit és bizonyitsuk be, hogy g(x) félnorma. Valéban:
o) q(x)=0.
B) q(4x) = inf p(Ax — x") = inf p(Ax — Ax") = || inf p(x — x") = |4]| g (x).
x'€8 x'eg e x'€L
y) Ha x,, x, €€, akkor barmilyen &¢=>0 szdmhoz taldlhaték olyan xj, x3€ £

vektorok, hogy
p(xy —x1)<q(xy)+e&,  plx, —x2) <g(x;) +e.

Legyen x’ =x{ +x3€ £. Akkor
q(xy +x5) = plx; +x; —x) =p(x, —x1) +plx; — x2) <q(x;) +g(x;) + 2,
és minthogy ¢ tetszés szerinti,
g(xy +x3) =q(x1) + q(x2).

Most tekintsiik az £, ={x,} egydimenzids linedlt, és értelmezziink L4-on egy f(x)
linedris funkciondlt az
flaxy)=0ad

egyenlGséggel. Minthogy g(oxy) =la|g(x,), tovabbd (3. 11) és (3. 12) értelmében
g(xo) =6, az L, linedlon fenndll az

(3. 13) | f)] = q(x)

egyenlStlenség. A HAHN—BaNacH-tétel szerint f(x)-et a (3. 13) Osszefliggés megtartd- -
saval folytatni lehet az egész € térre. A (3. 12) definiciébdl kdvetkezik, hogy g(x) = p(x),
és igy (2. §1°) f(x) t-folytonos. Minthogy t kompatibilis G-vel, taldlhaté olyan
yo € € vektor, amelyre

J(x)=G(x, o).

(3. 12) folytdn x € & esetén g(x)=0, tehdt (3. 13) értelmében minden x € & vektorra
G(x, yo) =f(x)=0, vagyis yo € &". A G(xq, ¥o) =f(x) =4~ =N Gsszefliggések azt mu-
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tatjak, hogy x, ¢ (£') = £”. lly mdédon bebizonyitottuk, hogy xq ¢ L® esetén x,4 27,
vagyis
OS5 ”,

A tételt bebizonyitottuk.

Kovetkezményként nyerjiik az aldbbi dllitdst:

3°. Az &7 = R egyenliséghez sziikséges és elégséges, hogy az R linedl t-zdrt legyen,
ahol t egy a G-metrikdval kompatibilis topolégia.

Az £7=2 egyenlGség madsfajta elégséges feltételeit késGbb, a 4. §-ban fogjuk
targyalni.

Azt mondjuk, hogy az & linedl t-siirii €-ben, ha

20 = €.

4°, Ahhoz, hogy az L linedl 1-siirii legyen €-ben (1 egy G-vel kompatibilis topolégia
€-ben), sziikséges és elégséges, hogy teljesiilion az

(3.14) = (=6

egyenloség, ahol €y az € tér izotrdp linedlja. Specidlisan ha € nemelfajuld, akkor
(3. 14) az
£ = {0}

alakot olti.
Valéban, ha & =€, akkor £ = =€, azaz 2”=G. Megforditva, ha
Q" =27 =€, akkor 2" =€, kovetkezésképpen (ldsd a (3. 3) képletet) & =¢",
5°. Az &+ & dsszeg akkor és csak akkor t-stirii €-ben (a 1 topoldgidrdl ugyanazt
tessziik fel, mint a 4°. dllitdsban), ha 2" mindegyik izotrép vektora az € térnek is
izotrép vektora (vagyis & N(L"Y =€,). Specidlisan ha € nemelfajulé, akkor a fel-
tétel arra redukdlddik, hogy &7 nemelfajuld.

A bizonyitds a 4°. dllitdsbdl és a (3. 4), (3. 3) szabdlyokbdl adodik.

Az Q4+ & =€ egyenloség kritériumaival a 4. § jelentGs részében foglalkozunk
majd (definit £ linedlok esetében pedig az 5. §-ban is).

6. Ebben a pontban a G"-terek semleges linedljainak (ldsd 2. pont) a tulajdons4-
gaival foglalkozunk. Bizonyitdst csak azokban az esetekben koézliink, amikor az
eredmények ujak. A tobbi tény bizonyitdsdt az olvasé megtaldlhatja E. SCHEIBE [50]
dolgozatdban, ahonnan mi is meritettiik Gket.

6°. Az &(C €) linedl akkor és csak akkor lesz & izotrop linedlja, ha  semleges
linedl és L=2".

Hogy megkd&nnyitsiik ennek és a k6vetkezd dllitasoknak az igazoldsdt, emlékez-
tetiink arra, hogy mindegyik £ semleges linedlra jellemz§ az L 2" Gsszefiiggés.

3. 2. TETEL. Az &(C €) semleges linedl akkor és csak akkor maximdlis semleges
linedl, ha 8 =2, és &' szemidefinit(azaz nemnegativ vagy nempozitiv) linedl.

KOVETKEZMENY. Bdrmelyik (C€) maximdlis semleges linedl vagy maximdlis
nemnegativ linedl, vagy maximdlis nempozitiv linedl, vagy pedig egyszerre mindkét
tulajdonsdaggal rendelkezik.

Valéban, ha feltessziik az ellenkez&t, akkor azonnal adédik, hogy £’ tartalmaz
pozitiv és negativ vektorokat is, ami ellentmond a 3. 2. tételnek.
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Az olyan £( c €) semleges linedlokat, amelyek egyidejiileg maximalis nemnegativ
és maximadlis nempozitiv linedlok, hipermaximdlisaknak fogjuk nevezni.

3.3. TETEL. Az (<€) linedl akkor és csak akkor hipermaximdlis semleges
linedl, ha 2=¢".

Bizonyitds. Mint minden semleges linedlra, az £ hipermaximalis linedlra is
teljesiil az @ — £ Osszefiiggés, tovdbbd £ maximalitdsa miatt £" szemidefinit (3. 2.
tétel). Minthogy pedig £ hipermaximalis, nyilvin £=£".

Megforditva, legyen £ = €’. Ekkor £ semleges linedl, és a 3. 2. tétel értelmében
maximdlis semleges linedl. De £ hipermaximalis is, mert kiilonben £’ tartalmazna
pozitiv vagy negativ vektort. A tételt bebizonyitottuk.

A tovdbbi dllitdsok sordn két £, 2, € semleges linedlbdl allo pdrokat fogunk
vizsgdlni. Minden ilyen pdrra érvényesek az aldbbi azonossdgok:

(3.15) QR+L)H)NE+L) =2, NY+L2NL],
«(3.16) L4+2,4+(2+2) =L +2)NEL+L9).
Azt mondjuk, hogy az £ és az £, semleges linedl egymdssal ferdén kapcsolt, ha
N =gnei = {0}

A (3. 15) azonossagbdl rogtén addodik a kovetkezs allitds:

7°. Az 8, &,(C€) semleges linedlok akkor és csak akkor ferdén kapcsoltak,
ha az 8+ 8, linedl nemelfajul.

A (3.16) azonossdgbdl viszont a kovetkezSt nyerjiik:

8°. Az &, L,(c ) semleges linedlokra az

®) L+, +(LQ+L) =€
és a

f L+ =04+2{=C
dllitds egymdssal ekvivalens.

Megemlitjiik, hogy az a) (vagy f)) dllitdsbol nemelfajulé € tér esetében az aldbbi
kévetkezményeket kapjuk:

y) £ és L1 egymdssal ferdén kapcsolt, vagyis & (1 87=2"(12{={0};
8) L+ L, nemelfajulé és (L+ L) =2+ 2,;

g) =97, 8, =81, tovdbbd L és 2, ferdén kapcsolt,

) (R+ 2, nemelfajuls és

Q=0 (Q48); 9 =8 +(2+8,).

Az E. ScHeIBE [50] dolgozatdnak 8. §-dban taldlhatd 6. tétel azonban, amely
szerint nemelfajuld € térben az o) —{) dllitdsok mindannyian ekvivalensek, nyilvdan-
valdan téves.

Valdban, a {) ~¢) - y) és 8) —¢) inkluzidk ugyan viszonylag konnyen igazolha-
ték, a y) > ), 7)—e¢) dllitdsok azonban nem helytdlldk, amirél kénny(i meggy8z8dni
akdr olyan € térre vonatkozd egyszerii példak segitségével is, amelyek (Hilbert-féle)
J-terek. Elegendd példdul, ha vesziink olyan £, &, — € (zdrt) semleges altereket,
amelyek teljesitik a f) (vagy az ¢)) feltételt, azutdn tetszés szerinti, £-ben, ill. £,-ben

MTA I11. Osztdly Kozleményei 16 (1966)




VEGTELEN DIMENZIOS BILINEARIS METRIKAJU TEREK GEOMETRIAJA 129

siiri, nem zdrt linedlokkal helyettesitjiik 6ket. Ekkor a f§) és &) Gsszefiiggés tobbé nem
teljesiil, y) viszont érvényben marad (E. SCHEIBE bizonyitdsdban éppen ott a hiba, hogy
nyilvdnvaldnak tekinti a y) — ) inkluzidt). Megjegyezziik, hogy a 4°. dllitds értelmé-
ben a y) osszefliiggésbdl csak az kovetkezik, hogy az €, + £/, Q 4 1 Osszegek 1-siirliek
€-ben (1 tetszés szerinti, G-vel kompatibilis topoldégia). A 8) »a) kovetkeztetés is
helytelen, ennek megcdfoldsa azonban bizonyos segédeszkdzoket igényel, amelyeket
a 6. § 3. pontjdban fogunk ismertetni.

Az [50} dolgozat 8. §-dban szereplG 6. tétel hibas volta néhany téves dllitdsra
vezetett az emlitett munka ezutdn k&vetkez8 7. és 8. tételében. Az utdbbi tételek
azonban tartalmaznak helytdll$ kijelentéseket is, amelyeket most réviden ismertetiink.

Tekintink egy nemelfajuld, G* tipusi € teret, amelynek van kanonikus
€=C€, + €_ felbontdsa. Jelolje @, azokat az operdtorokat (,,G-vetitéseket”),
amelyek minden x ¢ € vektorhoz a megfeleld x, € €, OsszetevGket rendelik hozza.
A T=Q,—Q_ operdtor nyilvan involicié tulajdonsdgi: T2=1, az azonossdg
operdtora. Azonkiviil 7 invaridnsan hagyja a G alakot (,,G-izometria’):

G(Tx, Ty)=G(x,y)  (x,y€€).

3.4. TETEL. Az imént megszerkesztett involucionak a kovetkezd tulajdonsdgai
vannak :

1) Bdarmely Q(c €) linedl esetén L és TL algebrai dimenzidja (a Hamel-bdzisok
szdmossdga [58]) megegyezik. Ha az 8 linedl semleges (vagy maximdlis semleges,
vagy @=28"), akkor TR is ugyanilyen tulajdonsdgi. )

2) Ha 2 semleges linedl, akkor a Q . vetitések segitségével torténé L —~€ . leké-
pezések kolcsondsen egyértelmiiek. Az &+ TR linedlnak van kanonikus felbontdsa,
mégpedig

24T =0,.2+0_2,

ahol Q,Q és Q_L egymdssal G-izometrikus (vagyis izomorf, beleértve a G-metrika
vdltozatlanul hagydsdt is), ha a Q _L linedlon megforditjuk a G-metrika elGjelét.

3) Ha 2 semleges linedl; akkor (& + TR)” nemelfajulé, mds széval az (L + TL) +
+ (L + TLY linedl t-strii €-ben (v6. az 5°. dllitdssal).

Ily médon a T involiciéo médot nyajt arra, hogy az £ semleges linedlhoz meg-
szerkessziink egy vele ferdén kapcsolt T8 semleges linedlt. Specidlisan ez a mddszer
mindig alkalmazhaté a nemelfajuld, (9, G*) tipusit € terekben, mivel az utdbbiak-
nak van kanonikus felbontasuk. Specidlisan J-terekben egyszertien 7=J (ldsd 6. §,
v6. még a [7] munka 2. 3. lemmadjdval).

7. Attérve a (9, G) tipusit € terek linedljainak a vizsgdlatdra, mindenekelStt
foglalkozzunk az alterekkel, vagyis a ($-metrikdban) zdrt 9 < € linedlokkal. Legyen
Py, az € tér M-re valo merdleges vetitése. Tekintsiik az 9N alteret Gnmagdba leképezd
Gq = PpG korldtos operdtort, ahol G az adott G-metrika Gram-operdtora E-ben
{2. §, 6. pont). KSénnyen beldthatd, hogy a G-metrika az 9t altéren egy Gy-metrikdt
indukdl, Ggyhogy az M altér (9, Gyp)-tér. Masrészt I tekinthet§ lokdlisan konvex
topologikus térnek arra a 1,(I, Gy) (2. §, 8. pont) topoldgidra nézve, amelyet a

P X) = | G x]|
félnorma értelmez.
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Az M €) alteret szabdlyosnak® nevezziik, ha pgy(x) norma, tovibbd az I al-
téren a pg(x), x|l normdk ekvivalensek. Ebbdl a definiciobdl nyilvdnvaléan adddik
a kovetkezd§ allitds.

9°. Ahhoz, hogy az I €) altér szabdlyos legyen, szilkséges és elégséges, hogy
az M-hez tartozé Ggy Gram-operdtornak legyen folytonos inverze.

Amint BANACH klasszikus tételébsl kovetkezik, ezt a kritériumot mdsképpen is
meg lehet fogalmazni: az I altér akkor és csak akkor szabdlyos, ha pg(x) norma az
I altéren és M teljes ebben a normdban.

Az altereknek egy madsik fontos osztdlydt értelmezi a kovetkezd definicid:
az M < €) alteret relative szabdlyosnak nevezziik, ha a pg(x)=|Gyx|, pc(x)=|Gx|
félnormdk egymdssal ekvivalens 7,(IM, Gy), 7,(€, G) topoldgidkat értelmeznek Mi-en.

10°. Minden (<€) szabdlyos altér relative szabdlyos. Az ellenkezd irdnyn
dllitds akkor és csak akkor érvényes, ha az egész € tér szabdlyos.

Az els§ allitds a

| Gonxll = || PGxl| = || Gx|| = || G| [|x]

becslésekbSl adédik, amelyekhez szabdlyos 9K esetén az ofx|| =||Gyx| (x=0)
egyenlGtlenség jarul. Megforditva, ha minden relative szabdlyos M-re fenndll ofjx| =
=||Ggx|| (¢=>0, x€M), akkor az M =€ vélasztdssal azt kapjuk, hogy

allx|| =[|Gxl =[Gl | x]l,

vagyis € szabdlyos. Végiil ha tudjuk, hogy 9t relative szabalyos, € pedig szabdlyos,
akkor vildgos, hogy Mt is szabdlyos.

A szabdlyossdg és a relativ szabdlyossdg fogalmdt mdsképp is ki lehet fejezni.
Az {x,} M sorozatot M-ben aszimptotikusan izotrdpnak nevezzik, ha (Gx,, y) -0
(n—=0) egyenletesen minden yeIM, |y|l=1 vektorra. AbbOJl, hogy ||Gyxl| =
= sup |(Ggx, y)|, kovetkezik:

fiyll =1, yem

11°. Az {x,} M sorozat akkor és csak akkor aszimptotikusan izotrép IM-ben,

ha Hm ||Gyx,| =0.

n— oo

Ebbdl kgzvetleniil nyerjiik az alabbiakat:

12°. Ahhoz, hogy az M( < €) altér relative szabdlyos legyen, sziikséges és elég-
séges, hogy minden sorozat, amely I-ben aszimptotikusan izotrop, €-ben is aszimpto-
tikusan izotrop legyen.

13°. Ahhoz, hogy az M( <€) altér szabdlyos legyen, sziikséges és elégséges, hogy
minden olyan {x,} sorozat, amely aszimptotikusan izotrép MM-ben, nulldhoz tartson.

Megjegyezziik, hogy az 9-ben aszimptotikusan izotrép {x,} <M sorozatok
definicidjaban sehol sem haszndltuk fel azt a tényt, hogy Mt altér. Kiterjesztve a defi-
niciot tetszés szerinti &( <€) linealokra és a 12°,, 13°. dllitdsokban az 9t alteret az
£( <€) linedllal helyettesitve ezeket az dllitdsokat felhaszndlhatjuk az € rér relative
szabdlyos és szabdlyos linedljainak értelmezésére.

3.5. TETEL. Az Q(C @) linedl és (Hilbert-féle) lezdrdsa, ®, csak egyidejiileg
lehet szabdlyos (ill. relative szabdlyos).

9 Nem-hermitikus G-metrika esetén kiilonbséget kell tenni a IIGi‘J‘RxII, IGgpxll félnormék kozott

(v0. [32]) és ennek megfelelden kiilén vizsgélni a ,,jobbrol szabalyos™ és a ,,balrdl szabélyos” altereket.
Egyszeriiség kedvéért mi ismét a G*=G esetre szoritkozunk.
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Bizonyitds. El8sz6r megmutatjuk, hogy minden sorozat, amely aszimptoti-
kusan izotrép -ben, aszimptotikusan izotrép £-ban is. Valdban, legyen {x,}(c 2)

aszimptotikusan izotrép sorozat £-ben. Tetszés szerinti Y€ £ (| =1) vektorhoz
taldlhaté {y,} &, ly.l=1 (m=1,2,...) approximdlé sorozat ( lim {|y,—p|=0).

m~ co

Minthogy {x,} aszimptotikusan izotrép £-ben, bdrmilyen &£>0 szdmra és minden
m=1,2, ... értékre

(Gxp, ym)l < (n=>N)).

Ebben az egyenlStienségben (minden rogzitett n=> N, érték mellett) elvégezve az
m — - hatdrdtmenetet, azt kapjuk, hogy

(Gx,, p)I=e  (n>N)p),

vagyis lim (Gx,, y)=0 az y (| 7| =1) vdltozora nézve egyenletesen.

Most legyen £ szabdlyos altér, {x,} pedig egy aszimptotikusan izotrép sorozat
£-ben. Akkor az imént bizonyitottakbol és a 13°. dllitdsbol nyerjiik, hogy lim || x,]] =0

és igy az @ linedl szabdlyos. Ha viszont € relative szabdlyos, akkor ugyanilyen meg-
fontolas és a 12°. 4llitds segitségével azt kapjuk, hogy £ is relative szabdlyos.

_ Megforditva, legyen az £ linedl szabdlyos (relative szabdlyos), és legyen {x.}
az £ altérben aszimptotikusan izotrép sorozat. Vegyiink fel £-ben egy {%,} sorozatot,

amelyre | x, —X,| <% (n=1,2, ...). Tetszés szerinti y € &(|y|| =1) vektorra fennall:

I(G@i,,’ y)[ = I(Gﬁx,,: y)l + I(Gﬁ(in - x'l)3 y)l

A jobb oldalon 4ll6 6sszeg mindkét tagja n -~ esetén y-ra nézve egyenletesen nulld.
hoz tart: az els§ azért, mert {x,} aszimptotikusan izotrép £-ban, a masodik pedig a
L}

- , - 1
(Gg(x,— x,), ») =N Ggll 1%, ~ x| < —l6l  @®=12..)

egyenlStlenség miatt. Ily mdédon az {X,} sorozat aszimptotikusan izotrép L-ben.
Szabdlyos £ esetén ebbdl kovetkezik, hogy | x,| ~0 ha n <, tehit || x,| ~0, vagyis
L szabdlyos. Ha £ relative szabdlyos, akkor {X,} aszimptotikusan izotrép €-ben.
A 11° dllitds szerint ez azt jelenti, hogy lim |Gx,|=0. De akkor lim [Gx,)=0

n— oo n—> oo

is fennall, tgyhogy 2 is relative szabdlyos. A tételt teljesen bebizonyitottuk.

Hogy a szabdlyos és a relative szabdlyos linedlok és alterek milyen szerepet
jatszanak a (9, G)-terekben, azt késébb fogjuk megmagyarizni (ldsd 4. §, 2. pont,
5.8 5. pont, 6. §, 1., 3. és 4. pont).

9* MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1956)
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4. §. A G-vetités elmdlete

1. Ismert dolog, hogy milyen fontos szerepet jdtszik a vektorok alterekre valod
merdleges vetitésének a miivelete a Hilbert-terek elméletében. Ebben a paragrafusban
részletesen tanulmdnyozni fogjuk az analdg miiveletet G-terekben.

Legyen € G-tér, € pedig linedl E-ben. Azt mondjuk, hogy az y,(€ &) vektor az
Yo €Cvektornak az 8 linedlra valo jobb oldali (bal oldali) G-vetiilete, ha az y,—y, vek-
tor jobbrol (balrdl) G-ortogondlis £-re, azaz ha G(x, yo—y,1)=0 (G(yo—y;, x)=0)
minden x€ £ esetén.

A kovetkezs tétel dltaldnos szkémdt ad, amelynek segitségével a G-vetiiletek®
1étezésére vonatkozd tovdbbi tételek nyerheték.

4.1. TETEL. Legyen RC €, és v egy G-vel balrdl kompatibilis topolégia L-en.
Akkor ahhoz, hogy létezzék az y, vektornak 2-re valé jobb oldali G-vetiilete, sziikséges

és elégséges, hogy az
Syox)=G(x, yo)

Junkciondl t-folytonos legyen.

Bizonyitds. Ha y, az y, vektor jobb oldali G-vetiilete L-re, akkor
G(x, yo —y,) =0 minden x€ & elemre, és igy

L) =G(x,y)  (x€9).

Minthogy 7 balrél kompatibilis G-vel az £ linedlon, az f, (x) funkciondl z-folytonos.

*  Most tegyiik fel, hogy valamely y, € € vektorra az f (x)=G(x, y,) funkciondl
t-folytonos. Akkor tekintettel arra, hogy a 7 topoldgia balrél kompatibilis G-vel az
2 linedlon, taldlhaté olyan y,€ £, hogy minden x€& esetén f, (x)=G(x,y,),
G(x, yo)=G(x, y1), G(x, yo—y1)=0, vagyis y; az y, vektor G-vetiilete L-re.

Specidlisan ha a 2. §-ban bevezetett jelolésmdd szerint 18 =15(L, G) az € linedlon
a G-metrikdval balrol kompatibilis leggyengébb topologia (14sd a 2. 3. tételt), akkor
a 4. 1. tételbdl kovetkezik:

1°. Ahhoz, hogy egy y, €€ vektornak létezzék az & € linedlra valo jobb oldali
G-vetiilete, szitkséges és elégséges, hogy az f,(x) funkciondl ty-folytonos legyen L-en.

Ha az € linedl (B, G)-tér, vagyis ha L-en megadhaté olyan reflexiv Banach-
topoldgia, amely az € linedlon felilmulja a G-metrikdt, akkor a 2. 5. tétel felhasz-
ndldsdval kapjuk:

2°. Az yo €€ vektornak az £ C € linedlra valo jobboldali G-vetiilete létezéséhez
sziikséges és elégséges, hogy az f,(x) funkciondl L-en folytonos legyen a 15(L, G) -
topoligidra nézve (ldsd 2. §, 8. pont).

Ha az € linedl (B", G)-tér, akkor természetesen a 2°. és az 1°. dllitds egyardnt
alkalmazhatS. A 2. 5. tétel értelmében a 2°. dllitds haszndlata olyankor kényelmes,
amikor a G-vetiilet l1étezését, az 1°. dllitasé pedig a 2. 3. tétel alapjdn olyankor, amikor
a G-vetiilet nem-létezését kell bebizonyitani.

Abban az esetben, amikor az € tér és az L( <€) linedl (9, G)-tér, az y, €€
vektor € altérre valdé G-vetithet8ségének kritériuma mds alakban is megfogalmaz-
haté. Ebbdl a célbdl jeldlje P, az € térnek L-re valé Hilbert-féle merdleges vetitését,

10 Ezutan minden tételt jobb oldali G-vetiiletekre fogalmazunk meg. Baloldali G-vetiiletekre
teljesen analog allitasok érvényesek.
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Gy pedig az £ altéren tekintett G(x, y)=(Gx, y) alak bal oldali Gram-operatorat
(3. §, 7. pont): , _
G(x’ y):(an, }’) (x’yeg)

A 2°. dllitds alapjdn ahhoz, hogy az y, €€ vektornak legyen jobb oldali G-vetiilete
L-en, sziikséges és elégséges, hogy az f, (x) = G(x, y,) funkciondl §(2, G)-folytonos
legyen az £ altéren, vagyis folytonos legyen L-en a kovetkez§ félnormdra nézve:

pP(x) = sup [G(x,») = sup [(Gex,p)| = llGex| =
lIvli=1, yeg lIyll=1, ye&
= Y(G§Gsex, x) = | Hex]| = ”Slip Enge(x, »
yil=1,y

(He(x,y) = (Hex,y); x,y€9),

ahol H, tetszés szerinti Snadjungdlt operdtor L-en, amelyre HZ= G§G,; specidlisan
lehet Hy =V GG,. De a 2. 5. tétel folytdn az € altéren a || Hyx|| félnorma 4ltal indu-
kalt =,(L2, Hy) topoldgia ezen az altéren kompatibilis a Hg-metrikdval. Ebbdl adddik,
hogy az y, vektornak az L altérre vald jobb oldali G-vetiilete akkor és csak akkor
létezik, ha az L-en tekintett f, (x) funkciondl elGdllithat6 f, (x) =(Hgx, y{) (y1€£)
alakban, vagyis ha minden x ¢ £ vektorra fenndll ’

(Gx’ .VO) = (ng’ yl)’ (x’ PBG*yO) = (xa Hﬁyl)'
Az utdbbi akkor és csak akkor lehetséges, ha PoG*y, € R(H,). Ezek szerint igaz
az aldbbi éllitds:
3°. Ahhoz, hogy az € (9, G)-térben az y, vektornak létezzék az L altérre vald
jobb oldali G-vetiilete, sziikséges és elégséges, hogy

M
1
(4.1) [ S dIEL Gyl < oo
legyen, ahol E® (Ef,?) =0, Eif = Py) a H§ = G¥G,, feltételnek eleget tevd Hy onadjun-
galt operdtor ,,egységfelbontdsa”.

Nyilvdnvald, hogy ha £ egy hermitikus G-metrikdval elldtott tér, akkor lehet
Hy=G,, Ggyhogy ebben az esetben EPa G, operdtor ,,egységfelbontdsa™. Viszont
£-en nem hermitikus G-metrika esetén a (4. 1) feltételnél alkalmasabb a kdvetkez§:

M2

1 ~
/ TAELG* pol? < =,

m

ahol £ (0=A=M?) a GG, operdtor ,egységfelbontdsa”. A G-vetiilet létezésére
vonatkozé egyéb kritériumok taldlhatok a jelen paragrafus 4. pontjiban, valamint
az 5. §-ban.

Megemlitjiik, hogy a G-vetiilet egyértelmiiségének kérdése dltalinos G-metrika
esetén sem okoz semmi nehézséget és pontosan tigy oldhaté meg, mint a véges di-
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menzidji esetben (vo. [12]). Nevezetesen, konny({i igazolni, hogy ahhoz, hogy egy
y €€ vektornak az L linedira legfeljebb egy jobb oldali G-vetiilete létezzék, szitkséges
és elégséges, hogy L jobbrdl nemelfajuls legyen. Ha viszont ez a feltétel nem teljesiil
és y, az y vektor valamelyik jobb oldali G-vetiilete £-re, akkor y-nak L-re vald bér-
mely mdsik y; jobb oldali G-vetiilete az

5’1 =y +Xo

képlet segitségével taldlhatd meg, ahol x, az £ linedl tetszés szerinti jobb oldali
izotrdp vektora.

2. Azt mondjuk, hogy az € G-tér £ linedlja (jobb oldali) vetitésre nézve teljes,
ha minden y( € €) vektornak 1étezik 2-re valé jobb oldali G-vetiilete.

4. 2. TETEL. Ahhoz, hogy az 2 C € linedl vetitésre nézve teljes legyen, sziikséges
és elégséges, hogy a 15(€, G), 14(8, G) topoligidk ekvivalensek legyenek L-en.

Bizonyitds. LegelGszor megjegyezziik, hogy az & linedlon

4.2) 10(€, G)=15(L, G).
Valéban, minden

UO)={x€L, |G(x, y)l <t ... |Glx, y)l <& 1, o0 € £}

alakd t8(L, G)-kérnyezet egyuttal a 0 pont 15(€, G)-kdrnyezete L-ben.

Most tegyiik fel, hogy £ vetitésre nézve teljes. Ekkor minden £-ben fekvd
5(€, G)-kdrnyezet, amely a |G(x, y)|<e (i=1, 2, ..., n; y,€ €) egyenlGtlenségeknek
eleget tev8 x€ € vektorokbdl és csak azokbol dll, 8(L, G)-kérnyezet is, amelyet
a |G(x, y{)| <e egyenlGtlenség-rendszer jellemez, ahol y/ az y, (i=1, ..., n) vektor
L-re vald jobb oldali G-vetiilete. Ezek szerint 15(2, G) =5(€, G), és a (4. 2) Sssze-
fliigeésbél kovetkezik, hogy az € linedlon 15(L, G)=14(€, G). A tételben szerepld
feltétel szuikségességét bebizonyitottuk.

Megforditva, legyen az £ linedlon a 15(2, G) és a 15(€, G) topoldgia egymdssal
ekvivalens. Legyen y az € tér tetszés szerinti vektora. Akkor az

Ho =6,y  (x€8)
funkciondl (€, G)-folytonos, kovetkezésképpen 13(L, G)-folytonos is. Ebbél az
1°, 4llitds alapjdn adodik, hogy y-nak van jobb oldali G-vetiilete 2-re. A tételt bebizo-
nyitottuk.
Abban az esetben, amikor £ egy (B, G)-tipust € tér altere, mds kritérium is
adhatd arra, hogy £ vetitésre nézve teljes legyen. Nevezetesen igaz a kovetkezd tétel.

4. 3. TETEL. Ahhoz, hogy az € (B, G)-tér L altere vetitésre nézve teljes legyen,
szilkséges és elégséges, hogy az L-en tekintett 13(€, G), 15(8, G) topolégidk egymdssal
ekvivalensek legyenek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy & vetitésre nézve teljes. Bebizonyitjuk, hogy
8(€, G) balrdl kompatibilis G-vel az £ altéren. Minthogy mindegyik f,(x) = G(x, y)
funkciondl 75 (€, G)-folytonos, azt kell még megmutatni, hogy bdrmely az £ altéren
18(€, G)-folytonos f(x) linedris funkciondl el§dllithatd
“.3) : Jx)=G(x, yy)
alakban, ahol yrcL.
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Tegytk fel, hogy a 4(€, G) topoldgidt a p(x) (x€€) félnorma értelmezi és az
J(x) funkciondl 2(€, G)-folytonos £-en, vagyis érvényes az

4.4 f)I=Cpx)  (x€8)

egyenlStlenség. A Hahn—Banach-tétel komplex terekre vonatkozd alakja értelmé-
ben f(x) kiterjeszthetd az egész € térre a (4. 4) Osszefiiggés megtartdsdval; az igy
folytatott f(x) tehdt az egész € téren (€, G)-folytonos funkciondl. Minthogy a
78(€, G) topoldgia balrél kompatibilis G-vel az € téren (2. 5. tétel), taldlhaté olyan

Yo €€ vektor, hogy .
J&x)=G(x,30)  (x€C).

Ha y, az y,vektor jobb oldali G-vetiilete £-re, akkor £-en fenndll a (4. 3) egyenlGség
és igy 74(€, G) balrdl kompatibilis G-vel az £ altéren. Minthogy a 5(2, G) topolégia
ugyanilyen tulajdonsdgu, a 2. 4. tétel kdvetkezménye alapjdn a 73(2, G), 1%(€, G)
topoldgidk ekvivalensek £-en. A tételben szerepld feltétel sziikségességét bebizonyi-
tottuk. Ami a feltétel elégséges voltdt illeti, az pontosan ugy igazolhatd, mint az
el6z6 tételnél. '

Visszaemlékezve a relative szabdlyos altér definicidjdra (3.§, 7. pont) a 4. 3.
tételt példdul (9, G") tipust € terekre igy lehet megfogalmazni: az (< €) altér
vetitésre nézve akkor és csak akkor teljes, ha relative szabdlyos. EbbGI specidlisan
koévetkezik (ldsd a 3. §, 10°. dllitast), hogy a szabdlyossdg az Q€ altér vetitésre
vonatkozo teljességének elégséges feltétele.

3. A vetitésre vonatkozo teljesség fogalmdval szorosan kapcsolatos az € G-tér
G-ortogondlis linedlok &sszegeként vald elGdllitdsdnak a kérdése. Annak érdekében,
hogy a tdrgyaldst ne bonyolitsuk, ebben a pontban az € térben hermitikus G-metrika
esetére fogunk szoritkozni.

4°. Ha M és N két egymdsra G-ortogondlis linedl (G (I, N) =0) és

(4.5) M+ R = E,

akkor I és M vetitésre nézve teljes. Ha ezenkiviil € nemelfajuld, akkor M és N is nem-
elfajuls és M =R, W =M (itt W' az M linedl G-ortogondlis komplementuma €-ben
(ldsd 3. §, 1. pont)). '

Bizonyitds céljdbdl vegyiink egy tetszés szerinti x €€ vektort. A (4. 5) Ossze-
fliggésbl kovetkezik, hogy x=x, + x,, ahol x; € M, x, €N, vagyis GEM, x —x,)=0.
Tehdt x; az x vektor M-re valo G-vetiilete és igy M vetitésre nézve teljes. Most tegyiik
fel, hogy € nemelfajuls. Akkor 9 és 9t szintén nemelfajuld azért, mert M vagy N
barmelyik izotrép vektora az € térben is izotrdp lenne. Az I =N egyenlSség
igazoldsa céljabdl elég megmutatni, hogy G(x, M) =0 esetén x € N. Ez valdban igy
van, mert kiilldnben fenndlina x=x; +x;, 0#x; €M, x, €N, G(x,, M)=0, és x;
az M linedl izotrép vektora lenne.

Az aldbbi 4llitds bizonyos értelemben az elébbinek a megforditdsa.

5°. Ha az R linedl vetitésre nézve teljes €-ben, akkor
(4. 6) L+ =€,

kovetkezésképpen & is vetitésre nézve teljes. Tovdbbd, ha € nemelfajuld, akkor 2
és & is nemelfajuld, és a (4. 6) dsszeg direkt Gsszeg. Azonkiviil 7= L.
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Valdban, ha £ vetitésre nézve teljes és x az € tér tetszés szerinti vektora, x,
pedig e vektor L-re valé G-vetiilete, akkor x=x;+(x—x,) (x, €8, x—x,€2"),
és a (4. 6) egyenlGséget bebizonyitottuk. Az 5°. dllitds t6bbi részei k6zvetleniil addd-
nak a 4°. Allitdsbol.

Ldtjuk, hogy ha 2 vetitésre nézve teljes linedl az € nemelfajulé G-térben, akkor

@.7) 2=,

Emlékeztetiink arra, hogy a 3. § 3°. dllitdsdban megadtuk a (4. 7) egyenl8ség
érvényességének sziikséges és elégséges feltételét. A (4. 7) Osszefiiggésbdl és a 3. 1.
tételbdl a kovetkezGket nyerjiik:

6°. Minden vetitésre nézve teljes linedl zdrt a nemelfajuls € tér bdrmelyik a
G-metrikdval kompatibilis, és igy bdrmelyik a G-metrikat feliilmulo topologidjdban.

4. Legyen £ valamilyen linedl az € G-térben. Azt a Q, operdtort, amely mind-
egyik x €€ vektornak megfelelteti ¢ vektor L-re vald jobb oldali G-vetiileteinek
a halmazdt (amely iires is lehet), Q-re vald jobb oldali G-vetitésnek fogjuk nevezni.

7°. Ha 2 egy (9, G) tipusu € tér T korldtos linedris operdtordnak az érték-
készlete, akkor az L-re valo jobb oldali G-vetités Qg4 operdtordt a kovetkezé képlettel
lehet kiszamitani'':

4. 8) Qo=T(T*G*T)"1T*G*

(G(x, y)=(Gx, y); x,y€E).

A bizonyitdshoz megjegyezziik, hogy ha x €€ és y € Qox, akkor tetszés szerinti
z€8 (z="Thy, h, €€) vektorra

(Gz, y—x)=0, (GTh,,y—x)=0,
innen pedig
T*G*y=T*G*x.

Minthogy y€ &, valamilyen h€€ vektorra y=Th. Ennélfogva T*G*Th=
=T*G*x, tehdt hc(T*G*T)~1T*G*x és
y=The T(T*G*T)~tT* G*x.

Megforditva, ha egy x € € vektorra y ¢ T(T*G*T)~'T*G*x, akkor y€ &, y="Th,
ahol
he(T*G*T)-T*G*x, T*G*Th=T*G*x.

Ha z=Th, az 2 linedl tetszés szerinti vektora (A, € €), akkor
(Gz,y—x)=(GTh,,y—x)=(GThy, Th—x)=(h,, T*G*Th—T*G*x)=0,

kovetkezésképpen y € Qqx. Ily mddon bebizonyitottuk, hogy y€ Qqx akkor és csak
akkor, ha minden x €€ vektorra y€ T(T*G*T)~1T*G*x, ebbdl pedig kévetkezik
a 7°. allitas helyessége.

Tekintsiink most egy tetszés szerinti £ € (zdrt) alteret, és legyen P, az L altérre
val6 Hilbert-féle merdleges vetités operdtora. Mivel P, értékkészlete &, a 6°. dllitds

1 Jtt 4-1 azt az operatort jelenti, amely mindegyik x €@ vektornak megfelelteti az Osszes
olyan y vektorok (esetleg iires) halmazit, amelyekre Ay=x.
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felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy
Q¢ = Po(PeG* Pg)~ ' P G*.

Tekintsik a Gy = PGP, operdtort, vagyis az £ altéren vizsgdlt G(x, y) alak Gram-
operdtorat (3. §, 7. pont). Fenndll Po(PeG* Pg)~1=G¢~1, tehdt

Qe = GE~1 P G*.

Innen kozvetleniil adédnak az aldbbi eredmények a G-vetiiletek 1étezésérdl és
egyértelmiiségéril (9, G) tipusi € térben.

o) Ahhoz, hogy az € tér mindegyik vektordnak az £ altérre legfeljebb egy jobb
oldali G-vetiilete legyen, sziikséges és elégséges, hogy az 2 altéren Gix =0 csak x=0
esetén dlljon.

B) Ahhoz, hogy az x € € vektornak az L altérre legaldbb egy jobb oldali G-vetiilete
létezzék, szitkséges és elégséges a PoG*x € R(GYE) dsszefiiggés fenndlidsa.

y) Az LQ(C€) altér vetitésre vonatkozo teljességéhez sziikséges és elégséges,
hogy

R(PG¥) R(GH)
legyen.
Néha eléfordul, hogy célszerii az o), 8), y) dllitdsokat némiképp eltér§ alakban

haszndlni. Szoritkozzunk arra az esetre, amikor a G(x, y)=(Gx, y) alak hermitikus,.
és legyen a G operdtornak az € tér

C=2aM
H-ortogondlis Gsszegként vald elGdllitdsdhoz tartozd mdtrixa
Gy GIZJ
4.9 G = [
( ) GZl G22
alakq.

Akkor:

o) Ahhoz, hogy € mindegyik vektordnak az L altérre legfeljebb egy G-vetiilete
legyen, sziikséges és elégséges, hogy G, nevegye fel a nulla értéket 2-en (kivéve a O
helyet).

B’) Ahhoz, hogy az x € € vektornak az L altérre legaldbb egy G-vetiilete létezzék,.
szitkséges és elégséges a

G2 Pex€R(Gy,)
osszefiiggés fenndlldsa.
y') Az 2 altér vetitésre vonatkozd teljességéhez sziikséges és elégséges, hogy

R(G, 2)'C R(Gy,)
legyen.

A p’) dllitds felhaszndldsdval kdnnyii példdt szerkeszteni olyan (9, G) tipusu,.
nemelfajuld € térben fekvs valédi { altérre, amelynek G-ortogondlis komplemen-
tuma, £ egyediil a 0 vektorbdl 4ll. Ehhez elég, ha a G-metrikdt ugy vilasztjuk,
hogy G,,, G,, és G;, ne vegye fel a nulla értéket értelmezési tartomdnyan és.
R(G ) NR(G,,)={0} legyen (ezeket a feltételeket legegyszeriibb ugy teljesiteni,.
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hogy a dim 9 =1 vdlasztdssal éliink; ekkor G,, alkalmas megvdlasztdsdval még az
is konnyen elérhetd, hogy a G-metrika az € téren pozitiv legyen).

Ily médon azt latjuk, hogy az £+ £ direkt 6sszeg nem sziikségképpen slrii
az € Hilbert-térben, tehdt a 3. § 5°. dllitdsdban 1ényeges, hogy a 7 topoldgia kompa-
tibilis legyen G-vel (és nem elég, ha csak feliilmilja G-t).

5. §. Definit linedlok
hermitikusan bilinedris metrikdji terekben

Az egész 5. § folyaman feltessziik, hacsak kiillén nem kétjiik ki az ellenkez8jét,
hogy az € G-térben értelmezett G-metrika hermitikus,

1. Legyen £ tetszés szerinti definit linedl az € G-térben. Vezessiik be a negativ,
ill. pozitiv € linedlokra a sign & =—1 ill. +1 jel6lést. Az a koériilmény, hogy a
G(x,y) alak az £ linedlon definit, lehet&vé teszi, hogy $£-en bevezessiink egy
1, =1,(8, G) szepardlt pre-Hilbert-topoldgidat az

(.1 (x,y)=sign £-G(x,y)  (x,y€L)
képlettel értelmezett skaldris szorzat segitségével. Ezek szerint a 7,-norma
x| = 1G(x, x)I¥  (x€8)

alaka. Teljesen nyilvdnvald, hogy a 1t,-topoldgia feliilmllja (és majordlja) a
G-metrikat L-en (2. §, 5. pont).

Minthogy a 7,-topoldgia a definit linedlokon nagyon természetes topoldgia,
érdeklGdésre tarthat szdmot, ha e linedlokra vonatkozé néhdny feladatot (G-vetités,
vetitésre vonatkozo teljesség, szabalyossdg stb.) ezzel a topoldgidval Gsszefiiggésben
. oldunk meg. Ennek sordn, igy mint a 4. §-ban, ismét az f, (x) =G (x, y,) (x€ £, y,
az € tér tetszés szerinti rogzitett eleme) alak linedris funkciondlok folytonossdgdnak
a kérdésébdl indulunk ki, de most a t,-topoldgidra vonatkozdan.

Ha az f(x) = G(x, y) funkciondl tetszés szerinti y €€ esetén 1,-folytonos L-en,
akkor az & definit linedlt reguldrisnak fogjuk mondani. Ha viszont létezik csak egy
olyan y, € € elem is, hogy az f, (x) (x € £) funkciondl nem folytonos a 7,-topoldgia-
ban, akkor az £ linedlt szinguldrisnak nevezziik.

Nyilvdnvald, hogy minden véges dimenzidju definit linedl, tgyszintén a definit
G-metrikaval elldtott terekben bdrmelyik linedl reguldris. Altaldban azonban ez
nincs igy (ldsd aldbb a 4. pontot).

5.1. tétel. Legyen £(c ) definit linedl. Annak, hogy az f,(x)=G(x, y,)
(x€ 8, yo €C) funkciondl t,-folytonos legyen, a kivetkezé a sziikséges és elégséges
Sfeltétele: :

(5.2) m(yo) = inf G(x—yo, x—yo) > —  (sign€=1),
x€L8

(5.2 M(yo) = Slelg G(x—yo, X—yg)<oo (sign® = —1).

Ennélfogva az L definit linedl akkor és csak akkor reguldris, ha minden y, € € vektorra
teljesiil az (5. 2) (illetve (5. 2)) feltétel.
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Egy 1,-folytonos f,(x) funkciondl normdja kifejezheté az m(y,), M(y,) mennyi-

ségekkel az -
(5.3) [fyol? = G(¥o, o) —m(ye)  (sign £=1),
illetve

(5.3) [fyol? = M(¥0)—G(y0,¥0)  (sign & =—1)

képlet szerint.

A bizonyitdst nyilvdn elég pozitiv linedl (sign £ =1) esetére szoritkozva végezni,
mert a sign & = —1 eset visszavezethetd erre a kiinduldsi G-metrika el§jelének
egyszerli megforditdsa utjdn.

Sziikségesség. Legyen az f,(x)=G(x,y,) funkciondl t,-folytonos, vagyis

IG(x, y)l=Clx|  (x€8).
Akkor bdrmelyik x€ 2 vektorra (lasd az (5. 1) képletet)

G(x—yo, x—yo) = (x, x) =2 Re G(x, o) + G(¥g, yo) =
= [x[2=2Clx|+ G (yo, yo) =

= (Ix| = C)*+G(yo, y0) = C* = G(po, yo) — C? > — o,
Ennélfogva

m(yo) = iggG(x—yo, X—Yo) > — oo
Megjegyezziik, hogy specidlisan a C=|f, | vdlasztdssal azt kapjuk, hogy
(5.4 m(¥o) = G(yo, Yo)—I|fl*
Elégségesség. Legyen m(y,) = inf G(x—yy, x —yy) > —oo. Akkor tetszés
szerinti x€ € (|x|=1) vektorra fenneillxeg

. m(ye) = G(x—yo, x—yo) = 1—=2Re G(x, y9) + G (o, Yo),
és igy
(5. 5) ‘ RC G(x’ yo)é%C09

ahol Cy = 14+G(pg,¥e) —m(y,). Az (5.5) képletben x helyébe (—x)-et irva
(a kordbbiak értelmében |—x| = 1)

(5.6) —Re G(x,y,) = 1C,.

Az (5. 5), (5. 6) képleteket egybevetve azt kapjuk, hogy tetszés szerinti x€ € (|x| = 1)
vektorra

(5.7 Re G(x, yo)|l = $C,.
Itt x helyébe (—ix)-et irva (megint |—ix| = 1) adédik:
5.8 [Im G (x, yo)l = 3Co.

Végiil az (5.7), (5. 8) képletekbdl kovetkezik, hogy
!G(x’ .VO)léco (XEQ, 'xlzl)’
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vagyis az f, (x)=G(x, y,) funkciondl 7,-folytonos.
A tétel utols6 dllitdsdnak (az (5. 3) Osszefiiggésnek) a bebizonyitdsa céljdbol
vegylink egy {x,} £ sorozatot, amely eleget tesz a kdvetkez8 hdrom feltételnek:

a) |x,l=f,| (n=1,2,...) — normdlds.

b) Tetszés szerinti ¢>0 szdmra n> N(g) esetén

oGl = 16 G 3o Z 2 = 5

(az |f,,] norma definicidja szerint ez lehetséges).
©) Re G(x,, ¥0) =1G(x,, y0)l  (n=1,2,..);

ez uigy érhet§ el, hogy mindegyik x, vektort megszorozzuk az exp {—i arg G(x,, ¥o)}
skaldrral (ekozben az a), b) tulajdonsdgok nem vesznek el).
Midrmost n=> N(e) esetén az a), b), ¢) Osszefiiggések alapjdn

m(yo) = G(X,—Yo, Xn—Yo) = |£},ol2—=21G (%, o)l + G(¥o, o) =

= £l = 211512+ e+ G (o, ¥o) = G(¥o, yo) —fypl*+e-
Minthogy az ¢=>0 szdm tetszés szerinti,

m(yo) = G(yo, ¥o) =1 fyl%

és ezt az (5.4) képlettel Gsszevetve kapjuk:

(5.3 m(yo) = G(¥o,¥o) — [fyo|2

Az 5. 1. tételt maradéktalanul bebizonyitottuk.

KOVETKEZMENY. Ahhoz, hogy egy yo(€€) vektornak az L definit linedlra legyen
G-vetillete, szilkséges és elégséges, hogy a véges inf G(x—yy,x—y,) = m(y,)

x€L
(illetve sup G(x —yo, x —yo) = M(y,)) érték valamilyen x,€ & elemen eléressék, és
xX€R

éppen ez az elem az y, vektor -re valo G-vetiilete.

Csakugyan, legyen x, az y, vektor L-re valé G-vetiilete (sign € =+1). Akkor

minden x€ £ elemre
J3s(X) =G (x, yo) =G (x, x0) = (x, Xo),

azaz |f,|=Ix,|. Innen (5. 3) értelmében
m(yo) = G(¥o, Vo) — |fyolz = G(y9,Yo) —G(xo, Xo) = G(Xo—Yo, Xo—Yo)-
Megforditva, legyen m(yy) = G(xg—Yo, Xo —Vo) (xo € 8). El3sz6r is vegyiik
észre, hogy ha valamilyen z €€ vektorra m(z) = G(z, z), akkor (5. 3) miatt |f,|=0,

vagyis f,(x)=G(x, z)=0 (x€ ). Mdsodszor nyilvdnvald, hogy minden x€ £ vek-
torra m(y,) = m(y,—x). Ennélfogva

m(yo—xo) = m(yo) = G(¥o—Xo, Yo —Xo),
tehdt G(x, yo —xo) = 0(x€ L), azaz x, az y, vektornak az  linedira valé G-vetiilete..
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Az 5.1. tétel most nyert kovetkezményébdl kozvetleniil adédik a megfeleld
kritérium a definit linedlok vetitésre vonatkozd teljességére, de ennek a kimonddsdt
elhagyjuk.

2. Az 5. 1. tétel és kovetkezménye az £ definit linedlra valé G-vetithet8ség egy
4j kritériumdhoz és £ vetitésre vonatkozd teljességének a megfeleld kritériumdhoz

‘vezet.

5.2. TETEL. Az yo € € vektor £ definit linedlra valé x, G-vetiiletének létezéséhez
szitkséges és elégséges, hogy az f,(x)=G(x, y,) funkciondl t,-folytonos legyen és
valamely x,€ £ vektorra bekdvetkezzék az |xq|=|f,,| €5 a

(5.9 G (xo, ¥o) =|/y,|? sign £
egyenliség.

Bizonyitds. Megint a sign £ =1 esetre szoritkozunk.
Trividlis, hogy az (5.9) feltétel sziikséges, ugyanis az y,€E vektor x €8

G-vetiiletére
LX) =G(x, y9) =G (x, x0) =(x, xo)  (x€8),

innen pedig Ifyo|—|xo| €s G(xq, yo) =(xg, Xp)= ]f 2.
Elegsegesseg Tegyiik fel, hogy x,€ &, |x0]—|fyol és G(xo, o) =|f,|*. Akkor
figyelembe véve az (5. 3) képletet

G(xg—Yo, Xo—Yo) = |x0]2—2l.f;7012+ G(¥0,Y0) = G(J’o,J’o)—lfyolz = m(¥o),
és az 5. 1. tétel kovetkezménye alapjan x, az y, vektor L-re valé G-vetiilete.

KOVETKEZMENY. Az L (C€) definit linedl vetitésre vonatkozo teljességéhez
szitkséges és elégséges, hogy L reguldris legyen és tetszés szerinti y, € € vektorhoz
taldlhaté legyen olyan x, (|xo|=| fyol), amelyre teljesiil az (5.9) feltétel.

Megjegyzés. Az 5.2, tételben szerepl§ feltétel elégséges voltdt (és igy az
egész tételt is) kozvetleniil, az 5. 1. tétel elkeriilésével is be lehet bizonyitani."

Valoban, a FRECHET —RIEsz-tétel értelmében arz-folytonos LX) =G (x, yo)
funkciondl felirhaté f, (x)=C(x, X,) alakban, ahol X, valamilyen ,,idedlis” elem

abban az € Hilbert-térben, amelyet a szepardlt £ pre-Hilbert-tér teljessé tétele titjdn
kapunk. Ilyenkor, amint ismeretes, fenndll az |f, | =|X,] egyenl(')’ség Madsrészt fel-
tevésiink szerint van olyan x, € £ vektor, amelyre |xo| =|f,,| és G(xo, ¥o) =|f;|*=
=|Xo|%. De akkor
. [fyol? = G (xo, ¥o) = (X0, Xo) = |xo| |Xo] = 1£5,|%

vagyis X, és x, egymassal kollinedris: X, =Ax, € £. Kénnyl beldtni, hogy az adott
esetben A=1, Ggyhogy G(x, yo)=(x, xo)=G(x, X,) minden x¢€ L vektorra.

Az 5. 2. tétel bizonyitdsdnak az imént ismertetett vdltozata azzal az elénnyel
jdr, hogy sehol sincs benne kihaszndlva a G-metrika hermitikus volta. Definit linedlok-
1ol és ezek 7,-topoldgidjardl pedig tetszés szerinti G-terekben is lehet beszélni. Ebben
az esetben az 5. 2. tételben G-vetlilet helyett jobb oldali G-vetiilet értend8. Analog
tétel érvényes-a bal oldali G-vetiiletekre.

A FRECHET —RIEsz-tételbll rogtén kovetkezik, hogy az £ (C€) definit linedl
regularitdsa és t,-teljessége elégséges L vetitésre vonatkozo teljességéhez. Ugyanakkor
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a 7,-teljesség, eltérden a regularitdstol, a vetitésre vonatkozd teljességnek nem sziik-
séges feltétele, amint az trividlis példdkbdl ldthatd!2.

3. Az 5. 1. tétel, amely kritériumot ad az £ (C €) definit linedl regularitdsdra,
nyitva hagyja azt a kérdést, léteznek-e szinguldris (azaz nem reguldris) linedlok.
Amint a késébbiekben ki fog deriilni, szinguldris linedlokra, legaldbbis II, terek-
ben, ardnylag régéta ismeretesek példdk (ldsd [8]). A legutébbi idGkben azonban
ez a kérdés ujra felkeltette az érdeklGdést egyes hibds dllitdsokkal kapcsolatban,
amelyek tobb elméleti fizikai cikkben szerepeltek.

A. UHLMANN {42] cikkében teljesen jogosan biralja R. Ascori és E. MINARDI [41] dolgozatat
azért, hogy ezek a szerzok figyelmen kiviil hagytdk a nemelfajulé € G-tér kanonikus felbontdsanak
tobbértelmiiségét. Ugyanakkor maga A. UHLMANN R. AscoLl és E. MINARDI nyomadn megismétli
azt a téves kijelentést, hogy barmelyik ¢ G-tér izotrdp linedlra és maximdlis nemelfajulé linedlra
valé felbontdsa egyértelmii, amirdl kordbban mar volt sz6 (3. §, 1. pont).

Bar az ,,indefinit metrikdju Hilbert-tér” elnevezést (lasd 1. §, 3. pont) ugyanolyan helyteleniil
haszndlja, mint néhdny mas szerz6, A. UHLMANN ([42], [43]) eltér elddeitdl abban, hogy elismeri a
szoban forgd terek szigori axiomatizaldsinak és meghatdrozott topoldgia bevezetésének a sziik-
ségességét. Nevezetesen nemelfajuld € G-terek vizsgalatara szoritkozik és kiegészitd kovetelmény
gvanant bevezet egy posztulatumot, amely az altalunk elfogadott terminologiaval igy hangzik:

(U) Az € tér bdarmelyik & definit linedljdval egyiitt az  linedl tv1-teljes burkdt, L-ot is tartal-
mazza.

Az (U) posztulatumbd! kiindulva UHLMANN eljut az € tér

(5. 10) G =6.16.

kanonikus felbonthatosagéirol szolé tétethez, ahol €, és €. két 7, -teljes, egymasra G-ortogondlis.
definit lineal (sign €4+ = 1). Ily modon az deriil ki, hogy € lényegében J-tér. Amint azonban a
késobbiek folyaman (6. §, 6. S. tétel) ramutatunk, az utdbbi koriilmény végtelen dimenzios €. és
G_ esetén Osszeegyeztethetetlen az (U) posztuldtummal.t3

Az A. UHLMANN altal az (5. 10) kanonikus felbontas létezésére adott bizonyitds elemzése azt
mutatja, hogy az elkovetett hibak forrasa a kovetkezé: a bizonyitds sordn burkoltan fel van téve,
hogy minden 7, -teljes definit lineal regularis. Amint az alibb felsorolt tételekbdl (tdbbek kozott
az 5. 5. tételbdl) lathato, ez az allitds hamis.

4. Ebben a pontban tébb, szinguldris linedlokra vonatkozé tételt ismertetiink,
elhagyva azokat a bizonyitdsokat, amelyek mdr kordbban megjelentek.

5.3. TétEL ([47), [49]). Minden nemelfajuld, végtelen dimenzids, indefinit G-
metrikaval elldtolt € G-tér tartalmaz szinguldris linedlt.

Megemlitjiik, hogy az a feltétel, hogy € nemelfajulé (eltérden a két mdsik kiko-
tést6l, a végtelen-dimenzidssdgtdl és a G-metrika indefinit voltdtdl), nem Iényeges.
Az a fontos, hogy ha az € teret felbontjuk izotrép (€,) és nemelfajulé (€,) linedlra
(€ = €,+€)) (l4sd 3.8, 1. pont), akkor €, dimenzidja ne legyen véges.

5.4. TETEL ([49]). Legyen £ definit linedl a nemelfajulé € G-térben. Ahhoz,
hogy 8 szinguldris legyen, sziikséges és elégséges az R €, € inkluzié, ahol €,
olyan linedl, amely teljessé téve Il térré (lasd 3. §, 4. pont) vdlik, és az L linedlnak

ezen I1, tér normdja szerinti L lezdrdsa elfajuld altér.

12 p¢ldaul elég tekinteni egy G G-teret, amelynek kanonikus elSallitisa (lasd 3. §, 2. pont)
€ =@, +E-, ahol €, szeparalt, nemteljes pre-Hilbert-tér (a 7,-topoldgidban). Nyilvdnvalo,
hogy €. (és ugyanigy €.) vetitésre nézve teljes.

13 Az G=1II, esetet, amikor az (U) posztulatum teljesiil, ebben a vonatkozasban trividlisnak
kell tekinteni.
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Az 5.4. tételben emlitett €, linedlt a feltétel sziikségességének bizonyitdsa
sordn ténylegesen meg lehet szerkeszteni: €, az £ linedlnak és annak az y,€C€
vektornak a linedris burka, amelyre az f, (x) = G(x, y,) funkciondl nem ,-folytonos.
A feltétel elégséges voltdnak bizonyitdsa pedig, hasonldan az 5. 8. tétel [49] bizo-
nyitdsdhoz, a kovetkezd kisegitd dllitdsokra tdmaszkodik.

1°. Legyen € tetszés szerinti normdlt G*-tér a G-metrikdt majordlo | x| (x €€)
normdval:

(5. 11) G NI=Clxyl - (x,y€6).

Ha £ (c€) definit linedl, akkor az f,(x)=G(x, yo) | funkciondl 12\-folyt0nossdgdhoz
szitkséges, hogy az y, vektor G-ortogondlis legyen az £ altér minden izotrdp vektordra
(ahol £ az £ linedl lezdrdsa az € térben az ||x| norma szerint).

Valdban, tegyiik fel, hogy xq(#0) az € altér izotrép vektora és G(x,, yo) #0.
Approximdljuk az x, vektort egy {x,} C € sorozattal: lim ||x,—x,| = 0. Az (5. 11)

n— oa

majordlds miatt

lim lxnl = lim IG(X,,, X”)l‘} = IG('an xO)I-} = 0.

Ugyanakkor )
hm fyo(xn) = hm G(xm yO) = G(x0$ yO) # 0,

vagyis az f, (x) funkciondl nem folytonos a ,-topolégidban.

Megjegyzés. Amint a bizonyitdsbdl ldthatd, az 1°. 4dllitds igaz marad akkor is,
ha a G-metrikdt valamilyen félnormdlhaté topoldgia majordlja (ldsd 2. §, S. pont).
Emlékeztetiink arra, hogy abban az esetben, amikor az € tér (B, G) tipusu, az
(5. 11) becslés ekvivalens azzal a kikétéssel, hogy a B-topoldgia feliilmilja a
G-metrikat (2. 2. tétel). Ha pedig € =11, akkor meg lehet mutatni [49], hogy az 1°.
dllitdsban szereplQ feltétel elégséges is az f, (x) funkciondl 7,-folytonossdigdhoz.

2°. Ha L definit linedl egy nemelfajulé, normdlt és az (5. 11) tulajdonsdggal
rendelkezé € G"-térben, tovdbbd az L linedl €-beli 8 lezdrdsa elfajuld, akkor £ szin-
guldris.

Ez kozvetleniil kovetkezik az 1°. dllitdsbol, ha szdmitdsba vessziik, hogy £
barmelyik xo(#0) izotrép vektordhoz € nemelfajulé volta miatt taldlhaté olyan
¥o €€ vektor, hogy G(x,, yo) #0.

Az 1°. és 2°. dllitds az 5. 3. tétel bizonyitdsa sordn lehet8vé teszi az @ szinguldris
lineal tényleges megszerkesztését.

‘ Egy € G-tér 1,-teljes szinguldris linedljainak dltaldnos jellemzését a kdvetkezd
tétel adja meg.

5.5. TETEL ([49]). Ahhoz, hogy az L (C€) szinguldris linedl t,-teljes legyen,
szitkséges és elégséges, hogy az 2 linedlnak egy I1; térbe valé (az 5. 4. tétel szerint
lehetséges) G-izometrikus bedgyazdsa utdn a I1,-beli 2 lezdrds elédllithaté legyen
L = Q-+ {x,} alaku direkt dsszegként, ahol {x,} az L altér x(#0) izotrép vektora
dltal kifeszitett egydimenzios altér.

Ebbdl a tételbdl azonnal adodik, hogy t,-teljes szinguldris linedlok léteznek,
legaldbbis tetszés szerinti indefinit G"-metrikdval elldtott végtelen dimenzids
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H-térben, és ez ellentmond A. UHLMANN 3. pontban emlitett hipotézisének. Valdban,
feltevéseink mellett az € tér mindig tartalmaz (zdrt) szemidefinit 9 altereket, ame-
lyeknek izotrop linedljai egydimenzidsak. Ha 9 ilyen altér, és M = L4 {x,} ennek
elGdllitdsa az {xy} izotrép linedl és egy M-ben siirli & linedl direkt Gsszegeként
(14sd [8], 421. oldal), akkor a 2°. dllitds értelmében L szinguldris, az 5. 5. tétel szerint
pedig £ 1,-teljes. ,

5. Befejezésiil felsorolunk néhdny dllitdst normdlt G"-terek és specidlisan
(9, GM-terek definit linedljainak és altereinek T,-teljességér6l és regularitdsarol.

5. 6. TETEL. Nemelfajulé és normdlt € G*-térben, amelyben teljesiil az (5. 11)

feltétel, tetszés szerinti & definit lined! és lezdrdsa, Q csak egyidejiileg lehet reguldris.

Bizonyitds. Az, hogy ha € reguldris (tehdt definit is), akkor £ szintén reguldris,
trividlis.

Megforditva, legyen £ reguldris definit linedl. A 2°. dllitds alapjdn az € altér
nemelfajulé (definit). Ha € szinguldris volna, akkor létezne olyan y, €€ vektor,
a>0 szdm és {x,} C & sorozat, hogy lim |x,| =0 és

n—r co

lG(xn,}’o)|>°‘ (n=l’2!"')'

Most elég venni egy {x.}C L sorozatot, amelyre példdul [x,—x;| < %
2| yoll Cn

(n=1,2,..)); igy (5. 11) felhaszndldsdval kapjuk:

Iim |x;] = 0,

n— oo

GG, Y Z1G (xs 3 = GG =30,y =5 (n=1,2, ..).

Ez viszont azt jelenti, hogy az £ linedl szinguldris, ellentétben a feltevéssel.

Attérve a (9, G")-terekre, fel fogjuk haszndlni az alterek és linedlok szabalyos-
siganak a 3. § 7. pontjaban bevezetett fogalmdt. MindenekelStt megjegyezziik,
hogy a 3.§ 9°. dllitdsdbol kovetkezik az aldbbi:

3°. Egy (9, G")-térbeli M definit altér akkor és csak akkor t,-teljes, ha szabdlyos.

Valdban, ha Gy az I altéren tekintett G-metrika Gram-operdtora (egyszeriiség
kedvéért feltessziik, hogy sign 9t =+ 1), akkor Gy és G4 csak egyidejiileg lehet
folytonosan invertdlhatd. De Gy folytonos invertdlhatosdga 9 szabdlyossdgdval
ekvivalens, G folytonos invertdlhatésdga pedig az M altér 1, -teljességével ekvivalens.
Az utobbi kozvetlentil adodik BANACH tételébsl és az

x[2 = (Gx, X) = (Gmx, x) = (Gnx, Gnx) = [Gux|2  (xeM)
Osszefiiggésbdl.

5.7. TETEL. Nemelfajuls, (9, G") tipusi € térben a t,-teljes £ definit lined!
regularitdsihoz sziikséges és elégséges, hogy L ($-zdrt) altér legyen.

Bizonyitds. Elégségesség. Legyen L t,-teljes definit altér E-ben. A 3°
4llitds értelmében £ szabdlyos altér. De akkor Q vetitésre nézve teljes (4. §, 2. pont)
és igy reguldris (5. 2. tétel, kdvetkezmény).
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Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy L reguldris, de nem zdrt, és lezdrdsa Q. Az
@\ € halmaz nem iires. Vegyiink egy y,€ £\ € vektort. Minthogy a 7, -teljesség
€s a regularitds miatt az € linedl vetitésre nézve teljes (2. pont), képezhetjiik az y,
vektornak az £ linedlra vald xo(€ 2) G-vetiiletét. A z, = yo—x, (€ £) vektor
G-ortogondlis L-re, tehat Q-ra is. Specidlisan (Gz,, z5) = (Gzg, Yo — Xo) = O.

Mdsrészt € regularitdsa miatt az € altér definit (2°. 4llitds), ennélfogva z, =0,
Yo=Xo € 2. Ellentmonddsba keriiltiink az y,€ 2 ¢ feltevéssel. A tételt bebizonyi-
tottuk.

A 6.§-ban meg fogjuk mutatni (lasd a 4. pontot), hogy J-terekben az 5.7.
tétel bizonyos értelemben megfordithatd: definit (zdrt) altér akkor és csak akkor
reguldris, ha t,-teljes (azaz szabdlyos — ldsd a 3°. dllitdst)!%

Ebbél a koévetkez§ 4dllitds adddik:

4°. J-térbeli L definit linedlokra a regularitds és a szabdlyossdg fogalma egybe-
esik.

Valdban, ha € reguldris definit linedl @-ben, akkor lezdrdsa, € is reguldris
(5. 6. tétel), tehdt szabdlyos. De akkor € is szabdlyos (3. 5. tétel).

Megforditva, ha az £ linedl szabdlyos, akkor 2 is szabdlyos. € definit volta
miatt £ szemidefinit, ¢s minthogy szabdlyos is, £ definit (3. §, 9°.). Minthogy tovibbd

Q vetitésre nézve teljes is (4. §, 2. pont), az £ altér reguldris (5. 2. tétel, kdvetkezmény),
és vele egyiitt az £ linedl is reguldris.

6. §. J-metrikaval ellatott terek

Ebben a paragrafusban részletesen fogjuk tanulmdnyozni a J-tereket (2.§,
7. pont), vagyis azokat a (§, G")-tereket, amelyekben a G-metrikdt megadé Gram-
operdtor alakja G = J=P,—P_ (P, és P_ Hilbert-féle merSleges vetitések ope-
rdtorai, P, + P_ = I). Amint a 2. § 3°. dllitdsdban megmutattuk, bdrmelyik ($, G")-
tipusi € tér, amelynek a G Gram-operdtora korldtosan invertdlhatd, J-térré ala-
kithato 4t azaltal, hogy a Hilbert-féle metrxkajat (H-metrikdjdt) bizonyos vele
ekvivalens metrikdval helyettesitjik.

1. A tovdbbiak szempontjabdl 1ényeges a kdvetkez8 nyilvdnvald dllitds (14sd
2.§, 8. pont):

1°. Egy € J-tér H-topoldgidja kompatibilis a J-metrikdval €-n, tehdt a H-topo-
Iégia azonos a t,-topolégidval az € téren.

Innen és a 3. 1. tételbdl adddik: .

2°. Egy € J-tér tetszés szerinti & linedljdra "= 2, ahol L az L linedl $-lezd-
rdasa. Specidlisan, ha £ altér, akkor 2" =2.

Felhaszndlva az 1°. és a 3. § 5°. dllitdsdt, meggySz&dhetiink a kdvetkezd 4llitds
helyességérél:

3°. Ha L linedl az € J-térben, akkor ahhoz, hogy L+ sirii legyen G-ben

(8+ & = €), sziikséges és elégséges, hogy az (= L") altér nemelfajulé legyen.

14 Magito! értetddik, hogy (9, G*)-terekben ez mar nem igaz. Elegendd tekinteni egy olyan
{9, G") tipustt € teret, amelynek a G Gram-operatora pozitiv és G-' nem korlatos. Akkor maga
€ reguldris, de nem szabdlyos (nem 7:-teljes).
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Specidlisan ha L altér, akkor L+ = € akkor és csak akkor, ha & nemel-
Sfajuld.

A 4. § 6°. 4llitdsdbol kovetkezik, hogy egy € J-térbeli £ nem-z4rt linedl nem lehet
vetitésre nézve teljes. Ami viszont a zdrt linedlokat, vagyis az & — € altereket illeti,
£ vetitésre vonatkozd teljességéhez sziikséges és elégséges (4. 3. tétel), hogy L-en
a 7,(8, J), 1,(€, J) topoldgidk egymdssal ekvivalensek legyenek, minthogy pedig az
1°. allitds alapjdn az € téren t1,(€, J) egybeesik a H-topoldgidval, bebizonyitottuk
az aldbbi &llitdst: . '

4°. Az € J-tér 8 altere vetitésre nézve akkor és csak akkor teljes, ha szabdlyos
(3.§, 7. pont).

Definit £ alterek esetén az 5. § 3°. 4llitdsa értelmében a fenti 4°. dilitdst igy lehet
atfogalmazni:

5°. Definit altér vetitésre nézve akkor és 'csak akkor teljes, ha t,-teljes.

2. Vezessiik be az €, =P, €, €_=P_C€ jeloléseket. Akkor fenndll az
C=€C,pC_

egyenlGség, és ez az € térnek egy kanonikus felbontdsa (3.§, 2. pont).

6°. Legyen L tetszés szerinti nemnegativ (nempozitiv) linedl az € J-térben.
Akkor a P, (P.) vetitd operdtor az L linedlt linedris és H-homeomorf mddon (azaz
kélcsondsen egyértelmiien és a $H-topologidra nézve mindkét irdnyban folytonosan)
képezi le a P, R2cC €, (P_RcC_) linedira.

A bizonyitdst végezzitk nemnegativ £ linedl esetére szoritkozva. Az L linedl
P, Qre valé P, leképezésének kolcsénés egyértelmiisége abbdl ldathatd, hogy
P,.x=0, x€Q esetén x=P_x, minthogy pedig £ nemnegativ, x=0. Ami a P 2
linedlt £-be atvivé inverz leképezes folytonossdgdt illeti, az az

X2 =Py )2+ P-x|* = 2| P, x||?
egyenlGtlenségbdl adodik, amely a
0 =.G(x, x)=(Jx, x)=[Pyx||* — | P_x||?
Osszefliggés miatt barmilyen x € £ vektorra érvényes.

6. 1. TETEL. a) Ahhoz, hogy az L C € nemnegativ (pozitiv) linedl maximdlis
nemnegativ (pozitiv) altér'® legyen, sziikséges és elégséges a

6. 1) P, 2=C,

Sfeltétel teljesiilése. »
b) Ahhaz, hogy az LC € nempozitiv (negativ) linedl maximdlis nempozitiv
(negativ) altér legyen, sziikséges és elégséges a

(6.2) P_8=G_

Jeltétel teljesiilése.
c) Ahhoz, hogy az & — € semleges linedl maximdlis semleges altér legyen, szilk
séges és elégséges, hogy a (6. 1), (6. 2) egyenlbségek kiziil az egyik teljesiiljon.

15 fov hivjuk az € térnek azokat a maximalis nemnegativ (pozitiv) linedljait, amelyek
H-alterek.
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Bizonyitds. El8szor tegyiik fel, hogy az £ nemnegativ linedlra fenndll a (6. 1)
egyenl6ség. Ha létezne olyan nemnegativ £, D € altér, amelyre £,\ 20, akkor
a 6°. dllitds alapjdn azt kapndnk, hogy P, &, \€, = P, & \P,L#0, és ez ellent-
mond a P, 8, c €, inkluziénak. Minthogy minden pozitiv (és semleges) altér nem-
negativ, az a), c) feltételek elégséges voltdt bebizonyitottuk. A b) feltétel elégségessége
analég médon igazolhatd.

Most legyen € valamilyen nemnegativ (pozitiv) altér. Ha P, 8 #€,, akkor
P, Q zértsdga miatt, ami a 6°. dllitdsbol kovetkezik, taldlhatd (0#)x, €€, O P, L
vektor. Nem nehéz beldtni, hogy ebben az esetben 2; = 2@ {x,} nemnegativ
(és pozitiv & esetén pozitiv) altér, amely tartalmazza 2-et, kévetkezésképpen £ nem
maximdlis. Ha viszont € semleges altérés P, 8#€,, P_2#E_,akkor L& {xq+ o},
ahol 0#)x, €€, OP. L, 0#)y,€c€_OP_2L, |xol=lyol, egy L-et tartalmazéd
semleges altér, tehdt £ nem lehet maximadlis semleges altér. A tételt bebizonyitottuk.

Minthogy az 2 Hilbert-tér dimenzidja (az £-beli teljes ortonormadlis bdzisok
szamossdga) linedris homeomorf leképezések sordn nem viltozik meg, a 6°. 4llitdsbol
és a 6. 1. tételbsl az aldbbiakat kapjuk.

6.2. TETEL. Az € J-tér minden maximdlis nemnegativ és pozitiv alterének a
dimenzidja megegyezik és egyenld az €, =P, € altér dimenzidjdval. Az € tér minden
maximdlis nempozitiv és negativ alterének dimenzidja megegyezik és egyenlé az
€_ = P_C altér dimenzidjival. Az € térben minden maximdlis semleges altér dimenzidja
egyenls €, és €_ dimenzidja kozill a kisebbikkel.

Ebbédl és a kanonikus felbontdsok komponenseinek maximalitdsabdl (3. §,
2. pont) kozvetleniil adddik az aldbbi dllitds, amelyet ugy tekinthetiink, mint a
kvadratikus alakok tehetetlenségi torvényének dltaldnositdsdt.

7°. Ha

E=M, +M_

az € J-tér kanonikus felbontdsa, akkor
dmM, =dmE,, dimP_ =dmE_.

3. Tekintsiink valamilyen 2 € linedlt. Ha van olyan K linedris operdtor,
amely az € alteret €_-ba képezi le, az €_ altéren azonosan nulla, és amelyre igaz
az, hogy & az € tér

x = x;+Kx, (x+ €€,)

alakban felirhaté vektoraibol és csak ezekbdl dll, akkor azt fogjuk mondani, hogy
K az 2 linedal €, -ra vonatkozd szdg-operdtora. Analég modon definidlhatd az £
linedl €_-ra vonatkozo szdg-operdtora.

A kovetkezSkben bizonyitds nélkiil idéziink szdmos egyszerii dllitdst, amelyek
a szdg-operdatorok segitségével leirjdk a J-terek maximadlis altereinek elhelyezkedését
(a bizonyitdsokat ldsd a [33] dolgozatbané).

6. 3. TETEL. Ahhoz, hogy az L€ linedl maximdlis nemnegativ altér legyen,
szitkséges és elégséges, hogy az L linedl €, -ra vonatkozé K szég-operdtora létezzék
és kontrakcio legyen: |K|| =1. Ezen beliil & akkor és csak akkor maximadlis pozitiv

16 A [33] cikkben ,,szOg-operator” helyett a ,,sz0g-egyiitthat6” elnevezés szerepel.
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altér, ha K az €, altéren teljesen nem-izometrikus kontrakcié (0#x¢c€, esetén
| Kx|| <|x|l), tovdbbd & akkor és csak akkor maximdlis semleges altér, ha a K operdtor
az €, altéren izometrikus (x €€, esetén |Kx| =|x|).

Ebbdl és a nempozitiv linedlokra érvényes analog dllitdsbdl kovetkezik, hogy
az L linedl akkor és csak akkor hipermaximdlis semleges (3. §, 6. pont) altér, ha szég-
operdtora az €. alteret izometrikusan € _-ra képezi le. |

6.4. TETEL. Az L& (C€) maximdlis pozitiv (negativ) altér akkor és csak akkor
szabdlyos (¢és igy vetitésre nézve teljes (4. §, 2. pont)), ha € -ra (ill. €_ -ra) vonatkozé
K szdg-operdtordra ‘teljesiil a

Kl <1
egyenlétienség. :

Megjegyezziik, hogy a 6. 3. és 6. 4. tétel mdsik, ekvivalens megfogalmazdsdt
kapjuk, ha az € linedl K szég-operdtora helyett azt az £-re ,.,ferdén” vetit§ E ope-
ratort (E%2=E) tekintjiik, amelyre nemnegativ linedl esetén EP, =FE, P, E=P,,
nempozitiv linedl esetén EP_=F, P_E=P_. Nem nehéz beldtni, hogy ezen E
vetit operdtor és a K szdg-operator kozott fenndllnak az

E = P, +K (sign £=0), E=P_+K (sign 2=0)
egyenlGségek. ’

A 6. 4. tételbdl azt nyerjiik, hogy a J-terek osztdlydban a IT,, terek (2. §, 7. pont)
a kovetkez8képpen jellemezhetSk.

6. 5. TETEL. Ahhoz, hogy az € J-térben minden definit (pozitiv vagy negativ)
altér szabdlyos legyen, sziikséges és elégséges, hogy az €, €_ alterek koziil legalibb
az egyiknek a dimenzidja véges legyen, vagyis hogy az & tér Il -tipusi legyen
(=min {dim €, , dim €_}).

Egy Q€ altér és J-ortogondlis komplementuma, £’ szog-operdtorai kozott
a kapcsolatot a kovetkezd dllitds adja meg:

8°. Ha K az L altér €, -ra vonatkozd szég-operdtora, akkor K* az L' altér
€_-ra vonatkozo szog-operdtora.

A bizonyitds abbdl adddik, hogy x € & akkor és csak akkor, ha tetszés szerinti
x, €€, vektorra (Jx,x, + Kx,) = 0, azaz (P.x, x,)=(K*P_x, x,). Minthogy
R(K¥) €, , az utdbbi egyenlGség ekvivalens azzal, hogy P, x=K*P_x. Mais
szoval x€ & akkor és csak akkor, ha

x = K*P_x+ P_x,

ez pedig éppen azt jelenti, hogy K* az £’ altér €_-ra vonatkozé szég-operdtora.
Innen koézvetleniil kapjuk az aldbbiakat:
9°. Ha & maximdlis nemnegativ (nempozitiv, pozitiv, negativ) altér, akkor &
maximdlis nempozitiv (illetve rendre nemnegativ, negativ, pozitiv) altér.
Azonkiviil a 8°. dllitdsbdl és a 6. 4. tételbsl az € J-tér Osszes kanonikus fel-
bontdsainak kovetkezd leirdsa adddik:

6. 6. TETEL. Ahhoz, hogy I, és M _ az € J-térvalamilyen kanonikus felbontdsd-
nak a komponensei legyenek, sziikséges és elégséges, hogy fenndlljanak az

(6.3) M, = (P, +K)E,, M. = (P_+K*E_
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osszefiiggések, ahol a K linedris operdtor teljesiti a
(Kl|l<1, K&, c€E_, KE_=0

feltételeket.

Most megmutatjuk, hogy egy € J-térben bdrmilyen £ altér tanulmdnyozdsa
visszavezethetd maximdlis alterek vizsgdlatdra. Ehhez tekintsik az & altér olyan

2=2,08_ 08,

kanonikus felbontdsdt, amelynek a komponensei nemcsak J-ortogondlisak, hanem
$H-ortogondlisak is egymasra (ldsd 3. §, 2. pont). Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

¢P=pr,0o,, ¢V=pP ¢, P=pP, o, P=p_¢_,
¢ =r,2, P=r_g, =Poe® (k=1,2,3).

Ha x€&,, yeQ_, akkor

, (Pix, Poy)+(P_x, P y) = (x,) =0
€s
(P+x5 P+y)_(P—x> P—y) = (Jx, y) = 0

Ebbdl kévetkezik az € és @(f), @(_1). és €2 alterek $H-ortogonalitdsa. Ugyanilyen
megfontoldsok alapjdn végiil is bebizonyithatjuk, hogy az €W, €3, €3 alterek
pdronként $-ortogondlisak és J-ortogondlisak. Nem nehéz beldtni, hogy az E®
(k=1,2,3) altéren a J-metrika azt a J,-metrikdt indukdlja, amelynek Gram-
operatora J, = P(f) —P(f), ahol P(f,‘) és P az (ﬁ(f) ill. €%, altérhez tartozé Hilbert-
féle mer8leges vetités operdtora. A 6. 1. tétel értelmében £, maximdlis pozitiv altér
€V-ben, £_ maximdlis negativ altér E®-ben, 2, hipermaximdlis semleges altér
€3 _ban. Konnyen lathato, hogy az £ altér J-ortogondlis komplementuma — az
L altér — elGdllithato

6.4 = (L) 0(L-);DLOEW

alakban, ahol (MM); az McE® altér J,-ortogondlis komplementuma E®-ban és
EW = EO[EVPENPED]. A (6.4) felbontds bizonyitdsdndl felhaszndltuk, hogy
a 3. 3. tétel alapjdn (£4);=2,.

4. Az 5.2. tétel kovetkezménye szerint az € G-térben minden vetitésre nézve
teljes definit linedl reguldris. Ha az € tér J tipustl, akkor ennck a forditottja is igaz,
amint az alabbi allitdsbol kovetkezik.

6.7. tétel. Az € J-térben minden nem-szabdlyos definit altér szinguldris.

A 3. pont végén mondottak értelmében a bizonyitdst elég maximadlis pozitiv
nem-szabdlyos € C € altérre végezni. Ha K az € altér szdg-operdtora, akkor a 6. 3.
tétel alapjdn

([P+ —K*K]x.,, x+) = |lx, |2 = IKx,[|2>0
minden nulldtd] kilonb6z6 x, € €, vektorra. Ebbdl és a 6. 4. tétel szerint fenndlld
IK*K||=||K||>*=1 egyenl8ségbSl kovetkezik, hogy a A=0 pont, amely az €,
altéren tekintett T = P, — K*K operdtornak nem sajdtértéke, a spektrum torléddsi
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pontja. Legyen E;, (0<A=M) az €, altéren tekintett T operator balrél folytonos
spektrdlserege (E,=0, Eyy=P,, E,_o=E,). Tekintsiik a

M M M M M
Al - ('_8_’ M]’ AZ - [27: —g' [IRAAE) An - [(’ZTI):” F]’ oee

félig zdrt intervallumokat. Az 9, = E, €, alterek sorozatdbol vdlasszuk ki a sorozat
nulldtdl kiilénboz8 tagjaibdl dllo {M,} részsorozatot (minthogy A=0 a T operdtor
spektrumdnak torléddsi pontja, ez a részsorozat végtelen). Vegyiink fel x; €M, c
cC,,lxHI=1 (n=1,2,...) vektorokat. Nyilvdn

1
+ o+
(Tx,, s Xn )én—3

Tekintettel arra, hogy (x;i, x;})=9;;, az

ijs

o 1
yg: sz:6(5+

n=1
vektor létezik. Most tekintsiik az
Vn=n(xy +Kx;)€Q n=12,..)
sorozatot. Fennall

(Vs yu) = B2(J[x0 +Kx 1, x5 +Kx)') =

)

3| -

= n2([P, —K*K]xy, xi) = n*(Tx,}, x3 )=
tehdt (Jy,, y,) ~0 (n—=). Ugyanakkor

Uyn, ¥3) = n(xa, y3) =1 (n=1,2,...),
és igy az
fre (x) = (Ix, y3)

funkciondl nem t,-folytonos. Illy mdédon bebizonyitottuk, hogy az £ altér szingu-
ldris.

5. Ebben a pontban meg fogjuk mutatni, hogy a (9, G")-terek osztdlydban a
J-terek az ,,univerzalitds” tulajdonsdgdval rendelkeznek. Annak érdekében, hogy
dttérhessiink a pontos megfogalmazdsokra, bevezetjiik a kdvetkez8 definiciot. Azt
fogjuk mondani, hogy a (9, G*) tipusu €,, €, terek ekvivalensek, ha az €, térnek
létezik H-homeomorf €s G-izometrikus linedris leképezése!” az €, térre.

6. 8. TETEL. Legyen € olyan J-tér, amelyre dim €, =dim €_ =IN. Akkor bdr-
milyen M= dimenzidji €, (9, G¥)-térhez taldlhaté €-ben vele ekvivalens L altér.

17 Az U leképezést G-izometrikusnak nevezziik, ha x, y€€: esetén G2(Ux, Uy)=G1i(x, y)
(itt Gi(x, y) az az alak, amely az G; tér G-metrikajat értelmezi).
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A bizonyitdst nyilvdn elegend§ arra az esetre elvégezni, amikor €; pozitiv
(lasd 3. pont) és dim €, =N=M. Legyen €, ilyen (9, G")-tér, és az €,-beli G-
metrikdt indukdlja a G,(x, y) alak, a $-topolégiat pedig az (x, y); skaldris szorzat.
Az utébbi nyilvdn megvdlaszthaté ugy, hogy G,-nek — a G,(x, y) alak €,-beli
Gram-operdtordnak — a normdja legfeljebb 1 legyen. Most legyen U, az €, térnek
az €, altérre valé H-izometrikus leképezése (ennek létezését az M =N egyenlGség
biztositja). Tekintsiink egy €, -on Onadjungdlt 4 operdtort, amely teljesiti a

P+ __AZ = UlGl Url
feltételt; ez az [|U;G;Ur| =1 egyenlStlenség kovetkeztében lehetséges. Legyen
K=VA,

ahol V az €, altérnek €_-ra valé tetszés szerinti H-izometridja. Fenndll |4} =1,
tehat ||[K||=1.

Legyen 2 (<€) olyan altér, amelynek szdg-operdtora K-val egyenl6. A 6. 3.
tétel alapjdn £ maximdlis nemnegativ altér. Bebizonyitjuk, hogy & és €, ekvivalens
egymdssal. Ennek érdekében megjegyezziik, hogy el6szor is a 6°. 4llitds értelmében
az U=U;1P, leképezés L-nek €,-re vald H-homeomorfizmusa. Mdsodszor,
x, y€ L esetén

J(x,y) = ([P+ — K*K]P . x, P+y) = ([P+ —A%)P . x, P+Y) =
= (G,U7'P,x, Ui P, y), = (G,Ux, Uy), = G(Ux, Uy),
és igy az U leképezés G-izometrikus. A tételt bebizonyitottuk.

6. Befejezésiil vizsgaljunk meg néhdny kérdést a J-terek bdzisaival kapcsolat-
ban. A szepardbilis esetre fogunk szoritkozni (annak ellenére, hogy analég eredmények
altaldnosabb feltevések mellett is megfogalmazhatdk) abbdl a célbdl, hogy felhasz-
ndlhassuk a $-térbeli biortogonadlis rendszerek N. K. BARItS] [59] szdrmazé elméleté-
nek alaptételeit?s.

Emlékeztetiink arra, hogy az € szeparabilis D-térben vektorok két teljes rendszere, S ={e}s
&s B*={g}r akkor alkot {S, S*} biortogondlis rendszert, ha (e, g;)=0:i;. Az ©* rendszert (ame-
lyet S egyértelmiien meghataroz) az & rendszer konjugditidnak nevezziik. Az S rendszert Bessel-
félének mondjuk, ha x€C esetén
2 (x, g2 <,
k=17 .
€s Hilbert-félének, ha tetszés szerinti, a
2 2 <o
K=1
Teltételt teljesitd y (k=1,2,...) szamokhoz talalhat6é egy és csak egy olyan x €& vektor, amelyre
(x, g)=7c (k=1,2,...). Ismeretes, hogy ha & Bessel-féle, akkor S* Hilbert-féle. Ha egy S rendszer .

egyszerre Bessel-féle és Hilbert-féle, akkor & bdzis az € térben, vagyis barmelyik x € € vektor egyér-
telmiien elballithatd erésen konvergens

x= kZ; Yeex, = (x,8) (k=12,..)

18 TLisd még a [60] munkat.
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sor Osszegeként. Az ilyen bazisokat Riesz-bdzisoknak hiviak. Amint I. M. GELFAND [61] megmu-~
tatta, az S bdzis akkor és csak akkor Riesz-bdzis, ha vektorainak bdrmilyen dtrendezése esetén bdzis
marad. A Riesz-bazis, a Bessel-féle és a Hilbert-féle rendszer tovdbbi ekvivalens. definicidit lasd
az [59], [60] munkakban.

Most legyen G ={e,}; az € J-térben teljes J-ortonormdlis rendszer, azaz
(Je;, e;) =1 6;;. Legyen g, =Je,, ha (Je,, e,)=1, és g, =—Je,, ha (Je,,¢) =—1.
Ekkor az C*—{gk} rendszer az & rendszer konjugéltja. Konnyii beldtni, hogy az
{e}, {£Je,} rendszerek egyszerre Bessel-félék vagy Hilbert-félék. Ebb6l kovet-
kezik az aldbbi 4llitds.

10°. Ahhoz, hogy az € térben teljes és J-ortonormdlis & rendszer az € tér
Riesz-bdzisa legyen, elégséges, ha & vagy Bessel-féle (tetszés szerinti x €€ esetén

5’ I(Jx, e)|?><=), vagy Hilbert-féle (a (Jx,e)=1v., k=1,2, ... egyenletrendszer
n=1 .

egyértelmiien megoldhaté €-ben, hacsak 23 |y |*<=°).
k=1

Legyen S={e/]}r teljes J-ortonormalis rendszer €-ben. Tekintsiik az M, , M _
altereket — az S, ={e.:(Je, e) =1}, ill. S_={e:(Je,e) =—1} rendszerek
zart linedris burkait. Nyilvanvald, hogy

M, M-

6.9. TETEL. Ahhoz, hogy az 6_:{ek};° J-ortonormdlis rendszer az € tér Riesz-
bdzisa legyen, sziikséges és elégséges az

M, +M_ =€

Jeltétel, vagyis hogy M, és M _ az € tér valamilyen kanonikus felbontdsdinak kompo-
nensei legyenek.

Bizonyitdas. Ha M, +M_ = €, akkor tetszés szerinti x €€ vektor elSallit-
haté x=x,+x_ (x, €M, x_€Pi_) alakban. Minthogy S, és &_ J-ortonor-
madlis bdzis az M, ill. MM_ definit altérben, fenndll

S \Uxs, edli<e, 3 Tx-, el <o,

. €Sy e €S-
vagyis

= U=, e)|? < oo,

Ilyen mdédon az & rendszer Bessel-féle, tehdt a 10°, 4dllitds szerint © Riesz-bazis.
€-ben.
Megforditva, legyen ©={e,}; Riesz-bdzis az € térben. Ha x az € tér tetszés.

szerinti vektora, akkor x = Z ver (7 = £ (Jx, ¢)), ahol Z [Pl < 0. Legyen e, € S,
Y

esetén yF =7y,, yr =0, €,€S_ esetén pedig y; =0, y; =1v,. Akkor Z 112 < oo,
k=1

Z |y 12 <eo, és igy léteznek az x+—2yk e €M, , x 2 e €Wi_ vektorok,.

ebbol viszont kovetkezik az
M, +M_ =€
direkt felbontds érvényessége.
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A bebizonyitott tételbdl konnyen adddik, hogy egy € vektorrendszer akkor és
csak akkor alkot J-ortonormdlis Riesz-bdzist az € J-térben, ha ©=S, U &S_, ahol
S, és S_ J-ortonormdlis bdzis az I . ill. M _ definit altérben, vagyis az € tér vala-
melyik kanonikus felbontdsanak komponenseiben. Ez az dllitds, tekintettel a 6. 6.
tételre, az € J-tér Riesz-bdzisainak teljes leirdsat adja.

Ami tetszés szerinti G"-tipusu € tér S={es};= G-ortonormalis rendszereit (G(e:, e;) = +3s))
illeti, ezen a téren csak R. NEVANLINNA [11] alabbi eredménye ismeretes, amelyet bizonyitas nélkii
idéziink. .

11°. Ahhoz, hogy tetszés szerinti x, y €€ vektorokra érvényes legyen a

G(x,y) = 21’ Gle:, e)G(x, e) Glei, ¥)

abszoliit konvergens bilinedris felbontds, sziikséges és elégséges, hogy minden x € € vektorra

oo

1) 2 1G(x, e)r <,
i=1
2) 2 1G(x, e)P=Gx, = 2 1G(x, eX)P?
i=1 i=1
¥
egyen (G(e:, e;)=1 esetén ef =e;,ei =0; G(ei,e)) =—1 esetén e; =e;:, ei =0).

Ha rdaddsul az € G"-tér nemelfajuls, akkor birmelyik x eleme egyértelmiien elddllithato

X = 2716.'
i=1

alakii sor segitségével, amely a-

H(x, ) = _21 G(x, e)Gles, ¥) -

skaldris szorzat dltal indukdlt normdban konvergdl.

Megjegyzések és irodalmi utalisok

2.8, 1. pont. Tetszés szerinti (altaldban nem-hermitikus) G-metrikaval ellatott G-terek ilyen
altalinos feltételek mellett val6é vizsgalatara, gy latszik, ez az elsd eset.

2. pont. G-térbeli lokalisan konvex topoldgidk vizsgilatanak az otlete E. SCHEIBE-tO] szdrmazik
{501, 6 azonban hermitikus G-metrika esetére szoritkozott. E. SCHEIBE mdsik korlatozé feltevése az,
hogy a tér nemelfajulé, ami maga utdn vonja a megfeleld topologidk szeparaltsagat. Figyelembe
kell venni, hogy az [50] cikk terminologiaja (kiilonGsen a dolgozat algebrai részében) eltér a mienk-
t6l. Tobbek kozétt az € G-tér nemelfajuld és elfajuld linedljait E. SCHEIBE reguldris, ill. szingularis
altereknek nevezi, az izotrop linedlokat pedig radikaloknak.

3. és 4. pont. A 2°, allitas és a 2. 1. tétel (mindkett6 csak G"-metrika esetére) az [50] miiben
szerepel. A ,,G-metrikat feliilmalo topologia®™ kifejezés 4j. Lénycgileg azonban (mds terminologia-
val — v&. az 5. ponthoz irt megjegyzéssel) G”-metrikat feliilmulé H-topologidkkal mar R. NEVAN-
LINNA [11]—[13] foglalkozott. Viszont az emlitett munkak koéziil az utolsdban [13] sz6 van adott
G"-metrikat feliilmulé ekvivalens és nem-ekvivalens D-topologiakrdl, pedig a 2. 1. tétel kimondja
hogy az osszes ilyen topolégidk ekvivalensek. Nyilvdn az S. BANAcH klasszikus tételével (vagy
»,zart graf tétellel”) kapcsolatos gondolatkér R. NEVANLINNA vizsgdlatainak teriiletén kiviil esett.

A 4. pont végén ismertetett példat illetden lasd a kovetkezd megjegyzést.

5. pont. G"-metrikdk hermitikusan nemnegativ és hermitikusan pozitiv majordnsait eloszor
R. NEVANLINNA tanulmanyozta [11}—[13], de figyelmen kiviil hagyta azt a kérdést, hogy adott
G"-metrikahoz talalhatok-e ilyenek. Az az altalanosabb kérdésfeitevés, amely majorins félnormal-
hat6 topologiakra vonatkozik, itt szerepel eloszor.
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A 4. pontban ismertetett példa tobbek kozott azt mutatja, hogy van olyan G-metrika, amelyet
semmilyen félnormalhatoé topoldgia, és igy scmmilyen hermitikusan nemnegativ majorans se
majoral. Ennek a példanak a szerzje M. L. BRoDszkn. Az a megjegyzés, hogy az M. L. BRODSZKIS
altal szerkesztett G-metrikat egyetlen olyan topolégia sem muilja feliil, amelyet megszamldlhatéan
végtelen sok félnorma értelmez, Ju. P. GINZBURGtO! szdrmazik.

6. és 7. pont. Gram-operatorokat (B, G)-terekben azel6tt nem vizsgaltak. (9, G™)-terek esetén
1ényegileg mar R. NEVANLINN A-ndl [11] szerepeltek, ezért tanitvanyai és E. SCHEIBE ezeket a tercket
Nevanlinna-féléknek nevezték.

A végtelen dimenzidju J-tereket Ju. P. GINZBURG vezette be [22]-—{24]. Megemlitjiik, hogy az
[50] dolgozat szerzdje ezekre a terekre a kovetkezd eléggé esetlen kifejezést aikalmazza: ,,két Hilbert-
tér kiilonbsége”. A 3°. allitdis H. LANGER-t0l szarmazik [31].

8. pont. A 2. 3. tétel nemelfajuld G"-tér esetére megtalalhatd E. Scuese [50] munkajaban;
itt a szerzo a bizonyitds irant érdeklddd olvasdnak N. Boursaxki [51] tanulmanyat ajanlja. E bizo-
nyitast Ju. P. GINZBURG rekonstrualta és altalanositotta tetszés szerinti G-terekre. Ugyancsak tole
ered a 2. 5. tétel.

3.§, 1. pont. Itt az ismertetésben E. ScHEIBE-t kovetjiik [50]. Csak arra kell figyelemmel lenni,
hogy a semleges linedlokat az [50] dolgozat totalisan szingularis altereknek nevezi.

3. pont. A (3. 8) kanonikus felbontas segitségével megszerkesztett H(x, y) majorans minin:lis
abban az értelemben, hogy az adott G"-metrika minden nemnegativ H.(x, y) majoransdra, amelyre
H1(@o, 60)=H1(G'0, @+)=H1(Go, G-)=H1(G§+ s @_):0, fennall a

Hix, )= H(x,x) (xcE)

egyenldtlenség. Ilyen majoransokat (9, G")-terekben R. NEVANLINNA tanulmanyozott [11]1—[13].
5.pont. A 3. 1. tétel és 3°., 4°,, 5°. kovetkezményei nemelfajulé G"-metrika esetében E. SCHEIBE-
tSl [50], tetszés szerinti G-metrikara valo aitalanositisuk pedig Ju. P. GINZBURGtOI ered.

6. pont. Ezen pont eredményeinek a tObbsége a IT,. terek specialis esetére mar korabban ismere-
tes volt (lasd 8], 2. 3. lemma, 4. 1. lemma, 4. 1. tétel). Ferdén kapcsolt semleges linealokkal (M. G.
KREJIN elnevezése) IT, terekben el6szor L. Sz. PONTRIAGIN-nak volt dolga [3], majd I. Sz. JoHvIDOV
alkalmazta oket [62], {6], [8]*°.

J-terek hipermaximalis semleges linealjait Ju. P. GINZBURG vizsgalta [33]. A 3. 3. tételt alta-
lanos feitételek mellett 1. Sz. JoHvIDOV bizonyitotta be. J-terek esetében ez a tétel a [33] munka
allitasaibol kovetkezik.

7. pont. Az aszimptotikusan izotrép sorozatokat, szabdlyos és relative szabalyos altercket
Ju. P. GINZBURG vezette be [32], [33]. Ezen fogalmak (nem-zart) linealokra valo altaldnositdsa és
a 3.5. tétel I. Sz. JonviDOV-t6] szarmazik.

E pont osszes eredményei természetes modon kiterjeszthetok (B, G)-terekre.

4.§, 1. pont. IT, tér nemelfajuld altereire vald G-vetiileteket L. Sz. PONTRIAGIN vizsgalt [3],
és az 6 nyoman altalanosabb feltevések mellett I. Sz. Jouvipov és M. G. KreJN [7], [8]. (9, G")-
terek esetében a (zart alterekre valdo) G-vetiiletek elméletének kidolgozisat R. NEVANLINNA kezdte
el [12]; kutatdsait tanitvanya, [. S. LouHIvAARA folytatta [15], [21]. Az utoljara emiitett munkaban
mar nem-hermitikus G-metrikaval ellatott 9-terekrol van sz6. I. S. LouHivaaraA-tol fiiggetleniil
ebben az iranyban 4ltalanosabb eredményeket kapott Ju. P. GINZBURG {32], [52]. A tetszés szerinti
G"-terekben valo G-vetités kérdésével eldszor 1. Sz. Jouvipov foglalkozott [48], definit linedlokra
val6é G-vetitésre szoritkozva (v0. 5. §, 1. és 2. pont). A G-vetiiletek altalanos elméletét Ju. P. Ginz-
BURG dolgozta ki [52].

A 3°. allitas (D, G")-terek esetére megtalalhatd 1. S. Lounivaara [15] cikkében. Ugyand egy
masik dolgozatiban [21] idézi a nem-hermitikus G-metrikaval ellatott (9, G)-térben valé G-vetit-
hetdségnek egy igen bonyolult feltételét, hivatkozva F. BRowbDER és W. LirTMAN eredményeire
[17}—119]. :

2. pont. G"-térbeli lineal vetitésre vonatkozo teljességének fogalma lényegében E. SCHEIBE
[50] munkéjiaban szerepelt. Tole fiiggetleniil ezt a fogalmat és magat a ,,vetitésre vonatkozo teljes-
ség” kifejezést 1. Sz. Jonvipov vezette be [48]. A 4. 2. tétel nemelfajuld G"-térbeli nemelfajuld
£ linedl esetében E. ScHEBE-t6l szdrmazik [50], az 4ltaldnos esetben pedig, épp tigy mint a 4. 3.
tételt, Ju. P. GINZBURG mondta ki el0szor az [52] munkidban. Az utdbbi tétel (D, G)-tér esetére a
[32} cikkben jelent meg.

1% Megjegyzés a korrekturdndl. Lasd még BOGNAR J. nemrég ko6zolt cikkét [63].
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3. pont. E ﬁont allitasai nemelfajuld € és & esetére E. ScHEIBE [50] dolgozatiban szerepelnek.
4. pont. A 7°,, ), B), y) allitasok a [32] dolgozatban jelentek meg. A B) allitdis megtalalhatd
1. S. LouHivAARA [21] miivében is.

5.§, 1. pont. A reguldris és szingularis definit lineal fogalmat 1. Sz. JoHvipov vezette be [48];
az 5. § eredményei alapjaban véve tole szirmaznak.

Az m(yo), M(yo) hatarokat (9, G")-térbeli & (zart) alterekre R. NEVANLINNA vizsgaita [12]
a G-vetités problémajaval kapcsolatban. Specialisan 6 bizonyitotta be, hogy e megszoritasok mellett
a G-vetithetoségnek az 5. 1. tétel kovetkezményében ismertetett feltétele sziikséges, és 7a-teljes €
altér esetén elégséges.

2, pont. Az 5. 2. tétel kissé eltérd alakban a [48] megjegyzésben keriilt kozlésre; az emlitett
megjegyzés utols6 mondata megalapozatlan kijelentést tartalmaz arra nézve, hogy ebbdl a tételbdl
a G-! operator zirtsaga miatt kovetkeznék a G-vetithetoség Ju. P. GINZBURGtOI szarmazo krité-
riuma ([32], 2. tétel).

3. és 4. pont. A, UHLMANN [42] munkajira BOGNAR JANOSs hivta fel a ﬁgyelmi’mlget; tole szar-
mazik az 5. 3. tétel elso bizonyitasa is [46], [47). Ezzel a bizonyitassal 1960 végén modunk volt kézirat-
ban megismerkedni. Ugyanakkor M. G. KRreJN és I. Sz. JouviDov a BOGNAR JANossal folytatott
levelezés soran ramutatott, hogy az 5. 3. tételre adott bizonyitisa 6nmagaban nem mond ellent
A. UHLMANN feltevésének, amennyiben az ezen bizonyitisban megszerkesztett szingularis lineal
nem 73-teljes. Ellentmondast, amint BOGNAR J. megjegyezte, csak akkor kapunk, ha az 5. 3.
tételt Osszekapcsoljuk A. UHLMANN (U) posztulatumaval. De ez a megkozelitési mod nem célszerd,
mert a IT,, terektd) eltekintve egyeldre nem ismeriink olyan G-tercket, amelyekben az (U) posztulatum
teljesiilne (a f7.-t0] kiilonb6z6 J-terekben mar biztosan nem teljesiil (6. 5. tétel)). Ami pedig a 1T,
tereket illeti, az 5. 5. tételbdl kovetkezik, hogy A. UnLMANN feltevésének ellentmondd példat korab-
ban 1. Sz. JoHviDov és M. G. KRrREIN konstruilt ([8], 421. oldal).

6. §, 1. pont. E pont alapvetd eredményei lényegében egybeesnck azokkal a tételekkel, amelyeket
(mads terminolégidban) E. ScHEIBE k6zOlt eloszor [50].

2. pont. A 6° 3llitas, a 6. 1. és a 6. 2. tétel Ju. P. GINZBURGtSIl szarmazik [33] (vo. még H.
LANGER [31] és E. ScHEIBE |50} munkaival). A 7°. allitast kordbban E. SCHEIBE bizonyitotta be [50].

3. pont. Ezen pont eredményei alapjiban véve Ju. P. GINZBURGtO! szdrmaznak [32], [33].
A J-térbeli maximalis nemnegativ és nempozitiv, valamint semleges alterek bizonyos kontrakcidk-
kal vald kapcsolatara vonatkozo, a mienkhez kozeli otleteket alkalmazott, kevésbé kialakult for-
maban, R. S. PHiLLIPS [29] disszipativ hiperbolikus rendszerek tanulmanyozidsa soran.

A nemnegativ alterekre ferdén vetitd E operatorokat H. LANGER vezette be [30], [31]; tOle
szarmazik a kovetkez6 eredmény, amely a 6. 3. tétel kdvetkezménye: ahhoz, hogy az E (EP.=E,
P.E = P.) vetités értékkészlete maximdlis nemnegativ altér legyen, sziikséges és elégséges az
WEN=V2 egyenidtlenség teljesiilése.

4. és 5. pont. A 6. 7. és a 6. 8. tételt Ju. P. GINZBURG bizonyitotta be.

6. pont. A 10° 3llitas és a 6. 9. tétel Ju. P. GINZBURGtOl szarmazik. A 6. 9. tételnél kevésbé
teljes allitdst bizonyitott be E. ScuemBE [50], N. K. Bari elméletének felhasznaldsa nélkiil.
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