ESZREVETELEK ES KIEGESZITESEK A LINEARIS
ELASZTOSTATIKA FESZULTSEGFUGGVENYEKKEL
FELIRT VARIACIOS ELVEIHEZ

KOZAK IMRE*
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

[Beérkezett: 1980. aprilis 10-én)

A dolgozat olyan duél funkcionalokat értelmez, amelyekben a fesziiltségfiigg-
vény-tenzornak csak hérom (alkalmasan megvilasztott) koordindtdja nem zérus, és
amelyek a peremfeltételek részletes vizsgdlatat is lehet§vé teszik. Az értelmezett duél
funkcionélokbél a fesziiltségfiiggvény-tenzor varidciéjaval hdrom kompatibilitasi mez6-
egyenlet és a kompatibilitdsi peremfeltétel adédik, az alakviltozdsmez8 kompatibili-
tésdnak sziikséges és elégséges feltételeként.

1. Bevezetés. Eszrevételek

1.1 A fesziiltségfiiggvényekbdl képzett fesziiltségmezdk kielégitik a kon-

tinuummechanika

i +4 =0 (1.1)
egyensilyi egyenletét. t*' a fesziiltség tenzor, ¢ a térfogati ergrendszer, pontos-
vessz6 a kovarians derivalas jele.

Feltételezziik, hogy az x!, 2%, x3 koordinata-rendszer tetszéleges, gorbe-
vonald. A hiarom koordinata 9sszességét x jeloli.

Legyen a test egyetlen zart feliilettel hatarolt, és legyen e partikuléris
megoldasa (1.1)-nek. Ekkor az (1.1) egyenletet kielégitd tetszéleges fesziiltség-
mezs elfallithaté Finzi, B. [1] és Bron, V. 1. [2] szerint a szimmetrikus fig
fesziiltségfiiggvény-tenzorral:

gkl gkl — gkrm (lsp frs; mp * (1.2)

("™ a permutaciés tenzor.) BLoH azt is kimutatta, hogy elegendd, az iltala-

nossag megsértése nélkiil, ha f;; hat fiiggetlen koordinataja koziil mindéssze
harom, alkalmasan kivailasztott koordinita nem zérus. Jelolje ezeket, mint
fesziiltségfiiggvényeket frs = fsr és legyenek fap = fpa a fesziiltségfiigg-
vény-tenzor zérus koordinatai. (A nagybetiivel jelolt indexparokban az indexek
a szokdsos 1, 2, 3 értékek kéziil csak meghatarozott értékeket vesznek fel.)
Az fap koordinatak indexparjai az rs indexparok osszes lehetséges valtozatai
koziil kivélasztva olyanok lehetnek, amelyekre nézve a

B = % (Ba. s + Boin) = aan (®) (1.3)
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egyenletnek tetszSleges xap(x) fiiggvények esetében is van megoldasa a fi(x)
vektormezére. (Gombolyid ziréjelbe tett indexek az illet§ tenzor szimmetrikus
részét, illetve a szimmetrikus rész koordinatait jelzik.) Ezek utian az RS index-
parok gy valasztandék meg, hogy az AB, BA, valamint az RS, SR index-
parok fis Osszes lehetséges indexparjat kiadjak. A Maxwell-féle fesziiltség-
fiiggvényeknél pl.

frs=fisforfos €8 fap=fa=fos=fu=0,

mig a Morera-félénél

frs=fivfoxfn € fap=fu=foa=faz=0

az f;s tenzor szerkezete.

Kimutathaté, hogy legfeljebb 21-féleképpen valaszthaté ki dgy harom
nem zérus, fiiggetlen koordinita a fesziiltségfiiggvény-tenzorban, hogy azok az
(1.2) képlet értelmében fesziiltségfiiggvények lehessenek.

1.2 Mint ismeretes, az elasztostatika linearizalt elméletében értelmezett
olyan varidcids elvekbél, amelyek funkcionaljaban fesziiltségfiiggvények szere-
litasi feltételeire tudunk kovetkeztetni.

Az ay(x) alakvaltozasmez6t kompatibilisnek mondjuk, ha az illetd test
merevtestszerd mozgasihoz és egyértékdi, legaldbb kétszer differenciilhaté
ai(x) mezGjéhez a Cesaro-formula a test egyértékil uy(x) elmozduldsmezdjét
allitja el8.

Vezessiik be a tovabbiak kedvéért az ay(x) alakviltozasmezdbgl képzett
szimmetrikus ¢*®(x) inkompatibilitasi (diszlokéaciés) tenzormezdt:

e = gkm o gy, . (1.4)
Az ® =0 egyenletek az alakvaltozasmezd el6zdek szerint értelmezett kom-
patibilitisdnak feltételét, a Saint-Venant-féle hat kompatibilitasi egyenletet
adjak.

A kompatibilitasi egyenleteknek variaciés elvhél, éspedig a kiegészitd
energia minimuma elvbél torténd elgallitasara el8szor SouraweLL, R. V. [3]
alkalmazott fesziiltségfiiggvényeket. Azt talalta, hogy a Maxwell-féle fesziilt-
ségfiiggvényekkel ilyen médon csak az el! = €22 = ¢33 = (), dsszesen tehat csak
harom kompatibilitasi egyenlet nyerhets, és a masik harom, az el?2 = 2 =
= e% = 0 kompatibilitasi egyenlet a Morera-féle fesziiltségfiiggvényekkel ads-
dik. ElGallt ezzel az tgynevezett ,,Southwell-paradoxon”, amely szerint -
annak ellenére, hogy tetszgleges fesziiltségmez§ képezhetd kiilon a Mmaxwell-
féle fesziiltségfiiggvényekkel és kiilon a Morera-féle fesziiltségfiiggvényekkel
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is — a hat Saint-Venant-féle kompatibilitasi mezdegyenletet csak tigy kapjuk
meg a kiegészitd energia minimuma elvbél, ha mind a Maxwell-, mind a Morera-
féle feszilltségliggvényeket figyelembe vessziik.

A fentebb megfogalmazott ,,Southwell-paradoxon” olyan értelemben
altalanosithaté, hogy barmilyen hirom fesziiltségfiiggvényt is vélasztunk, a
kiegészit6 energia minimuma elvbédl csak harom Saint-Venant-féle kompatibi-
litdsi mez8egyenletet kapunk meg.

Idékézben tovabbi variaciés elveket fogalmaztak meg a linearis rugal-
massagtan keretei kozott fesziiltségfiggvények segitségével, pl. Tonti, E. [4],
Open, J. T.—ReppY, J. N. [5] és ABOVsk1J, N. P.——ANDREEV, N. P.—DE-
RUGA, A. P. [6]. Ko6z6s vonasa ezeknek a variciés elveknek, hogy a ,,South-
well-paradoxon” megkeriilése érdekében a fesziiltségfiiggvény-tenzornak mind
a hat fiiggetlen koordinatajat zérustél kiilonbozének veszik és varialjak. A
valésagban, az 1.1 pontban kifejtettekbdl kovetkezden, jol megfogalmazott
variaciés elveknél a fesziiltségfiiggvények minden lehetséges variaciéjanak
figyelembevételével harom fesziiltségfiiggvénynek is elegend6 kell lennie az
alakvaltozdsmezd kompatibilitasanak kimutatasara.

1.3 Ténylegesen, Wasnizu, K. [7] részmegoldisat kiegészitve, a Bianchi-
féle azonossig segitségével, szerz§ kimutatta [8], hogy ha az

eRS = eRS — 0; x¢V, (1.5),

osszesen tehdt harom, alkalmasan megvélasztott Saint-Venant-féle kompatibi-
litdsi mezbegyenlet, tovabba az

nye®® =0; x¢€8S, (1.5),
az dgynevezett kompatibilitdsi peremfeltétel teljesill, akkor a maradé hirom
de Saint-Venant-féle kompatibilitasi egyenlet is teljesiil:

eAB — ¢BA = (; xcV.

V a test altal elfoglalt térfogati tartomany, S ennek egyetlen, egyszeresen
osszefiiggl pereme és ny a kiilsé normalis.

(1.5);-ben a harom RS indexpar annyiféle és ugyanolyan médon valaszt-
hat6 meg, mint az fi fesziiltségfiiggvény-tenzor harom, fesziiltségfiiggvény-
ként vehet§, nem zérus koordinataja.

(1.5), és (1.5), egyiitt az alakvéltozdsmezd kompatibilitdsanak sziikséges
és elégséges feltételét adja meg. Annak kimutatisival, hogy az alakvaltozas-
mezd kompatibilitdsanak feltételei kozott esak harom Saint-Venant-féle kom-
patibilitasi egyenletnek kell szerepelnie, megoldast nyert a ,,Southwell-para-
doxon”, de csak azon az aron, hogy biztositani kell az (1.5), kompatibilitasi
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peremfeltételek teljesiilését is. [9] Dolgozataban szerz§ kimutatta, hogy a ki-
egészitd energia minimuma elv, mint variacids elv teljesiilésekor nemesak az
(1.5), kompatibilitasi mezdegyenletek, hanem az (1.5), kompatibilitasi perem-
feltételek is teljesiilnek. Kovetkezik tehat, hogy a kiegészitd energia elv egy
jol megfogalmazott variiciés elv.

1.4 Osszegezve az el6zdeket, az alakvaltozadsmezd kompatibilitdsanak
variaciés elvvel torténd vizsgalatahoz két kévetelmény allithaté fel.

I. Olyan fesziiltségfiiggvény-tenzort kell alkalmazni, amelynek csak
harom (alkalmasan megvilasztott) koordinataja nem zérus.

IT. Részletesen meg kell vizsgilni a test peremének allapotat.

A [4], [5], [6] dolgozatok fesziiltségfiiggvényeket tartalmazé varidciés
elvei nem tesznek eleget sem az 1., sem a II. kovetelménynek. A [7] kényv
ugyanilyen variicids elvei esak az I. kovetelményt nem teljesitik.

1.5 Jelen dolgozat a cimben jelzett kiegészitéseket a fenti két kovetel-
mény tekintetében OpDEN és REDDY [5] munkijanak fesziiltségfiiggvényeket
tartalmazé duil egyenletrendszeréhez és az ezekhez hozzarendelt varidcids
elvekhez fiizi, ezért a tovibbiakban el§szor réviden osszefoglaljuk [5] vonat-
kozé f6bb megallapitasait.

OpEN és REDDY altalinos megallapitiasokat tesznek TonTi, E. [10] mun-
kaja alapjén a fizikai feladatok valtozéira, primal és dudl egyenletrendszereire,
valamint az ezekhez hozzirendelhetd variacids elvek funkcionaljaira. A linearis
(klasszikus) rugalmassigtan, mint példa szerepel.

Utébbi szerint az uy elmozdulasvektorral, mint alapvaltezéval, az ay,
alakvaltozasi tenzorral és a t*' fesziiltségi tenzorral, mint kézbens§ valtozo-
parral, valamint a ql térfogati terheléssel, mint forras valtozéval a linearis
rugalmassigtan primdl egyenletrendszere az alabbi kanonikus alakban fogal-
mazhaté meg:

%(uk;l + up k) = ay, (1.6),
w = iy, %€Su, (1.6),
P (1.7)

Mt g=0, (1.8),

nt! = ¢! x €8t, (1.8),

ahol (1.6), a kinematikai egyenlet, (1.6), az elmozduldsi peremfeltétel, (1.7) az
anyagtorvény, (1.8), az egyensilyi egyenlet (mérleg egyenlet), (1.8), a fesziilt-
ségi peremfeltétel, 5" az anyagallandékat magéba foglalé tenzor, iy az Su
peremrészen megadott elmozdulas és #' az St peremrészen megadott terhelés.

Az (1.6)—(1.8) primal rendszerhez, mint primal variacids elvek és funkeci-

onalok a Hu—Washizu-elv és funkcionalja, a Hellinger—Reissner-elv és funk-
=
L5
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cionalja, a Lagrange-elv és funkcionélja (a teljes potencialis energia), valamint
a Castigliano-elv és funkcionélja (a teljes kiegészitd energia) tartozik.

A dudl egyenletrendszer alapvaltozéja az fis fesziiltségfiigggvény-tenzor,
kozbensd valtozé parja az ay és t*! tenzorok, forrasvéltozéja pedig az €*® in-
kompatibilitasi (diszlokaciés) tenzor.

Ahhoz hasonl6an, ahogy a primal rendszernél q' a t*'(x) mezs kiegyen-
stilyozatlansagat mutatja, dual rendszernél e*® az ey () mez6 inkompatibili-
tasit megadé valtozénak tekinthet8. Tovabbi analégia szerint et = ¢
x €S a peremen megoszlé erérendszer, mig n, e®=e"x€cSa peremen megoszlé
inkompatibilitasi mez§. Kompatibilis alakvaltozismez§ esetén ¢®® = 0. Maga
a dual egyenletrendszer OpEN és REDDY szerint:

gkrm lsp frs;mp — gkt , (19)
Ck’pqtpq = Qi , (1.10)
gakm gblp gy o = €2, (1.11)

ahol exjpq a b*'*% tenzor inverze.

Feltiing, hogy az (1.6)—(1.8) egyenletekkel ellentétben, az (1.9)—(1.11)
duil egyenletek nem tartalmaznak peremfeltételeket. Nem szerepelnek ennek
megfelelen feliileti integrilok az (1.9)—(1.11) egyenletekhez megfogalmazott
dual funkcionéalokban sem. Mindez azt tiikr6zi, hogy ODEN és REppY duél
egyenletrendszere és varidciés elvei nem teszik lehetdvé az alakviltozasmezs
kompatibilitasdnak az 1.4 pont értelmében torténé vizsgalatat.

1.6 A dolgozat 2. pontja az (1.9)—(1.11) duil egyenletrendszert tgy
médositja, hogy az a fesziiltségfiiggvény-tenzor frss< 0, fap = 0 szerkezete
mellett is biztositsa az alakvaltozdsmezd kompatibilitdsat. Ehhez a hat (1.11)-
es skalaris egyenlet szamat haromra kell redukélni és az (1.9)—(1.10) egyenlet-
rendszer megfelel§ peremfeltételekkel t6rténd kiegészitésével biztositani kell
mind az St, mind az Su peremrészen a kompatibilitasi peremfeltételek telje-
siilését.

A 3. pont olyan duil funkcionalokat értelmez, amelyek varidciéi a 2.
pont szerinti médositott és kiegészitett dudl egyenletrendszert szolgaltatjak.
A fesziiltségfiiggvények szerinti varidciénal lényeges szerep jut annak a fel-
ismerésnek, hogy a fesziiltség-tenzor az St peremrészen azon til, hogy eleget
tesz a fesziiltségi peremfeltételnek, ugyancsak varidlhaté.

£
.
S
L

2. A linedris rugalmassagtan mdédositott és kiegészitett dual
egyenletrendszere

2.1 Legyen a tetszgleges x?, 2, 3 gorbevonali koordinatarendszerben
& = xk(fl, &) az S peremfeliilet egyenlete (£, &2 a felilleti paraméterek), és
értelmezziik az S peremen és annak kézvetlen Vg kornyezetében azt a &1, &2,
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&3 koordinata-rendszert, amelyben &% az S perem kiils6 normalisa mentén mért
elGjeles tavolsag és S-en &3 = 0. Jelolje a tovabbiakban az x1, 2, x® koordinata-
rendszert (x), a &', &2, &% koordinita-rendszert pedig (£). Utébbit peremhez
kotott koordinata-rendszernek nevezziik.

A tovabbiakban a Vs tartomanyon és az S peremen értelmezett mennyi-
ségeket és azok deriviltjait a (£) koordinata-rendszerben adjuk meg és irjuk
fel, anélkiil, hogy erre kilon felhivnink a figyelmet. Példaul S kiils6 normali-
sanak koordinatai n, = 0 és ny = 1; vagy mt™ = ng¥ = %,

Bevezetjiik, hogy a (£) koordinita-rendszerben a gorog betlis indexek
csak az 1, 2 értékeket veszik fel.

Legyen a két koordinita-rendszerben felirt tenzorok kézbtti transzfor-
macié formula
et (§)= 7* 7¢ el (x), 2.1),
ahol -1

det 78520 1.X 'i;(d =67, (2.1),

ci(x) tetszdleges tenzor az (x) koordinata-rendszerben felirva és 6% a Kronecker-
szimbélum.

2.2 Az f fesziiltségfiiggvény-tenzorra (2.1) szerint az alabbi a transzfor-
maciés képlet:

fed & =rr 78° frs (%) . (2.2)

Minthogy a transzformacié soran a fesziiltségfiiggvény-tenzor szerkezete
(zérus és nem-zérus koordinitii) megvaltozik, és mivel a V5 tartoméanyon
értelmezett fesziiltségfiiggvény-tenzor szerkezetének nem kell sziikségszertien
ugyanolyannak lennie, mint f,¢(x) szerkezete, a kovetkez8kben a V5 tarto-
manyon értelmezett fesziiltségfiiggvény-tenzort més betiivel, hey(£)-vel jelol-
jik.

Célszeri heq(£)-t igy megvalasztani, hogy he; koordinatai zérusak legye-
nek, de h,5(§) 5= 0. Az igy megvalasztott heq(§) és az frs(x) tenzorok kézott,
frs(x) barmilyen lehetséges szerkezete esetében is, (2.1), segitségével az alabbi
egyenletek irhatdk fel:

hoo(§) = o' o fes(%) + Ben(€) » (2.3,
hea(3) = 7o 7 frs(%) + Been(€) =0, (2.3),

ahol a f.(&) vektormezdt vigy kell megvalasztani, hogy a (2.3), egyenlet
teljesiiljon. Utébbi feladat mindig megoldhaté. heq(£) szerkezete természetesen
a fentitél eltérd médon is megvalaszthaté.

A (2.3), egyenletet tigy is tekinthetjiik, mint a (§) koordinata-rendszer-
ben vett hirom, nem-zérus h,o(§) fesziiltségfiiggvény és az (x) koordinéta-
rendszerben vett ugyancsak harom, nem-zérus frg(x) fesziiltségfiiggvény
kozotti kolesonds és fo(£) meghatarozasa utin egyértelmii kapesolatot.
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A Bea)(£) tag hozzdadasa a (2.2) szerinti transzformacié dtjan nyerhetd
Jfed(£) tenzorhoz nem valtoztatja meg a t*/(£) tenzormezét, mivel

1
ghem gldp ﬂ(e;d);mp = '2_ ghem gldp (ﬁe;dmp + ﬂd;emp) =0.

2.3 Az (1.6)—(1.8) peremértékfeladat (primal egyenletrendszer) dual
egyenletrendszerét az alabbi alapfeltevések és -kovetelmények mellett fogalmaz-
zuk meg.

Alapfeltevések :

— az frs(x) fesziiltségfiiggvény-tenzor 1.1 pont szerint frs = fsr koor-

dinitai zérustdl kiillonbozéek, fag = fpa koordinatai pedig zérusok;

— a 2.2 pontban bevezetett heq(§) fesziiltségfiiggvény-tenzor h.p koor-

dinatai zérustél kiilonbozbek, by koordinatai azonban zérusok.

Alapkévetelmény :

— az ay (x) alakvaltozasmez§ legyen kompatibilis.

Fenti feltevésekkel és kovetelménnyel a duil egyenletrendszer a kovet-
kez8képp irhaté fel:

gkrm e‘st,s;mp =k — g (2.4),
oy = hyy 68 hpyy = hys, E€St, (2.4),
Ciipq 1P = ay (2.5)
eRkm gSIP gy = eRS = eSR =0, (2.6),
e ebiP gy, = e =¥ =0, EeSt, (2.6),
apy = Ty & € Su, (2.6)4
Qryg — Gpgp — Qo = Ugipp &€ Su. (2.6),

A mar bevezetett jeloléseken felill a ﬁno(él, £2), 5,7,,; 3(&%, £%), Ees(él, &) =
== he, 3 (&%, %) = 0 fiiggvények az St peremszakaszon kielégitik az (1.8),
alapjan felirhat6 alabbi egyenletet:

L aud WY [y U E€St. (2.7)

Kompatibilis alakvéaltozismez5 esetében, mint amilyenre az alapkovetel-
mény szerint a (2.4)—(2.6) egyenletrendszer vonatkozik, RS = 0; €V és
¢ = 0; £€8S.

A dual egyenletrendszerben (2.4), és (2.7) szerint teljesiilnek a fesziiltségi
peremfeltételek, (2.5) az anyagtérvény.

A (2.6) egyenletek az 1.3 pont szerint, az ay alakviltozdsmez8 kompati-
bilitasat biztositjik. Ugyanis (2.6), azonos (1.5),-vel, (2.6), az St peremrészen
azonos (1.5),-vel, mig (2.6);, az Su peremrészen, ahol u, == i, az elGirt el-
mozdulas, egyenértékii (1.5),-vel. Utébbi kiilon igazolasra szorul.
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Az inkompatibilitasi tenzor (1.4) értelmezése szerint a teljes S peremen

33 _ o3nm 30
e = eV T a s (2.8),

e = W (g 0 — Go35,)- (2.8),

Helyettesitve pedig(2.8),-be (2.6);-at és (2.8),-be (2.6),-et, valéban azt kapjuk,
hogy az Su peremrészen is teljesiil (1.5),:

=0, (2.9),

1
3 I g30n( 5 i
e = 5 e e f s+ Tn):ia

e = &3 iy 5 + ayyy,), =0. (2.9),

A (2.4)—(2.6) duaél rendszer ay, (x) alakviltozismez§jéhez és a test meg-
adott merevtestszerii mozgasahoz a Cesaro-képlet egyértékii elmozdulismez6t
allit €l3.

2.4 A t'' (x) fesziiltségmezvel felirt alapcgyenlet-rendszert kapjuk meg
a (2.4)—(2.6) egyenletrendszerbél, ha (2.4), helyébe az egyensilyi egyenletet,
(2.4), helyébe pedig a fesziiltségi peremfeltételt irjuk:

(t— ik, =0, (2.10),
=4 Ee¢Se, (2.10),
a (2.5)—(2.6) egyenleteket pedig viltozatlanul hagyjuk [9]. Ilyen médon a

fesziiltségi tenzor hat fiiggetlen koordinatajanak meghatarozasihoz a (2.10),
és a (2.6),, 6sszesen tehat hat skaldris mez8egyenlet all rendelkezésiinkre.

3. A linearis elasztostatika kiegészitett dudl varidciés elvei

3.1 A dual egyenletrendszerhez tartozé dual funkcionilok Euler-egyen-
leteinek és a peremfeltételeknek a képzésénél alapvets szerepet jatszik az az
osszefiiggés, amelyet az

kM glP g, Ofrsymp = ghrm glsp [@xtmp Ofrs — (@ksp Ofrs); m + (@1 Hfrs;p)im]

azonossag, a Gauss—Osztrogradszkij-tétel, és a (2.1) transzformaciés képlet
alapjan irhatunk fel:

J ﬁkrm Slsp ay 6f;s;mp dV =

V)

[ gkrm lsp Qymp 6frs av 4-
V)

n J £ 190 (a,, Ok, g0 — a,p Shog) dS . (3.1)
(&)
(6 a variéeié jele).
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3.2 Sziikségiink lesz a feliileti integralok atalakitdsaihoz a Stokes-tételre
is. Osszuk fel ebbél a célbél a test feliiletét az S és S® jeld részekre, és legyen
q kozos gorbéje S* és SP-nek (1. abra). Legyen s a g gorbén a bejelslt irdinyban

SI\

e

SB

1. dbra

mért ivhossz és b* a vonatkozé egységvektor. A Stokes-tétel szerint az SA-n,
vagy az SP-n, vagy SP-n is és SP-n is értelmezett tetszéleges co(£2, &) vektor-
mezdre fennillnak a kovetkez§ egyenletek:

J B ey dS = —) (b* e)Mds, (3.2),
(54) (@

f ePe,,dS = (6 c,)B ds. (3.2),
(5®) @

Az A és B jelek a vonalintegralokban azt hangsilyozzdk, hogy az inter-
grandusz az %, ill. az S® peremrészen értendd.

3.3 A duél funkcionilokat a teljes fi; (x) és hea(§) fesziiltségfiiggvény-
tenzorokkal épitjiik fel, és hasonlé médon képezziik a funkcionilok variaciéit
is. A fesziiltségfiiggvény-tenzorok szerkezetére a 2.3 pont elején tett alapfel-
tevéseket és az alakviltozasi tenzorra rétt alapkévetelményt csak a varidciék
képzése utdn vessziik figyelembe.

Ertelmezziik ezek utan a linearis rugalmassagtan (1.6)—(1.8) peremérték-
feladatanak duél egyenletrendszeréhez az alabbi duil funkcionilokat.

1. Ha egyetlen egyenlet teljesiilését sem irjuk eld elozetesen :

L(frs, t4, apq) =LY 4+ LT + LY 4+ L9, (3.3);
ahol
LV = ltkl cklpq tpq dV— e"‘fndV——
w2 V)
—| e — K — M P fnp)d Y (3.3),
W)
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LT =] & P[—(hygp — hpgp) ay +
(sn
+ (hpa — ko) a,p] dS; (3.3)4
LY = J fy(e &P by — i%)dS = —(  o'a,dS; (3.3),
(Su) (Su)

Lq = q> {b7()V 9P (h,g,p — Bogip) +
@

+ b° Sma[(as;x — aax)u (hno - Em’) -
— (Bgop)¥ (hys — T'na)]}ds- (3.3)s

A (3.3)35-ben szerepld hed(§', £2), heq (€L, 3%) fiiggvények kielégitik a
(2.7) fesziiltségi peremfeltételt, de nem rogzitettek, ezért varidlhaték (lasd a
(3.15) képletet). Az &i)(£2, &%) fiiggvény a (3.3), integralban az el§irt elmozdulas
az Su peremrészen. A korintegralt az St és Su peremrészek kozos g gorbéjén
kell venni. Az 1. dbranak megfeleld jelolések mellett S*-nak megfelel St és
SB-nek Su. (A kérintegral intergraduszaban U, vagy T jeloli — a késGbbiekben
is, — azt, hogy az illet6 mennyiséget az Su vagy az St peremszakaszon és
természetesen a ¢ gorbén kell-e érteni.) A szdgletes zargjelbe tett indexek a
(3.3)5 képletben az ’

ﬁo;u = a(q?;u) + ﬁ[o;n]

képletnek megfelelden az illetd tenzor ferdeszimmetrikus részét jelzik.
I1. Ha teljesiil az (1.7 ) anyagtorvény:

M(fiss apg) = MY + MT + MV 4 MY, (3.4),
ahol
M= —( L, pr apqu_J o iy dV +
) W)
+ Q) (ikl -+ ghrm slwfrs;mp) av, (3'4)2
W)
MT=LT; MY=LY é MQ=1LQ; (3-4)3,45

vagy az ay; = Ckipq £ helyettesitéssel:
M*(fi;tP9) = ... . (3.5)

IIl. Ha az anyagtorvény, a (2.4), egyenlet és a (2.4), fesziiltségi peremfel-
tétel teljesiil, vagyis fennall az

emgde(h b )=0; E€St (3.6),
7d; P 7d; P
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egyenlet (itt a hullimos felilvonassal jelolt fiiggvények rogzitettek):

hol K(frs) = KV -+ KUY, (3'6)2
aho.
K'Y= %zpq Cpqkl zkl v — ersfrs dv, (3'6)3
[4%) v)
. KY =LY, (3.6),
€s
ftkl = § | ghrm 8ISPfrs;mp . (3.6);

A bevezetett (3.3), (3.4) és (3.6) funkcionalok térfogati részei sorban meg-
felelnek az OpEN és REDDY [5] dolgozataban szerepls (4.20), (4.21) és (4.19)

funkecionaloknak.

3.4 A (3.3), (3.4) és (3.6) funkcionalok eleget tesznek az 1.6 pont azon
célkitfizésének, hogy a funkcionilok variaciéi — a mellékfeltételekként el6-
zetesen el8irt egyenletekkel egyiitt — a (2.4)—(2.6) szerinti, médositott és

kiegészitett dudl egyenletrendszert szolgaltatjak. Ennek igazolasara képezziik
eldszor a (3.3) funkeional kiilonb6z6 varidcidit. A variacié jele mellett kisbeti
jeloli azt a valtozét, amelyik szerint az illetd variaciét képezziik:

3aL(frsv tk, apq) = 0 LY + 6aLT + 64 L? =

—_ 6ak, (tkl _ ikl . 8krm EISpfrs;mp) dv +

|

8¢ L(fysr ), ayg) = 8, LY = J 5 (Cypq 179 — i) AV, (3.7)

V)
V)

+ j £13 9P [— (hyp — hoip) 801 +
S

| + (hpg — hyg) ba,,5]dS +

+ b® &8 [— (bag,)Y (b, — k)] ds; (3.8)
)
8¢ L(frsr 1, apq) = 8¢ LY + 6, L7 + 6, LY + 6, L3, (3.91
aho
8L = j (@ 57 &P O o — €7 8f ) AV, (3.9),
V) :

0Ly = dp Ly + & L3 =
=J & £ [— a1,y (Ohgp — Ohnap) +
(St)

+ @pp(Shpg — Ok,g)]1dS, (3.9),
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6, Léj = (Sh Ly = g3 Eldp ﬁ«| 6h17d;Pn dS_', (3'9)4
(Su)

op L = 6, LY 4 65 L =

= {b”(al)u sldp(ahnd;p - 57‘17‘1;9) +

@
+ b° & [(ih g, — @)V (Ohpy — O 5) — )
’ — (ﬁ[x;o])u (‘Shns - ‘57;7;3)]} ds. (3.9)s

A variicié jele melletti h, illetve k index azt jelzi, hogy a vonatkozé integral-
ban a hea(3), vagy a heq(£) valtozét varidljuk-e.
3.5 A (3.7)-el képzett

O L (frss t, apq) = 0 (3.10)

dual variaciés elvb&l — tekintettel arra, hogy &*' a ¥ tartomanyon tetszdleges
lehet — adédik a dual rendszer (2.5) anyagtorvénye.
3.6 A (3.8)-al képzett

OaL (frsr 1, apg) = 0 (3.11)

dual varidciés elvbdl — tekintettel arra, hogy day; V-n, tovibba da, és da,;
St-n tetszfleges lehet — kovetkezik a duil egyenletrendszer (2.4), egyenlete
és a

hoy=hy; hoyy=hyys heyg=hy E€St (3.12),

alakid, (2.4),~vel megegye2§ fesziiltségi peremfeltétele, tovabba a q gorbére
vonatkozé .
b,y = h.; Eegq (3.12),
feltétel.
3.7 A (3.9)-el képzett
8eL(fess t¥), apg) = O (3.13)

duél variécids elv integraljai tovabbi atalakitasokat igényelnek.
A &Ly térfogati rész a (3.1) Osszefiiggés segitségével az aldbbi alakra
hozhaté:
8Ly = 8Ly + 8,LIY, (3.14),
ahoel

6, LY = (Bkrm EISP ak,;mp —_— e“) ers dV, (3.14)2
V)
o L&)U = &y Lzo + &y L{’!’o =
= &8 gl90(q, oh 4., — a4 Oh,y) dS. (3.14),
&)
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A TU index azt jelzi, hogy az integralt a teljes, S = St - Su peremen kell
venni.

Az L(fis, £*, apq) funkcional fesziiltségfiiggvény-tenzor szerinti variacis-
janal arra is tekintettel kell lenniink, hogy a fesziiltségi peremfeltétel (2.7)
szerint nem hatarozza meg egyértelmiien az St peremrészen a Req tenzort és
derivaltjait, és igy ott heg is varialhaté. Az St peremrészen képzett 671ed(£)
varidciék (2.7) szerint természetesen eleget kell tegyenek az alibbi egyenlet-

nek: )
£ gl9P dh, g0, = 0; & ¢ Se. (3.15)

(3.15) altalanos megoldasat egy tetszfleges Ove(£) vektormezd gradiensének
szimmetrikus része adja:

> 1
éhed = 61)(e;d) = 5(6ve;d ~+ b‘vd;e) . (3.16)
Bevezetve a

ow!' = 6w!(&) = —%s'dp 8v4.p (3.17)

jelolést, belathaté az alabbi képletek helyessége is:

g = 804y + Eaga OWT, (3.18),
P Ok, 4 = —ou',,. (3.18),

A (3.18) 6sszefiiggések akkor is érvényben maradnak, ha a ke = 0 fel-
tételezéssel éliink. Ekkor fenn kell allnia (3.16) szerint a

Vs = —Vg, €5 v3,=0 EeSt

egyenletnek, de a 6ve(£!, £2), vagy a 6wl(51, £?) figgvény az St peremrészen
ekkor is tetszleges marad.

A (3.9), képlet masodik tagja az el6zdek alapjan a (3.18) osszefiiggések
és a (3.2), Stokes-tétel segitségével hozhaté 1j alakra:

5LT = &LT + 8L, (3.19),
ahol
o LT =J e €9 0 bv, dS, (3.19),
(C)
o; LR = [(6° ay 6w')T + (b? £'9P ayy,p, bvg)T] ds. (319),

@

A (3.9), képlet atalakitasahoz ismételten felhasznaljuk a (3.2), Stokes-

tételt:
(5th] = 6hL}J + 6hL89 (3.20)1
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ahol

8, LY = J &3 5[ —iiq, by — figyimy Ohrgig
(Su)

+ Bgw Ohygo — (B0 Ohy5] S, (3.20),
o L3 = {—b7 i, &9 By, —
@
— b &"3[itg,, Ok, 5 — ilfy,,) Shog]}Y ds. (3.20),

A (3.14),-ban szerepld &L‘do kifejezés a (3.2), Stokes-tétellel tovabb
alakithaté:

o LY = 0n LY} + 8, LSy, (3.21),
ahol
On Lgl = 3 73 [(a3n + @uzn — 4n:3) 5’%,,) +
(Su)
+ Gpy Ohpp 3 — 0y O3y + ayp OB 5] ds; (3.21),
6h LSU = [b‘7 g3 ag, 5h,m,]u dS . (3.21)3

@
Térjiink vissza az atalakitisok utan a (3.9)-el képzett (3.13)-as varidciés
elvhez:

6 L (frsr tkl, aqp) = &LV + 6, LT 4 65 LT + 6, LY 4 &, LQ + & LS, (3.22),
ahol

oLV = & LY, (3-22),
o LT = 8y L + 8 LYp; O3 LT = 6L, (8-22)5;,
8y LY = 6,LY + 6, LY,, (3.22)s
6p LY = 8, L + 8, LYy + 84 LY, (3-22)s
8 L9 = 5;L9 + 8; LY. (3.22),

A (3.22) egyenlet integriljaiban az integranduszok olyan szorzatok
6sszegeibdl allanak, amelyekben az egyik tényezd szabadon variidlhaté. Kovet-
kezik tehat, hogy a (3.22) egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha a benne szerepl$
integralok kiilon-kiilon zérus értékiiek. Sorra véve az egyes integrilokat, és
érvényesitve a 2.3 pont elején megfogalmazott alapfeltevést a fesziiltség-
fiiggvény-tenzorok szerkezetére, tovabba figyelembe véve, hogy az fis(x) és
hea(&) tenzorok a (2.3) képlet szerint transzformalédnak, az alibbi megéallapi-
tasokat tehetjiik:

a) A (3.22),, (3.14), képlet alapjan felirhaté 8LY =0 egyenlet szerint,
mivel §frs(x) tetszdleges lehet:

eRkm S g =1eRS  x¢ V. (3.23)
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b) A (3.22), (3.9), és (3.14), képletek alapjan felirhaté 6,LT = 0 egyenlet
identikusan teljesiil.

c) A (3.22), és (3.19), alapjan felirhaté 6;LT = 0 egyenlet szerint, mivel
dvy4(£) az St feliiletrészen tetszfleges lehet:

e ellP gy, =¥ =0; EeSte. (3.24)

d) A (3.22);, (3.20), és (3.21), képletek alapjan felirhaté 6hLU =0
egyenlet szerint, mivel az Su premrészen &3, kiovetkezbleg ugyanott

e3P oh,, és &M b,
tetszbleges lehet:

[

Ay = ﬁ(}.;u) = ? (ii’l.;u + an;h); £€Su, (3'25)1
Ban — Guazs = fgpa — Caps £€Su, (3.25),
o Br0 = % g (ﬁ'l;x - ﬁx;x);e . (3'25)3

A (3.25); egyenlet, amely a 6h,; koordinita egyiitthatgjabél kovetkezik,
(3.25), fennallasa esetén identikusan teljesiil. Nem veszitiink el tehat valéban
ériékes egyenletet, ha az alapfeltevésnek megfelelgen a dh, 5 = 0 esetet valaszt-
juk.

e) A (3.22),, (3.9);, (3.21), és (3.20), képletek alapjan felirhaté 8L =0
egyenlet identikusan teljestil.

f) A (3.22),, (3.9); és (3.19), képletek alapjan (3.18) figyelembevételével
felirhaté az alabbi egyenlet:

-

85 L8 = () [(b° ay ow)T + (b7 &9 ayy, b0,)T +
@
+ b)) V(o' )T — b5, — as,)Y (v, + s ow?)T 4
+ b2(iifg,,1)Y €73 (00, + €3, Ow*)T]ds = 0, (3.26)

A (3.26) egyenlet tovabbi atalakitasanél figyelembe vessziik az alabbi
azonossagot:

~ 1 - 1 B3 ~
Ulpsx] = '2— (uo;u — uu;o) = ? Eoxg € h3 Uyp - (3.27)

A q gorbén vett integralasok és atrendezés utan végiil is adédik:
o LQ = @ l:{(b" apn)T — [Gp. b°10} S +
@

+ {(bo ays)T — (b° as‘,)U} ow®
- {[ 5 (apga — Gy ]T — [£78 5 (a0 — )]} B0, +

WU
+ [——[1-:"’7a b ap,. 1T + l:—;— 3§,y b"J ] 6v3:| ds=0. (3.28)
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A (3.28) egyenlet szerint, mivel dw' és v, a q gorbén tetszéleges lehet
fennillnak az aldbbi egyenletek:

(b° ay)T = [¥° a("m]u; teq, (3.29),
(5% a55)T = (b” ag5)Y; Ecq, (3.29),
[bo & (ag,.3 — “os;x)]T = [508" ”3(asx;o — ﬁa;m?)]u 3
Ecq, (3.29),
1
I T L Feq.  (329),

Amennyiben a (3.3) funkcionélban és a (3.13) vari4ciés elvben az e®° =0
helyettesitéssel éliink, a (3.13) wvaridciés elvbdl elGillitott egyenletek az
alabbi értelmet nyerik:

— a(3.23) egyenlet megfelel a duil rendszer (2.6), kompatibilitasi mez§-

egyenletének;

— a(3.24) egyenlet megfelel a dual rendszer (2.6), kompatibilitasi perem-
feltételének az St peremrészen;

— a (3.25) egyenletek megfelelnek a duil rendszer (2.6);, elmozdulasi
peremfeltételének az Su peremrészen. Utébbiakbél (2.8) és (2.9)
szerint kovetkezik, hogy a kompatibilitasi peremfeltétel az Su perem-
részen is teljesiil.

Osszefoglaléan megallapithatjuk a 3.7 pont eredményei alapjan, hogy a

(3.3) dual funkeionil variaci6ibél a teljes (2.4)—(2.6) dual egyenletrendszer
kovetkezik.

A (3.29) egyenletek (3.25) figyelembevétele mellett azt fejezik ki, hogy
az elmozdulasmez8 és a forgasmezd gorbe menti deriviltja, kovetkezbleg maga
az elmozduldsmez8 és a forgasmezd is a g gorbén az Su peremrészrél nézve
ugyanaz, mint az St peremrészrgl nézve.

3.8 A (3.4) dual funkcionallal képzett

62 M(frs, apq) =0, (3.30)
8¢ M(frs apg) = 0 (3.31)

dual varidciés elvekbdl, a 3.6—3.7 pontok gondolatmenetének megismétlésé-
vel az anyagtérvény kivételével a teljes duil egyenletrendszer nyerhet$.
Ennek részletezésétdl eltekintiink.

3.9 Az anyagtérvény és a (2.4), , egyenletek teljesiilését feltételezd
(3.6), duil funkcionalhoz a

8 K(fis) =0 (3.32)

dual variaciés elv tartozik.
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Az ¢ = 0 helyettesitéssel K(fis) a teljes kiegészitd energiat adja, és
(3.32) nem mas, mint a Castigliano-féle varidciés elv (a kiegészit§ emergia
minimuma elv). A tovabbiakban ™ = 0.

Elhagyva a megkiilsnboztetd fjelolést, (3.6}, alapjan a

8K (f,s) = 8KY + 6KY = 0 (3.33),

egyenlet irhaté fel, ahol (3.6);, és (3.1) szerint

0Ky = 6KV + 8KJ, + 6Ky, (3.33),

SKY = M g2 gy oo Ofrs AV, (3.33),
W)

6K3,‘0 = sxr]S(sldp a,, 6h‘r]d;p —_— a,,];p 6h-,]d) as s (3'33)4
(St

0Ky, = £ el9P (a,y Oh,gp — ayyp 5h@) ds, (3-33)s
(Su)

tovabba (3.6),, (3.3),, (3.9), és (3.20) szerint
8Ky = 8, LY = 6y LY + 6, LY. (3.33),

Jelen esetben az St peremrészen  rogzitettek a Tled(fl, £2) és
Boois (£, &) fiiggvények, a hey(£) varidcidknak tehat a (3.6),-b8l kivetkezd
alabbi egyenletnek kell cleget tenniiik:
&7 P §h 40 = 0.

Osszevetve a legutébbi egyenletet (3.15)-el, megallapithatjuk, hogy a (3.33),
kifejezés atalakitasa ugyaniigy torténhetik, mint a (3.9); képlet masodik
tagjaé. Irhaték tehat — (3.19)-et is figyelembe véve — az alabbi egyenletek:

6K, = 6, KT + 8, K$, (3.3),
ahol
op KV = 5L és &y KTQ = agL-?. (3.34),,5

Hasonléan adédik (3.33); és (3.14), osszetevésébdl, (3.21) figyelembevételével,

hogy
8Ky = 8y LYy = & LY, + 8, LYy - (3.34),

Az atalakitisok eredményeként a (3.32) varidciés elv a kovetkezGképp
irhaté fel:
6K(_frs) = 6KV + 6h KT + 6hL31 + 6hL]l.J +
+ 0, K@ 4 6, LY + 6, LYy = 0. (3.35)
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Mivel a (3.35) egyenlet V, St, Su és ¢ tartomanyon vett integriljai
kiilon-kiilon zérusnak vehetSk, érvényesnek tekintve ismét a 2.3 pont elején
megfogalmazott alapfeltevést a fesziiltségfiiggvény-tenzor szerkezetére, vala-
mint a (2.3) transzformaciés képletet is, az alabbi megallapitdsokat tehetjiik:

a) A (3.33); képlet alapjan felirhaté 8KY = 0 egyenlet szerint, mivel
Ofrs(x) tetszdleges lehet:

eRkm gSIp gy o =03 x€eV. (3.36)

b) A (3.34) és a (3.19), képletek alapjan felirhaté 8K® = 8K; = hL{ =
= 0 egyenlet szerint, mivel dvq(&) az St feliiletrészen tetszdleges lehet:

eMedp g =03 £¢€St. (3.37)

c) A (3.21),, (3.20), és (3.22); képletek alapjan felirhaté oKY = 8,L=
= 5hL31 -+ (ShL}J = 0 egyenlet szerint, az Su peremrészen fennallnak a (3.25)
képletek.

d) A (3.34),, (3.19) 3, (3.20)4 és (3.21)4 képletek alapjan felirhaté az alabbi
egyenlet:
0KQ = 6, K® + 6, LY + 8, LIy =
= {(bo ay 0w')T + (bo eldp Api:p dvg)T —
@
— (bn ﬁ‘l Bldp 6h'r)d;p)u —_

- [bo e’ﬂ13(|‘]/3;x - a3x) ah'rp)]U +

+ [b? &3 iy, Ohp3] U} ds =10. (3.38)

Feltételezve ezek utédn, hogy a q gorbén
(899 b, )V = (690 Shog) T E €4, (3.39),
(8hpa)V = (8hya)T §€q, (3.39),

és figyelembe véve a (3.18) kifejezéseket, rogton latszik a (3.38) és (3.26)
egyenletek azonossiga. Fennillnak tehat a (3.38) egyenletbél kévetkezden a
g gorbén a (3.29) egyenletek is.

A 3.9 pont eredményei alapjan Osszefoglaléan megallapithatjuk, hogy
a (3.6) szerinti funkcionallal képzett a 6K = O dual varidciés elvbgl a duil

rendszer kompatibilitasi feltételei, vagyis az

Apq = Cpqki (ekrm glep frs;mp + ikl)

alakvaltozasmez§ kompatibilitdsdnak feltételei adédnak. Ezek: a (3.36) kom-
patibilitdsi mez8egyenletek, a (3.37) kompatibilitasi peremfeltétel az St
peremrészen, valamint a kompatibilitasi peremfeltételt teljesitd (3.25) elmoz-
dulési peremfeltétel az Su peremrészen.
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Remarks and Contributions to the Variational Principles of the Linear Elastostatics
in Terms of Stress Functions. Dual functionals wherein only three coordinates (suitably
selected) of the stress-function tensor differ from zero are interpreted which also permit the
analysis in detail of the boundary conditions. The dual functionals defined by the variation
of the stress-function tensor yield three compatibility field-equations and the compatibility
boundary condition as a necessary and sufficient condition of the compatibility of the deforma-
tion field.

Bemerkungen und Beitriige zu den Variationsprinzipien der linearen Elastostatik, aufge-
schrieben mit Hilfe von Spannungsfunktionen. Dualfunktionale werden definiert, worin nur
drei (in geeigneter Weise ausgewiithlte) Koordinaten des Tensors der Spannungsfunktionen nicht
gleich Null sind und die auch eine ausfiihrliche Untersuchung der Randbedingungen gestatten.
Aus den definierten Dualfunktionen durch eine Variation des Tensors der Spannungsfunktionen
ergeben sich drei Kompatibilititsfeldgleichungen und die Kompatibilitédtsrandbedingung, als
die notwendigen und ausreichenden Bedingungen der Kompatibilitiit des Verzerrungsfeldes.
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