NYEREG ALAKU, OLDALNYOMASMENTES, LAPOS
HIPERBOLIKUS PARABOLOIDHEJAK
EGYENLETESEN MEGOSZLO TERHELES ALATTI
EGYENSULYI UTJANAK NEMLINEARIS VIZSGALATA

JANKO LASZLO*
[Beérkezett: 1978. december 28-in]

Ez a dolgozat egy hirom részbgl 4116 sorozat befejezd része. A sorozat elsé részé
ben a HP-héjak membrin megoldasinak 1étezési és egyértelmiiségi kérdéseit, valamint
a feliilet kinematikai hatdrozatlansdgat vizsgdltuk. Ezatén a mdsodik részben a defor-
mélatlan alaphelyzetbdl torténd eldgazisi jelenséget targyaltuk. A jelen harmadik rész-
ben egyrészt arra kivinunk valaszt adni, hogy bekovetkezhetik-e a ténkremenetel
elagazas nélkiil, dtpattands révén (ill. egyaltalan milyen a nagy alakvaltozésos teher — le-~
hajlas diagramok jellege). Ezen kiviil megvizsgaljuk aztis, hogy a deformdlt alaphelyzet-
b3l torténd eldgazason tiili teherbirds emelkedd-e vagy esd.

Jelolések
— cos Tx - cosiZy:
Cjy = cos 7, X 085 Y5
Eh
= fajlagos nylasi merevség;
T jlagos ny g
E rugalmassigi modulus;
F a kozépfeliileti erdk fesziiltségfiiggvénye
[F'= Ny F'= —Nyg, F'= NJI;
F, az alaphelyzet fesziltségfiiggvénye;
az F, fiiggvény elsd varidciéja [F = F, + F);
K= EW fajlagos hajlitdsi merevség;
My, My, My, a héj hajlitnyomatékai, csavarényomatéka;
Ny, Nyy N,y a kozépfeliileti erdk fajlagos értékei;
S,l—smzax singry;
Uy, a hajlitasi erdk potencidlja;
U, a kozépfeliileti erdk potenciilja;
v a kiilsd erdk potenciilja;
2a, 2b az x, ill. y irdnyd peremvetiiletek hossza;

* Dr. Janké Laszlé, 1036 Budapest, Lajos u. 142.
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474 JANKO LASZLO

4, fp az x, ill. y irdnyi ivek nyilmagassdgai;
h a héj vastagsiga;
i, ill. j x, ill. y irdnyd félhullimok szdma;
P a z tengely irinydba mutaté, egyenletesen megoszlé, szimmet-
rikus, az alaprajzi vetiilet egységére vonatkozé feliileti teher
" intenzitdsa;
Pclr" a linedris kritikus teher;
Per az Atpattandsi kritikus teher;
lin a deformalt alaphelyzetb@l eligazé kihajlds linedris kritikus
Per, a terhe;
u, v az x, ill. y irdnyii feliileti érint8k irdnydba esd eltoléddsok;
2(x, ¥); 2(x, 7) a héj kiozépfeliiletének ordinétdi;
w a feliilet pontjainak normalis irdnya eltolédisa {w = wy +
-+ W)
wy a kozépfeliileti pontoknak az alaphelyzetben bekévetkezd nor-
malis irdnyd eltoléddsa;
w az eldgazasi jelenségeknél kialakulé normalis irdnyw eltolédas-
varidcié (6w,);
10, a kezdeti hullimossag amplitiddja;
o = folfy nyilmagassagardny;
B = alh héjparaméter;
y = afb oldalardny;
s a varidciéképzés szimbéluma (roviditve: dwy = 0);
“ a hardntkontrakciés tényezé [0,2];
& a Z tengelyre illeszkedd sikban 1év8, az els§ egyenes feliileti
alkotdsereg irdnydba mutaté koordinéta;
T a kiils§ és bels6 potencialis energidk Gsszege;
o = fp/b héjparaméter;
w az iranysikok kozotti szig fele;

A44 ()= ( )V 4+ 2( )u + ()3: a biharmonikus differenciil-operdtor;
Lo(fiofay = fIVf;— 2fi1f;1 + £5° £} a Pucher-féle differencidl-operator.

1. Bevezetés

Tetszetés alakjuk és az egyenes alkotéik nyijtotta kedvezd kivitelezési

lehetdségeik miatt egyre gyakrabban épitenek hiperbolikus paraboloid alaku
héjszerkezeteket.
Ebben a dolgozatban a nyereg alakd, oldalnyomasmentes, lapos hiperbolikus
paraboloid (tovabbiakban HP) héjak (1. abra) egyenletesen megoszlé erdk
hatasa alatti nagy alakvaltozasos egyensilyi iitjanak fSbb jellegzetességeit
elemezziik.
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LAPOS HIPERBOLIKUS PARABOLOID HEJAK VIZSGALATA

a)

i

: Qy+Qyd :
Myx+Mycdy v Q +Qdx

Myy+Miydx

Ny +Niedx ? i
M9+Mgdg Mx+ %dx
\‘ :*‘:h

1. @bra. A nyereg alakd HP héj geometriai adatai; belsg erdk és eltolédas

475

Tanulmanyunk két korabbi munkank folytatasa. [5]-ben kimutattuk,
hogy melyek azok a héjparaméter tartominyok, amelyekben a membrin-
hatas mellett elhanyagolhatéan kicsi a hajlitasi er6k hatasa. Erre tamaszkodva
[6]-ban megvizsgaltuk a széban forgé HP-héjak deformadlatlan alaphelyzetbol
(wo = 0) bekovetkezd eldgazdsi jelenségének jellegzetességeit. A vasbeton héjak
legtobbjét jol jellemzd geometriai aranyokhoz meghataroztuk a linearis kriti-
kus terhek csipkegorbéit.

A szeminormal héj (f,/f, = 1) és a hozza kozel esd nyilmagassdgaranyi
héjak terheiket dontSen hajlitasi er6kkel hordjak. Ezen héjakban kozépfeliileti
erbket csak a terhelés azon komponensei okoznak, amelyeknek alakja eltér a
szeminormal héj nyilasmentes lehajlasi alakjatél [5]. A fentiek bizonyitjik,
hogy e héjak stabilitasi viselkedését csak nemlinedris elmélettel lehet tisztazni.
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476 JANKO LASZLO
révid henger
p
wef \. Eldgazds: plin
P /’ lemez P
P 1.1 Emelkedd kritikuson tdli
. lin | : :
- e ﬂ Pt 117 teherbiras
/ a)
7 flw Wy =0
/
:’
e - =
Wi o fer f
p
-_%flw
p{ P b) 1.2 Esd kritikuson tuli
plin | plin_ teherbiras
s \ cr _}\ (&tpattands 1.)
pfelso = y L. 7
S I S oz e
pc‘\lsé 4 Wo=
cri W) /
| pulsb; kézpontos
cr
w'k wl owhw f é'r" f
2. Elagazas nélkdili
lapos iv (gdmbsiiveg) stabilitasvesztés: P,
p p (&tpattands 11.)
wo=0 % :‘:waf Wo#0
wo#0 ;
) Elagazds a deformalt
Blc‘r oL alaphelyzetbdl: pé'rfj ¢
n ~
Perd wo # 0
w

Wer,d Wer

geom. tokéletes szerkezet

w, kezdeti hullamossaggal bird szerkezet
teher elmozdulas

kihajldsi alakvaltozas

az alaphelyzet alakvaltozasa

2. dbra. Stabilitasi jelenségek teherbirdsi jelleggorbéinek néhdny alapesete

A nemlinedris elmélettel szamithaté egyensiilyi iit jellegének ismeretére ter-
mészetesen azon HP héjak esetében is sziikség van, amelyek membranhéjaknak

tekinthetdk.

Jelen dolgozatunkban tehét arra a kérdésre akarunk valaszt adni, hogy
az oldalnyomasmentes, nyereg alaki HP héjak teherlehajlas jelleggorbéje a
2. abran feltiintetett jellegzetes teherbirasi jelleggorbék melyikével azonos
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LAPOS HIPERBOLIKUS PARABOLOID HEJAK VIZSGALATA 477

tipusii. Itt az az alapvetd kérdés, hogy a deformalatlan alaphelyzetbgl tor-
ténd elagazason tili teherbiras emelkedd-e vagy esd, ill. a tonkremenetel be-
kovetkezhet-e elagazasi jelenség nélkiil, dtpattands révén.

El6fordulhat az is, hogy a terhelés alatt mar Gsszenyomédott héj egy
bizonyos helyzetében — az atpattanési kritikus teher elérése eldtt — eldgazasi
jelenség 1ép fel. Ennek a stabilitisvesztési lehet&ségnek a vizsgalatara is
kitériink.

Elméleti eredményeinket a gyakorlati tervezés igényeinek megfelelGen
diagramokkal és tablazatokkal szemléltetjiik.

2. Alapfeltevések

A teherbirisi jelleggorbéket a lapos héjak masodrendii elmélettel kapott
nemlinedris egyensiilyi és kompatibilitasi egyenletei felhasznalasidval a Galer-
kin-médszerrel allitjuk el8.

Mint ismeretes, a geometriai nemlinearitist figyelembe vevd ezen egyen-
letek a w eltolédés derivaltjai hatvidnysorainak méasodfokd tagjait is bevonjak
a szimitésba (Donnell-féle tagok). A Dopnell-féle egyenleteknek két £6 jelleg-
zetességiik van: egyrészt feltételezik a héj lapossdgdt (legalabbis egy horpadasi
hullimon beliil), masrészt pontossiguk a w fiiggvény derivaltjait leiré hatvany-
sorok mdsodfokii tagjaiig terjed (,.korlatozottan’ nagy alakvéaltozasok).

A héj anyagat linedrisan rugalmasnak tekinthetjiik.

Az egész felilletre kiterjedd lehajlasi alakokat vizsgaljuk.

A héj kozépfeliiletét geometriailag tokéletesnek tekintjiik.

3. A teherbirasi jelleggorbék elGallitasa
3.1 Az dltaldnos egyenletek
A p = p(x,y) megoszlé terhelésnek alavetett héjak U bels6é potenciilis
energiaja a kozépfelileti er6k U, valamint a hajlitasi er6k U, potenciilis
energidjanak osszegeként igy irhaté fel [13], {18]:

=§;J%f%Fm_%UWF”+F”+2G—%MFWd“U’(&D
0 J0

m

K 2a ~2b
U"z?f [ gt 4w 20— putldrdy, (32
0 0

2a r2b .
U:JJ%M@:%+M. (3.3)
0 [}
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478 JANKO LASZLO

Itt u, a fajlagos belsé potenciilis energia. A kiils§ erdk potencialis energiaja:
2a (20
V= —J f pwdxdy . (3.4)
0 Jo
A rendszer teljes potenciilis energidja (n a fajlagos teljes potencialis energia):
2a ~2b
H=f J adedy = U + V. (3.5)
o Jo
Stabilis egyensilyi allapot esetén a potencidlis energidnak minimuma van, és

ez a minimum olyan w extrémadlis fiiggvényhez tartozik, amely a IT funkcionalt
minimumma (stacionarius értékké) teszi:

oIl =0. (3.6)
A fenti variaciés feladathoz a
on on on ” or ) o
v Bl R v I U

Euler—Lagrange-féle differencialegyenlet tartozik. A kijelolt miiveleteket el-

végezve (F = F[w]), a feladat kozismert egyensiilyi differencialegyenletéhez
[12], [18] jutunk:

KA Aw — Lj(w,2z) — L,(F,w) — p=0. (3.8)
Hozzuk a kozépfeliileti er6k potencialis energiajat az
2a (~2b 1
m:j f {F”(v'~ wz +Ew Fli(u + v 4 ww) +
+ F~ ( z”—{——w"J —_— [F”2 2uF " Fli4 F?24 20 +p) F12]1 dxdy

(3.9)

alakra. Ennek felhasznélasaval — a kiegészitd potenciélis energia stacionarius
értékiliségének tétele alapjan — a

U =0 (3.10)
F szerinti variaciés feladatbél, a
i o -
Tl o (] =0 (3.11)
dF OF oF

alakid Euler—Lagrange-féle differencialegyenlet altal kijelolt miiveleteket
elvégezve, adédik a kozépfelileti deformécidéelemek kompatibilitasat kifejezd

egyenlet {12}, [18]: . |
AA F + D(1 — p?) [Lp(w, z) 4 —2—Lp(w, w)]: 0. (3.12)
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LAPOS HIPERBOLIKUS PARABOLOID HEJAK VIZSGALATA 479

3.2 A lehajldsi- és a fesziiltségfiiggvény

Ismeretes, hogy a Galerkin-médszer gy is alkalmazhaté, hogy mind a
w lehajlasi alakot, mind az F fesziiltségfiiggvényt egyidejfileg linearisan
fiiggetlen tagokbdél all6 6sszegként abrazoljuk [18].

A w figgvény minden egyes tagjainak ki kell elégitenie a feladat kovet-
kez6 peremfeltételeit:

Wijo = 0, w0 = 0, (3-133—d)
= =2

w}'JO =0, ;5 = 0. (3.14a—d)
x=0 | y=0
x=2a y=2b

Az F feszilltségfiiggvény minden egyes tagjanak eleget kell tennie az

Fii, = 0, Fjjy=0 (3.15a—d)
’ y=0 x=0
y=2b x=2qa

statikai peremfeltételeknek. Ez az oldalnyomdsmentesség feltétele.
Ezek alapjan a két figgvényt a
I n nh N
w=22w,~j . S,~j=_2%‘w,jo, (3.16)
i i
i=1,3,5..,.1;
ji=LL3,5,...J,
. Iy s Iy Js

F=3X Fij'sij=22_F1i0 (3.17)
J

i I {
i=1,3,5,....1,

j=1,3,5....J,

fiiggvénysorokkal abrazolhatjuk. A fenti egyenletekben

. Im . =
S;/= sin— X sin =—y. 3.18
if 5. TR (3.18)
3.3 Mego.ldds Galerkin-médszerrel

A Galerkin-médszer ezen valtozatinak alabbi két definidlé egyenlete a
virtualis elmozdulasok, ill. a virtualis ergk tételébsl (a Hooke-torvény felhasz-
nalasaval) varidciés médszerekkel szarmaztathaté [18]:
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480 JANKO LASZLO

2a 2b
f X S;ydx dy =0, (3.19)
0JOo

i'=1,2,3,..., I

j'=1,2,3,....J,

2a r2b
f J Y S dudy = 0. (3.20)
0
#=1,2,3,...,1,

J=1,23,....J,

Az elsG egyenletben szerepld X hibafiiggvény a (3.8) egyensiilyi egyenlet-
nek a (3.16), (3.17) osszefiiggések behelyettesitésével kaphaté baloldala. A
masodik egyenletben szerepl§ Y hibafiiggvény a (3.12) kompatibilitdsi egyen-
letnek a (3.16), (3.17) fiiggvények behelyettesitésével eldallé baloldala. Ha az
X és Y hibafiiggvényeket a w és az F fiiggvények S;; tényezGinek trigono-
metrikus soraként képzeljiik el, akkor belathaté, hogy a (3.19) és (3.20) egyen-
letek az X és Y hibafiiggvények zérusihoz valé tartasanak kovetelményét
fejezik ki (X és Y ortogonalis S;j-re).

Jelen esetben mind a w, mind az F figgvény tagjainak szama kettd
lesz: egy i,j, és egy i,j, indexszel ellatott tag.

A (3.19) és (3.20) egyenletek altal kijelolt miiveleteket elvégezve az

alabbi nemlinearis egyenletrendszer adédik:

Wi, j, wi,, Fip i, Fi Wi Fig
a,—=* 4+ a a a,—L —=1 4
n T e T e e e
wi, . Fi g, Fi, j,
+ ay; ‘h] hlEj + a5 E] + ay, II:_J _ =0,
w; w; ; w, . F, . w;, F.. i
as ;l]: _+_ ay, ’;]1 -nEh + a,, l;l/z léh + gy ‘hJ fEl _+_
w;, ;. F; F. . P
toa, Bk Thin g T g g P =0, 3.21a—d
By E + ag E + ays E ( )
Fi; Wi, j Wiy j i Wi, w5 |?
a 1 J1 1/J1 a 11 a {1 ]r l: 2 a e Ja — O,
e h+33[h]+34h +3h]
2
ay Fh]a + ay, l:]z +a3[ 11]1] 1 ay, “’z;lh Wi, je + ay ( t}:}-] —0.

Miszaki Tudomdiny 57, 1979



LAPOS HIPERBOLIKUS PARABOLOID HEJAK VIZSGALATA 481

Az egyenletrendszer egyiitthatéi:

a . n“ Ebh ]. a ___2_7_[2 Eh i j
11920 — ) B ey 3 ab UV
13 = Qgys
Eh n? E
a1y = 27" ——Ci, 1, j, = O15 G5 = L ivjio
ab ab
1
a17=——EEab P
n? LSV
. — it Ebh 1 g — a
2 192(1 —"'2) ﬂ3 aia B T 14,
s — 2 -2 Eh P
23 3 ——ab 2J2>
Eh 7 Ef,
Gy = 2”2—ab—ci1hi.j. = azsoazs=? Tab Bl
1 (3.22a—z)
ap=—0 gy L,
a? 1272
g™ Eb 1 = ERf,
u 16 a3 ailjl T 2 ab o
a2 Eh®, .
Q33 = — ¥
Eh3 a
Qg = —27‘527 Cigj, ivj1° ags =—#’9
at Eb 1 n* ERf,
(141:'_‘—'— ,042’:——— iy fa?
16 a® a,,, 2 ab
a.
o= 1,
, EB3 n? ER® .,
a,, = —27 Cirjuisjer Bas=—— Y3z -
3 ab

A fenti egyiitthatékban a kévetkez§ segédmennyiségek szerepelnek:

1 . .
a.lfl= . « ? b'x = “]f_lf"
@ e Y (3.23a-0)
o BR@R—2 G+ )
f1jrlaja = . . . o o . -
i i (43— )43 — D)
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482 JANKO LASZLO

Az a;y,, biyjys Cigjyiy;, mennyiségek iigy szamithaték, hogy az i, szdm helyébe
i,-t és a j, szam helyébe j,-t irunk és megforditva.

A (3.21 a—d) egyenletrendszer Gsszevonhaté egy vegyes harmadfokdy
egyenletté. Ha a (3.21 c—d) egyenletekbdl kifejezziik az

Flljl és Fia j:

E® E

értékeket, majd ezeket behelyettesitjiik a (3.21 a—b) egyenletekbe, akkor a
(3.21 a) egyenlet az alibbi vegyes harmadfokd algebrai egyenletté valik:

1w0; w; w,; ; w; : |2 w; ;2w ;
A i1 fa B i1 ja iy s C[ i1 /a D [ i ja is fa
o TP P I h )+ I h R T
wile 3 wiljl wi:jt 2
+ B[ )+Fo——h + Go[—h + (3.24)

c )2 : )3
H wixfn ( wln]:] I ( wi”-” = _L .
+ 0 h I3 + 0 h E

Az ugyanilyen felépitési — a (3.21 b) egyenletbdl szirmazé — masik egyenlet
egyiitthatéit — A, — By, . . ., — [ o-lal jel6ljiik.

Ha a (3.24) egyenletbdl kivonjuk a — Ay, — By, ..., — I, egyiitthatéji
egyenletet, akkor megkapjuk a feladat ,,karakterisztikus® egyenletét:

w; w; ;. W; ; w; ; 2 w; ; 2w. . w, ;3
AV gYis Wise [P D(M-’_'J* E (Wi
PR h+(hl+ h]h+ [hJ+

w; 0, ;) w; ;. (w; ;) w;, ;|3
F bl G| fek) 4 gl (Zhil  p[Thek g, 3.25
- h+(h)+ h(h]+(h] (3:25)

A (3.25) egyenletben szerepld egyiitthaték a kovetkezd alakiak:

A=Ay+ Agpy B=B,+ By, ... I =1, 4 I, (3.26)
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. . bl 1 1 n? 2
Ay=—yjhlor———— + — (y_e) b3 ;. “iu’.] ’
3072(1— ) a,;, Bt 4 (B

3
BO = —nz (%] e i]j]. [2 ailjl bh]l + aiafn bi:jl] ciljliljl *

3
Boo = n? l Qi2j2 [2 ai;j. bi:j. + ailjlbiljl] chj;i,j. ?
B

n? 3.
Co = —2' (% 4 l%]f Qiyj, bi,j, >
yy® .. 1
COO = nZ (? e "2]2 [ aixjx biljl + —E ai:j: bl!jl:l ciljliljl 2
YV RSP
DO = nZ e l’l.’l [2 "1]1 afx i 6 cil Jiis ja af: jl] cilj!iljl ?

L 1.,
DOO = ﬂz (%) !'2]2 —2 l_zc%l.’lilh—*— —3_1'1]1 ciljliij] ailjl +
L
2 .., 2
+ "'__3_"2]2 ci]j'iljl +4ci1jliljl a’i.j. ?
‘., 1 .,.
E0= —2n? (._;T) ll]ll:ai,j,c,g,],,',j, +?l%]%al1j‘]’
E =_2214i'—1-i'a'-—a-~c i) €
00 44 ‘B 22 3 1J1 iy Ji is ja Ulh Jale Jad Yia Jala j1 0

Fo=0,
Foo(iz’ jz’ il’jl) = ’—Ao(iv jl’ iz’ jz)s
Go(iz’jza i 11) = - Coo(ip jl’i2’j2)’

-

Goolia Jo» B1s i) = —Co(ip Jus Bar o)
Hy(iy jo i1 J1) = — Dooliss ju» Lo Ja)
Hog(Pas jo» 310 J1) = — Do(iys Jis 1o Ja)s
Io(igs jo il’jl) = —Eoo(ivjv iz’jz)’
Too(iss Jo t1s ]1) = — Eg(i, J1 ta ]2)

483

(3.27 a—j)

(3.28.a—h)
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484 JANKO LASZLO

A (3.28 a—h) egyenletekben a zaréjeles szimbélumok arra utalnak, hogy
az Foo, G, . . ., Iy mennyiségeket a — A,, — C,, ..., — E, fiiggvényekbsl
az iy — iy, j; — jg iy — iy, j, — J; véltozécserével lehet megkapni.

Ha bevezetjiik a

MED_ B _Suhsy, 4 Ylsy, (3.:29)
valtozét, a (3.25) ,.karakterisztikus’ egyenlet
e s I ('”_f)2+ o (Mrz 0 (3.30)
h h h
alakban irhaté fel, ahol
= sinil—nsinji;E » 8§, = sin iz—z—nsinjzét A (3.31a—Db)

F w w)? I (w)3
AR LY st
WeNTE [h) T (hJ

i3 ja

-ty
o

I
=
~
i BT

w
T
olo ol >le
" "
T =

e
g X A
I
el
izl
i

3. dbra. Nemlinedris teherhordé viselkedés
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LAPOS HIPERBOLIKUS PARABOLOID HEJAK VIZSGALATA 485

o= AT S+ [ —20 )7 +(H— ) 5 ) +(3.32a—d)
S?ljl S?IJ! l]l
Gy = _—Suﬂ+ c + G+ l_sz‘i)xin+3L)£ ’
S?ljl isjs is ja h
D I
) N H—go—s?.j. .
isfo Is jo
80
f%:100
Eb:o,z
Qg
70 tp g byt
R st
60 :

T

T

sl N
n
o
Vg doe 7 Y gl |

©0
S 40
aluw
30 |
20 [
10 F
0
. (a,b)
w(a,
T

4. dbra. Nemlinedris teherhordé viselkedés
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3.4 Numerikus eredmények

A meghatarozott teherbirasi diagramok a 3. — 13. abrakon lathaték.
Az 1. tablazatban a teherlehajlas gorbék jellegzetes ordinétait foglaltuk
Ossze.

A lehajlasi fiiggvény egyik komponensét az i; = j, = 1, a masik kom-
ponensét az i, = 3, j, = 1 vagy az i, = 3, j, = 3 szamokkal adtuk meg.
A terhelés mindkét irdnyban szimmetrikus, ezért antimetrikus lehajlasi alako-
kat ehhez a vizsgilathoz nem kell figyelembe venni (csak az esetleges elagazas-
hoz: 4. pont).
Az i, és j, értékek két lehet8sége koziil azzal szdmoltunk, amelyik kisebb teher-
birast adott. Ezen utébbi komponensek hatasa kozott jelentdsebb kiilonbség
a gorbék tetSpontja uténi tartomanyban volt tapasztalhaté.

Az atpattanis utdni tartominy pontosabb vizsgalatahoz tobb tagot és
esetleg harmadrendii elméletet lehetne hasznalni. A méretezéshez elsdsorban

200
£:100
fo_
180 [5=03
r
b S
160322
140
‘ 120
& fa
© fb
2 100
Qlw
80
60 | 3
WE - Sl
= > 4
20E i ,/
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5. ébra. Nemlinearis teherhordé viselkedés
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6161 '8 Kupwopn ] pyporsppy

L. tablazat/1

P

ol 4 ( )E-10=*=p,,
/3 a bt fa e 1 2 4 5
) h b f Y
1 0,018 0,067 0,170 0,348 0,622
1,21 0,020 (0,022) 0,021 0,036 0,091 0,204
1 25/16 0,145  (0,175) 0,172 0,102 0,022 0,024
9/4 0,813 (1,258) 0,504 0,165 0,029
3 2,116 3,922 (4,172) 1,618 0,566 0,400
4 4,797 9,019  (9,240) 6,680 2,822 1,051
1 0,095 0,271 0,598 1,138 1,944
1,21 0,081 0,180 0,381 0,774 1,447
0,1 100 2 25/16 0,133 0,174 0,201 0,306 0,550
3 1,355 2,175 (2,430) 2,404 1,959 1,197
9/4 0,516 0,714  (0,725) 0,665 0,477 0,258
4 3,123 5,516 (6,872) 4,523 2,598
1 0,343 0,790 1,441 2,388 3,714
1,21 0,333 0,719 1,270 2,094 3,307
3 25/16 0,346 0,650 1,021 1,565 2,394
9/4 0,539 0,844 1,033 (1,239) 1,228
3 0,965 1,506 1,720  (1,750) 1,720 1,622
4 1,940 3,197 3,847 (4,080) 3,983 3,722
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6261 2§ Kupwopnf syvreppy

1. téblazat/2
( )E-10-'=pg
a a Ja w

= 3 T == 1 2 4 5
1 0,018 0,067 0,170 0,348 0,622
1,21 0,076  (0,080) 0,076 0,038 0,019 0,011
25/16 0,653 1,012 (1,120) 0,431 0,140 0,026
9/4 3,320 6,192 (6,280) 3,411 1,456 0,443
3 8,576 16,350 (21,184) 12,048 6,528

4 19,47 31,70 55,62 13,98 (75,20) 47,55
1 0,095 0,271 0,598 1,138 1,944
1,21 0,099 0,149 0,235 0,442 0,852
100 25/16 0,418 0,560 (0,580) 0,502 0,348 0,205
9/4 2,150 3,653 (4,317) 3,283 1,914
3 5,584 10,288 (14,176) 7,504 4,298

4 12,56 23,79 33,38 (34,56) 19,91 11,73
1 0,343 0,790 1,441 2,388 3,714
1,21 0,330 0,656 1,084 1,720 2,673
25/16 0,480 0,767 0,971 1,192 1,536
9/4 1,433 2,280 2,681 (2,880) 2,750 2,583
3 3,334 5,776 7,328 8,032 (8,202) 7,984

4 1,434 13,54 18,32 21,67 23,29
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I. tiblisat/3

(

JE - 1002 ppe

6161 *L§ Kupwopn ] wjorsy

a a Ja w
z 3 Y + =1 2 s
1 0,018 0,067 0,170 0,348 0,622
1,21 0,186 (0,250) 0,234 0,141 0,039 0,023
25/16 1,501 2,443  (2,510) 0,992 0,317 0,120
9/4 7,530 1431  (1627) | 16,11 9,054 4,553
3 19,47 37,70 54,63 70,09 83,52
4 44,14 86,40 126,7 165,1 201,2
1 0,095 0,271 0,598 1,138 1,944
1,21 0,153 0,191 0,200 0,265 0,455
25/16 0,953 1,455 (1,560) 1,519 1,206 0,725
9/4 4,909 8,975 12,05  (12,320) 6,642 3,797
3 12,57 23,78 33,99 (35,20) 19,91 11,73
4 28,23 54,25 78,12 (81,30) 15,87 48,92
1 0,343 0,790 1,441 2,388 3,714
1,21 0,348 0,635 0,967 1,445 2,163
25/16 0,751 1,160 1,330 1,373 (1,401)
9/4 3,046 5,138 6,440 7,079 (7,168)
3 7,43 13,54 18,33 21,67 23,29
4 16,58 31,34 44,36 55,63 64,54
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I. tdblézat/4
’% 1o ( )E-10-=p,

N a Ja w

| i + =! 2 3 s
1 0,004 0,013 0,034 0,069 0,123
1,21 0,007 (0,008) 0,004 0,005 0,017

25/16 0,070  (0,105) 0,100 0,051 0,017 0,010

9/4 0,367 0,664 (0,685) 0,263 0,088 0,045
3 0,948 1,782 (1,930) 1,320 0,656 0,208
4 2,150 4,119 5,851  (5,905) 3,984 2,388
1 0,019 0,053 0,118 0,225 0,384
1,21 0,017 0,031 0,057 0,111 0,204

0,1 150 25/16 0,048 (0,063) 0,052 0,043 0,030
9/4 0,244 0,377 0,427 (0,435) 0,415 0,356
3 0,617 1,089 (1,357) 0,893 0,513
4 1,398 2,603 3,692 (3,700) 1,986 1,082
1 0,068 0,156 0,285 0,472 0,734
1,21 0,064 0,132 0,225 0,362 0,560

25/16 0,077 0,131 0,182 0,252 0,360

9/4 0,177 0.274 0,315 (0,325) | 0,320 0,314
3 0,383 0,631 0,760  (0,802) 0,787 0,735
4 0,832 1,461 1,891 2,123 (2,162)
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6161 ‘LS Aupwopn], 1yvzsgpy

L. tablizat/5

L ( )E-10—*=p,
Jo a a Ja w
T W v H = ! 3 5
1 0,004 0,013 0,034 0,069 0,123
1,21 0,037 (0,049) 0,046 0,028 0.008 0,005
1 25/16 0,297 0,480  (0.490) 0,196 0,063 0,024
9/4 1,487 2,826  (3,206) 3,182 1,797 0,899
3 3,846 7,447 10,79 13,84 16,50
4 8,719 17,06 25,03 32,60 39,74
1 0,019 0,054 0,118 0,225 0,384
1,21 0,030 0,038 0,040 0,052 0,090
02 | 150 2 25/16 0,188 0,288  (0,308) 0.300 0,238 0,143
9/4 0,970 1,773 2,375 (2,383) 1,322 0,750
3 2,482 4,698 6,713  (6,953) 3,933 2,317
4 5,576 10,72 15,23  (16,06) 14,99 9,66
1 0,068 0,156 0,285 0,472 0,734
1,21 0,069 1,125 0,191 0,285 0,427
3 25/16 0,148 0,229 0,263 0,271 §0,277)
9/4 0,602 1.015 1,272 1,398 1.416)
3 1,468 2,675 3,619 4,281 4,601
4 3,275 6,191 8,762 10,99 12,75
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I. téblézat/6

L 10 ( )E-10~*=p,

S a a Ja w

+ 5 'y f—b = 1 2 3 5
1 0,004 0,013 0,034 0,069 0,123
1,21 0,089 (0,140) 0,132 0,061 0,021 0,007

1 25/16 0,672 (1,255) 0,704 0,304 0,035

9/4 3,380 6,538 9,467 12,14 14,46
3 8,712 17,01 24,84 32,13 38,80
4 19,73 38,90 57,51 75,54 92,98
1 0,019 0,053 0,118 0,225 0,384
1,21 0,059 (0,075) 0,065 0,048 0,041

0,3 150 2 25/16 0,440 0,738 0,911 (0,977) 0,951
9/4 2,182 4,119 5,884  (6,050) 3,283 1,912
3 5,576 10,72 15,43 (16,34) 14,99 9,66
4 12,57 24,45 35,63 46,08 49,93
1 0,068 0,156 0,285 0,472 0,734
1,21 0,082 0,136 0,182 0,242 0,335

3 25/16 0,282 0,452 0,532 (0,540) 0,500

9/4 1,292 2,337 3,132 3,664 3,893
3 3,275 6,191 8,762 10,99 12,75
4 1,707 14,72 21,07 26,78 31,85
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L. t&bléxat/7

—é’- 10t ( JE-10—%==p,,

N a 2 Ja r o1 3 5

3 h b o L]
1 0,001 0,004 0,011 0,022 0,039
1,21 0,0048 (0,0050) 0,0048 0,0024 0,0012 0,0007

1 25/16 0,0408 0,0633 ?),070) 0,0269 0,0088 0,0016

9/4 0,208 0,387 0,393) 0,213 0,091 0,028
3 0,536 1,022 (1,324) 0,753 0,408
4 1,217 2,356 3,476 4,624 (4,700) 2,972
1 0,006 0,017 0,037 0,071 0,122
1,21 0,006 0,009 0,015 0,028 0,053

0,1 200 2 25/16 0,026 0,035 (0,036) 0,031 0,022 0,013
9/4 0,134 0,228 (0,270) 0,205 0,120
3 0,349 0,643 (0,886) 0,469 0,268
4 0,785 1,487 2,124 (2,100) 1,246 0,733
1 0,021 0,049 0,090 0,149 0,232
1,21 0,020 0,041 0,067 0,108 0,167

3 25/16 0,030 0,048 0,061 0,075 0,096

9/4 0,090 0,143 0,168 (0,180) 0,172 0,161
3 0,209 0,361 0,458 0,502 (0,513) 0,499
4 0,465 0,846 1,145 1,354 1,456
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I. tiblazat/8

£ 100 ( )E-10—*=py
5 a s fo w
T i 3 T = 3 4 5
1 0,001 0,004 0,012 0,025 0,047
1,21 0,022 0,033 (0,035) 0,030 0,021
1 25/16 0,168 0,312 (0,330) 0,148 0,057 0,034
9/4 0,842 1,620 2,329  (2,400) 1,997 1,269
3 2,175 4,247 6,210 8,061 9,783
4 5,460 10,74 15,84 20,75 25,49
1 0,006 0,017 0,039 0,077 0,135
1,21 0,015 (0,019) 0,017 0,014 0,015
02 | 200 2 25/16 0,109 0,178 0,214 (0,221) 0,205
9/4 0,546 1,024 (1,461) 0,766 0,440
3 1,394 2,669 3,830 (4,002) 3,107 1,960
4 3,140 6,088 8,842 11,39 (11,90) 9,59
1 0,021 0,050 0,091" 0,153 0,241
1,21 0,024 0,041 0,058 0,080 0,115
3 25/16 0,073 0,115 0,133 (0,140) 0,134 0,124
9/4 0,327 0,577 0,757 0,874 0,935
3 1,709 2,876 (3,480) 3,259 2,289 1,799
4 1,826 3,507 5,051 6,477 7,834
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I. tdblizat/9

% 10¢ ( )E 10—*=p,,

e a a . w

T K 3 ;—. =t 2 4 s
1 0,001 0,004 0,012 0,025 0,047
1,21 0,052 (0,080) 0,032 0,011 0,002

1 25/16 0,380 0,719 (0,790) 0,659 0,354 0,150

9/4 1,910 3,730 5,433 1,037 8,343
3 4,925 9,693 14,300 18,750 23,030
4 11,13 22,03 32,69 43,11 53,28
1 0,006 0,017 0,039 0,077 0,135
1,21 0,033 (0,046) 0,045 0,034 0,020

0,3 200 2 25/16 0,254 0,446 0,582 0,668 (0,708)
9/4 1,226 2,341 3,354 (3,450) 2,494 1,549
3 3,140 6,088 8,842 11,39  (11,63) 9,592
4 7,087 13,88 20,37 26,55 32,40
1 0,021 0,050 0,091 0,153 0,241
1,21 0,033 0,052 0,063 0,073 0,089

3 25/16 0,152 0,253 0,312 (0,335) 0,329

9/4 0,740 1,361 1,871 2,276 2,583
3 1,826 3,507 5,051 © 6,477 1,834
4 4,368 8,444 12,23 15,74 18,98
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6. dbra. Nemlinedris teherhordé viselkedés

a gorbék tetSponti értékére van sziikség, ezért ezt a pontosabb vizsgalatot
jelen dolgozat keretében nem tartottuk feladatunknak elvégezni.

A szamitasokat gy végeztiik el, hogy felvett w(a, b)/h mennyiségekhez
a (3.29)—(3.32) egyenletekbdl meghatiroztuk a w fiiggvény komponenseinek
w;,j,[h, wi,j,[h relativ amplitidéit, majd a (3.24) sszefiiggésbél kiszamitottuk
a p/E teherbirasi paramétert.

A diagramok azt mutatjak, hogy a terhiiket az elsGrendii elmélet szerint
majdnem teljesen kozépfeliileti erGkkel hordé HP héjak ([5] fo/fs = [1.5—2]—
4) nemlinedris teherhordé viselkedése a 2c¢. dbran lathaté jelleggorbével jelle-
mezhetd.

Példaul a normalis (fu/fy = 4) vagy a hdromnegyed normdlis tipusi
(folfo = 9/4) héj lehajlasa novekedésével a teherbiras egy ideig monoton
novekszik (stabil egyensilyi &llapot), majd a p. teherintenzitas elérése utan
(a labilis egyensiilyi allapot kezdete) bekovetkezik a kisebb potenciald hely-
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7. dbra. Nemlinedaris teherhordé viselkedés

zetbe torténd dtpattands. Az atpattanas uténi teherbirascsokkenést emelkedd
teherbiris (stabilis egyensilyi helyzet) kiveti.

A szerkezet mérnoki szempontbél természetesen az atpattanasi teher
elérésekor tonkrementnek tekinthetd, igy az ismét emelkedS tartomanyt nem
is tiintettiik fel.

A transzlaciés HP héjak egyik alkotérendszere feliilr6l homorii parabola-
seregbél all, ezért azt gondolhatnank, hogy ezek a héjak monoton emelkedd
nemlinearis teherbirasi jelleget mutatnak. Ez azonban — a ,,lJemezszeriien”
viselked8 szeminormal héj esetét kivéve — csak akkor van igy, ha a héjat az
aszimptotikus vonalak (a karakterisztikak feliileti megfelel6i) mentén tdmaszt-
juk meg [9]. Ennek az az oka, hogy a feliileti alkoték mentén megtamasztott
torznégyszioghéj feliilrdl homord hizott szélak kozil legalabb a sarokpontokat
osszekotd hizott szal mintegy felfiiggeszti a kihorpadé nyomott szalakat [8].

A nyereg alaki oldalnyomasmentes HP héj minden felilrél homord
szila oldaliranyban szabadon elmozdulé peremivekhez csatlakozik (a tdma-
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8. @bra. Nemlinedris teherhordé viselkedés

szoknél levd szilak hatasa jelentéktelen), igy az emlitett felfiiggeszté hatas
nem jelentkezik. Az atpattanas utan emelkedd teherbirds csak igen nagy-
mértéki — a 3.—13. abrakon fel nem tiintetett — alakvaltozas utan, az x
irdnyu ivek felilr6l homorid helyzetében lehetséges.

Az eddig targyalt ,,héjszert” viselkedéstdl teljesen eltérd jelleget mutat
a szeminormdl héj (f,[fs = 1). Ez a héj az elsGrendii elmélet szerint [5] dontden
hajlitényomatékokkal viseli a terheit. Ez a ,,lemezszer’” monoton névekedd
teherhordé jelleg mutatkozik meg a 3.—13. dbridkon is. Igaz ugyan, hogy a
szeminormal héj teherbirasa a lehajlas novekedésével egyre nagyobb lesz, de
az a teher amelyet ilymédon viselni képes, igen kicsi. Az elsérend{i elmélettel
tortént vizsgélatok [5] eredményeivel 6sszhangban, most is megéllapithatjuk,
hogy a szeminormal héjat — és a tdle kevéssé eltér§ nyilmagassagaranyi
héjakat — csak a lemezeknél szokasos a/h arinyok mellett lehet alkalmazni.
Az dtpattané és a feliilrol homorii, monoton niévekeds teherbirasi jellegli esetek
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9. dbra. Nemlinearis teherhordé viselkedés

kozott atmenet van: ekkor a teherlehajlas diagramoknak nincs vizszintes

érintéjiik, csak inflexiés pontjuk van.
A ,lemezszerit” és a ,,héjszerii” viselkedés kiilonbozéségét j6l szemlélteti
az a/b oldalirany eltérg hatésa is. A ,,Jemezszeriien” viselkedd HP héjak teher-

birdsa a b méret csokkenésével egyre nagyobb, mig a ,héjszertien” viselkeds
héjaké egyre kisebb lesz.
A gorbék jellege és a teherbiras mértéke jol mutatja a peremivek oldal-

iranyu hajlitasi és a csavarasi merevségének hidnyat.
A megadott tablazatok és diagramok gyakorlati hasznélataval kapesolat-

ban ramutatunk arra, hogy — rogzitett « és y esetében — ha

Bio1= B202» (3.33)

akkor
Ba . | Piled 3.34
P ‘ ﬂz} ( )
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10. @bra. Nemlinedris teherhordé viselkedés

A deformalatlan alaphelyzetbol (w, = 0) torténod eldgazdsi jelenségre vonat-
kozé szamitasi eredményeinket ([6]: pl') ésszehasonlitva a most kapott
ﬁc, dtpattandsi kritikus teher értékekkel az alabbi megallapitasokat tehetjiik:

1. Azokat a héjakat, melyek terheiket az elsGrendi elmélet szerint is [5]
dont§ mértékben hajlitényomatékokkal hordjik (fo/fo = 1-(1,5—2)), nem
vizsgalhatjuk lineéris elmélettel. A szeminormail héj (f,/f, = 1) nyilmagassag-
aranyatél kevéssé eltérd nyilmagassagarinytd héjak nem mutatnak elagazasi
jelenséget. Az ezekhez a paraméterekhez tartozé héjak teherbirasi diagramjai
monoton emelkedoek; f,/f, = 1-nél a gorbéknek inflexiés pontjuk sincsen.

2. Kis fi/fs» Jol/fs» valamint nagy a/b aranyok esetében az dtpattandsi
kritikus teher (p,,) kisebb, mint a linearis kritikus teher (ph'; w, = 0).

3. A vizsgalt paraméter tartoméanyok legnagyobb részében — elsGsorban
az folfo = (1,5+2) = 4, f/fp = 0,2 = 0,3, fa/fb = 1 — 2 paraméterekkel jelle-
mezheté tartoményokban — a p, terhek nagyobbak, illetve lényegesen
nagyobbak, mint a ph terhek (17. abra). Ezekre a HP héjakra az eldgazdsi
kritikus terhek a mértékadéak.
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11. dbra. Nemlinedris teherhordé viselkedés 12. dbra. Nemlinedris teherhordé viselkedés
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13. abra. Nemlineéris teherhordé viselkedés

4. Elagazas a deformalt alaphelyzetbl

Ebben a fejezetben arra a kérdésre adunk valaszt, hogy a nemlinearisan
deformal6dé héj egy bizonyos ésszenyomédott allapotdban a p. Atpattanast

kritikus teher elérése el6tt nem kovetkezik-e be elagazasi jelenség (2.c abra:

o, d).

4.1 Alapfeltevések

A deformalt alaphelyzetbél (w,>= 0) bekovetkez§ elagazas lehetdségének
vizsgélatakor az alaphelyzetbeli bels§ eréket és alakvaltozdsokat nemlinearis
elmélettel szamitjuk (3. fejezet).

Ezen vizsgilat végrehajtasanal a szakirodalomban elfogadott kovetkezd
kozelitést alkalmazva a nemlinedris elmélettel elddllitott lehajldsi alakkal médo-
sitjuk a héj geometridjat.

Miiszaki Tudomdny 57, 1979



LAPOS HIPERBOLIKUS PARABOLOID HEJAK VIZSGALATA 503

Ezen megvaltozott alakd héj [6] alapjan meghatérozhaté linearis kritikus
terhét (w, = 0) tekintjiik a héj kozelité — a deformalt alaphelyzetbél bekévet-
kezd elagazasi jelenségére vonatkozé — lineéris kritikus terhének. Ez a megol-
dasi menet dsszhangban van [1], [2], [14] eljarasaval.

BusaNELL 1], DurLAcskA [2] és WEDELLSBORG [14] a p., (wi) terhek
(2. abra: 1.2) meghatarozasidnak igen nagy szamitasi munkajat olymédon
csokkentették le, hogy a wy kezdeti hullimossaggal médositottak a vizsgalt
héjak geometridjat, és ezeken a megvaltoztatott alaki héjakon sajatérték
feladat megoldéaséaval allapitottiak meg a fels§ kritikus terheket. A szamftasok
azt mutattik, hogy a kritikus teher csokkenést a pg," teherhez (w, = 0)
képest alapvetden a kezdeti hullamossig okozza. A pontos értékekkel valéd
Osszehasonlitas alapjan kideriilt, hogy a geometriai nemlinearitas a teher-
csokkenésnek csak kisebb mértékét okozza.

Az altalunk targyalt jelenségnél geometriai nemlinearitas csak az alap-
helyzetet jellemzi, ezért ha ezt kozelit§en figyelembe vessziik, akkor a fenti
gondolatmenet szerint megfelel§ kozelitd értékeket kapunk.

4.2 Alapegyenletek

A w, mértékben deformalédott héj potenciilis energidjanak masodik
variacidja a kozépfeliileti er6k Up,, a hajlitasi er6k Uy, valamint a kiilsé
terhelés V, potenciilis energidja masodik varidciéjanak osszegeként irhaté fel:

1 ~2a r2 _ _
82 Upy = — F'2 —2,F F" 4 F2 420 Fr
0 EhJ [0[ p +F2 420 4 p) F2 4 @)

0 .

+ Eh(Fiw?—2 F;'% % + Fyw?)] dxdy,

8 Uy — KJ%J% [0 + 2pw @ + w72 4+ 2(1 —p) w5'2] dxdy,  (4.2)
0 0

BVy=0, (4.3)
2a 20

y U0 = J uo dx dy = 62 Umo + 62 Ubo [} (4'4)
0 1]
2a r2b

62H0=J j nodady + 8 U = 2 V,. (4.5)
o 1]

Itt v, ill. 7, a belsd, ill. a teljes potencialis energia masodik varidciéja-
nak fajlagos értéke.

A fenti egyenletekben F = F (w) A fa]lagos nyulasok, ill. szégtorzulasok
kifejezéseiben szerepelnek a whw! w,qw’, whw' + w, “w! tagok is.
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Az indifferens egyensilyi helyzetben a I, potenciilis energianak kell
legyen legalabb egy olyan kiilonleges misodik varidciéja, melynek minden
els§ variacija zérus. Igy a p},-l," 4 teher meghatérozisahoz a

(&RIT) =0 (4.6)
variaciés feladatot kell megoldani. A 6%I7, funkcionilt stacionarius értékké tevd
w extrémalis fliggvényt az alabbi Euler—Lagrange-tipusi differencidlegyenlet

megoldésa szolgaltatja:

3n0

3710_(3710)'_

ow ow'

i i+ o e

3wll

Elvégezve a (4.7) egyenlet altal kijelolt miveleteket a lapos héjak
deformalt alaphelyzetbdl (w5« 0) torténd eligazasi jelenségének egyensiilyi
egyenlete adédik [3], [15]:

KAfw — L,(F,wy + z) — L, (F,, w) = 0. (4.8)

Irjuk fel a kozépfeliileti erdk potencidlis energidjanak masodik variacié-
jat
“2a (2 _ . _
&* U, _—‘_J J [2 [F'(v —wz™ + wow) — F'(u + 9 +
o Jo
+ whw + wyw') + F~ (&' — wz'" + whw')] — (4.9)
_Lh[ﬁuz _ouFF 4 Frya(l 4 p)Fe 4
+ [Fdw? —2F; ww' + Fyw?]}dxdy

alakban. Ennek segitségével a kiegészit6 potenciilis energia staciondrius érté-

kiiségének tétele alapjan — a 82U, funkciondl variaciéképzését F szerint
végrehajtva és a

oug )" du, 3u0

v v (10

alaki Euler—Lagrange-féle differencialegyenlet altal kijelolt miiveleteket
elvégezve, az alabbi egyenlet adédik:

AAF + D(1 — ) [L, (@, 3) + L, (i, wo)] = 0 . (4.11)

A (4.11) egyenlet a lapos héjak deformalt alaphelyzethdl torténd elaga-
zési jelenségének (w,= 0) kompatibilitasi egyenlete [3], [15].
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4.3. A lehajldsi- és a fesziiltségfiiggvények

A héj alaphelyzetbeli w, lehajlasa és az eldgazdsnil kialakulé w = 6w,
horpadasi fiiggvénynek eleget kell tennie a feladat alabbi geometriai és stati-
kai peremfeltételeinek:

w=w, | w, (4.12)
— — n__ C
w=0, w=0, w=0, w=0. (4.13a—d)
x=0 y=0 x=0 y=0
x=2a 'y=2b x=2a L/=2b

Az oldalnyomasmentesség feltétele igy frhaté fel:

F=F,+F, (4.14)
| I— I
Fl=o0, F=0. (4.15a—d)
y=0 x=0
iy=2b x=2a

A kovetkez6 linearisan fiiggetlen tagokbél allé fiiggvénysorok kielégitik
a feladat §sszes geometriai és statikai peremfeltételeit:

. Trm . sm
wy = > Dy smExsmEy,

(4.16a—b)
F, = F, sin —% x sin —— s
0 =22 ey, 27
r=13,5..,R
s=13,5,...,8
w= 23> Eijsin—zlixsin%y,
* (4.17a—b)

= . im . Jm
F=22F,-}-51nz—x81n‘;—by.

i=1,2,3,...,1
j=1,2,3,...,J

A fenti fiiggvényeket tehat a feladat Galerkin-mdédszerrel torténé meg-
oldasakor az alaphelyzet és a szomszédhelyzet alakviltozisi- és fesziiltség-
figgvényeinek tekinthetjiik.

Az ismertetett pontos megoldas helyett -— a 4.1. fejezetben leirt gondolat-
menet alapjdn — a 3.—13. dbrik nemlinearis teherbirisi diagramjai és a [6]-
ban eldallitott linearis kritikus terhek (w, = 0) segitségével hatarozzuk meg a
kozelit phry terheket.
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4.4 Kozelito eljaras

Ha a [6]-ban elGéllitott linearis kritikus terhek értékének elérésekor a
3.—13. abrak szerint a HP héj kozéppontja (x = a, y = b) w(a, b) mértékben
lehajlott, akkor a 17 a.—b. abrakon definidlt w,; atlagelhajlassal mdédositott
geometridji héj paraméterei az alabbiak lesznek:

“_ﬁ’od._y_
¥ =f_;:fa s ﬁ’od it _h ﬂ@
It fot 1_{_@.]_’
h  fo
(4.18 a—d)
pr=p==
h?
7*=y=1
b?
ft’zl< Jo + Woy Wos ¥
® vl A ik O
et—=3 b o+ %t

~ A 17. abrian mutatjuk be a kozelit§ eljarasunk segitségével kapott
p,’;',.'}d teher diagramokat. A (4.18 a—d) paramétereknek megfelel§ linearis
kritikus terheket a 18.—20. abrak csipkegorbéi segitségével hataroztuk meg.
Ezen csipkegorbék alakja mutatja, hogy a pirqterhek lehetnek kisebbek
. . . lin
is, nagyobbak is mint a p. terhek.
Az o ~ 2 = 3 nyilmagassagarany — tartomanyban az o« mennyiségek
a*-ra valé csokkenése a linearis kritikus terhek csékkenéséhez vezet. Ezzel

4

1,0

%)

._....". I \... /|
/>§< ..........
05 s 7
/

LIRS P T LT LT

108

&

R 3R B B
Y‘%
/I
1

ollllllll!lllllll |G 2 Mt o T S Ul

3
folfb ot
14. dbra. A HP hé; linearis kritikus terhe (a/h = 159, fy/b = 0,1)

o

4
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szemben kb. az o ~ 3 = 4 tartomanyban az « paraméterek lecsokkenése
(«*) teherbiras — novekedést okoz.

Ennek kévetkeztében a tényleges piry mennyiségek a mindig névels
hatasi Ap = p—p* és az esetenként csokkentd, esetenként noveld hatasi
Ao = a—a* paraméter-viltozasok egyiittes hatasdnak eredményeként allapi-
tandék meg.

35

i )

N
(&2}
0 I 5 ) 2 O

10
9
*.8—
T
o S
o .
ey
§s|u, -
als g
3:. ? o
2+ ¥
o S
1 A
g e 0 A T4l S T L e S Sl i
1 3
falfp  iim—

16. dbra. A HP héj lineéris kritikus terhe (a/h = 150, f4/b = 0,3)
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A pgf: a értékeket grafikusan hataroztuk meg: a Wy, helyek kis kornye-
zetében levs 1y, + Awy, helyekhez (17a. abra) meghatarozott linearis kritikus
terhek gorbéjét metszésbe hoztuk a megfelel nemlinearis teherbirasi gorbével.

A 17b. abra azt mutatja, hogy a terhelés elGidézte deformacidk (w,)
hatdsa — a vizsgalt aranyok esetén — az fy/fy ~ 2.5 - 3.5 tartoményban
a legnagyobb (a csxpkegorbéket az atpattandsi kritikus terhek (Per) vonalaig
rajzoltuk meg). A pc,,d terhek szazalékos eltérése a ph' terhektdl: afly ==

20
5Cr 5
i lm 7
) f (rrees iy o cr d(WO#O)
Im :
L ————— P, Wo#0) 1
15 ﬂ
L gl 1
© [T ; dl
Q priin 1 1 T
cd/ 1L i
o [ Hadlawe o, |
a *ﬂg ‘ ,
‘%; Woél Wod Wo i ] Per e 3 ;
= 10 pc‘P —
£ b|u_1 2a2b tin emelkedd \
a p 4 |
5 ij(xg)dxdg cr,d N posztkritikus
o £ teherbiras |
[) =00 s e esd poszt
._'I— od=Zab ©h) kritikus ﬂi
e teherbiras S
4% Wos Wa  Wos Wa

5E ]
E 3
4 4
3E E
2f- SR
e —— \
O:—J—l'—"/ VR S ) | Y 1) I Ul (B i 1) o g
1 2 TSI 4
falty R

17a. dbra. py, p:‘lri > Pz:ir':d kritikus terek Osszehasonlitdsa (a/h = 150, fy/b = 0,2, a/b = 1)
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= 1 esetén 4 ~ + 109, =+ —8%, a/b = 2-nél 4 ~4-13%, =~ —9%, a/b = 3-
nal A~ 439 = —119%,. A viltozisok ellenére a maximdlis linedris kritikus

terhek tovabbra is az f,[f, = 3 arany kozelében helyezkednek el.

4

8

T
o
"
[9
i\

b BEn 6 g in
105 T1O - 10 R

Per
i -

1/111114111111111111111
3 4

01 2
folfo - n——

17b. Gbra. Per, por, pina kritikus terek sszehasonlitésa (a/h = 150, fy/b = 0,2)
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A gyakorlatban sokszor alkalmazott normélhéj (f,/f, = 4) és harom-
negyed normalhéj (f/f, = 9/4) teherbirasat csak kevéssé befolyésoljik az alap-
helyzetbeli deformacick (w,). Ez a hatas az f,[f, ~ 3 paraméter kozelében
1év8 héjakra a legveszélyesebb.

/ @ a)
0,8 I, Fy g
/ e}
0,7 / Fa %
s | 5]
/ h/2 | h/2
0,6 lin
H%105:0,506 / @ I
l )
0)513_ e i B 2 4_/_._&?106 F N=Ix6
0,5 / E Lo P Az ey X1r
6
o Fo—th/2 h/2
Q_Tu_’ 0.4 @ QP//- ©x T
. +L P Xi
//. : A s
1% - "
) e I F
0,3 1 5 2 : v T InFn
f /. |ofetsd X !
7—22008-0,193 ; jef ¢)
: / E ]
0,2 L/ ] x AN
; /
am e | T
& =3 ‘
¢ b 58 X1
/ i ol s e & Fd—«f o
; g
0,1 7 3 S
eﬂ %" h/2 || h/2
Gt a
7
Feol
O lllll(l'lllllllll ITNERERETRANEN] llxlnll[Hl'l
e _ 0,1 1 0,2 0,3 4 7050 8 =Fei
k0,105 | & sk h —— Ho=por, 20,003
: o~ © 0
3 0,5 2 P I TR T K2g=2510"kNm~2
) / o
} : /o4
| ¥
!_// 114=0,003 afh: = 173,33
1,0 a/b = 3,077
fy/b = 0,1183
h =31072m

18. dbra. Megépiilt héj stabilitdsi vizsgalata
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Szamitasaink alapjan azt is megallapithatjuk, hogy a kezdeti hullimossag
is az emlitett f/f, ~ 2,5 = 3,5 tartomédnyban csokkenti legnagyobb mérték-
ben a teherbirast.

Ez a médszer egyittal megadja az eldgazds utdni kis alakvéltozasokhoz
tartozé teherbirasi diagramok jellegét is. A Ekritikuson tiilt teherbirds esetenként
emelkeds (kb. f[fy = 3 = 4), esetenként csokkend (kb. fo/fy = 2 = 3) jellegi.
A 17b. abra azt is megmutatja, hogy az atpattanasi kritikus terhek (p.) kb.
az fo/fs = 2,5 = 4 tartomanyban nagyobbak, ill. sokkal nagyobbak mint az
elagazasi kritikus terhek.

Ebben a fcjezetben az atpattandsi kritikus teher elérése elotti elagazas
(wy = 0) lehetdségét vizsgaltuk meg.

Azon héjakat, melyek atpattanas kovetkeztében mennek tonkre, az
dtpattands utdni visclkedésiiket tekintve két csoportba oszthatjuk:

1. A lehajlasi alak végig szimmetrikus;

2. Az atpattanas utéani labilis 4gon (antimetrikus) elagazas kovetkezik
be. Ezt az esetet nem vizsgaltuk, mert a szerkezetet a }—)C, teher elérésekor
mérnoki szempontbol tonkrementnek tekintjiik.

5. Gyakorlati alkalmazas

Alkalmazzuk az el6z8ekben ismertetett mddszereket

K. HruBaN a Die Biegetheorie der Translationsflichen und ihre Anwendung
im Hallenbau (Acte Techn. Hung. 7/1953), 425—464. o0.) c. cikkében emlitett
megépiilt nyereg alaki, oldalnyoméasmentes HP héjra. A héj geometriai, vasa-
lasi és szilardsagi adatait a 18. abran tiintettiik fel (K, a kockaszilardsag). A
héj mértékadé terhe (3 cm vastag héjlemez, rétegek, héteher):

P = 2,25 kNm~?

Py

MindenekelStt a 3.3-ban leirt médon eléallitottuk a héj nemlineidrs p—w [a, b] diagramjat.
Ezt a gorbét ezutdn transzformaltuk gy, hogy w(a, b] helyett a w4 = 19w[a b] 4tlagos lehaj-
las fiiggvényében raktuk fel a p ordinitakat. A kozépfelilettsl mért ,,e/h” relativ kiilpontossig
fuggvenyeben kapott gorbe a 18. din lathaté [ jeli gorbe]. Mmthogy a vizsgalt kiilpontos-
sdgi tartomanyban a p ordinatiak sokkal kisebbek mint a p, atpattandsi kritikus terhek, a
diagram e kezdeti szakasza kozel ill az egyeneshez.

Ezutén a [6]-ban leirtak szerint meghataroztuk a p“" = 0,513 X EX10-¢ teher para-
méter értéket [w, = 0, eldgazasi kritikus teher]. Ezt kovetden a 4.4 szerint vettiik figyelembe
a kozépfeliilet lehajlasat (w, 7= 0): p““d = 0,509 XEX10-% A csokkenés mértéke csekély.
Az elagazas utani teherbiras enyhén emelkeds. A héj tilnyomorészt nyuldsmentesen horpad,
ezért hasonlit a @ jeld ag a siklemezek megfelel§ posztkritikus jelleggorbéjéhez.

A homogén, izotrép, idedlisan rugalmas anyagii héj lineéris kritikus terhére vonatkozé
biztonsag:

_ Py 0,506xX Ex10-¢

= = 0,225E -8,
s 2.5 0,225EX10
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A K, = 2,5X 104 kNm~? kockaszil4rdsdgnak

K
- . S 107 kNm—*
Bip = 5.5 X 107, gt = 305X 107 kiNm

kezdeti rugalmass4gi modulus felel meg.
A teljes lassd alakvdltozds lejitsz6d4sa utén az alakvaltozasi modulus:

Ep = 1,33x107 kNm-2.

Az E = Ey helyettesitéssel a biztonsig

kb= 3.

A valéségos helyzet ennél lényegesen kedvezdtlenebb, hiszen figyelembe kell venniink a

a) vasbeton keresztmetszet berepedését (p),

b) a véletlen jellegti kezdeti kiilpontossgot (ey),

¢) a beton anyagénak plasztikus tulajdonségait (¢ p)-

A fenti szempontoknak megfeleld teherbirds-cs6kkenés mértékét DULACSKA [8] eljardsé-
val llapitjuk meg.

ad a.) Repedezettség

ad b)

Meg kell hatéroznunk a kiilpontosan nyomott, linedrisan rugalmas anyagi vas)
beton keresztmetszet 1. és II. fesziiltségi 4llapotban érvényes hajlitasi (EIy, EIyy.
és nydldsi (EF|, EF||) merevségeit az ,,e/h” relativ kiilpontossag fiiggvényébeni
Az ide vonatkozé részletek a 18.a-b sbrakon lithaték. A repedezettség miatt-
csokkentd tényezd [8]:

A y-dbrdn pontozott vonallal (u; = 0) a vasalatlan keresztmetszet horpaddsi
merevségének a csokkenését tiintettiik fel.

A y-diagram ismeretében a megfeleld p/E 10 teherparaméter értékek szorzdsédval
kaptuk meg az @ —@ jeli diagrambél a ® jelit.

Kezdeti kiillpontossig

A véletlen jellegii kezdeti kiilpontossdg mértékét [8] nyoman az étlagos giil'biileti
sugdrbol (Rau)

o — Ran
k= 3500

Ran. = |[R(|R,],
Ry, = 16,90 m, |R)| = 7,14 m, Ry, = 10,98 m,

e = 3714)( 10-3m

[ J
médon kaphatjuk meg. Minthogy az ey kezdeti kiilpontossdgi héj p-e (ill. p-w)
diagramjat nem ismerjiik, ezt gy kozelitjiikk meg, hogy a kiillpontosan nyomott
rudak

lin €k
. S Sk
P = Per ( e )

gorbéjét az @ — @ diagramokhoz illesztjiik. Esetiinkben ez jé kozelités, hiszen
a @ jelii gorbedg — a vizsgdlt kis tartoményban — kézel vizszintes.

Az igy kapott @ jelii gbrbe a tényleges pontos gorbe alatt fut, hiszen a héj az
elagazds utdn emelkedd teherbirdsi.

Természetesen a @ jelii gorbét is torzitanunk kell a p redukciés tényezékkel (1.
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P* — v* - p*). Az ilymédon kapott ® jelii diagram az idedlisan rugalmas anyagi
bereped: vasbeton héj p—e/h teherbirasi diagramja. Ennek tetépontja a

Lol s = 0,193 X E x10-¢

felsd kritikus teher.

ad ¢) Plasztikus anyag
A plasztikus redukciét [8] a

1
Jp= || T/ felst 1t
Ppt

szorzétényezivel veszi figyelembe. Itt py az a teher, mely horpadds nélkiil plasz-
tikus szilirdségi torést idéz el6 a keresztmetszetben (az N plasztikus hatérerd
a 36¢. dbrdn) ha a kiilpontossag e{r (1d. az ® jeléi gorbét). Esetiinkben Ny =
= 176 kNm =2, py = 35 kNm~2,

Allandé teher esetén E — Ey = 1,33 X107 kNm -2, tehat

P — 0,193%1,33X107x10-% = 2,57 kNm-2.

A hoteher esetleges jellegli, lasstd alakvaltozést csak kis mértékben okoz, igy a
totélis teher (pys = 2,25 kINm~?%) esetében az

E,=1,64%107 KNM-*

alakvaltozdsi modulussal szimolunk. Ekkor

Pl — 0,193 1,60 107X 108 = 3,17 kNm -2

A felst kritikus értékeket a plasztikus téréteherrel (pp) 6sszehasonlitva lathaté,
hogy a héj a plasztikus térdteher 7,3 —8,8%,-4n4dl horpad.
A redukciés tényezd a targyalt két esethen csak jelentéktelen mértékben tér el
egymdstdl:

&p = 0,997, ill. &p = 0,996.

Végeredményben allandé teher esetén a berepedt, kiilpontosan nyomott vasbeton
héj plasztikus kritikus terhe:
1 felss! ) _
Per,pt = Pcﬁ}sgb. r° ‘Sp = 2,56 Nm™,
Totalis teher esetén:

" felsO! i —3
p(r,p[ = P;!svbb” * é,_; = 3,15 Nm™2,

A py= 2,25 kNm=? teherbdl p; = 1,25 kNm~-? allandé jellegi, p,= 1,0
kNm -2 esetleges jellegii, nem tartds teher:

1
Ky =Ler 505,
P4

11
k;}l — Per,pt —1.40.
Pm
Tehat a héj pii'" , kritikus terhét a repedések (y) a véletlen jellegii kezdeti kiilpon-

tossdgok (ey) és (kis mértékben) az anyag plasztikus tulajdonsigai (£,) igen jelen-
tdsen lecsokkentették. A szerkezet a terhek viselésére alkalmas.
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Megjegyezziik, hogy az ,.e’” kiilpontossig novekedésével az (@) jelii gorbe emel-
ked@vé vilik, mert a @ jelii gérbe monoton névekvs, a y pedig hatdrértékhez
(tiszta hajlitds; szaggatott vonal) tart.

6. Osszefoglalés

Jelen tanulminyban a nyereg alakd, oldalnyomasmentes HP héjak
egyenletesen megoszl6 terhelés alatti nagy alakviltozisos egyensilyi tja-
nak jellegzetességeivel foglalkoztunk.

A geometriai nemlinearitast figyelembe vevd egyensilyi és kompatibi-
litdsi egyenletek alapjan a Galerkin-médszerrel el§éllitottuk a héjak teher-
lehajlas diagramjait.

Megallapitottuk, hogy — a vizsgalt héjak bizonyos arinyainal — a
teherintenzitas egy meghatarozott értékénél dtpattands kovetkezik be.

Csak a szeminormal héj és az ettdl kevéssé eltér6 nyilmagassdgaranyd
héjak teherbirasi diagramjai monoton emelked§ jellegliek. Ezen héjak teher-
birasa igen kismértékii, ezért csak a lemezekre jellemz8 geometriai aranyok
esetén lehetséges az alkalmazasuk.

Az atpattanasi kritikus terhek a vizsgalt nyilmagassigarany-tartomany
legnagyobb részében nagyobbak, ill. sokkal nagyobbak mint a deformalatlan
alaphelyzetbél (w, = 0) bekovetkezd elagazasi jelenség linearis kritikus terhei.

Megvizsgaltuk a nemlinearisan deformdlédott alaphelyzetbsl (w, 5= 0) be-
kovetkez§ elagazasi jelenséget is. Az ily médon kapott eredmények azt mutat-
jak, hogy az alaphelyzetbeli deformaciék hatdsa az f /f, ~ 3 paraméter koze-
1ében 1évé héjakra a legveszélycsebb. A gyakorlatban sokszor alkalmazott
normalhéj és haromnegyed normilis tipusi héj teherbirdsat csak kevéssé
befolyasolja ez a hatas.

Eredményeinkbél arra is kévetkeztetni lehetett, hogy a kezdeti hullamos-
sagra az f [f, ~ 2,5 = 3,5 paraméterd héjak valészinileg a legérzékenyebbek.
A vizsgalt héjak HP egyensiilyi wtjainak a kévetkezd tipusai vannak:

1. A terhiik dont8 részét hajlitémerevségiik révén hordé héjak esetében
instabilitdsi probléma nem jelentkezik. A p-—w diagramoknak nines stacioni-
rius pontjuk. A szeminormal héj teherbirasi diagramjainak még inflexiés
pontjuk sincs.

2. Bizonyos geometriai ardnyoknal a héjak dtpattands miatt vesztik el
stabilitisukat. Ezen a tipuson belill két eset lehetséges. A kiilonbség a két
eset kozott az atpattanis utani viselkedésiikben jelentkezik:

2.1 Az egyik esetben a lehajlasi alak végig szimmetrikus;

2.2 A masik esetben az atpattanis utani labilis dgon elagazas kovet-
kezik be. Ezt a lehetdséget nem vizsgéltuk, mert a szerkezetet a
P,, teher elérésekor ténkrementnek tekintjiik.

3. A vizsgalt szerkezetek legnagyobb részére (elsGsorban az f[f, =
=(15+2)+4,f/f =02 -+03 2b=1-+2 geumetriai ardnyid héjak)

Misaaki Tudomdny 57, 1979




LAPOS HIPERBOLIKUS PARABOLOID HEJAK VIZSGALATA 515

lin

az jellemz§, hogy egy bizonyoes p,; < p, teher nagysignédl a 2.c abran
folytonos vonallal behiizott egyensilyi wton kiviil 1étezik egy masodik egyen-
silyi dt is, mely eldgazdsi jelenséggel kezdGdik (2.c abra: szaggatott vonal).
Ezen deformalt helyzetb6l bekovetkezd eldgazds utdn a teherbiras esetenként
csokkend, esetenként emelked§.
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G s W N

A Nonlinear Analysis of the Equilibrium Path of Shallow Shaddle-shaped Hypar Shells,
Supported by Shear Diaphragms, under Uniform Load, with Special Respect to Bifurcation
and Snapping. This paper is the third and the final part of a series. In the first part the
problems of the existence and uniqueness of the membrane solution of the hypar shells and
the kinematic uncertainty of the surface is treated. In the second part, the phenomenon of
branching out from the basic undeformed state is dealt with. In the present third part of the
paper the author tries to give a responsc to the question whether the failure can take place
without branching, caused by snap-through (i.e., of what character are the load-deflection
diagrams of large deformation). It is also investigated, whether the load bearing capacity
beyond the branching, starting from the deformed basic state, is increasing or decreasing,.
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Untersuchung der Gleichgewichtszustinde sattelformiger, flacher, normalkraftfrei ge-
laterter HP-Schalen unter gleichmiiBig verteilter Belastung, mit besonderer Beriicksichtigung
des Durchschlagens und der Abzweigung. — Diese Abhandlung bildet denletzten Teil einer drei-
teiligen Artikel-Serie. Im ersten Teil der Serie waren die theoretischen Fragen der Existenz und
der Eindeutigkeit der Membranlésung, sowie der kinematischen Unbestimmtheit von HP-
Schalen behandelt worden. Auf Grund dessen wurde die Erscheinung der Verzweigung aus dem
unverformten Grundzustand im zweiten Teil erortert. In der vorliegenden Arbeit werden die
charakteristische Tragverhaltienskurven der HP-Schalen bestimmt und es wird untersucht, ob das
Stabilitéitsversagen infolge Durchschlagen auftreten kann. Wir werden auch auf die niiherungs-
weise Untersuchung der Verzweigung aus dem verformten Grundzustand eingehen. Dies bietet
die Méglichkeit den wachsenden oder abnehmenden Charakter des iiberkritischen Tragverhal-
tens zu bestimmen.
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