UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK
A KOMBINATORIKUS ANALIZISBEN, II.

irta: RENYI ALFRED

8. §. A Pascal-hiaromszog egy tulajdonsaga és altalinositasai

A binomidlis egyiitthatokat rendezziik el egy kétirdnyban végtelen madtrixba
a kovetkezGképpen: az n-edik sor k-adik eleme, amelyet aq,.-val jelolink (n, k=
=4, ...), legyen

&) a,,kz[n—}(_k).
fgy tehdt a kovetkezd mdtrixot nyerjiik:
1] 1 1 1
Je 30 4 5
155132 16 el Q. 9N
145 105207535
TinserlSds 70
: 868 F 21 456 7126
3. dbra

Az (a,) matrix nyilvdn lényegében azonos a Pascal-hdromszoggel, csak éppen el
van forgatva 45°-al. ,

Régota ismeretes volt (ldsd pl. [44]), hogy ha az (a,) mdtrixbdl bdrhogyan
kivesziink egy olyan négyzetes részmadtrixot, amelynek bal felsG sarka a 3. dbrdn
abrdzolt mdtrix hatdrdn van, vagyis ha vizsgdljuk az

Ma,b o (ank)a§n§b
0=k=b—a

vagy az
MED = (a,)o=n=d-c
c=k=d
matrixot (0=a<b, 0=c<d), e mdtrixok mindegyikének determindnsa 1-gyel lesz
egyenld.
Igy példdul

13 6
14 10‘:60+30+30—24—50—45: ¢
515
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160 RENYI A.
Altaldban legyen
a a+1 a+k
0 1 k
a+1|la+2 at+k+1
Da,a+k 77 O l i k s
at+k||la+k+1 a+2k
0 1 X

Tegyiik fel, hogy mdr bebizonyitottuk, hogy D, ,,;=1, ha j=0,1,...,k—1 és
a=0,1,.... A D, .+, determindns minden sordbdl (kivéve az elsét) kivonva a felette
a+h— 1] v [a+h—1

’ ) azonos-
i i—1

5 ! h
all6 sort, azt kapjuk, figyelembe véve az ((Hi- )~(
sagot, hogy

| a+1 a+k ~
: 1 k
0 a+1 a+k
Da,a'{-k: 0 k—l =Da+1,a+k
0 a+k a+2k—1
0 k—1

Figyelembe véve, hogy D, ,= (g]l =|1{=1, teljes indukcidval koévetkezik, hogy

D, .+x=1(@=0,1,...;k=0,1,...).

A legutdbbi idGkig ez a tétel, mint izoldlt tény, mint érdekes kuridzum volt
ismeretes. Nemrégiben azonban ELWYN R. BERLEKAMP! [25] ezt a binomidlis egyiitt-
hatdkra vonatkozd tényt messzemenden dltaldnositotta és az igy nyert dltaldnos
eredményt az informdcidelméletben hibajavité kodok konstrudldsdra haszndlta fel.
BERLEKAMP bebizonyitotta tobbek kozott a kovetkezd tételt: Legyen adva a sik-
beli négyzetrdcs rdcsvonalaibdl dll6 tetszbleges végtelen .,Iépcs6™ (lasd 4. dbra).

4. dbra

1 Ez uton mondok koszonetet E. R. BERLEKAMPnak, hogy sajtd alatt levé kéziratat rendel-

kezésemre bocsatotta.
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UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK A KOMBINATORIKUS ANALIZISBEN, II. 161

Akkor a ,lépcs6” hatdrvonala alatti rdcsnégyzeteket egy és csak egyféleképpen
lehet kitolteni egész szdmokkal olymddon, hogy bdarmely olyan rdcsvonalakkal
hatdrolt négyzetet vdlasztunk is ki, amelynek bal felsG sarka a lépcsé hatdrvonaldan
fekszik, e négyzet dltal hatdrolt matrix determindnsdnak értéke 1.

BERLEKAMP tételének bizonyitdsa igen egyszerii, ezért csak vdzoljuk. Azon
racsnégyzetekben, amelyek bal fels6 sarka a 1épcsG hatdrvonaldn fekszik, nyilvdn
I-nek kell dllni. Ha madr bizonyos rdcs-
négyzeteket kitoltottiink, taldlhatunk mindig
olyan rdcsnégyzetet, amely egy olyan matrix
jobb alsé sarkdban dll, melynek Gsszes tobbi {1l g
elemét mdr meghatdroztuk és amelynek bal 142
fels6 sarka a 1épcs6 hatdrdn van. Ez esetben b
az a feltétel, hogy a szoban forgd matrix 1 |
determindnsa 1 legyen, egy els6foku egyen- g o g o B g
letet ad, amelyben az ismeretlen egyiitt- I T 11 1215 |42
hatéja 1, és mivel feltevés szerint a matrix b
tobbi elemei mind egész szdimok, kdvetkezik, J1 l 112]5%|a1]132
hogy a szoban forgd rdcsnégyzet egy egyértel-
miien meghatdrozott egész szammal t6ltendd
ki. Igy a tétel 4llitdsa indukcidval kovetkezik.

5. dbra

gy példdul vizsgdljunk meg egy periodikus egylépéses 1épcs6t. Az ismertetett
eljaras szerint kitoltve a rdcsnégyzeteket, az 5. dbrdn ldthatd szdmokat kapjuk.
Ldtjuk, hogy a kapott (a,,) mdtrix Hankel-féle, azaz elemei (n=0, +1, £2, ..., k=n)
a5~ by alakbany ‘rhatok, abol bs=1bi =1, by=2. b, =5 bhy=14, b.—=42;
bs =132, .... E szdmsorozat az un. Catalan-féle szamok sorozata, amelyek elGallit-
hatdk b, = (2”_1] (2” 1] alakban (n=2).
n—1 n—2

BERLEKAMP egy algoritmust adott meg tetsz8leges ,,Iépcs6™-hdz tartozd szd-
mok megkonstrudldsdra.

9. §. Latin négyzetek

A (statisztikai) kisérletek tervezésével kapcsolatos kombinatorikai problémak
részletes ismertetésére itt nem térhetiink ki, mert ez egy egész konyvet igényelne
(l. pl. [26]). E problémdk jellegzetessége, hogy megolddsukra a Galois-testek és
véges geometridk elméletére van sziikség. Itt csak egy — még csak részben meg-
oldott — problémadt tdargyalunk latin négyzetekre vonatkozolag; mieldtt erre rdatér-
nénk, néhdny definicidt bocsdtunk elGre.

Latin négyzetnek neveziink egy (c;) négyzetes mdtrixot (1 =i, k =n), ha annak
elemei az 1, 2, ..., n szdmok és a mdtrix minden sordban és minden oszlopdban az
1,2, ..., n szdmok egy permutdcidja dll. Ha példaul névénytermesztési kisérletek-
nél n-féle ,kezelést” akarunk kiprobdlni, tekintettel arra, hogy a talaj minGsége
helyrél-helyre dltaldban véltozik, a talaj mindségének zavard hatdsdnak kikiiszobo-

lése célidbol elényss. ha az n kezelést egy n® parcelldbdl 4ll6 blokkon tgy alkalmaz-

zuk, hogy az egyes parcelldkba az azon alkalmazott kezelés sorszamadt beirva egy
latin négyzetet kapjunk; ez nagyon megkonnyiti a statisztikai kiértékelést. Latin
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162 RENYI A.

négyzetet igen sokféleképpen lehet konstrudlni; itt csak egy konstrukcios eljarast
emlitink meg, az Un. addicios eljarast. Legyenek O,, &, ... a, ésbh, b, b, az
1,2, ..., n szamok tetszblegespermutacioi éslegyency = a + b mod «, 1

(A 0 maradékosztalyt tehat «-nel reprezentaljuk.) Nyilvanvald, hogy a (ci) matrix
GUjbol egy permutaciét kapunk. Ha példaul n= 5 és a két permutacié 31452 és
25134, akkor a kovetkezd latin négyzetet nyerjik:

5 3 12 4

3 14 5 2

9. 1) 4 2 5 1 3
1 4 2 3 5

2 5 3 4 1

Figyeljuk meg, hogy e latin négyzetben a vizszintes sorokban szomszédként
az 1,2,3,4,5 szamokbdl képezhetd 20 szampar kozul csak 15 fordul eld, 5 par
((24) (25) (31) (42) (53)) viszont kétszer is eldfordul. Vannak kisérletek, amelyek-
nél a szomszédoskezelések bizonyos mértékig befolyasolhatjak egymast. igy ter-
mészetesmodon meril fel a kérdés: lehet-e olyan «X«-es latin négyzetet konstru-
alni, amelynél az 1,2,...,« szamokbol alkotott «(« —1) lehetségesrendezett szam-
par mindegyike egyszer el6fordul vizszintes szomszédként és egyszer fliggbleges
szomszédként? E kérdésre részleges valaszt E. N. GILBERT [27] adott. GILBERT
dly médon konkretizalta a kérdést, hogy csak a fent vazolt addiciés moddszerrel
konstrualhato latin négyzeteketvizsgalta ésazt kérdezte, hogy milyennek kell lennie
az (a) és (bj) permutacidknak, hogy az azokbd6l (9. 1) alapjan konstrudlt (cx) latin
négyzet a kivant tulajdonsaggal birjon. E kérdésre a valasz igen egyszer(, ugyanis
feltételiink azt kivanja meg, hogy a szébanforg6 két permutacié azzal a tulajdonsag-
gal birjon, hogy az a.;—a (I'=1,2,...,«—1) kilonbségek mod« egymastol
kilonbozdk legyenek (tehat kongruensek legyenek mod € az 1,2, ...,«— 1 szamok

Az ilyen permutaciékat nevezzik a rovidség kedvéért tokéletes permutacidoknak.

Ezek utan felvetddnek a kévetkez0 kérdések: « mely értékeire létezik az 1, 2, ...,
n szamoknak tokéletespermutaciodja; adott «-re, hany tokéletes permutacié van és
ezeket hogyan lehet megkonstrualni. Az els6 kérdésre a valasz igen egyszer(: Ha

ciy, a2, ..., 0, az 1,2, ...,« szamok egy tokéletes permutéacidja, akkor
(&) + (Ba)+.. +@-a,_1) = &as =
(9.2)
«(«—1)
= 1+2+...+«-1 = ————modx«.

Ha « paratlan, akkor tehat & = a, ami lehetetlen; tehat paratlan «-re nem létezik
tokéletes permutaci6. Ha viszont « paros, (9.2) teljesitése lehetséges. Valoban,
egyszer( példakkal meg lehet mutatni, hogy « minden paros értékére megadhato
az 1,2,...,« szamoknak tokéletes permutacidja.

Példaul, ha n= 2k, a
k, 1,2k —1,2 2k—2, ...k +1, &
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UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK A KOMBINATORIKUS ANALIZISBEN, II. 163

permutacié tokéletes, hiszen a konzekutiv elemek kiilonbségei mod 2k az
1, 2k-2, 3,2k —4,5,...,2,2h —1

szamok mind kilonb6zdek. Az Osszes tokéletes permutaciokrol egyeldre nincs
attekintésink.
n specialis (paros) értékeire GILBERT mas médon is konstrudlt toke-

letes permutaciokat. Ha pl. n=p— 1. ahol p egy paratlan primszam, amelyre nézve
2 primitiv gyok, akkor az = 2'-! modp (/'= 1, 2, ..., n) el@irassal definialt permu-
taci6 tokéletes, ugyanis az a;., —a,=2'—2'"' =2'-! modp szamok definici6 sze-

rint kialénbozdek.

igy példaul, ha /7= 4= 5—1, akkor 2 primitiv gyék mod 5, 1, 2, 4, 8 kongruens
rendre 1, 2, 4, 3-mal mod 5, tehéat 1, 2, 4, 3 tokéletes permutaci6 mod 4; valdban
a kulonbségek 1, 2, 3 kilonbdzdek. igy tehat a

3 1
4 2
2 4
13

AL wN
N Wk N

latin négyzet(amelyet tgy konstrudltunk az addiciés mddszerrel, hogy (a,) és (b))
permutacioként egyarant az 1, 2, 4, 3 permutaciét valasztottuk) bir azzal a tulaj-
donsaggal, hogy minden szadmpar egyszeréscsak egyszerfordul eld vizszintes szom-
szédként ésfiiggblegesszomszédkéntegyarant. (E latin négyzetemellett szimmetrikus
is.)

B. GORDON [45] egy altalanos modszert adott tokéleteslatin négyzetek konst-
rudlasara a csoportelmélet segitségévef. Legyen g egy 77-elemd /lhc/-csoport.
Nevezzik a g csoportot S-tipustnak. ha elemei elrendezhetdk olyan médon egy
a8, eee sorozatba, hogy a b =a&,é, ... a szorzatok (i=I, 2, ..., n)
mind kulénb6zdek (tehat by...h az <+,..., a, elemek egy permutacidja). B. GOR-
DON bebizonyitotta, hogy egy véges +ue/-csoport akkor és csak akkor S-tipusua,
ha eldallithatd egy 2 rendd ciklikus csoport (r = 1) és egy paratlan rendd csoport
direkt szorzataként. Konnyen belathaté, hogy ha g S-tipusu és cjkzbylta(, ahol
a b sorozatot a fent emlitett modon definialtuk, akkor a (g) (j,k=1,2, ...,«)
matrix egy tokéletes latin négyzet. Jegyezzik meg, hogy a most bevezetett termino-
l6giaval a mod /7 vett maradékosztalyok additiv csoportja akkor és csak akkor
S-tipusud, ha n paros, és ebben a specialis esetben a most megadott konstrukcio
a tokéletes latin négyzetek tokéletes permutaciébdél valo fentebb adott szarmaz-
tatdsara redukaléodik.

A GORDON modszerével konstrualt tokéletes latin négyzetek mind csoport-
szorzastablak. Nyitott probléma, hogy egy tetszdlegestokéletes latin négyzet cso-
port-szorzastabla-e.

A targyalt probléma szorosan dsszefiigga kovetkezd grafelméleti problémaval
is: egy g gréaf arboricitas-anak  nevezzik azon erddk minimalis szamat, amelyekre
felbonthaté. A felbontas itt ugy értendd, hogy ha g szdgpontjainak halmaza a h
halmaz, éleinek halmaza az e halmaz, vagyis g = (h, e) és a felbontasban szerepld
erddk ugyanilyen jeldléssel ge=(hy,&) (k— 1,2,...,1), akkor hh, = h (6= 1,2, ...,V)

2 E dolgozatra DENES JOZSEF volt szives a figyelmet felhivni.
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164 RENYI A.

és D'E,=FE. A minimdlis szim@ erddre valo felbontds esetében nyilvdn elérhetd
k=1
az is, hogy az E, élhalmazok idegenek legyenek.
" Nyilvdnvald, hogy pl. egy fa arboricitdsa 1, mig egy kor arboricitdsa 2, tovdbbd
egy kocka éleibdl dllo graf arboricitdsa 2.

Grafok arboricitdsa meghatdrozdsdnak problémdjat dltaldnossdgban NASH-
WILLIAMS oldotta meg [46].

F. HARARY gréfelméleti szemindriumdban (a michigani egyetemen) vetettem fel
1964-ben grdafok minimdlis szdmu erd8re valod felbontdsa effektiv megkonstrudldsa-
nak problémdjdt. Specidlis esetekre e kérdést a szemindrium egy résztvevGje, L. W.
BEINEKE [47] megoldotta, igy pl. arra az esetre, ha G 2k szogpontu teljes graf. Ez eset-
ben, mivel G-nek k(2k —1) éle, és egy 2k szogpontu erdének legfeljebb 2k —1 éle
van, nyilvdn k-ndl kevesebb erd8re nem lehet G-t felbontani, és k erddre is csak
gy bonthatd, ha ezek mindegyike fa. Egy ilyen felbontdst a kovetkezSképpen
nyerhetiink. A

2k, 1,2k—1,2,2k—2, ..., k+1, k

tokéletes permutdciobdl kiindulva képezziink egy 2k oszlopbdl és k sorbdl dllo
mdtrixot, amelynek i-edik sordt a fenti tokéletes permutdcid mod 2k (i —1)-gyel
vald eltoldsdval nyerjiik (i=1, 2. ..., k). E mdtrix soraihoz egy-egy fdt (pontosabban
utat) rendeliink hozzd Ggy, hogy a sorban szomszédos szdamokkal megszdmozott
pontokat éllel kotjiik Gssze. Pl. ha k=6, a mdtrix a kovetkezd

(P Baa ety LR
| i G R
2 Bzl 46 D

A teljes 6-sz0g e mdtrixnak megfelel§ 3 fdra val6 felbontdsdt a 6. dbra mutatja:

6. dbra

amelyen a 3 utat vastag, vékony, ill. pontozott vonallal rajzoltuk be.
Annak bizonyitdsa, hogy az emlitett mdtrix minden k-ra megoldja a felmeriilt
problémadt, azon alapszik, hogy a

2k, 1,2k—1,2, ..., k+1, k
tokéletes permutdcionak megvan az a tulajdonsdga is, hogy ha e permutdciot
a,, a,, ..., ay-val jeloljiik, ugy
az,,_j+1 '—aj =k mOd 2/,
Ennek kovetkeztében, ha

i—l+a;=c ¢s i—l'-!~aj+l =d.
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UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK A KOMBINATORIKUS ANAL{ZISBEN, II. 165

akkor
k+i—1+4ay_;=d mod 2k

és kti—1+ds 51 ¢ mod 2k,

vagyis, ha a (c, d) rendezett szdmpar a madtrix fels6 k sora valamelyikében fordul
elG, akkor a (d, ¢) rendezett szimpdr az alsé k sor valamelyikében fordul el6. Mds
széval, az (i—1+a;) mdtrixnak megvan az a tulajdonsdga, hogy az 1,2, ..., 2k

szamokbdl alkothatd (22k rendezetlen szampar mindegyike pontosan egyszer fordul

elG egy sorban egymads mellett a matrix felsé & sordbdl alkotott k& X 2k-as matrixban.

E fejezet befejezéseként megemlitiink egy latin négyzetekre vonatkozod
nehéz problémadt, amely hosszi id6n dt nyitott volt és csak nemrégiben sikeriilt
azt megoldani. Az 1,2, ...,n szdmokbdl képezett (c;) €s (d;) latin négyzeteket
ortogondlisnak nevezik, ha a (¢, dy) rendezett szampdrok kozott nincs két azonos.
Példdul az aldbbi két 4-edrendii latin négyzet ortogondlis:

12634 D 2534
R e e 3-4.1 52
3412 qreadiiieii]
A= 20] A T S

Ezt konnyen beldthatjuk, ha a két latin négyzetet szuperpondljuk, azaz ugy irjuk
bele egy 4 X4 mezGs madtrixba, hogy a madtrix minden mezejébe két szdm keriiljon:
els6 helyre az elsG négyzet, mdsodik helyre a mdsodik négyzet megfelelG eleme.
Ha a két latin négyzet ortogondlis, akkor az igy kapott nXn rendezett szdimpdr
mind kiilonb6z8. A fenti példdban ez igy van:

11 22 33 44
23014 %41 =30
34 434010 = 21
42 31 24 13

Régota ismeretes volt, hogy nem létezik két 6 X 6-0os ortogondlis latin négyzet.
EULER azt sejtette, hogy dltaldban, ha n=4k +2, akkor nem Iétezik két n X n-es
ortogonadlis latin négyzet. Ezt a sejtést R. C. BOSE és S. S. SHRIKHANDE [28] és E. T.
PARKER [29] 1959-ben megcdfoltdk. Ma mar tudjuk, hogy n=2 és n=06 kivételével
minden n-re létezik két ortogondlis latin négyzet.

Egy 10X 10-es ortogondlis latin négyzet-part az aldbbiakban mutatunk be
(10 helyett O-t irtunk).

O R4 A0 2059, 858062 5 Q08 109 B e a1
] P T Al L R 6l 78 DEa 9k ad S50
9. 48200 g e ns ol ) SRS 8 I 0R N6 S 8184
R Y R LR e R B 95:56% 1 LB NT R8I A A0 =D
Tas07 9 o8 A i S O b 2 3 51920 v 27 da o o8 56
6, 0 0 9SO Al -3 84095 dd3- ST 6.0
32 OSTNI A9 8Oy 2 s S Ti-585 35 508271426 305
1o 3203 d s 65102 e 8r O A0 57561508~ D08 B -8 A9
Vs s e SR DR DR e EC E D 38 B 60 10 a9 A8
deaSibe10 Ty 8T 04 gt AR NG e P Rt e BRI R AL
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166 RENYI A,

Megjegyezzik, hogy amikor a 10XI0-es ortogonalis latin négyzetek létezésé-
nek problémaja még nyitott volt, felmerilt a gondolat, hogy elektronikus szamolé-
gép segitségévelddntsék el a kérdést. Kideriilt azonban, hogy ez az Ut gyakorlatilag
nem jarhaté, mert az 0sszeslehetdségek végigprobalasa a ma létezd leggyorsabb
szamolbgépenis szaz évnél hosszabbid6t igényelt volna.

10. 8. Az Ising-féle modell

Az an. Ising-modell (lasd pl. [30], ahol részletesirodalomjegyzék is talalhato)
a ferromagneses anyagok elméletében jatszik szerepet. Kristalyos szerkezetl szi-
lard testekrdl 1évén sz0, elsd kozelitésben az atomokat ugy képzeljiuk el, hogy réacs-
szerGen helyezkednek el: egy racsszerd pontrendszer minden racspontjaban egy
atom foglal helyet. Minden egyesatomot tekinthetiink egy-egy magnesnek, amely-
nek magnesesmomentuma (spinje) kétféle iranyitassal birhat: pozitiv vagy negativ
iranyitdssal. Képzeljuk el az atomokat megszamozvaés legyen Sj = + 1 aszerint,
hogy a /-edik atom spinje pozitiv vagy negativ. Ez esetbenels6 kézelitésben (csak
a ,szomszédos® atomok kozotti kdlcsonhatast véve figyelembe, az egymastdl tavo-
labb levd atomok kdlcs6nhatasat elhanyagolva) az s;,S2,...,Sy spin-értékek
altal jellemzett allapotban a rendszer belsd energidja

(10.1) a=-J 2 Sjsk,

o0\k)Ea
ahol J egy pozitiv allandé és az 6sszegezéssak olyan (j, k) szamparokra terjesz-
tendd ki, amelyek szomszédosracspontok indexei. (A-val jeldltik azoknak a (/, k)
szamparoknak a halmazat, amelyekre ] és & szomszédosracspontok sorszamai.)
A rendszer legfobb termodinamikai jellemz&it az Gn. A&llapotfiggvény  hatarozza
meg, amelyet a

(10.2) Z= 2 eXu,fgASIs

Sjz#l

1SjSN
képlet definial; a (10. 2) jobb oldalan az 6sszegezésaz O6sszeslehetséges spin-elosz-
lasra terjesztendd ki, vagyis s, S, .., & egymastoél fiuggetlenul felveszik a=z|
értékeket és igy az O6sszegnek?2' tagja van. A E szam definicidja E= — , ahol
J a (10. I)-ben szerepl6 allando, € a Boltzmann-féle alland6 és T az anyag abszolut
hdmérséklete. A Z allapotfiggvény tulajdonképpen — egy konstans faktortél el-
tekintve — felfoghatdé, mint a rendszer (10. 1) altal megadott energidjanak gene-
ratorfiggvénye.

Ha ugyanis az sy, .., S spineket valészinlségivaltozéknak tekintjik, ame-

lyek a +1 értékeket egyméastol fuggetlendl, i, } valoészinGséggelveszik fel, akkor

a rendszer energiaja, <? is valdszinlségivaltozo6 lesz, amelynek generéatorfiiggvénye

(10.3) =~ 2 e
z §j=

3 Egy racsszerGpontrendszernéltébbféleképpenis lehet definialni azt, hogy mely pontokat
tekintink szomszédoknak E kérdésrea késdbbiekbenvisszatériink.
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és igy a Z éallapotfiggvény eldallithato

(10.4) z =

alakban.
A fizikaban a rendszer (atlagos) belsd energiajat az

n
(10.5) e = lim k€ In Z
a->~ t
képlettel szoktadk kifejezni. (10.5) nyilvanvalé kovetkezménye a (10. 4) képletnek
és annak a ténynek, hogy egy valdszinlségivaltoz6 varhato értékét megkaphatjuk,
ha a generéatorfiiggvényét differencialjuk és Z helyébe 0-t helyettesitiink. Valéban,
(10. 4) szerint

lim kT2 InZ = g'(0).
r-. « ol
Marmost a Z allapotfiggvényt a kovetkezdképpen lehet atalakitani: jeldlje
fi a vizsgalt racsban egy racspont szomszédainaka szamat. (Feltessziik, hogy a racs
és a pontok szomszédosvoltanak definicidja olyan, hogy minden pontnak ugyan-
annyi szomszédjavan, vagyis a racs homogén). Akkor

CN
(10.6) z= 2 i €5* = (coshAp". 2 i (1+wsjst),
Sj=tIU,K)EA Sj= =1 (j, kICA
P ) j (i, G
ahol
(10.7) If = tanh K.
Ugyanis
(10. 8) e* = (coshK)(I * tanh K),
tehat, Ua5=+1 és 5,==|
(10.9) eASig = (cosh X) (1+ WSS).
Elvégezve (10.6)-ban a beszorzast, azt kapjuk, hogy
NC
(10.10) Z = (cosh 2 2 W z WShSeSh-. - SeSir
S,=+1r?0 kiJOIA
SiSr
(-kt,h)*(k,, h) halalt.
Kénnyen belathatdé, hogy ha egy

(10.11) CAAA... SeSir
szorzatot dsszegezinkugy, hogy Sj, ..., s, egymastdl fuggetlenul felveszik a *1
értékeket, ez az 6sszegcsak akkor nem lesz 0, ha a ky, ko, 12, ..., k, |} szam-
sorozatban az 1,2, .., n szamok mindegyike péaros sokszor fordul eld. Minden
(10.11) alaku szorzathoz egyértelmien hozzarendelheté egy, a PLP2, -

szdgpontokbdl (tehat a racs racspontjaib6l) allé graf, amelybena pp éspj pontokat
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akkor és csak akkor kotjik oOssze éllel, ha az (/',j) szampar el6fordul a
(65, 15),  ...,(k,I}) szamparok kozott. A (10. 11) alaku tagok Osszegetehat akkor
és csak akkor lesz 0-t6l kiilonb6zd, ha a hozzarendelt graf minden szdgpontjanak
foka péaros. Nevezzik az ilyen grafokat zartnak.
Ha viszont a (10. 11)-hez rendelt graf zart, akkor a (10. 11) szorzat értéke mindig
+ 1, tehat a (10.11) tagot ©sszegezvesj =+l-re (y'=1,2,...,n) mindig 2761
kapunk. Jeldlje n(r) a vizsgalt racs szégpontjaibdl alkotott ésr élt tartalmazo6 olyan
zart grafok szaméat, amelyekben minden él ,szomszédos" pontokat kot 0&ssze,
akkor tehét
riv(iv- )i
(10, 12) " - 2 -
z = 2%(cosh/Q“ « 2 n(r)w.
r=0

igy tehat a ferromagneses anyagok /swg-modellje allapotfiggvényének meg-
hatarozasa egy graf-leszamlalasi feladatra vezethetd vissza.

Egy megadott racsra (a szomszédospontok definiciéjanak valamilyen maoédon
valé rogzitése mellett) az Awg-probléma tehat abbdl all, hogy meg kell hatarozni
a racsra az n(r) szamsorozatot, vagyis le kell szamlalni a racs szégpontjaibdl és
kizar6lag szomszédos pontokat O0sszekotd élekbdl allo eldirt élszamua zart (azaz
csupa paros foku pontbo6l allg) grafokat.

Oldjuk meglegeldszorezt a feladatot az egydimenziésesetben,tehat (figyelembe-
véve, hogy a racsnak homogénnek kell lennie) abban az egyszerl esetben,ha a racs
egy szabalyos n-szég, amelyben a sokszdg ugyanazon oldalan fekvé pontparokat
nevezzilk ,szomszédos"-nak. Ez esetbennyilvanvaléan C = 2, «(0) =n(n)= 1 és
nk) =0, ha 0< é < (V, tehat

(10.13) Z = (2coshk)" + (2sinh k)"
és igy
[FL
2 2
1=0
Tehéat a rendszer energidjanak lehetségesértékei az n —4lszamok (/= 0, 1, ..., [n/2])
és ha az atomok spinjeit véletlenszerlen valasztjuk + I-nek, valoszinlséggel,
akkor
n
P{BR = N-41) = |/ =0, 1,..., 9

Az atlagos energia ez esetben természetesen zérus (az eloszlas 0O-ra val6 szim-
metriaja folytan).

Egy maéasik érdekes specialis eset a kovetkezd: Alljon a rendszer egy tetraéder
4 cslUcséabodlés nevezzik szomszédosnakazokat a pontparokat, amelyek ugyanazon
él végpontjai. Ez esetbenC =3 és a lehetségeszart grafok a kdvetkezdk:

1. a graf, amelynek nincsenek élei,
2. a tetraéder egy lapjan fekvdé haromszdg,
3. a tetraéder négy élébdl all6 négyszdg.
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llyen médon n(0)=1, y(3) =4, e(4)= 3 ésigy

Z= 16(coshK)®( 1+4(tanh K)® + 3(tanh K)*,

tehat
Z= 26 +8+6e4,
vagyis az energia lehetségesértékei —6J. 0, +2J ésa hozzatartozé valészinlségek
1
— . az energia varhato értéke 0.
8 2 8 g

Fizikai szempontbdl legfontosabb feladat volna egy térbeli kockaracsra meg-
oldani az Ising-problémat. Ezt a feladatot azonban eddig nem sikerilt senkinek
megoldani. Jelentds eredmény volt. amikor 1944-ben L. ONSAGER [31] megoldotta
a sikbeli négyzetracsra az /ylig-problémat. E probléméara ma mar tébb megoldas
ismeretes. M. KAC és|. C. WARD [32] 1952-ben egy tisztan kombinatorikai meg-
oldast adtak, amely azonban nem volt teljes. (E megoldas alapotlete B. L. VAN DER
WAERDEN-IOI szarmazik [43].) Megoldasukat S. SHERMAN [33] tette teljessé 1960-

ban. A Kac—Ward—Shermaniféle megoldasnak egy Uj és attekinthetd variansat
C. A. HURST és H. S. GREEN [34] dolgoztak ki. A Hurst—Greenféle megoldas az
Gun. PFAFFIAN fogalman alapszik. Az /sing-probléma és az an. dominoprobléma

kapcsolatat M. E. FISHER és P. W. KASTELEYN fedezték fel [35], [36]. E kapcsolat
segitségévela kérdés visszavezethetda domindproblémara, amint azt KASTELEYN
[37] bebizonyitotta.

A kovetkezd fejezetben a kétdimenzids /juig-probléma megoldasat ezen az
Gton fogjuk bemutatni. Ennek soran KASTELEYN egy tételére egy Uj. egyszerilbb
bizonyitast adunk.

11. 8. A Pfaffian

Az an. Pfaffian (1. pl. [38]) a determinanshoz hasonlé fogalom: egy (paros-
rendil, antiszimmetrikus) matrixhoz az alabbi médon hozzarendelt szamot jelenti:
Legyen A = [ay] egy parosrendd, antiszimmetrikus matrix, azaz legyen oy= —a;, €s
ail= 0 (IN,j"2N). Az + matrix pfaffianjat, melyet P(A)-\al jeldlink, a kovet-
kezdképpen definialjuk:

(11. 1) P(A) = 2(-i)

ahol az 6sszegezéaz 1,2, ..., 2N szamok 6sszesolyan p, P2 ..., Pan  Permutacioira
terjesztendd ki. amelyek az alabbi feltételeknek tesznek eleget:

(11.2) Pu-i"Pn i=i,2, ..oN
Pl oo
és I(Px ...pn) ap .k PN permutacio inverzidinak szamat jelenti. Példaul

ha N= 1PA) =a, haN=2

P(A) = 12834-138pa T A1A823

2* MTA lll.  Osztdly Kozleményei 16 (1966)



170 RENYI A.

ha N = 3
P(A) =a, 2(«34356- 3 546 + 36 45)
a,3(0z24856 - «25°46 + 026745)
+ (3388 Bsde t Bgeds)
«15(«23«46- +24736+ 026«34)
+ 015(0,3045-024035+ 025734)-

ia A egy2/V-edrendii matrix. P(+) kifejtése 1-3-5 ... 2EA— 1 = (2N- 1)!l tagbdl &ll.

A pfaffiant szoktdk az\a,\ szimbolummal is jeldlni, vagy ugy felirni, mint
a determinéanst, azzal az eltéréssel,hogy csak azokat az a; tagokat irjak fel, melyekre
"] (mivel csak ezek fordulnak ténylegeseneld a pfaffianban); példaul N = 2-re

[R12013"14
P(A) = Q3 A
n34

A pfaffian fogalméat A. CAYLEY vezette be, a Pfaff-féle problémaval kapcsolatban.
A pfaffianok kiszamitasat a kovetkezd tétel kdnnyiti meg:

TETEL. Ha D(A) jeléli az A antiszimmetrikus  matrix determinansat, akkor, ha
A paratlan rendd, D(A) = C),mig ha A péaros rendd, akkor

D(A)=P*(A),
ahol P(A) az A maétrix pfaffianja.

E tétel bizonyitasa megtalalhato pl. [39]-ben, ezért azt itt nem részletezziik.
(AAEA MANO A pfaffiant ,Pfaff-féle alak"-nak nevezi; A pfaffian kifejezést révidsége
miatt tartjuk jobbnak.) Még csak azt jegyezziikk meg, hogy a pfaffianokat Gjabban
a kvantum-térelméletben is felhasznaljak (lasd [40]).

12. 8. A domind6-probléma

Vizsgaljunk egy'téglalapot, amelynek oldalai az n és m pozitiv egész szamok.
Ezt a téglalapot osszuk fel oldalaival parhuzamos egyenesekkel n-m egységnyi
oldalt négyzetre. Egy ilyen négyzetracsota kdovetkezdkben nXm-es altalanos  sakk-
tdblanak fogunk nevezni. Nevezziink domin6nak egy téglalapot, amelynek élei
1 és 2 egységhosszusaguak. Egy nXm-e s sakktabla nyilvan akkor és csak akkor
fedhet6 le maradéktalanul egymast nem fedd domindkkal, ha n-m paros.

Ha ez a feltevés teljesil, akkor &ltalaban ez a lefedés sokféleképpen valdsit-
haté meg. Jeldlje A(n, m) az e X m-es sakktabla domindkkal valé lefedéseinek sza-
mat. A domindéprobléma a A(n, m) figgvény meghatarozasara vonatkozik. E feje-
zetben megmutatjuk, hogy A(n, m) antiszimmetrikus matrixok pfaffianjaival fejez-
hetd ki. Val6jaban ennél tébbet bizonyitunk be. Jelélje A(n, m, r, s) az € X m-es
sakktabla azon lefedéseinek szaméat, amelyben r dominé helyezkedik el gy, hogy
hosszabbik oldala a sakktabla n hosszisagu oldalaval parhuzamos, és 5 dominé
ugy, hogy hosszabbik oldala a sakktabla m hosszlUsagu oldalaval parhuzamos.

Nyilvan s= 'dp- — /« A kovetkezdkben meg fogjuk hatarozni a A(n, m, r, s) szamokat,
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pontosabban a
A@i, m, z) = 2 A(,m,r s)2\ z|

nm

lis= 71
(kettds) generatorfliggvényt; ebbdl specialis esetként nyerjik A(n. w)-et, hiszen

(12.1) A(n, m) = 2 4(é,m,r,s)= A(e, m, 1,1).
nm

r+S: T

A A(i, m, Zy, z) generatorfiiggvény értékét mint egy antiszimmetrikus matrix
pfaffianjat fogjuk kifejezni. A sakktablat augy képzeljik elhelyezve, hogy vizszintes
oldalanak hosszan, a fliggdlegesoldalanak hosszam. Szamozzuk meg az € X m-es
sakktabla ,kockait" oly médon, hogy a sakktdbla legalsé soraban all6 kockéakat
balrél jobbra haladva rendre az 1,2, ...,/? szamokkal szdamozzuk meg, a sakktabla
alulrél méasodik sorabanallé kockakat ugyancsakbalrél jobbra haladvaazn+ 1,...,2n
szamokkal szamozzuk meg, s.i.t., végul a legfelsd sor elemeit balrél jobbra haladva
az (m— 1)e+1, ..., mn szadmokkal szamozzuk meg. Ezek utan definidljuk az (a.)
nm-ed rendd matrixot a kovetkezdképpen:

0, ha az i ésj sorszam( kockak a sakktablan nem szomszédosak
és ha s,
Zy, ha /<j ésazi ésj sorszaml kockak a sakktablan szomszé-
dosak és ugyanabban a sorban vannak (tehat ha i=kn + |
(12.2) &=\ ésj=kn + I+l ahol OsAué/n-1és1S/S«-1)

—1N'z,>ha /</ és az i ésj sorszamu kockdk a sakktablan
szomszédosakés ugyanabbanaz oszlopban vannak (tehat,
ha | = kn+1 j=(k+hn +1, ahol 0**m-2 1,/n8),

-a;, ha_/>/.

Az A, n(zy, ) = (a,;) «g-rendd matrix nyilvdn antiszimmetrikus. Mivel nm
feltevés szerint paros, n ésm kozil legalabb az egyik paros. Az altalanossag meg-
szoritasa nélkul feltehetjik, hogy n paros. Marmost azt fogjuk bebizonyitani, hogy

a (12. 1) alatt definialt generéatorfliiggvény egyenld a (12. 2) altal definialt matrix
pfaffianjaval, tehat

<12.3) A, m, 2yz) =P{A.nzy, 2)\

E tétel E ASTELEYNtS! [37] szarmazik.
Alabbiakban egy Uj, egyszer( bizonyitast adunk (12. 3)-ra.

nm ,
(12.3) bizonyitdsa. Legyen N = —es n legyen paros. Tekintsik az nXm-es

sakktabla egy tetszdleges olyan lefedését domindkkal, amelyben r dominé viz-
szintesen, és s= N —r dominé fiiggblegesenhelyezkedik el. Minden egyes dominé
két szomszédoskockat fed le. A domindk altal lefedett kocka-parok sorszamai
legyenek a (p, P2, (B3, Pa)y - (Pan-y, Pn) Szadmparok, ahol p,i-y-~p,;
(i=1,2,...,N) ésPy<p;s <...<_pv-1+ Masszoval ap, szamokat ugy definialjuk,
hogy elindulunk a sakktabla bal alsé sarkabol, végighaladunk a legalsq soron
balrél jobbra; az elsd dominé els6 kockajanak, mellyel taladlkozunk, a sorszama
lesz py (tehat mindig /* = 1) és ezen dominé masik kockajanak sorszamalesz p,
(tehat p, —2 vagy p, = nt 1); a kdvetkezd dominé kockainak sorszamai lesznek
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B¢ és 84 (tehat ha p= 2, akkor p; = 3, mig hap, = H+I, akkor ps= 2), s.i.t...
Ha az els6 sor végére értink, az alulrél méasodik, azutan a harmadik, stb. soron
haladunk végig, mindig balrél jobbra. A 7. abra egy 6x7-es sakktabla egy domi-
nokkal val6 lefedésére vonatkoz6lag megmutatja a p, szamok értelmezését.

pas P36 BXY P40 PL P« 37 38 39 40 41 42
pss P35 D37 Dcd DG D3R 31 32 33 34 35 36
P20 p22 P27 P P29 pe 25 26 27 28 29 30
D» pfl D23 P4 p2s DA 19 20 21 22 23 24
P« P« Pie PI7 P« 13 14 15 16 17 18
p2 P3; P10 Pu P« bDg 7 S 9 10 11 12
P p3 P4 ps P4 D, 1 2 3 4 5 6
7. abra

igy tehat az é X/y-es sakktabla minden egyes domindkkal valo lefedéséhez

egyértelmlen hozzarendeltik a P(An(z,, z) pfaffian kifejtésének egy tagjat, ti. az

0%'%) *iP2°pap."-*p2;-p2n

tagot; megforditva, nyilvan minden ilyen kifejtési taghoz egyértelmien hozza-
tartozik az e X m-es sakktabla egy domindkkal valé lefe-
dése. A 8. abran lathaté pl. a 4x4-es sakktablanak az
015026034071108120910011120131401516 kifejtési taghoz rendelt
domindkkal val6 lefedése:

(12. 2)-b6l nyilvanvalo, hogy az nXm-es sakktadbla egy
domindkkal val6é lefedéséhez tartozé (12. 4) kifejtési tag ér-
téke =*zj, z3, ahol r jelenti a lefedés vizszintes helyzetl do-
mindinak szamat és s= N—r a fiiggbleges allasut dominoi-

8. abra nak a szamat. Ahhoz, hogy (12. 3)-at bebizonyitsuk, csak azt
kell kimutatnunk, hogy a (12. 4) alatti szorzatokat a pfaffian
definicioja szerinti eldjellel ellatva minden tag pozitiv eldjeld lesz, azaz

(12. 5) (- iycp.....! P2u)ap 4 @z e ... agn_ipin = 2\ z]|.
Mivel

z P2
(12.6) (— 1)P2l P2i—1l=ny S

tehat csak azt kell kimutatnunk, hogy

z P2t—1
(12. 7) i— 1)A(d1  P2N) . (_ 1) PI-P21-i  =n

Masszéval azt kell kimutatni, hogy egy domindlefedéshez tartoz6 p; ..., 2nP
permutacié inverzidinak szdméanak paritdsa megegyezik a figgdlegesen all6 domindk

als6 kockajahoz tartoz6 p_, szamok 0Osszegének paritasaval. Mivel n feltevés
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szerint paros, a sakktabla balrél szamitott els®, harmadik, ..., n —1-edik oszlopaban

vannak az 6sszesparatlan sorszamu kockak. igy tehat 2 Pn-i  paritasa meg-
P2i —P2i—1=11

egyezik a balr6l szamitva paratlan oszlopindexii oszlopokban (nevezziik ezeket

roviden paratlan oszlopoknak) elhelyezkedd domin6k szamaval. E szamot jeldl-

hetjuk a-val; ekkor tehat a= 2 Pu-1 ™od 2. Masrészt az inverziék szamanak
P2i-P2i- 1=B

paritasanak meghatarozasanal szoritkozhatunk a fliggdleges allasi domindkhoz

tartoz6 Pi szamoknak a naluk kisebb szdmokkal val6 inverzidinak ©sszeszamla-
lasara; ugyanis tekintsiink egy vizszintesallasi dominoét; ennek két kockaja sziikség-
képpen két konzekutiv szammal van megszamozvaés igy e két szam az dket meg-
eldz6, naluk nagyobb szamokkal ugyanannyi inverziét alkot, és igy egyutt az in-

verziok 0Osszegéhezparos szamu inverziéval jarulnak hozza, ami az inverziészam
paritdsat nem befolyasolja. Ami a fliggblegeséallast domindkat illeti, ezeknek meg-
felel6 szamparok (p,p + n) alaklak és a p + n-nél nagyobb szamok a p, sorozat-

ban p+n-Qt nyilvan nem el6zhetik meg. Szamolni tehat csak azokat az inverziékat

kell, amelyeket egy fliggblegesenalld6 domin6 alsé kockajahoz rendelt szam alkot

az Ot a Pi sorozatban megel6zd és nala nagyobb szamokkal.

E szamok nem lehetnek méasok, mint a fliigg6legesdomin6tdl balra, vele egy
magassagban elhelyezkedd fliggbleges domindk fels6 kockaihoz rendelt szamok,
valamint a fligg6leges dominotdl jobbra, néala eggyel mélyebben all6 domindk
(amelyek felsd kockaja van tehat egy vonalban a széban forgé dominé als6 kocka-
javal), felsd kockaihoz rendelt szamok. Ezek szamat kell tehat minden fliggdleges
dominéra dsszeszamolni,és megvizsgalni, hogy hany olyan dominé van —jeldljik
ezek szamat //-val —, amelyekre e szam paratlan. Példaul a 7. abran a y>s = 32
szam inverziéban van /Js4 = 37-tel, tovadbba yjso = 35-tel és p, = 36-tal.

Be fogjuk bizonyitani, hogy <x=B. Mivel, mint lattuk B = I(px, ...,/?%3) mod 2,
ebbdl mar (12.7) kovetkezik. Nevezzik 6-dominénak az olyan fliggbleges allasu
dominét, amelynek alsé kockajanak sorszama paratlan sok, nala nagyobb szammal
alkot inverziét a p. permutaciéban. Azt allitjuk, hogy egy 6-domin6é mindig péros
oszlopindex( oszlopban (réviden: paros oszlopban) helyezkedik el. Ugyanis, ha
dy jeldli a 6-val egy sorban, tdle balra allé, fiigg6legesdominok szamatésd, a 6-nal
egy kockaval lejjebb és tble jobbra all6, fiiggblegesdomin6k szamat, agy feltevés
szerint di +d, paratlan, tehat d, ésd, kozil pontosan az egyik paratlan. Marmost
ha 6 als6 kockaja ay'-edik sorban van, akkor ay'-edik ésj— 1-edik sor egy-egy koc-
kajat lefogé figgdlegesdomindék szama paros kell, hogy legyen, mert az alséy — 1
sor altal alkotott téglalapban 6sszesenparos sok kocka van és mivel a teljesen e
téglalapban fekvd domin6k egyenként 2 kockat, tehat 6sszesenparos sok kockat
fednek le, az ebbdl a téglalapbodl kinylilé dominék szamais paros kell, hogy legyen.
Ebb6l mar kdvetkezik, hogy ha d, paros és dy paratlan, akkor 6-tél balra is paros
sok olyan fiiggdlegesdominé all, amely aj— 1-edik ésy'-edik sor egy-egy kockajat
fedi le, és mivel ay'-edik sorban 6-t6l balra allé vizszintes dominék egyitt paros sok
kockat fednek le ay'-edik sorbo6l, 6-t6l balra paratlan sok oszlop van ésigy 6 maga
paros oszlopban van. Hasonloképpen lathaté be az allitas, ha d; paros ésd, parat-
lan, tovabbé az is, hogy minden péaros oszlopban all6 fiiggdlegesdomin6é 6-dominé.

Nevezziik 6'-domindnak a paratlan oszlopban all6 figgbdlegeshelyzetd dominé-
kat. A mondottak szerint minden fiiggélegesdomin6 vagy 6-dominé vagy 6'-dominé.
Be fogjuk bizonyitani, hogy a 6 és 6' domin6k szama mindig ugyanakkora; ebbdl
a kivant allitds mar kovetkezik. Ugyanis minden vizszintesdomind egy kockat fed le
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egy péaros oszlopbdl és egyet egy paratlan oszlopbdl. Mivel a paros és a péaratlan
oszlopokban 6sszesen ugyanannyi kocka van (tekintve, hogy az oszlopok szama, n,
feltevés szerint péaros), tehat a figgdleges domindk egylttvéve ugyanannyi kockat
fednek le a péaros oszlopokbdl, mint a paratlan oszlopokbél, tehat ugyanannyi
dominé van a paros oszlopokban, mint a péaratlan oszlopokban. Ennélfogva a
0 és ' domindk szama ugyanakkora. Tehat ezzel (12. 7)-et és igy (12. 3)-at bebizo-
nyitottuk.

KASTELEYN masféle sikbeli racsokra is megmutatta, hogy A racs domindval
valo lefedéseinek szama kifejezhetd alkalmasan valasztott matrixok pfaffianjai
segitségével. Mi itt nem foglalkozunk azonban tovabb e kérdéssel, hiszen nem célunk
itt az /i/'ng-modellek elméletének részletes ismertetése, hanem csak az, hogy meg-
mutassuk, milyen tipust kombinatorikai problémak mertlnek fel ennek kapcsan.
Ezért csak arra szoritkozunk, hogy rdviden véazoljuk a kovetkezd fejezetben az
/stizg-probléma 0Osszefliggését a dominé-problémaval.

Mieldtt erre ratérnénk, megjegyezzik, hogy az altaldnos domindéprobléma
a grafelmélet nyelvén a kovetkezdképpen fogalmazhaté meg. Legyen adva egy
tetszdleges, paros szamu szogpontb6l &Hdgraf. A G graf 1-foku faktoranak ne-
vezzik a G graf éleinek egy olyan E részhalmazat, ho® barmely szdgpontja
az F-hez tartoz6 élek kdziul pontosan egyhez tartozik hozza. A dominé-probléma
egy megadott grafra ekvivalens az illetd graf 1-rendd faktorai szdméanak meg-
hatarozasaval. A fentiekben targyalt, a sakktablara vonatkoz6 dominé-probléma
az emlitett grafelméleti problémanak ugy valik specialis esetévé,ah& grafot
ugy konstrualjuk meg, hogy a sakktabla minden kockajanak megfeleltetiink G-ben
egy szdgpontot és a szomszédos kockdknak megfeleld pontokat és csak azokat kotjuk
Ossze éllel. Példaul a 4X 3-as sakktadblanak a 9. abran lathaté graf felel meg, mig
a 10. abra e sakktabla egy domindkkal valé lefedését és a hozzarendelt graf meg-

12

9 4bra

10. &bra

feleld 1-foku faktorat abrazolja (az 1-fok( faktor élei vastag vonallal vannak ki-
hdzva, a tobbi él csak pontozva van).

TetszOleges graf esetére az 1-foku faktor létezésének megéllapitasa sem kdnnydQ
kérdés. Egy hasznos szikséges és elégséges feltételt TUTTE adott meg [41]. TUTTE
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tétele szerint egy grafnak akkor és csak akkor van elsdfoku faktora, ha a gréafbol
tetsz6leges médon elhagyva r pontot (r=20, 1, ...), a megmarado graf Osszefiiggd
komponensei kozil a paratlan szdmu pontbdél all6 komponensek szama kisebb
R+1-nél. Nemrégiben ERDOS PALlal bebizonyitottuk hogy egy n szamid pontbdl
allé véletlen grafnak, amennyiben elegendd szamu éle van ahhoz, hogy majdnem
biztosan 6sszefliggd legyen, & °°-re majdnem biztosan van elsdfoki faktora ([42]).
Més széval, ha taldlomra kivalasztunk egyet az 0sszes n (szamozott) szégpontu
és \ nlogn+ co(n)-n éld grafok kozil és g, jeléli annak valészinlségét, hogy e
grafnak van els6foku faktora, akkor Ilim <, = !, feltéve, hogy lim fAT(«) = + e».

13. 8. Az Ising-modell és a dominé-probléma kapcsolata

Lattuk, hogy az /sing-probléma megoldasa visszavezethetd egy racs racs-
pontjaib6l alkothaté azon zart grafok megszamlalasara, amelyek eldirt szamdu
élt tartalmaznak és minden élik két szomszédos racspontot kot 6ssze. Marmost
egy négyzetracs minden egyes racspontja helyébe helyezziink egy ,négypolust"”,
vagyis egy négyzetet, amelynek cslcsai a racspontba befutdé négy élen helyezkednek el.
E négyzetnek képzeljuk el berajzolva a két atléjat is. A két atl6 metszéspontjat
nem tekintjik racspontnak; méasszéval a két atlot ugy képzeljik el, hogy azok nem
metszik egymast; ez persze a sikban nem valésithaté meg, csak ha az egyik atloval
kiléptink a térbe és az athidalja a mésikat. A racspontok helyére rajzolt négyzet
négy csucsat nevezzik el északi, keleti, déli és nyugati p6lusnak. llyen moédon egy
Uj racsot kaptunk, amelyben minden pontban négy él talalkozik. Az &bra, amelyet
nyeriink, hasonlit a furdészobakban gyakran alkalmazott csempepadl6 mintaja-
ra, ezért azt roviden furddszoba-padl6 grafnak nevezzik. Marmost az eredeti
racs barmely zart grafjAhoz, amelynek élei mind az eredeti rdcs szomszédos pontjait
kotik ©ssze, hozzarendelhetd a flirddszoba-padlé graf egy elsdfoku faktora, tehat
e zart grafok szamanak meghatarozasa egy dominéproblémara vezethetd vissza.
Az els6foku faktort a kdovetkezdoképpen nyerjik. Ha a p és q szomszédos pontok
a racsban 6ssze vannak kotve egy éllel, akkor a P pontnak megfeleld négypdlusnak
és a q pontnak megfeleld négypolusnak a szomszédos cslcsait OsszekoOtjik egy
éllel; ha az eredeti racsban egy racspontbdl délre (északra) és keletre (nyugatra)
vezet egy-egy él, Osszekodtjiuk a racspontnak megfeleld négypdlus északi (déli) és
nyugati (keleti) poélusat. Ha egy racspontbdl északra és délrgll. keletre és nyugatra)
vezetett ki két él, a megfeleld négypodlusnak a keleti és nyugafill. északi és déli)
pélusait kotjik O6ssze. Ha egy racspontbdl négy él vezetett ki, a megfeleld négy-
p6lus poblusai kozott nem létesitink Osszekodttetést. Végul, ha a racs egy pontja
izolalt volt, a megfeleld négypolusban két kdzdés pont nélkdli élt hdazunk meg;
ez persze haromféle médon lehetséges (1. 11. &bra).

11. abra
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Akéarhogyan is hajtjuk ezt végre, a flrddszoba-padl6 grafnak egy elsdfoku
faktorat nyerjuk. (Az izolalt pontok miatt fellépd tobbértelmiséget egy Uligyes
fogassal lehet ellensulyozni: azéltal, hogy a faktoroknak eldjelet tulajdonitunk,
mégpedig ugy, hogyall. &abran szerepld elsé két lehetdségnek pozitiv, a harmadik-
nak negativ elBjelet adunk; igy az Osszeszamlalasnal helyreall az egy-egy értei mid
megfeleltetés.)

A 12. abran egy zart racspont-grafnak megfeleld furddszoba-padlé graf egyik
lehetséges elsdfoku faktorat mutatjuk be:

? ° 1 !

v <6 < 0

12. abra

Az ismertetett megfeleltetés segitségével alsing-prob 1lémaban fellépd graf-
leszamlalasi feladatok visszavezethetfk matrixok pfaffianjanak a kiszamitasara.
Ez utébbi feladat viszont determinansok kiszdmitdsara vezet.

A fellépd determinansok explicit alakban kiszamithaték; a tovabbi részletekbe
itt nem megyink bele, csak utalunk a méar idézett munkakra, kiléndsen [3]-ra
és [4]-re.

Annak ellenére, hogy az /s/ng-problémakért és az azzal kapcsolatban felmerild
kombinatorikai problémakat csak vazlatosan ismertettik, reméljuk, sikerult azért
némi bepillantast nydjtani ebbe a fizikai alkalmazasai szempontjab6l fontos és
a felhasznalt matematikai modszerek eredetiségét tekintve is rendkivil érdekes
kérdéskomplexumba.

Reméljik, hogy a felsorolt példakkal sikerilt némi képet adnja kombina-
torikus analizis néhany uUjabb problémakorérdl és egyes maodszereirdl. E kép persze
a legcsekélyebb mértékben sem tarthat igényt arra, hogy teljes legyen. E dolgozat
Ill. részében e kép teljesebbé tétele érdekében a kombinatorika néhany mas, szin-
tén gyors fejlddésben 1évd és az érdeklddés kozéppontjdban 4allo iranyat kivanjuk
ismertetni.
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NEW METHODS AND RESULTS IN COMBINATORIAL ANALYSIS

by
Alfréd Rényi

Summary

One of the most characteristicfeaturesof the recentdevelopmentof mathematicds a renais-
sanceof combinatorics.The new developmentof combinatoricsbrought forward a great wealth
of particular results but relatively few generalmethods.The main aim of this paperis to call the
attentionto somerecentresultsin combinatorialanalysiswhich seemto containthe germsof new
general methods.

§ 1—4 deal with the partitions of finite sets,with specialemphasison the method of G. C.
ROTA, and on Stirling's numbersand a generalizationof these numbers.

§ 5—6 deal with counting problemsconcerning(labelled) treesand with Priifer's method of
counting. § 7 dealswith the distribution of (labelled)treesaccordingto their height abovea given
point; a shortaccountof the recentresultsof c. szekeres and the author (which will be published
in detail elsewhere)s given. § 8 discusses recentgeneralizationby E. R. BerLEKkAMP Of a property
of Pascal's triangle. §9 deals with Latin squares,especially perfect Latin squares.§ 10—12 deal
with the Ising modell of ferromagnetismPfaffiansand the dimer-problem.The paperwill be con-
tinued.
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