UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK
A KOMBINATORIKUS ANALIZISBEN, II.

irta: RENYI ALFRED

8. §. A Pascal-hiaromszog egy tulajdonsaga és altalinositasai

A binomidlis egyiitthatokat rendezziik el egy kétirdnyban végtelen madtrixba
a kovetkezGképpen: az n-edik sor k-adik eleme, amelyet aq,.-val jelolink (n, k=
=4, ...), legyen

&) a,,kz[n—}(_k).
fgy tehdt a kovetkezd mdtrixot nyerjiik:
1] 1 1 1
Je 30 4 5
155132 16 el Q. 9N
145 105207535
TinserlSds 70
: 868 F 21 456 7126
3. dbra

Az (a,) matrix nyilvdn lényegében azonos a Pascal-hdromszoggel, csak éppen el
van forgatva 45°-al. ,

Régota ismeretes volt (ldsd pl. [44]), hogy ha az (a,) mdtrixbdl bdrhogyan
kivesziink egy olyan négyzetes részmadtrixot, amelynek bal felsG sarka a 3. dbrdn
abrdzolt mdtrix hatdrdn van, vagyis ha vizsgdljuk az

Ma,b o (ank)a§n§b
0=k=b—a

vagy az
MED = (a,)o=n=d-c
c=k=d
matrixot (0=a<b, 0=c<d), e mdtrixok mindegyikének determindnsa 1-gyel lesz
egyenld.
Igy példdul

13 6
14 10‘:60+30+30—24—50—45: ¢
515
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160 RENYI A.
Altaldban legyen
a a+1 a+k
0 1 k
a+1|la+2 at+k+1
Da,a+k 77 O l i k s
at+k||la+k+1 a+2k
0 1 X

Tegyiik fel, hogy mdr bebizonyitottuk, hogy D, ,,;=1, ha j=0,1,...,k—1 és
a=0,1,.... A D, .+, determindns minden sordbdl (kivéve az elsét) kivonva a felette
a+h— 1] v [a+h—1

’ ) azonos-
i i—1

5 ! h
all6 sort, azt kapjuk, figyelembe véve az ((Hi- )~(
sagot, hogy

| a+1 a+k ~
: 1 k
0 a+1 a+k
Da,a'{-k: 0 k—l =Da+1,a+k
0 a+k a+2k—1
0 k—1

Figyelembe véve, hogy D, ,= (g]l =|1{=1, teljes indukcidval koévetkezik, hogy

D, .+x=1(@=0,1,...;k=0,1,...).

A legutdbbi idGkig ez a tétel, mint izoldlt tény, mint érdekes kuridzum volt
ismeretes. Nemrégiben azonban ELWYN R. BERLEKAMP! [25] ezt a binomidlis egyiitt-
hatdkra vonatkozd tényt messzemenden dltaldnositotta és az igy nyert dltaldnos
eredményt az informdcidelméletben hibajavité kodok konstrudldsdra haszndlta fel.
BERLEKAMP bebizonyitotta tobbek kozott a kovetkezd tételt: Legyen adva a sik-
beli négyzetrdcs rdcsvonalaibdl dll6 tetszbleges végtelen .,Iépcs6™ (lasd 4. dbra).

4. dbra

1 Ez uton mondok koszonetet E. R. BERLEKAMPnak, hogy sajtd alatt levé kéziratat rendel-

kezésemre bocsatotta.
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UJ MODSZEREK ES EREDMENYEK A KOMBINATORIKUS ANALIZISBEN, II. 161

Akkor a ,lépcs6” hatdrvonala alatti rdcsnégyzeteket egy és csak egyféleképpen
lehet kitolteni egész szdmokkal olymddon, hogy bdarmely olyan rdcsvonalakkal
hatdrolt négyzetet vdlasztunk is ki, amelynek bal felsG sarka a lépcsé hatdrvonaldan
fekszik, e négyzet dltal hatdrolt matrix determindnsdnak értéke 1.

BERLEKAMP tételének bizonyitdsa igen egyszerii, ezért csak vdzoljuk. Azon
racsnégyzetekben, amelyek bal fels6 sarka a 1épcsG hatdrvonaldn fekszik, nyilvdn
I-nek kell dllni. Ha madr bizonyos rdcs-
négyzeteket kitoltottiink, taldlhatunk mindig
olyan rdcsnégyzetet, amely egy olyan matrix
jobb alsé sarkdban dll, melynek Gsszes tobbi {1l g
elemét mdr meghatdroztuk és amelynek bal 142
fels6 sarka a 1épcs6 hatdrdn van. Ez esetben b
az a feltétel, hogy a szoban forgd matrix 1 |
determindnsa 1 legyen, egy els6foku egyen- g o g o B g
letet ad, amelyben az ismeretlen egyiitt- I T 11 1215 |42
hatéja 1, és mivel feltevés szerint a matrix b
tobbi elemei mind egész szdimok, kdvetkezik, J1 l 112]5%|a1]132
hogy a szoban forgd rdcsnégyzet egy egyértel-
miien meghatdrozott egész szammal t6ltendd
ki. Igy a tétel 4llitdsa indukcidval kovetkezik.

5. dbra

gy példdul vizsgdljunk meg egy periodikus egylépéses 1épcs6t. Az ismertetett
eljaras szerint kitoltve a rdcsnégyzeteket, az 5. dbrdn ldthatd szdmokat kapjuk.
Ldtjuk, hogy a kapott (a,,) mdtrix Hankel-féle, azaz elemei (n=0, +1, £2, ..., k=n)
a5~ by alakbany ‘rhatok, abol bs=1bi =1, by=2. b, =5 bhy=14, b.—=42;
bs =132, .... E szdmsorozat az un. Catalan-féle szamok sorozata, amelyek elGallit-
hatdk b, = (2”_1] (2” 1] alakban (n=2).
n—1 n—2

BERLEKAMP egy algoritmust adott meg tetsz8leges ,,Iépcs6™-hdz tartozd szd-
mok megkonstrudldsdra.

9. §. Latin négyzetek

A (statisztikai) kisérletek tervezésével kapcsolatos kombinatorikai problémak
részletes ismertetésére itt nem térhetiink ki, mert ez egy egész konyvet igényelne
(l. pl. [26]). E problémdk jellegzetessége, hogy megolddsukra a Galois-testek és
véges geometridk elméletére van sziikség. Itt csak egy — még csak részben meg-
oldott — problémadt tdargyalunk latin négyzetekre vonatkozolag; mieldtt erre rdatér-
nénk, néhdny definicidt bocsdtunk elGre.

Latin négyzetnek neveziink egy (c;) négyzetes mdtrixot (1 =i, k =n), ha annak
elemei az 1, 2, ..., n szdmok és a mdtrix minden sordban és minden oszlopdban az
1,2, ..., n szdmok egy permutdcidja dll. Ha példaul névénytermesztési kisérletek-
nél n-féle ,kezelést” akarunk kiprobdlni, tekintettel arra, hogy a talaj minGsége
helyrél-helyre dltaldban véltozik, a talaj mindségének zavard hatdsdnak kikiiszobo-

lése célidbol elényss. ha az n kezelést egy n® parcelldbdl 4ll6 blokkon tgy alkalmaz-

zuk, hogy az egyes parcelldkba az azon alkalmazott kezelés sorszamadt beirva egy
latin négyzetet kapjunk; ez nagyon megkonnyiti a statisztikai kiértékelést. Latin
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162 - RENYT A.

négyzetet igen sokféleképpen lehet konstrudlni; itt csak egy konstrukcids eljdrdst
emlitiink meg, az Gn. addicids eljarast. Legyenek a,, a,, ..., a, és b,,b,, ..., b, az
1, 2, ..., n szdmok tetszGleges permutdcioi és legyen ¢, = a;+b, mod n, 1 =c,; =n.
(A 0 maradékosztdlyt tehdt n-nel reprezentdljuk.) Nyilvdnvald, hogy a (¢;) madtrix
latin négyzet lesz, hiszen a maradékosztilyok egy permutdcidjat mod n eltolva
1jbol egy permutdciot kapunk. Ha példdul n=35 és a két permutdcié 31452 és
25134, akkor a kovetkezd latin négyzetet nyerjiik:

531 2 4
314 5 2
G.1 4 2 51 3
I 4 2 35
2 53 41

Figyeljiik meg, hogy e latin négyzetben a vizszintes sorokban szomszédként
az 1,2, 3,4, 5 szdimokbol képezhet6 20 szdmpdr koziil csak 15 fordul el§, 5 par
((14) (25) (31) (42) (53)) viszont kétszer is el6fordul. Vannak kisérletek, amelyek-
nél a szomszédos kezelések bizonyos mértékig befolydsolhatjdk egymast. igy ter-
mészetes modon meriil fel a kérdés: lehet-e olyan » X n-es latin négyzetet konstru-
dlni, amelynél az 1, 2, .. ., n szdmokbol alkotott n(n —1) lehetséges rendezett szdm-
par mindegyike egyszer el6fordul vizszintes szomszédként és egyszer fiiggSleges
szomszédként? E kérdésre részleges valaszt E. N. GILBERT [27] adott. GILBERT
oly modon konkretizdlta a kérdést, hogy csak a fent vdzolt addiciés mddszerrel
konstrudlhaté latin négyzeteket vizsgdlta ¢s azt kérdezte, hogy milyennek kell lennie
az (a;) és (b;) permutdcioknak, hogy az azokbdl (9. 1) alapjan konstrudlt (c;) latin
négyzet a kivant tulajdonsdggal birjon. E kérdésre a valasz igen egyszer(i, ugyanis
feltételiink azt kivdnja meg, hogy a szébanforgo két permutdcid azzal a tulajdonsdg-
gal birjon, hogy az a;,,—a; (i=1,2,....,n—1) kiilonbségek modrn egymdstdl
kiilonbozdk legyenek (tehat kongruensek legyenek modn az 1,2, ..., n—1 szdmok
egy permutdcidjdval) és a {b;} permuticié is ugyanezzel a tulajdonsdggal birjon.
Az ilyen permutdciokat nevezziik a rovidség kedvéért tékéletes permutdcioknak.

Ezek utdn felvetGdnek a kovetkezd kérdések : n mely értékeire Iétezik az 1, 2, ...,
n szamoknak tokéletes permutdcidja; adott n-re, hany tokéletes permutdcié van és
ezeket hogyan lehet megkonstrudlni. Az elsG kérdésre a vdlasz igen egyszerii: Ha
a;,d,,....a, az 1,2, ..., n szdmok egy tokéletes permutdcidja, akkor

(a;—a)+(az—a)+...+(a,—a,-,) =a,—a, =
“.2)
n(n—1)
2

=142+...+n—-1= mod n.
Ha n pdratlan, akkor tehdt a,=a,, ami lehetetlen; tehdt pdratlan n-re nem Iétezik
tokéletes permutdcié. Ha viszont a pdros, (9.2) teljesitése lehetséges. Valdban,
egyszerli példdkkal meg lehet mutatni, hogy » minden pdros értékére megadhatd
az 1,2, ...,n szdmoknak t6kéletes permutdcidja.

Példdul, ha n=2k, a

2k, 1,2k—1,2,2k-2, .., k+1,k
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permutdcid tokéletes, hiszen a konzekutiv elemek kiilénbségei mod 2k az
1,2k—2,3,2k—-4,5,...,2,2k-1

szamok mind kiilonbozéek. Az Osszes tokéletes permutdciokrdl egyelGre nincs
attekintésiink.

n specidlis (pdros) értékeire GILBERT mds moddon is konstrudlt toké-
letes permutdciokat. Ha pl. n=p —1, ahol p egy pdratlan primszdm, amelyre nézve
2 primitiv gyok, akkor az ¢;=2""!'mod p (i=1, 2, ..., n) el8irdssal definidlt permu-
tdcio tokéletes, ugyanis az a;,; —a; =2 —2-1 =21 mod p szdimok definicié sze-
rint kiillénbdzbek.

igy példdul, ha n=4=15—1, akkor 2 primitiv gydk mod 5, 1, 2, 4, 8 kongruens
rendre 1, 2, 4, 3-mal mod 5, tehdt 1, 2, 4, 3 tokéletes permutdcié mod 4; valdban
a kiilonbségek 1, 2, 3 kiilonbozdek. gy tehdt a

2 31 4
3 4 2 1
1 2 4 3
4 1 3 2

latin négyzet (amelyet uigy konstrudltunk az addiciés modszerrel, hogy (a;) és (b))
permutdcidoként egyardnt az 1, 2, 4, 3 permutdcidt vilasztottuk) bir azzal a tulaj-
donsdggal, hogy minden szdmpdr egyszer és csak egyszer fordul el vizszintes szom-
szédként és fiigglleges szomszédként egyarant. (E latin négyzet emellett szimmetrikus
is.)

B. GORDON [45] egy dltaldnos mddszert adott tokéletes latin négyzetek konst-
rudldsdra a csoportelmélet segitségével.? Legyen G egy n-elemil Abel-csoport.
Nevezziik a G csoportot S-tipusunak, ha elemei elrendezhet8k olyan modon egy
ay, a,, ..., a, sorozatba, hogy a b, =a,,a, ... q; szorzatok (i=1, 2, ..., n)
mind kiilonbézéek (tehdt by,..., b, az a,..., a, elemek egy permutdcidja). B. GOr-
DON bebizonyitotta, hogy egy véges Abel-csoport akkor és csak akkor S-tipusi,
ha elgdllithatd egy 2* rendi ciklikus csoport (k=1) és egy pdratlan rendii csoport
direkt szorzataként. Koénnyen beldthato, hogy ha G S-tipusu és c; =bj b, ahol
a b; sorozatot a fent emlitett médon definidltuk, akkor a (cy) (/,k=1,2,...,n)
matrix egy tokéletes latin négyzet. Jegyezziik meg, hogy a most bevezetett termino-
légidval a mod n vett maradékosztilyok additiv csoportja akkor és csak akkor
S-tipusfi, ha n pdros, és ebben a specidlis esetben a most megadott konstrukcid
a tokéletes latin négyzetek tOokéletes permutdciobdl valéd fentebb adott szdrmaz-
tatdsdra redukalodik.

A GORDON modszerével konstrudlt tokéletes latin négyzetek mind csoport-
szorzdstablak. Nyitott probléma. hogy egy tetszlleges tokéletes latin négyzet cso-
port-szorzastabla-e.

A tdrgyalt probléma szorosan Osszefiigg a kovetkezd grafelméleti problémaval
is: egy G graf arboricitds-dnak nevezziik azon erd6k minimadlis szdmdt, amelyekre
felbonthatd. A felbontds itt ugy értendd, hogy ha G szégpontjainak halmaza a H
halmaz, éleinek halmaza az E halmaz, vagyis G=(H, F) és a felbontdsban szerepl§
erdGx ugyanilyen jeloléssel G, =(H,, E)(k=1,2,...,r),akkor H,=H (k=1, 2, ...,n)

2 E dolgozatra DENEs JOzseF volt szives a figyelmet felhivni.
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164 RENYI A.

és D'E,=FE. A minimdlis szim@ erddre valo felbontds esetében nyilvdn elérhetd
k=1
az is, hogy az E, élhalmazok idegenek legyenek.
" Nyilvdnvald, hogy pl. egy fa arboricitdsa 1, mig egy kor arboricitdsa 2, tovdbbd
egy kocka éleibdl dllo graf arboricitdsa 2.

Grafok arboricitdsa meghatdrozdsdnak problémdjat dltaldnossdgban NASH-
WILLIAMS oldotta meg [46].

F. HARARY gréfelméleti szemindriumdban (a michigani egyetemen) vetettem fel
1964-ben grdafok minimdlis szdmu erd8re valod felbontdsa effektiv megkonstrudldsa-
nak problémdjdt. Specidlis esetekre e kérdést a szemindrium egy résztvevGje, L. W.
BEINEKE [47] megoldotta, igy pl. arra az esetre, ha G 2k szogpontu teljes graf. Ez eset-
ben, mivel G-nek k(2k —1) éle, és egy 2k szogpontu erdének legfeljebb 2k —1 éle
van, nyilvdn k-ndl kevesebb erd8re nem lehet G-t felbontani, és k erddre is csak
gy bonthatd, ha ezek mindegyike fa. Egy ilyen felbontdst a kovetkezSképpen
nyerhetiink. A

2k, 1,2k—1,2,2k—2, ..., k+1, k

tokéletes permutdciobdl kiindulva képezziink egy 2k oszlopbdl és k sorbdl dllo
mdtrixot, amelynek i-edik sordt a fenti tokéletes permutdcid mod 2k (i —1)-gyel
vald eltoldsdval nyerjiik (i=1, 2. ..., k). E mdtrix soraihoz egy-egy fdt (pontosabban
utat) rendeliink hozzd Ggy, hogy a sorban szomszédos szdamokkal megszdmozott
pontokat éllel kotjiik Gssze. Pl. ha k=6, a mdtrix a kovetkezd

(P Baa ety LR
| i G R
2 Bzl 46 D

A teljes 6-sz0g e mdtrixnak megfelel§ 3 fdra val6 felbontdsdt a 6. dbra mutatja:

6. dbra

amelyen a 3 utat vastag, vékony, ill. pontozott vonallal rajzoltuk be.
Annak bizonyitdsa, hogy az emlitett mdtrix minden k-ra megoldja a felmeriilt
problémadt, azon alapszik, hogy a

2k, 1,2k—1,2, ..., k+1, k
tokéletes permutdcionak megvan az a tulajdonsdga is, hogy ha e permutdciot
a,, a,, ..., ay-val jeloljiik, ugy
az,,_j+1 '—aj =k mOd 2/,
Ennek kovetkeztében, ha

i—l+a;=c ¢s i—l'-!~aj+l =d.
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akkor
k+i—1+4ay_;=d mod 2k

és kti—1+ds 51 ¢ mod 2k,

vagyis, ha a (c, d) rendezett szdmpar a madtrix fels6 k sora valamelyikében fordul
elG, akkor a (d, ¢) rendezett szimpdr az alsé k sor valamelyikében fordul el6. Mds
széval, az (i—1+a;) mdtrixnak megvan az a tulajdonsdga, hogy az 1,2, ..., 2k

szamokbdl alkothatd (22k rendezetlen szampar mindegyike pontosan egyszer fordul

elG egy sorban egymads mellett a matrix felsé & sordbdl alkotott k& X 2k-as matrixban.

E fejezet befejezéseként megemlitiink egy latin négyzetekre vonatkozod
nehéz problémadt, amely hosszi id6n dt nyitott volt és csak nemrégiben sikeriilt
azt megoldani. Az 1,2, ...,n szdmokbdl képezett (c;) €s (d;) latin négyzeteket
ortogondlisnak nevezik, ha a (¢, dy) rendezett szampdrok kozott nincs két azonos.
Példdul az aldbbi két 4-edrendii latin négyzet ortogondlis:

12634 D 2534
R e e 3-4.1 52
3412 qreadiiieii]
A= 20] A T S

Ezt konnyen beldthatjuk, ha a két latin négyzetet szuperpondljuk, azaz ugy irjuk
bele egy 4 X4 mezGs madtrixba, hogy a madtrix minden mezejébe két szdm keriiljon:
els6 helyre az elsG négyzet, mdsodik helyre a mdsodik négyzet megfelelG eleme.
Ha a két latin négyzet ortogondlis, akkor az igy kapott nXn rendezett szdimpdr
mind kiilonb6z8. A fenti példdban ez igy van:

11 22 33 44
23014 %41 =30
34 434010 = 21
42 31 24 13

Régota ismeretes volt, hogy nem létezik két 6 X 6-0os ortogondlis latin négyzet.
EULER azt sejtette, hogy dltaldban, ha n=4k +2, akkor nem Iétezik két n X n-es
ortogonadlis latin négyzet. Ezt a sejtést R. C. BOSE és S. S. SHRIKHANDE [28] és E. T.
PARKER [29] 1959-ben megcdfoltdk. Ma mar tudjuk, hogy n=2 és n=06 kivételével
minden n-re létezik két ortogondlis latin négyzet.

Egy 10X 10-es ortogondlis latin négyzet-part az aldbbiakban mutatunk be
(10 helyett O-t irtunk).

O R4 A0 2059, 858062 5 Q08 109 B e a1
] P T Al L R 6l 78 DEa 9k ad S50
9. 48200 g e ns ol ) SRS 8 I 0R N6 S 8184
R Y R LR e R B 95:56% 1 LB NT R8I A A0 =D
Tas07 9 o8 A i S O b 2 3 51920 v 27 da o o8 56
6, 0 0 9SO Al -3 84095 dd3- ST 6.0
32 OSTNI A9 8Oy 2 s S Ti-585 35 508271426 305
1o 3203 d s 65102 e 8r O A0 57561508~ D08 B -8 A9
Vs s e SR DR DR e EC E D 38 B 60 10 a9 A8
deaSibe10 Ty 8T 04 gt AR NG e P Rt e BRI R AL
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Megjegyezziik, hogy amikor a 10X 10-es ortogondlis latin négyzetek létezésé-
nek problémdja még nyitott volt, felmeriilt a gondolat, hogy elektronikus szdmols-
gép segitségével dontsék el a kérdést. Kideriilt azonban, hogy ez az ut gyakorlatilag
nem jdrhatd, mert az Osszes lehetdségek végigprobdldsa a ma 1étezG leggyorsabb
szamoldgépen is szdz évnél hosszabb iddt igényelt volna.

10. §. Az Ising-féle modell

Az n. Ising-modell (1asd pl. {30}, ahol részletes irodalomjegyzék is taldlhato)
a ferromdgneses anyagok elméletében jatszik szerepet. Kristdlyos szerkezetii szi-
ldrd testekrdl 1évén szo, elsd kozelitésben az atomokat gy képzeljik el, hogy rdcs-
szerlien helyezkednek el: egy rdcsszerii pontrendszer minden rdacspontjdban egy
atom foglal helyet. Minden egyes atomot tekinthetiink egy-egy mdgnesnek, amely-
nek magneses momentuma (spinje) kétféle iranyitdssal birhat: pozitiv vagy negativ
irdnyitdssal. Képzeljiik el az atomokat megszdmozva és legyen s; = £ 1 aszerint,
hogy a j-edik atom spinje pozitiv vagy negativ. Ez esetben els6 kozelitésben (csak
a ,,szomszédos™® atomok kozotti kélesdnhatdst véve figyelembe, az egymdstdl tdvo-
labb lev6 atomok kolcsonhatdsdt elhanyagolva) az S,,.S,, ..., Sy spin-értékek
altal jellemzett dllapotban a rendszer bels§ energidja :
(10.1) E=~F 2" 8;S,

U, k€A
ahol # egy pozitiv dllandé és az Gsszegezés csak olyan (J, k) szampdrokra terjesz-
tend§ ki, amelyek szomszédos rdcspontok indexei. (A-val jeloltiik azoknak a (j, k)
szampdroknak a halmazdt, amelyekre j és k szomszédos rdcspontok sorszdmai.)
A rendszer legfGbb termodinamikai jellemzdit az un. dllapotfiiggvény hatdrozza
meg, amelyet a
(10. 2) Z= 3 5555
Sy==*1
1=j=N

képlet definidl; a (10. 2) jobb oldaldn az Gsszegezés az Osszes lehetséges spin-elosz-
ldsra terjesztend8 ki, vagyis S;, S,, ..., Sy egymadstdl fiiggetleniil felveszik a+1
értékeket és igy az Osszegnek 2V tagja van. A K szdm definicidja K :% , ahol
£ a (10. 1)-ben szerepl8 dllandd, k a Boltzmann-féle dllando és T az anyag abszolut
h8mérséklete. A Z dllapotfiiggvény tulajdonképpen — egy konstans faktortdl el-
tekintve — felfoghatd, mint a rendszer (10. 1) 4ital megadott energidjdnak gene-
ratorfiiggvénye.

Ha ugyanis az S, ..., Sy spineket valdsziniiségi véltozdknak tekintjiik, ame-
lyek a +1 értékeket egymdstdl fiiggetleniil, 4, 3 valosziniiséggel veszik fel, akkor
a rendszer energidja, & is valdszin{iségi vdltozo lesz, amelynek generdtorfiiggvénye

—z ¥ 2 S;iSk
(10.3) gD = 3 e R
2NS_,' =41
1=j=N

3 Egy racsszerii pontrendszernél tGbbféleképpen is lehet definidlni azt, hogy mely pontokat
tekintiink szomszédoknak. E kérdésre a késObbiekben visszatériink.

AN
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és igy a Z allapotfiiggvény eldllithato

(10.4)° Z= 2~g{—%}

alakban,
A fizikdban a rendszer (atlagos) bels§ energidjit az

- . 0
- 2. 2
(10.5) E Tll_‘nlkT 5T InZ
képlettel szoktdk kifejezni. (10. 5) nyilvdnvald kovetkezménye a (10.4) képletnek
és annak a ténynek, hogy egy valosziniiségi vdltozo varhatd értékét megkaphatjuk,
ha a generdtorfiiggvényét differencidljuk és Z helyébe 0-t helyettesitiink. Valéban,
(10. 4) szerint

0
limkT2 .0
Tl_.rrl oT

Maidrmost a Z dllapotfiiggvényt a kovetkez8képpen lehet dtalakitani: jelSlje
¢ a vizsgalt rdcsban egy rdcspont szomszédainak a szdmat. (Feltessziik, hogy a rdcs

és a pontok szomszédos voltdnak definicioja olyan, hogy minden pontnak ugyan-
annyi szomszédja van, vagyis a rdcs homogén). Akkor

InZ = g’(0).

CN

(10.6) Z= 3 ][ eSS« =(coshk) 2 - 3 [[ (1+WS;Su),

Sj=x1(j,k€A Sj=%1(,kheA

1=j=N
ahol
(10. 7) W =tanh K.
Ugyanis
(10. 8) e**¥ =(cosh K)(1 + tanh K),
tehdt, ha S; =+1 és S, =+1
(10.9) e¥SiSk = (cosh K) (1 + WS ;Sp).

Elvégezve (10.6)-ban a beszorzdst. azt kapjuk, hogy
NC
(10.10) Z = (coshK 2 S > wr > Sk, St, S, S, - Sk S,
S;j=%1rz0 (ki, l)€A

1=i=r

(kiy 1) # (kny 1) ha 1 #h,

Koénnyen beldthato, hogy ha egy
(10. 11) 82,1, 8,51, - SkS),

szorzatot Osszegeziink ugy, hogy Sy, ..., Sy egymdstdl fiiggetlentl felveszik a +1
értékeket, ez az Osszeg csak akkor nem lesz 0, ha a k,,/,, k,,1,, .... k,, [, szdm-
sorozatban az 1,2,..., N szimok mindegyike pdros sokszor fordul el3. Minden
(10. 11) alaku szorzathoz egyértelmiien hozzdrendelhets egy, a P,, P,,..., Py
szégpontokbol (tehdt a rdcs rdcspontjaibdl) dll6 graf, amelyben a P; és P; pontokat
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akkor és csak akkor kotjik Ossze éllel, ha az (i,j) szampdr el6fordul a
ko 1), ..., (k,, 1) szdmpdrok kozott. A (10. 11) alak( tagok Osszege tehdt akkor
és csak akkor lesz 0-tdl kiilonb6z8, ha a hozzdrendelt graf minden szégpontjdnak
foka paros. Nevezziik az ilyen grafokat zdrenak.

Ha viszont a (10. 11)-hez rendelt graf zart, akkor a (10. 11) szorzat értéke mindig
+ 1, tehdt a (10.11) tagot Osszegezve S; = *1-re (j=1,2,..., N) mindig 2V-et
kapunk. Jelélje n(r) a vizsgalt rdcs szogpontjaibdl alkotott €s r élt tartalmazé olyan
zdrt grafok szamadt. amelyekben minden €l ,,szomszédos™ pontokat két Ossze,
akkor tehdt ’

NC NN-1)
a0 2
(10.12) Z =2¥coshK)2 - 3 n(r)yw-
r=0

gy tehdt a ferromdgneses anyagok Ising-modellje dllapotfiiggvényének meg-
hatdrozdsa egy grdaf-leszamldlasi feladatra vezethet§ vissza.

Egy megadott rdcsra (a szomszédos pontok definicidjanak valamilyen mdédon
vald rogzitése mellett) az Ising-probléma tehdt abbdl 4all, hogy meg kell hatdrozni
a rdcsra az n(r) szdmsorozatot, vagyis le kell szamldlni a rdcs szdgpontjaibdl és
kizdrolag szomszédos pontokat Osszek6td élekbdl allo elGirt élszdmia zdrt (azaz
csupa pdros foka pontbdl dll6) gréfokat.

Oldjuk meg legelGszor ezt a feladatot az egydimenzids esetben, tehdt (figyelembe-
véve, hogy a rdacsnak homogénnek kell lennie) abban az egyszerii esetben, ha a racs
egy szabdlyos N-szGg, amelyben a sokszég ugyanazon oldaldn fekv6 pontparokat
nevezziik ,,szomszédos”’-nak. Ez esetben nyilvdnvaléan C=2, n(0)=n(N)=1 és
n(k)y=0, ha 0 <k <N, tehdt

(10. 13) Z =(2 cosh K)¥ + (2 sinh K)"

és igy [i]
SN Jwv—ank
Z=272 MG
i

=0

Tehdt a rendszer energidjanak lehetséges értékei az N —4/ szamok (/=0, 1, ..., [N/2])

és ha az atomok spinjeit véletlenszeriien vdlasztjuk =+ t-nek, 1, 3 valdsziniiséggel,
akkor

2(3) '
P& = N—al) = —~21) [1 =0,1,.., [ﬁ]]

Az dtlagos energia ez esetben természetesen zérus (az eloszlds O-ra vald szim-
metridja folytdn). N

Egy mdsik érdekes specidlis eset a kovetkezd: Alljon a rendszer egy tetraéder
4 cstcsdbol és nevezziik szomszédosnak azokat a pontpdrokat, amelyek ugyanazon
él végpontjai. Ez esetben C =13 és a lehetséges zdrt grafok a kovetkezdk:

1. a graf, amelynek nincsenek élei,
2. a tetraéder egy lapjan fekvé haromszog,
3. a tetraéder négy €lébs! alld négyszog.
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llyen médon r(0)=1, n(3)=4, n(4)=3 és igy

Z =16(cosh K)5(1 +4(tanh K)* + 3(tanh K)*),
tehdt

Z =2e%% | 8 4 672K,

vagyis az energia lehetséges értékei — 6.7, 0, +2.# és a hozzdtartozo valdsziniiségek
I 1 3
8°2°8

Fizikai szempontbdl legfontosabb feladat volna egy térbeli kockardcsra meg-
oldani az Ising-problémdt. Ezt a feladatot azonban eddig nem sikeriilt senkinek
megoldani. Jelentds eredmény volt, amikor 1944-ben L. ONSAGER [31] megoldotta
a sikbeli négyzetracsra az Ising-problémdt. E problémdra ma mdr t6bb megoldds
ismeretes. M. Kac és 1. C. WARD [32] 1952-ben egy tisztdn kombinatorikai meg-
olddst adtak, amely azonban nem volt teljes. (E megoldds alapétlete B. L. VAN DER
WAERDEN-t6l szdrmazik [43].) Megolddsukat S. SHERMAN [33] tette teljessé 1960-
ban. A Kac—Ward—Sherman-féle megolddsnak egy 10j és dttekinthet§ varidnsat
C. A. Hurst és H. S. Green [34] dolgoztdk ki. A Hurst—Green-féle megoldds az
Un. PFAFFIAN fogalmdn alapszik. Az Ising-probléma és az On. domindprobléma
kapcsolatdt M. E. FisHER és P. W. KASTELEYN fedezték fel [35], [36]. E kapcsolat

segitségével a kérdés visszavezethetG a domindproblémdra, amint azt KASTELEYN
[37] bebizonyitotta.

A kovetkez6 fejezetben a kétdimenzids Ising-probléma megolddsdt ezen az
uton fogjuk bemutatni. Ennek sordn KASTELEYN egy tételére egy 1ij, egyszerlibb
bizonyitdst adunk.

, az energia varhaté értéke 0.

11. §. A Pfaffian

Az 1n. Pfaffian (1. pl. [38]) a determindnshoz hasonld fogalom: egy {pdaros-
rendli, antiszimmetrikus) matrixhoz az aldbbi mddon hozzarendelt szimot jelenti:
Legyen A =[a;;] egy parosrendii, antiszimmetrikus matrix, azaz legyen a;;= —a;;, és
a;=0 (1=, ]<2N) Az A métrix pfaffidnjat, melyet P(A)-val Jelolunk a kovet-
kezSképpen definidljuk:

(1.1 P(4) = 3 (=Dl .mg g

PL P2 7 P3 D4 aPzN— 1 P2N?

ahol az 6sszegezés az 1, 2, ..., 2N szdmok 6sszes olyan p,, p,, ..., P,y permutdcioira
terjesztendd ki, amelyek az aldbbi feltételeknek tesznek eleget:

(11.2) ~ Daio1<PD2; i=1,2,.., N
Pi=P3s= ... <Pin-1>

és I(p, ...,Pan) @ PisP3» ..., Day pPermutdcié inverzidinak szdmat jelenti. Példdul
ha N=1 P(4)=a,,, ha N=2 '

P(A)=a,,a34—a13024 + 41403
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ha N=3
P(A)=a,,(a34a56 — 035046 + A36d45)
—a13(A24056 — 03546 T A26045)
+0,4(a33056 — ay5036 + A26035)
—y5(A23046 — A34036 + A26034)
+a16(A23045 — 024435 T A35034).

Ha A egy 2N-edrendii matrix, P(A4) kifejtése 1-3-5...2N—1 = QN —1)!! tagbdl 4il.

A pfaffidnt szoktdk az \ a;;| szimbdlummal is jel6lni, vagy ugy felirni, mint
a determindnst, azzal az eltéréssel, hogy csak azokat az a;; tagokat irjdk fel, melyekre
i=j (mivel csak ezek fordulnak ténylegesen el§ a pfaffidnban); példdul N=2-re

la,,a,3a,,
P(4) = Q33034
Az

A pfaffidn fogalmdt A. CAYLEY vezette be, a Pfaff-féle problémadval kapcsolatban.
A pfaffidnok kiszamitasat a kovetkezS tétel konnyiti meg:

. 3

TETEL. Ha D(A) jeloli az A antiszimmetrikus mdtrix determindnsat, akkor, ha
A paratlan rendii, D(A) =0, mig ha A pdros rendii, akkor

D(4)=P*(A),
ahol P(A) az A matrix pfaffidnja.

E tétel bizonyitdsa megtaldlhatd pl. [39]-ben, ezért azt itt nem részletezzik.
(BEKE MANO a pfaffidnt ,,Pfaff-féle alak™-nak nevezi; a pfaffidn kifejezést rovidsége
miatt tartjuk jobbnak.) Még csak azt jegyezziik meg, hogy a pfaffidnokat (ijabban
a kvantum-térelméletben is felhasznaljdk (lasd [40]).

12. §. A dominé-probléma

Vizsgdljunk egy' téglalapot, amelynek oldalai az n és m pozitiv egész szamok.
Ezt a téglalapot osszuk fel oldalaival parhuzamos egyenesekkel n-m egységnyi
oldali négyzetre. Egy ilyen négyzetrdacsot a kovetkezGkben n X m-es dltaldnos sakk-
tablinak fogunk nevezni. Nevezziink domindnak egy téglalapot, amelynek élei
1 és 2 egység hosszasdguak. Egy n X m-es sakktdbla nyilvan akkor és csak akkor
fedhetd le maradéktalanul egymdst nem fed§ domindkkal, ha n-m pdros.

Ha ez a feltevés teljesiil, akkor dltaldban ez a lefedés sokféleképpen valdsit-
hatoé meg. Jelolje A(n, m) az n X m-es sakktdbla domindkkal valé lefedéseinek szd-
mdt. A domindprobléma a A(r, m) fliggvény meghatdrozdsdara vonatkozik. E feje-
zetben megmutatjuk, hogy A(n, m) antiszimmetrikus matrixok pfaffianjaival fejez-
het§ ki. Valdjaban ennél tobbet bizonyitunk be. Jelélje A(n, m, r, s) az nX m-es
sakktabla azon lefedéseinek szdmdt, amelyben r domind helyezkedik el gy, hogy
hosszabbik oldala a sakktdbla n hosszisagi oldaldval parhuzamos, és s domind
ugy, hogy hosszabbik oldala a sakktdbla m hosszisdgu oldaldval pdrhuzamos.

Nyilvan s = % —r. A kovetkez8kben meg fogjuk hatdrozni a 4(n, m, r, s) szaimokat,
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pontosabban a
Tn,m,z,z,) = > A(n,m,r,s5)z, 25

r+s_nm
T2

(kettds) generdtorfiiggvényt; ebbdl specidlis esetként nyerjiik A(n, m)-et, hiszen

az.n An,m)y= > dm,m,r,s) =TI, ml,1).

r+s_nm
T2

A I'(n,m, z,, z,) generdtorfliiggvény értékét mint egy antiszimmetrikus matrix
pfaffidnjat fogjuk kifejezni. A sakktabldt gy képzeljiik elhelyezve, hogy vizszintes
oldaldnak hossza n, a fliggGleges oldaldnak hossza m. Szdmozzuk meg az n X m-¢s
sakktdbla ,,kockdit” oly mdédon, hogy a sakktédbla legalsé sordban 416 kockakat
balrél jobbra haladva rendre az 1, 2, ..., n szamokkal szdmozzuk meg, a sakktdbla
alulrél mdsodik sordban 4116 kockdkat ugyancsak balrol jobbra haladvaazn+1, ...,2n
szamokkal szdmozzuk meg, s.i.t., végiil a legfelsG sor elemeit balrdl jobbra haladva
az (m—Dn+1, ..., mn szdmokkal szdmozzuk meg. Ezek utdn definidljuk az (a;;)
nm-ed rendl matrixot a kévetkezSképpen:

0, ha az i és j sorszamu kockdk a sakktdbldn nem szomszédosak

és ha i=j,

z,, hai<j és az i és j sorszdmu kockdk a sakktdbldn szomszé-

dosak és ugyanabban a sorban vannak (tehdt ha i=kn+/

(12.2)a;;=1 ~ ésj=kn+l+1 ahol O=k=m—1é 1=I=n—1)

(—=1)z,,ha i<j és az i és j sorszami kockdk a sakktdbldn
szomszédosak és wugyanabban az oszlopban vannak (tehdt,
ha i =kn+! j=(k+1Dn+1, ahol O0sk=m—-2 1E/=n),

—a;;, haj=I.

Az A, .(z;,z;)=(a;;) nm-rendli mdtrix nyilvdn antiszimmetrikus. Mivel mm
feltevés szerint pdros, n €s m kozil legaldbb az egyik pdros. Az dltaldnossdg meg-
szoritdsa nélkil feitehetjiik, hogy n pdros. Mdrmost azt fogjuk bebizonyitani, hogy
a (12. 1) alatt definidlt generdtorfiiggvény egyenlé a (12. 2) altal definidlt mdtrix
pfaffidnjdval, tehdt

(12 3) r(na m,z,, 22):P(Au,m(zl s 22))‘

E tétel KASTELEYNtOI {37] szdrmazik.
Aldbbiakban egy Uj, egyszerii bizonyitdst adunk (12. 3)-ra.

(12. 3) bizonyitdsa. Legyen N=% és n legyen pdros. Tekintsik az »nXim-es

sakktdbla egy tetszGleges olyan lefedését domindkkal, amelyben r domind viz-
szintesen, és s=N —r domind fiiggSlegesen helyezkedik el. Minden egyes domind
két szomszédos kockdt fed le. A domindk dltal lefedett kocka-pdrok sorszdmai
legyenek a (pl’ Pz), (p3’ p4)a sev (PzN—w pZN.) SZémpér0k9 ahol D2i-1 <Pai
(i=1,2,...,N) és p,<p3<...<pyn_,;. Mdsszoval a p; szdmokat ugy definidljuk,
hogy elindulunk a sakktdbla bal alsé sarkdbdl, végighaladunk a legals§ soron
balrdl jobbra; az els6 domind els§ kockdjdnak, mellyel taldlkozunk, a sorszdma
lesz p, (tehdt mindig p, =1) és ezen dominé mdsik kockdjdnak sorszdma lesz p,
(tehdt p,=2 vagy p,=nr+1); a kovetkez6 dominé kockdinak sorszdmai lesznek
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D3 és p, (tehdt ha p, =2, akkor p;=3, mig ha p,=n-+1, akkor p5;=2), si.t...
Ha az elsG sor végére értiink, az alulrél mdsodik, azutdn a harmadik, stb. soron
haladunk végig, mindig balrdl jobbra. A 7. dbra egy 6 X 7-es sakktdbla egy domi-
nokkal valo lefedésére vonatkozdlag megmutatja a p; szdimok értelmezését.

Pay | Pss | Pag Puo| Pas Pz 37 38|39 40|41 42
Pss | Pss| Pyr Pas| Pso| P2 31| 32|33 343536
Pao| Poz| Par Pas| Pas| Pay| 25|26 |27 282930
Pig| Pa1| Pas Poy| Ps Pos o 19120 4°24¢ - 22°1° 23" . 2%
Piz Pu|Pis Pig| Pz P 13- Ak 15 1697 048
P, | Ps Pio| Py Pip| P T a8 =19 10w A
PyitiPy = Pyl Ps ' Pe 1Py o w3l s g g
7. abra

fgy tehdt az nxXm-es sakktdbla minden egyes domindkkal valé lefedéséhez
egyértelmiien hozzdrendeltiik a P(4,,(z,, z,)) pfaffidn kifejtésének egy tagjdt, ti. az

(LAY, Gt i

P1 P2 7'P3 Da P2N -1 P2N

tagot; megforditva, nyilvin minden ilyen kifejtési taghoz egyértelmiien hozzd-
; tartozik az nXm-es sakktdbla egy domindkkal valé lefe-
Ii b dése. A 8. dbrdn ldthaté pl. a 4Xd4-es sakktdbldnak az
! 15036034071 1981209100111201314%1516 Kifejtési taghoz rendelt
domindkkal valé lefedése:
MRET R (12. 2)-bél nyilvdanvald, hogy az nXm-es sakktdbla egy
b domindkkal valé lefedéséhez tartozd (12. 4) kifejtési tag ér-
| téke +:z%, z3, ahol r jelenti a lefedés vizszintes helyzetli do-
S— mindinak szdmdt és s=N—r a fligg6leges dlldsi domindi-
8. dbra nak a szdmdt. Ahhoz, hogy (12. 3)-at bebizonyitsuk, csak azt
kell kimutatnunk, hogy a (12. 4) alatti szorzatokat a pfaffidn
deﬁn1c1ola szerinti elGjellel ellitva minden tag pozitiv elGjelii lesz, azaz

(12.5) (1P cvPamd g gy o el e e
Mivel
2 p2i-1
(12. 6) (s 2t e (al PR R AL g
tehdt csak azt kell kimutatnunk, hogy
z P2i-1
(12 7) (_])I(Pi.---,pzN) == (___1)1’1.'—1725—1 =n
M4dsszoval azt kell kimutatni, hogy egy domindlefedéshez tartozé py, ..., pan

permutdcid inverzidinak szémdnak paritdsa megegyezik a fiiggélegesen 4116 domindk
alsé kockdjdhoz tartozd p,;_; szdmok Osszegének paritdsaval. Mivel n feltevés
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szerint paros, a sakktdbla balrdl szamitott els§, harmadik, ..., n — 1-edik oszlopdaban
vannak az &sszes pdratlan sorszdmu kockdk. Igy tehdt >  p,,_, paritdsa meg-
P2i—p2i-1=n
egyezik a balrél szdmitva pdratlan oszlopindexii oszlopokban (nevezziik ezeket
roviden pdratlan oszlopoknak) elhelyezked6 domindk szdmdval. E szdmot jelol-
hetjiik a-val; ekkor tehdt o= >  p,;_, mod 2. Mdsrészt az inverzidk szdimdnak
P2i—p2i-1=n
paritdasanak meghatdrozdsanal szoritkozhatunk a fiiggSleges dlldsi domindkhoz
tartozé p; szdmoknak a ndluk kisebb szdmokkal vald inverzidinak Osszeszdamla-
ldsdra; ugyanis tekintsiink egy vizszintes dlldsii domindt; ennek két kockdja sziikség-
képpen két konzekutiv szdmmal van megszdmozva és igy e két szdm az Gket meg-
el6z8, ndluk nagyobb szdmokkal ugyanannyi inverziot alkot, €s igy egyiitt az in-
verziok Osszegéhez pdros szamu inverzidval jarulnak hozzd, ami az inverziészam
* paritdsdt nem befolydsolja. Ami a fiiggSleges dlldsi domindkat illeti, ezeknek meg-
felel szampdrok (p, p-+n) alakuiak és a p+n-nél nagyobb szdmok a p; sorozat-
ban p + n-et nyilvan nem elGzhetik meg. Szdmolni tehdt csak azokat az inverzidkat
kell, amelyeket egy fiiggdlegesen allé dominé alsé kockdjihoz rendelt szdm alkot
az 6t a p,; sorozatban megel6z8 és ndla nagyobb szdémokkal.

E szdmok nem lehetnek masok, mint a fliggdleges domindtol balra, vele egy
magassdgban eclhelyezkedS fiiggdleges dominodk felsé kockdihoz rendelt szdmok,
valamint a fliggGleges domindtdl jobbra, ndla eggyel mélyebben dll6 domindk
(amelyek felsG kockdja van tehdt egy vonalban a szoban forgé domind alsé kocka-
javal), fels6 kockdihoz rendelt szamok. Ezek szdmadt kell tehdt minden fiigg8leges
domindra Gsszeszdmolni, €s megvizsgdlni, hogy hdny olyan dominé van — jeldljiik
ezek szdmdt fi-val —, amelyekre e szdm pdratlan. Példdul a 7. dbrdn a p,;5=232
szdm inverziéban van p,, = 37-tel, tovdbbd p,;,=35-tel és p,, = 36-tal.

Be fogjuk bizonyitani, hogy a = f. Mivel, mint littuk g=I(p,, ..., p,5) mod 2,
ebbdl mdr (12. 7) kovetkezik. Nevezziik é-domindnak az olyan fliggSleges alldst
domindt, amelynek alsé kockdjdnak sorszima pdratlan sok, ndla nagyobb szammal
alkot inverziot a p; permutdcidban. Azt dllitjuk, hogy egy d-dominé mindig paros
oszlopindexii oszlopban (réviden: pdros oszlopban) helyezkedik el. Ugyanis, ha
d, jeldli a d-val egy sorban, téle balra 4116, fliggéleges domindk szdmit és d, a d-ndl
egy kockdval lejjebb és tdle jobbra dllo, fliggleges domindk szamdt, ugy feltevés
szerint d, +d, pdratlan, tehdt d, és d, ko6ziil pontosan az egyik pdratlan. Mdrmost
ha d also kockdja a j-edik sorban van, akkor a j-edik és j— l-edik sor egy-egy koc-
kajat lefogd fliggSleges domindk szdma pdros kell, hogy legyen, mert az alsé j—1
sor altal alkotott téglalapban Osszesen pdros sok kocka van és mivel a teljesen e
téglalapben fekvd domindk egyenként 2 kockdt, tehdt Osszesen pdros sok kockat
fednek le, az ebbél a téglalapbdl kinytillé domindk szdma is pdros kell, hogy legyen.
Ebbd8l mdr kovetkezik, hogy ha d, pdros és d; pdratlan, akkor 6-tdl balra is péaros
sok olyan flggéleges domind dll, amely a j— l-edik és j-edik sor egy-egy kockdjdt
fedi le, és mivel a j-edik sorban §-tdl balra 4116 vizszintes domindk egyiitt paros sok
kockdt fednek le a j-edik sorbdl, J-tdl balra paratlan sok oszlop van és igy 6 maga
pdros oszlopban van. Hasonloképpen ldthatd be az dllitds, ha d, pdros és d, pdrat-
lan, tovdbbd az is, hogy minden pdros oszlopban 4ll6 fliggdleges domind d-domind.

Nevezziik 6’-dominénak a pdratlan oszlopban 4ll6 fiiggsleges helyzetli domino-
kat. A mondottak szerint minden fliggGleges dominé vagy é-domind vagy 6’-domind.
Be fogjuk bizonyitani, hogy a § és 0° domindk szdama mindig ugyanakkora; ebbdl
a kivdnt 4llitds mdr kovetkezik. Ugyanis minden vizszintes dominé egy kockét fed le
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egy pdros oszlopbdl és egyet egy pdratlan oszlopbdl. Mivel a pdros és a pdratlan
oszlopokban &sszesen ugyanannyi kocka van (tekintve, hogy az oszlopok szama, n,
feltevés szerint pdros), tehdt a fliggbleges dominodk egyiittvéve ugyanannyi kockat
fednek le a pdros oszlopokbdl, mint a pdratlan oszlopokbdl, tehdt ugyanannyi
domindé van a pdros oszlopokban, mint a pdratlan oszlopokban. Ennélfogva a
d és 0’ dominok szdma ugyanakkora. Tehdt ezzel (12. 7)-et és igy (12. 3)-at bebizo-
nyitottuk.

KASTELEYN madsféle sikbeli rdcsokra is megmutatta, hogy a rdcs domindval
valé lefedéseinek szdma kifejezhetd alkalmasan vdlasztott madtrixok pfaffidnjai
segitségével. Mi itt nem foglalkozunk azonban tovdbb e kérdéssel, hiszen nem célunk
itt az Ising-modellek elméletének részletes ismertetése, hanem csak az, hogy meg-
mutassuk, milyen tipusi kombinatorikai problémédk meriilnek fel ennek kapcsan.
Ezért csak arra szoritkozunk, hogy roéviden vdzoljuk a kovetkez$ fejezetben az
Ising-probléma Osszefiliggését a domind-problémdval.

MielStt erre rdtérnénk, megjegyezziik, hogy az dltaldnos domindprobléma
a grafelmélet nyelvén a kovetkez6képpen fogalmazhaté meg. Legyen adva egy
tetsz6leges, pdros szdmu szogpontbdl dllé G graf. A G gréf 1-fokd faktordnak ne-
vezziik a G graf éleinek egy olyan E részhalmazdt, hogy G bdrmely szogpontja
az E-hez tartozo élek koziil pontosan egyhez tartozik hozzd. A domind-probléma
. egy megadott grdfra ekvivalens az illeté grdf 1-rendi faktorai szdmdnak meg-
hatdrozdsdval. A fentiekben tdrgyalt, a sakktdbldra vonatkozé domind-probléma
az emlitett grafelméleti problémdnak tGgy vdlik specidlis esetévé, ha a G grafot
ugy konstruéljuk meg, hogy a sakktdbla minden kockdjanak megfeleltetﬁnk G-ben
egy szogpontot €s a szomszédos kockdknak megfelel§ pontokat és csak azokat kotjiik
Sssze éllel. Példdul a 4 X 3-as sakktdbldnak a 9. dbrdn ldthatS grif felel meg, mig
a 10. dbra e sakktdbla egy domindkkal vald lefedését és a hozzdrendelt grdf meg-

g 10 11 12
r
L9 10|11 |12
Ay s R 5 6 7 8
pilfatiakn
2 3 4
9. abra
R S e Wi
| I ' 1
l ! 1
Prec it S T
| : t | !
— —————9 ' e
10. dbra

felels 1-foku faktordt dbrdzolja (az 1-foku faktor élei vastag vonallal vannak ki-
htizva, a tobbi €l csak pontozva van).

TetszSleges graf esetére az 1-foku faktor létezésének megdllapitdsa sem konnyf
kérdés. Egy hasznos sziikséges és elégséges feltételt TuTTE adott meg [41]. TUTTE
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tétele szerint egy grafnak akkor és csak akkor van els6foku faktora, ha a grafbol
tetszGleges mdédon elhagyva r pontot (r=0, 1, ...), a megmaradd graf osszefiiggd
komponensei koéziil a pdratlan szamu pontbdl dll6 komponensek szdma kisebb
r+ 1-nél. Nemrégiben ErRDGS PALlal bebizonyitottuk hogy egy » szdmu pontbdl
allé véletlen grafnak, amennyiben elegendd szdmu éle van ahhoz, hogy majdnem
biztosan Osszefiiggs legyen, n — <=-re majdnem biztosan van elsGfoku faktora ([42]).
Mids szdval, ha taldlomra kivdlasztunk egyet az Osszes n (szamozott) szégpontu
és tnlogn+w(n)-n éli grafok kozil és g, jeloli annak valdsziniiségét, hogy e
grafnak van els6foktu faktora, akkor lim ¢,=1, feltéve, hogy lim w(n) = + .

n—s oo n— oo

13. §. Az Ising-modell és a dominé-probléma kapcsolata

Lattuk, hogy az Ising-probléma megolddsa visszavezethet§ egy rdcs rdcs-
pontjaibol alkothaté azon zdrt griafok megszdmldldsdra, amelyek eldirt szamu
¢élt tartalmaznak és minden éliilk két szomszédos rdcspontot kot Ossze. Mdrmost
egy négyzetrdcs minden egyes rdcspontja helyébe helyezziink egy ,,négypdlust”,
vagyis egy négyzetet, amelynek csticsai a rdcspontba befutd négy élen helyezkednek el.
E négyzetnek képzeljik el berajzolva a két 4tlojdat is. A két dtlé metszéspontjdt
nem tekintjiik rdcspontnak; mdsszoval a két dtlét ugy képzeljik el, hogy azok nem -
metszik egymadst; ez persze a sikban nem valdsithaté meg, csak ha az egyik dtlgval
kilépiink a térbe és az dthidalja a mdsikat. A rdcspontok helyére rajzolt négyzet
négy csucsdt nevezziik el északi, keleti, déli és nyugati polusnak. Ilyen mddon egy
1j rdcsot kaptunk, amelyben minden pontban négy él taldlkozik. Az dbra, amelyet
nyeriink, hasonlit a fiirdGszobdkban gyakran alkalmazott csempepadlé mintdja-
ra, ezért azt roviden fiirdGszoba-padléd grdfnak nevezziik. Mdrmost az eredeti
rdacs barmely zdrt grafjahoz, amelynek élei mind az eredeti rdcs szomszédos pontjait
kotik Ossze, hozzdrendelhetS a fiirddszoba-padldé graf egy elsGfoku faktora, tehdt
e zart grafok szdmdnak meghatdrozdsa egy domindproblémdra vezethetG vissza.
Az els6foku faktort a kovetkez6képpen nyerjiikk. Ha a P és Q szomszédos pontok
a rdcsban 6ssze vannak kotve egy éllel, akkor a P pontnak megfelel6 négypodlusnak
és a Q pontnak megfelel6 négypolusnak a szomszédos cstucsait Gsszekotjiik egy
éllel; ha az eredeti rdcsban egy rdcspontbdl délre (északra) és keletre (nyugatra)
vezet egy-egy €l, Osszekotjiik a rdcspontnak megfeleld négypolus északi (déli) és
nyugati (keleti) polusdt. Ha egy rdcspontbdl északra és délre (ill. keletre és nyugatra)
vezetett ki két él, a megfelel6 négypdlusnak a Keleti és nyugati (ill. északi és déli)
polusait kotjiik Ossze. Ha egy rdcspontbdl négy él vezetett ki, a megfelel§ négy-
polus polusai kozott nem 1étesitiink Ssszekottetést. Végiil, ha a rdcs egy pontja
izoldlt volt, a megfelel§ négypdlusban két kozos pont nélkiili €élt huizunk meg;
ez persze hdromféle modon lehetséges (1. 11. dbra).
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Akdrhogyan is hajtjuk ezt végre, a fiirdGszoba-padlé grafnak egy els6foku
faktordt nyerjiikk. (Az izoldlt pontok miatt fellép§ tobbértelmiiséget egy iigyes
fogdssal lehet ellenstilyozni: azdltal, hogy a faktoroknak elGjelet tulajdonitunk,
mégpedig tigy, hogy a 11. dbrédn szerepl§ elsd két lehetGségnek pozitiv, a harmadik-
nak negativ eljelet adunk; igy az Osszeszamldldsndl helyredll az egy-egyértelmii
megfeleltetés.)

A 12. dbrdn egy zdrt rdcspont-grafnak megfelel§ fiirdGszoba-padldé graf egyik
lehetséges els6foku faktordt mutatjuk be:

O_—O—‘——? o
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12. dabra

Az ismertetett megfeleltetés segitségével az Ising-problémédban felléps graf-
leszamldldsi feladatok visszavezethet6k mdtrixok pfaffidnjdnak a kiszdmitdsdra.
Ez utdbbi feladat viszont determindnsok kiszdmitdsdra vezet.

A fellép8 determindnsok explicit alakban kiszdmithatok; a tovdbbi részletekbe
itt nem megyiink bele, csak utalunk a madr idézett munkdkra, kilonésen [3]-ra
és [4]-re.

Annak ellenére, hogy az Ising-problémakdért és az azzal kapesolatban felmeriild
kombinatorikai problémakat csak vdzlatosan ismertettiik, reméljik, sikeriilt azért
némi bepillantdst nyujtani ebbe a fizikai alkalmazdsai szempontjdbdl fontos ¢és
a felhaszndlt matematikai mddszerek eredetiségét tekintve is rendkiviil érdekes
kérdéskomplexumba.

Reméljiik, hogy a felsorolt példdkkal sikeriilt némi képet adnia kombina-
torikus analizis néhdny ujabb problémakorérdl és egyes modszereirdl. E kép persze
a legcsekélyebb mértékben sem tarthat igényt arra, hogy teljes legyen. E dolgozat
III. részében e kép teljesebbé tétele érdekében a kombinatorika néhdny mds, szin-
tén gyors fejlédésben 1évs és az érdeklddés kozéppontjaban dlld irdnydt kivanjuk
ismertetni.
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(Beérkezett: 1965. XI. 10.)

NEW METHODS AND RESULTS IN COMBINATORIAL ANALYSIS

by
Alfréd Rényi

Summary

One of the most characteristic features of the recent development of mathematics is a renais-
sance of combinatorics. The new development of combinatorics brought forward a great wealth
of particular results but relatively few general methods. The main aim of this paper is to call the
attention to some recent results in combinatorial analysis which seem to contain the germs of new
general methods.

§ 1—4 deal with the partitions of finite sets, with special emphasis on the method of G. C.
Rota, and on Stirling’s numbers and a generalization of these numbers.

§ 5—6 deal with counting problems concerning (labelled) trees and with Priifer’s method of
counting. § 7 deals with the distribution of (labelled) trees according to their height above a given
point; a short account of the recent results of G. SZEKERES and the author (which will be published
in detail elsewhere) is given. § 8 discusses a recent generalization by E. R. BERLEKAMP of a property
of Pascal’s triangle. § 9 deals with Latin squares, especially perfect Latin squares. § 10—12 deal
with the Ising modell of ferromagnetism, Pfaffians and the dimer-problem. The paper will be con-
tinued.
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