VIZSGALATOK A MEGBIZHATOSAGELMELET
KOREBOL

irta: DOBO ANDOR és SZAJCZ SANDOR

Néhany megjegyzés a megbizhatosag fogalmaval és mértékével kapcsolatosan

A matematika szerepe és jelentGsége vildgszerte megnovekedett, s napjaink-
ban szinte minden tudomdnydgban végbemegy a matematizalds folyamata. Ennek
jelentds oka tébbek kozott az, hogy a legkiilonbdz8bb teriileteken dolgozé szak-
emberek észrevették, miszerint szdmos, ezideig intuitiv médon megvdlaszolt kérdés
egzaktabb moddon is megvdlaszolhatd, ha szdmokat rendeliink a munkdnkkal kap-
csolatos kiilonbozs cselekedeteink lehetséges eredményeihez. Az emberi tevékenység
egzaktabbd tételéhez a munka hatékonysdga névelésének tényleges sziikségessége
vezetett. A modern technika rohamos fejiddése szamos kérdés koziil kiemelte azt,
amely a kiilonb6z8 gydrtmdnyok, berendezések, rendszerek felhaszndldsi hatdsfoka
novelésének sziikségességével kapcsolatos. E kérdéskomplexumok elvonatkoztatott
modszerekkel valo vizsgdlata napjainkban Oj tudomdnydgat teremtett, melyet
megbizhatosdgelméletnek neveznek. B. V. GNYEGYENKO szerint (1. [1]) a meg-
bizhatdésagelmélet ,,azon ditaldnos eljirdsokat és mddszereket tanulmdnyozza, ame-
Iyeket be kell tartani a tervezésnél, gydrtdsndl, dtvételnél, szdllitdsndl és a gydrtimdny
iizemeltetésénél a felhaszndlés maximdlis hatdsfokdnak biztositdsa érdekében; fel-
adata tovdbhd a berendezések megbizhatésdgdra vonatkozd szdmitdsok kidolgozdsa
elemeik megbizhatdsdgdnak ismerete alapjin. A megbizhatosdgelmélet meghatdrozza
a hibdk progndzisdt, felkutatja a gydrtmdny megbizhatésdga fokozdsdnak a méd-
szereit a szerkesztésnél és az elkészitésnél, valamint a megbizhatdsdg megdrzésének
lehetbségeit az iizemeltetés folyaman™.

A megbizhatosdgelmélet ezen koriilhatdroldsdbol is ldathatd, hogy a szdéba-
jOovo vizsgdlatok nagyrésze a fizikusok, kémikusok, mérnokdék stb. ,,hatdskorébe™
tartozik. A problémakor konkrét tdrgyaktol elvonatkoztatott részének vizsgdlata
azonban matematikai jellegii, s ezek megolddsdhoz részben a mdr ismert matematikai
modszerek alkalmazdsa, részben pedig Gj mdodszerek kidolgozdsa sziikséges.

A megbizhatosdgelmélet fiatal tudomdnydg, ezért érthets, hogy ma még nem
alakult ki az egységes terminoldgidja. Gyakran el6fordul, hogy ugyanazon szak-
kifejezésnek kiilonboz8 munkdkban kiilonbdzd értelmet tulajdonitanak, mdsrészt
ugyanazon fogalmat kiilonb6z8 szavakkal fejeznek ki. Taldlhatok olyan dolgozatok
is, melyben a ,,megbizhatdsdg” kifejezés jelentése a szdveg folyamdn valtozik.
— J6 Gsszefoglaldst ad a megbizhatdsdgi vizsgdlatok kiilonb6z8 meghatdrozdsairdl
a [2] cikk. R. E. Barrow és L. C. HUNTER szerint (1. [3]) azonban nincs a megbiz-
hatdsdgi definicicknak olyan természetes kiterjesztése, amely a javitds kérdését is
magdban foglalna. Dolgozatuknak bevezetGjében a kovetkezSket irjak:

»A megbizhatdosag kérdésével foglalkozd legtébb munkdnak hdrom f& hi-
bdja van:
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210 DOBO A. ES SZAICZ S.

a) Feltételezik, hogy a komponensek egymadstol fiiggetlenil miikédnek.
b) Csupdn a ledlldsok kozotti dtlagos idStartamot vizsgdljak.
¢) A javitds nem szerves alkotd része a megbizhatdsdgi modellnek.

A valdsdgban azonban az elektronikus rendszer javithatd, a komponensek nem
fuggetlenek és benniinket nem a ledlldsok (meghibdsoddsok) koézotti idGtartam,
hanem annak valoszintisége érdekel, hogy valamely megadott j6vGbeli idGpontban
miikédik-¢ a berendezés.

A jelen cikkben azzal az dltaldnos problémadval foglalkozunk, hogy valamely
rendszer szamdra olyan megbizhatdésdg fiiggvényt taldljunk, amely ezt a hdrom
fogyatékossagot lekiizdi”. '

Ezt kovetGen kiterjesztik a rendszer hatdsfokdnak €s megbizhatdsaganak
szokdsos definicidjdt ugy, hogy az magdba foglalja a javitdst is. A szerz8k a kovet-
kezd meggondoldsbdl indulnak ki. A rendszer fizikai konfigurdcidja, valamint
a cél, amelyért létrehoztdk, meghatdroz bizonyos dllapotteret (£2). A rendszer ¢ id6-
pontban a szdmos lehetséges allapotok egyikében lehet. A rendszer dllapota, mint
az idg fluggvénye sztochasztikus folyamat, amelynek minta fliggvényét jeldlje x(z).
Legyen A az dllapotoknak olyan osztdlya, amelyet bizonyos szempontbdl ,,kedvezd-
nek” nevezhetiink; tovabba legyen

: 1 ha x(1)ed

M glx() = 0 egyébként.

BAarLOW és HUNTER szerint a rendszer megbizhatosdga:

o) RO = Eg(x)} = [g(x(t, ) dP(w).
Q

Mads széval R(r) annak a valdsziniisége, hogy a rendszer a ¢ idGpontban a kedvez§
dllapotok egyikében van. Specidlisan, ha & a rendszer élettartamdt jelenti és
A={¢=r}, akkor

3) R(t) = P{¢=1t} = | —P{E<t} = 1 — F(1).

Ennélfogva (3), azaz a megbizhatdsdg fliggvény — kordbban — tobbnyire elfogadott
definicioja (2) specidlis esete. A (2) szerint értelmezett megbizhatdsdg filiggvény
valdban tartalmazza a javitds kérdését is, mert példdul, ha a rendszer két dllapotd,
s a meghibdsoddsi és a javitdsi szakaszok exponencidlis eloszldstak 4, illetve u
paraméterrel, akkor

u A
4 R(t) =+ e~ G,
@ ) Ad+p Aty
Jollehet BARLOW és HUNTER az erdsités fiiggvény! fogalmdnak bevezetésével (2)-
nél is dltaldnosabban értelmezi a megbizhatdsdgot, ennek ellenére nem tudunk
egyetérteni azzal, hogy ez a definicid teljes dltaldnossdgdban célszerli a rendszer
megbizhatosaganak jellemzésére.

! Az erbsités fliggvény, jele g, egy, az dllapottérben értelmezett, tetszés szerinti BorReL-féle mér-
het6 fluggvény. Miutan a rendszer allapota mint az id6 fiiggvénye sztochasztikus folyamat, ezért
az erdsités fliggvény Osszefligg a folyamattal, azaz g=g(x(r)). Ez egy Uj, a régire szuperponalt folya-

jeloléseket e szerint kell értelmezni.
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VIZSGALATOK A MEGBiZHATOSAGELMELET KOREBOL 211

Tekintettel arra, hogy ‘még napjainkban is eléggé vitatott a megbizhatdsdg fo-
galma és kérdéskore, ezért ugy véljiik, nem felesleges, ha az ezzel kapcsolatosan ki-
alakult gondolatainkat és dlldspontunkat e helyen ismertetjiik.

Adott tdrgyak, gydrtmanyok, berendezések miiszaki haszndlata szempontjdbol
sziilkség van olyan jellemz8k megaddsara, melyek — esetektdl fliggGen — mértékiil
szolgdlnak a szoban levS tdrgyak bizonyos tulajdonsdgai jellemzésére. A ‘szdmos
tulajdonsdag koziil dltaldban azt sziikséges — legfeljebb nem elégséges — szdmba-
venni, amely valamennyi targynak, gydrtmanynak, kiszolgdlé berendezésnek kozss
tulajdonsdga, s ez valamilyen kapcsolatban van a tdargy funkcidjaval ugy, hogy
csak kozvetve fiigg annak anyagi és szerkezeti tulajdonsdgatol.

A gydrtmédnyok — a vdzolt szempontoknak is eleget tevé — egyik k6z6s vondsa
a koévetkezd

tulajdonsdg: A gydrtmdny feladatdt adott korilmények és igénybevételi
feltételek mellett elére adott haszndlati szakaszokon teljesiteni tudja.

Ezt a tulajdonsdgot ugy is tekinthetjitk, mint egy eseményt. A miiszaki haszndlat
szempontjabol ezt a kvalitativ jellegli megallapitdst kvantitativ adattal kell jelle-
mezni, vagyis a kozolt eseményhez mértékként bizonyos mennyiséget kell rendelni.
E végbdl tovdbbi absztrahdldsra van sziikség. Most a széba johetd mértékeknek
— mint jellemzGknek — a halmazabdl kell kivdlasztanunk olyant, amely rendel-
kezik bizonyos tulajdonsdgokkal, nevezetesen;

I° Kozvetleniil ne fliggjon a gydrtmany anyagatol, szerkezeti sajdtossdgaitol
stb., kézvetve azonban mégis olyan dltaldnos formaban jellemezze azt, hogy annak
felhaszndldsdval a gydrtmdny lehetleg minél t6bb egyedi tulajdonsdgdnak szdmszerl
jellemzését is meg lehessen adni.

II° A bevezetett mérték a gydrtmanyt Ugy jellemezze, hogy az fiiggetlen legyen
a felhaszndlds technikai dllapotatdl; sziikség esetén azonban szamitdstechnikailag
kiterjeszthet§ legyen a tényleges felhaszndldst jellemz§ tulajdonsdgok mértékének
a megaddsdra is.

III° A mérték egyértelmii legyen, tovdabbd a két ,,idedlisan” azonos gyartmany
esetén azonos értékil legyen.

A fenti tulajdonsdgoknak eleget tevé mérték dltaldban mdr alkalmas arra,
hogy két vagy tobb kiildnb6z8 gydrtmdny jelzett tulajdonsdgdt Osszehasonlitsuk.
Ez a gyakorlatban igen fontos kovetelmény.

A vidzoltaknak matematikai megfogalmazdsdhoz tekintsiik az aldbbi tulaj-
donsdgokkal rendelkezd absztrakt Q teret, melynek pontjait w-val jelljik. Az Q
térben legyen adva a halmazoknak egy Q-t is tartalmazd Borel-féle mezeje. Ezen
a Borel-mezd8n legyen értelmezve egy teljesen additiv, nem negativ P halmaz fiiggvény,
melyre P(2)=1. Ekkor azt mondjuk, hogy P valdszinliségi mérték az Q térben.
Ha £(w) az Q-térben definidlt mérhet8 valds fliggvény, akkor valdszindségi valto-
zdénak nevezziik.

Definicié: A valdos szamhalmazon vidlasztott Borel-halmazon értelmezett
&(w) valdszinliségi vdltozd esetén az

R=P{w: weQ, {w)EE}=
o) =Plw: Ew)€E}=P{w)€E}=P{{€E}
valdszinliségi mértéket megbizhatdsdg mértéknek nevezziik. Ha E={w:x =&( w) <y}
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212 DOBO A. ES SZAJCZ S.

akkor az eloszldsfiiggvény fogalmdnak felhaszndldsdval

©) R=R(x, y)=P{x=t<y}=F(3)— F(x),

s itt az R(x, y) fiiggvényt megbizhatdsdg fiiggvénynek nevezziik.
A gyakorlatban igen gyakran E={w: x =&(w) <<} és igy

@) R(x, ©)=R(x) = 1 — F(x).

(Mint ldthat6, a megbizhatosdg fiiggvénybdl specidlis esetként kapjuk az
eloszldsfiiggvényt.) Nézzilkk meg ezutdn, hogy a kordbban kialakitott koncepcié
hogyan hozhat6 kapcsolatba az itt kozolt matematikai fogalmakkal.

Jelolje Q2 a valds tengelyt (idStengelyt) — mint a meghibdsodds lehetséges id6-
pontjainak Osszességét —, melynek egy pontja @ (@ elemi esemény). Jelentse &(w)
az adott gydrtmdny szempontjabodl értékelend§ azon idStartam hosszdt, amely egy
w; id8ponttdl egészen a ,,meghibdsoddsi” idGpontig eltelik. (w, az idGtengelynek
tébbnyire az a pontja, amelytSl kezd6dGen a gyartmdnyt els§ izben veszik igénybe
a kivdnt alkalmazdsi célnak megfelelen.) A kozoltek folytdn &(w) = 0 —w,, ami
azt jelenti, hogy a folyamat w-ban homogén, vagy masszoval; &(w) értéke csak az
w—o,; értéktdl fiigg és fliggetlen , vdlasztdsdtol. Ebbdl kifolydlag w, értékét
nullanak is vdlaszthatjuk. Ha marmost feltételezziik, hogy a vizsgdlt gydrtmany
a vazolt szempontok mellett akkor teljesiti feladatdt, ha a meghibdsoddsi pont,
ami egyben az w, =0 vdlasztds folytdn a gyartmdny élettartam hosszdt fejezi ki,
az [x, y) intervallumba esik, vagyis ha

E={w:x=t{@=w<y},
akkor ezen tény bekovetkezésének a jellemzésére az
® R=P{lcE}

értéket haszndlhatjuk. Heurisztikus meggondoldsok arra engednek kovetkeztetni,
hogy ez a mérték felel meg leginkdbb az I°—III° tulajdonsdg koévetelményeinek.

Tekintettel arra, hogy a mindennapi életben a ,,megbizhatdsdg” fogalmédnak
alkalmazdsdval dltaldban azt juttatjuk kifejezésre, hogy bizonyos tdrgyak adott
kértlmények kozott a kivant modon viselkednek-e, ezért indokoltnak ldtszik ezt
a mértéket megbizhatdsdag mértéknek, illetve megbizhatosdg fiiggvénynek nevezni.
Ezzel tulajdonképpen eljutottunk mondanivalonk lényegéhez, nevezetesen ahhoz,
hogy valamely gydrtmdny megbizhatésdg mértékén a gydrtmdny szdmos tulajdonsdgai
koziil egy jol definidlt tulajdonsdghoz rendelt valdsziniiségi mériéket értiink.

Tekintsiik mdrmost a valdsziniiségelméletben az ingadozds (szérddds) jellem-
zésének a problémdjdt. Mint ismeretes, az ingadozds jellemzésére szdmos mérték-
szdmot haszndlnak. Ilyen pl. a vdrhaté eltérés, a szords, a minta terjedelem, az
interkvartilis félterjedelem, stb.

Ha azt vizsgdljuk, hogy adott esetben az ingadozds melyik mértékszdma bizo-
nyul megfelelének, akkor a koriilményektSl fiiggSen, hol az egyik, hol a mdsik
mértékszdmot fogadjuk el. Zavart okozna, ha minden esetben, az elfogadott mérték-
szdmot neveznénk szérdddsnak, mivel ekkor a szérddds elnevezés mindig mds és
mds mértékszamot takarna. E helyett helyesebbnek ldtszik, ha a széroddsnak kiilon-
boz6 mértékszamait definidljuk és konkrét esetben mindig a megfelel§ mértékszamot
haszndljuk az ingadozds jellemzésére.
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VIZSGALATOK A MEGB{ZHATOSAGELMELET KOREBOL 213

Ugy véljiik ugyanez a helyzet s ugyanezt kell tenniink a megbizhatésdg mérték-
szamai megvdlasztdsakor.

Mivel (2) alapjan R(z) értéke a g megvalasztdsdtol fiiggGen valtozik, igy kiilon-
b6z8 g esetén mindig mds és mds mértékszamot kapunk a megbizhatdsdg jellemzé-
sére. Ezeket nyilvdnvaléan nem lenne célszerii minden esetben ugyanazon széval
illetni.

A gyakorlatban a gydrtdny egy mdsik fontos jellemz8je lehet élettartamdnak
a vdrhaté értéke. Ennek definicidja a kovetkezG:

) M) = [&@)dP ()
Q

feltéve, hogy &(w) integralhatd P-re vonatkozoan.
Mint ismeretes, ha &,(w), &x(w), ..., & (w) az Q térben definidlt n valésziniiségi
valtozok, E, , E,, ..., E, pedig a valés tengelyen vdlasztott Borel-halmazok, melyekre a

(10) PEAOEE i=1,2, .1}, = []1 P{E(0)€ED,

Osszefiiggés teljesiil, akkor a valdsziniiségi valtozokat fiiggetleneknek mondjuk.
Ha a &,,¢&,, ..., &, valdsziniiségi véltozokat ugy tekintjliik, mint valamely rendszer
alkoté elemeinek élettartamdt, s ha ezekre teljesiil (10), akkor az ilyen rendszert
fiiggetlen soros rendszernek nevezziik. Ez esetben

an R= 1] P{&,CE}

szolgdltatja a rendszer megbizhatdsdg fiiggvényét. A gyakorlatban tébbnyire

(12) R= [[P&=0 = [[0-F0I= [] R).

Dolgozatunk tovdbbi részében fiiggetien soros rendszerekkel kapcsolatos
kérdéseket vizsgdlunk.

Néhiany,a megbizhatésagelmélet korébe vagé kérdeés vizsgalata
nem Markov-tipusi sztochasztikus folyamatok esetén

A gyakorlatban valamely rendszerrel kapcsolatos s a megbizhatdsdgelmélet
korébe vdgo kérdéseket igen gyakran a Markov-lincok és folyamatok segitségével
fehet megvdlaszolni. Ebben a részben a megbizhatosdgelméletnek olyan kérdés-
korével foglalkozunk, mely matematikai szempontbdl a nem Markov-tipusi
sztochasztikus folyamatok fejezetéhez tartozik. Vizsgdlataink tSbbnyire TAKACS
L AJos [4] dolgozatdban taldlhatd tételeinek bizonyos irdnyu dltaldnositdsain alapul-
nak. Anélkiil, hogy kiilon is hivatkozndnk rd, megemlitjiik, hogy esetenként hasz-
ndlni fogunk a rekurrens folyamatok elméletébGl olyan — ma mdr igen elterjedtnek
mondhaté — meggondoldsokat, melyet el6sz6r TAKAcs Lasos [5] alatti dolgozatd-
ban alkalmazott. A kapott eredmények tobbek kozott lehetGvé teszik, hogy R. E.
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BarLow és L. C. HUNTER [3] dolgozatdban definidlt ,,rendszer efficiencidjdat” (rend-
szer hatdsfokdt) bizonyos feltételek mellett kdzvetleniil meghatdrozhassuk.

A rendszer hatdsfokdanak fogalmdt BARLOW és HUNTER elGtt is mdr haszndltdk,
csak tobbnyire mdsképpen nevezték. A [3]-ban igen dltaldanosan definidlt hatdsfok-
nak egy specidlisabb alakjdt a hazai irodalomban (1. pl. [7] 407. 0.) a rendszer (iizem)
kihaszndldsi tényez&)ének nevezték el.

Tekintsitk a {£(¢); 0=t< o} sztochasztikus folyamatot, ahol a &(t) valdszi-
nliségi valtozdk értékkészletét valamilyen Q2 absztrakt tér elemei alkotjdk. Legyen
Q= J4;, ahol 4;MNA4,=0, ha i=k. Tegyik fel, hogy £(0)€A,, tovdbbd, hogy

i=1
a {&(1)} folyamat novekvd t értékek esetén rendre az A,-bdl az A4, ., dllapotba
kerill (k=1,2, ...,n; A,—~A,). Jeloljék az egymdsutdni 4, dllapotban valé tartéz-
kodasi idStartamokat rendre a &,(A,), £,(A,), ... valoszinliségi vdltozok. Feltessziik,
hogy a £,A4,) nem-negativ fiiggetlen valdszinliségi vdltozdk, amelyekre

1 PUAY=x)=GP(x) (k=1,2,..,n;i=1,2,..).
Legyen P, (t)=P(t)=P{&(t)€ A,}. Nyilvdnvaldan
) P()+Py(t)+...+P()=1

valamennyi ¢ értékre. Most bebizonyitjuk a koévetkezs tételt.

1. TETEL:
3) Pes (1) = j[l—G"‘“)(t—y)dM(y)] k=1,2,....,n—1)
ahol ’
@ MO = 3 R
5) Fupr ()= f L(t—y) dH, (7),
s itt
6) L(t)=P{E(A) + ... +E(A) <1}
H(t) pedig a
%) H(t) = P{E(Ay) + ..+ E(A) <1}

eloszlasfiiggvénynek oOnmagdval valé n-szeres konvolucidjdat jelenti. (Hy(t)=1 ha
t=0 és Hy(t)=0 ha t<0).
k
Bizonyitds: Tekintsilk az els6 |J A;=E, éllapotot s tegyiik fel, hogy ez az
i=1

i=

n

dllapot a t, id8pontban ér véget s azezt koveté |J A;U E, = By dllapotok rendre
i=k+1
a Ty, T3, ..., Ty, ... idGpontokban ismétlGdnek.
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Ekkor a 1,—1,_; (n=2, 3, ...) id8kiilonbségek egyforma eloszldsu, fliggetlen
pozitiv valdsziniiségi vdltozok,

H(t)=P{t,—1,-y <t} =P{Ei(Aps ) + E( Ak 2) + .. +&i(A4,) +
+ &)+ F ()<t} = PE(AD+E(A) +... +&,(4,) <1}

eloszldsfiiggvénnyel. Mivel a 7, , =1, + (1,—7;) +... + (1,4, — 7,) elSdllitds szerint
T,+1 €gyenld n+1 szdmu fiiggetlen valdsziniiségi vdltozd Osszegével, amelyek koziil
n szamu eloszlasfiiggvénye H(r), mig a 1, valdsziniiségi véltozoé

’ L) = P(t; <0)=P{E,(A,) + ... +E(A) <1},
ezert

Pl 1=ty =L1)* Ht) = [ Lt = »)dH,(3) = Fy (1), -
V]

ahol H,(z) jeloli a H(z) eloszldsfiiggvénynek 6nmagdval val6 n-szeres konvolicidjdt.
Tekintettel arra, hogy

{l(€edisy )} = n[jl {ta=t<1,+&(As )}
igy a
P{Tn§t<rn+én(Ak+l)} = fP{Tn§t<Tn+én(Ak+l)lTn = y} an(y) =
0

14

= [ Ple(ds) = 1= dF() = [ [1— G&+ D= dF,(»)
0 0

osszefliggés kovetkeztében

Priy(t) = ;f[l—G‘k+‘)(t—y)]an(y) = /[I—G"‘“’(I—y)] aM(y).
0 .0

Megjegyzések:

a) Az M(t)= §Fn+1(t) a (0,¢] intervallumban befejezddott A4, dllapotok
szamanak virbato értékét jelenti.
) b) Plt, ., <t}=F, ()=L()- H(¢t), n=12,..)

ugyanis
{er<t}c{n <t} {g, —n <t} *k=1,2,..)
kovetkeztében
Pltgsy <t} =Plu <t}P{tee, — 1<t}

Innen Osszeszorzdssal kapjuk, hogy
Pltyi <t} = P, <1} k[_]1 P{‘E,H,\l — T <t}
s ebbdl b) mar kovetkezik.
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Megemlitjiik még, hogy ha n=0 és lim H(¢)=0, akkor

t=++0
Fn+ 1 (t)
9 lim ——~— =0,
( ) t—{I-PO Fn(’)
tovdbbd az F,.,(t) = L(t)H"(¢) kovetkeztében ha H(r)<1, akkor
: - L@
(10) M@ = T8O

¢) Mivel az

LM} = [esam ()

0

o

2Ly = [e=dL)

0
L{H} = [ e=dH()
0
Laplace— Stieltjes-transzformdcié bevezetése mellett
. - __Z{L@)}

ezért

ZL{L@)} L(#)
2 -1 = .
a2 Z {1—${H(t)} =S12HO
Az % {M(t)}-re kapott (11) Ssszefiiggésbsl ismert Tauber-tipush tétel fethasz-
ndldsdval kozvetleniil adodik a
M@ 1

oo

[ - H@)a

[

a3) lim

T o0 t

aszimptotikus Osszefiiggés. Ennek kovetkeztében az M(r)-re ad6dd egyenlStlenség
elsGsorban kisértékii -k esetén szolgdltat jelentSsebb infor mdciot.

2. TéteL: Ha m= > my<oo, ahol m; = [ (1—GO@ —0))dr, & P(t) elég
0

i=1

nagy értékii t esetén szigortan monoton fiiggvény, akkor

(14) }E[/Pk(u)du—%t] = b,

ahol °

() by = lim [ [ Pew) du—tPu(0)] = lim spu(s) + oL ()]
t—o T s+
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S8 it

(16) ous) = [ed [Pwdu= [ e P(1) .

0 0

Bizonyitds: TAKACs Lasos [4] dolgozatdban kézolt 5. tételének bizonyitdsdnal
alkalmazott gondolatmenet megismétlésével, vagy akdr a SzAsz O1T6-t6l szdrmazod
Tauber-tipusu tétel alkalmazdsdval kapjuk, hogy

m

(17) lim 1T/Pk(u) du = —
o

k
t— oo m

Ennek ismeretében pedig — a monotonitds kihaszndldsdval — a tétel tovdbbi részé-
nek igazoldsa DOBO ANDOR és Szajcz SANDOR [6] dolgozatdban ismertetett LEMMA
bizonyitdsdndl kozolt gondolatmenet alkalmazdsdval térténhet.

Jelslje v (¢) a ¢ ideig befejez8d6tt 4, dllapotok szdmadt {,(¢) pedig a ¢ ideig be-
fejez6dott A, dllapotok 6sszhosszdt.

3. TEreL: |
@8) 1° P{n(t) = n} = F,(t)— Fpuy (¢4 0) |
(19) 2 Pla@®=x} = 2 GP@IFD) = Fpi(t+0)]
ahol B

_ P (A)+ ... +E (L) <x} ha x=t
0 Gr(x) = { 1 egyébkent.

.

Bizonyitds: Mivel v, (t) =n akkor teljesiil, ha 1,=t<1,,,, ezért felirhato, hogy

P{(t) = n) = P{t,=t<1,01) = [ Plt,St=tu4117, = 3} dE,(0) =
0

= [Pl =tin, = p}dF(5) = [[1=Plrsey = tl7, = Y dF() =
1] 0

: = Fy(t) = Fp41(14+0).
A 2° alatti dllitds pedig a

P{()<x} = =2; P (A + - + &, (i (A) <= x| v (1) = n} P{v(t) = n}

Osszefiiggés alapjan nyerhetd.

oo

4. TETEL: Ha m = fde(x) és o= f(x—m)z dH(x) < o,
V]

0
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akkor

u2

1 Fow
ImPl————<xp =—— Je 2 du
(21) I o o2t V% /

A bizonyitds W. FELLER ugyanazon mdodszere segitségével torténhet, mint
amelyet TAKAcS LAjos alkaimazott hasonld jellegii tétele bizonyitdsdndl [8] dol-
gozatdnak 376. oldaldn. Megjegyezziik, hogy itt 7, eloszldsa nem feltétleniil egyezik
meg a 7,—1,_; (n=2, 3, ...) valdszinliségi valtozdk eloszldsdval, ez a tény azonban
a hatdrérték fenti alakjit nem befolydsolja.

Jelslje az n,(t) valoszintiségi valtozé a ¢ idGpontnak a kdzvetlen utdna kovet-
kez8 A, dllapot befejezésétsl vett tdvolsdgat.

5. TETEL:
t+x

22) Pln=x} = [ 1= H(t+x—y+0)]dM(y).

t

Bizonyitds: Az {n(t) = x} akkor teljesiil, ha a (¢, 7+ x] intervallumban legaldbb
egy A, dllapot befejez8dik. Ez pedig tobb egymadst kizdré mddon johet 1étre: (¢, # + x]
intervallumban az utoljdra befejez8d6tt A, allapot lehet az n=1, 2, ...-ik és igy

Pl()=x} = D P{t<t,<t+x<T,,,} =
n=1

= Z-‘:/ [1-H@+x—y+0)]dF,(y)= -

t+x

= [ =H(+x—y+00dM().

Q.e.d.

KOVETKEZMENY: Annak a valdsziniisége, hogy a (t, t+ x] intervallumban leg-
feljebb n A, dllapot fejezéditt be:

23) P{v(t+x)—w(t)=n} = 1= P{n(t) =x}x H,(x).

6. TETEL: Hae m = f xdH(x)<eo és P{n(t)=x} elég nagy értékii t ese-
)]

tén szigoruan monoton fiiggvény, akkor

T

24) lim { / Pine) =) di— - f [1-HO) dy} = B
0 0
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ahol o
T
(25) B = lim { f P{n(t)=x} df—TP{"k(f)éx}} =
o .
= S£ir+n0 sDue(s, x) + xe (s, %)),
5 itt é

oo oo

T
26 w0 = [eTd [Pin@=xyd = [esT Pin(T)=x}dT.

Bizonyitdas: A SzAsz OTTO-t0l szdrmazd Tauber-tipusii tétel szerint

T
fP{nk(t)éx} dt | x
@7) tim & = lim s7,(s, %) = - f [l — H()Wy,
4]

Tow s> +0

ennek alapjan pedig a tétel tovdbbi dllitdsa a 2. Tétel bizonyitdsdhoz hasonléan
torténhet.

Ertelmezziik a {y,(f), 0=t<<} sztochasztikus folyamatot olymédon, hogy
1 ha ¢()e4,

(28) lﬁk(f)={0 ha E()ed,’

Legyen
29) a0 = [ya(t) du
0

Az o,(¢) valoszintliségi vadltozo a (0, ¢) intervallum azon u pontjaibdl dll6 halmaz
mértéke, amelyekre E(u)€ A,. Mdsszoval az a,(t) valdszinliségi vdltozé bizonyos
»A, szakaszok” hosszdnak Osszegeként dllithato el8, ahol az utolsé ,,4, szakasz”
esetleg csonka.

7. TETEL: Ha k=2,3,...,n—1, akkor az a(t) valdsziniiségi vdltozo eloszids-
fliggrénye

P{ak(t)éx} = 1_{[;;ﬁn(x)[Ln(t_x)_Ln+1(t—x)]]—

(30)
—P{ 2 o(t) = XH * [1 - ZKn(x)[z'n(t_x)—Ln+1(t_xﬁ]

i=k+1 n=0 .

ahol ) ’
L(’)=P{€1(A1) +€1(A2) +...+ 51(Ak—1)< t},
H() =P{E(Asy) + ... +E(A,) <1},
G®(r) % H(t)=K(t), L(t) % GP(t) =L(1).
Bizonyitds: Legyen

@G Plo(t)=x}=Q4(t, x).
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A haszndlt jelolések alapjdn TakAcs Lajos [4] dolgozatdnak 1. Tétele értelmében

(32) P{ak(t)'i' "'+an(t)§x} = QGA,-(t’ x) = ZOK" (x)[Ln(t_x)—Z‘n+1(t_x)]’

(33) Pla,()+ ...+ ()<x} = QleAi tGLx)=1-Q b a ¢, t—x),

oo

34 Pl O+ .+ ()=x} = Q , LX) = ;{)I?,,(x) [L,(t—%)—Ly4((t—2X)]-

i=k+1
Mivel
n
2 ) =1,
i=1
ezért

Ply()=x} = 1—-Play(D+ ...+ 1 () + i, () + .. + 0, ()<t —x} =

=1-1|Q (@ x)—P{ Z": o (1) = x}] *Qkoxm (t, x).

n
U 4 i=
P i i=k+

Q.e.d.

Megjegyzés: a) A k=1 és k=n eset kozvetleniil adodik TaxAcs Lajos
hivatkozott tételébdl.
b) Ha v,(¢) jeloli a (0, 1] intervallumban t6rténé A, allapotok szdmat, akkor

(35) P{v(t) =n}=P{v(t) =n}[1 — P(t)] + P{w(t) =n—1}P,(2).
(P{v(r) = =1} = 0).
<)

(36) MmmeumwM=jmme=

= ftp{l//k(u) = 1}du =ij(u)du- )

Ez az Gsszefliggés lehetvé teszi szimunkra a BARLOwW és HUNTER [3] dolgozataban
definidlt rendszer efficiencidjdnak?® a kozolt feltételek melletti kdzvetlen meghatd-

2 Ha a .meghibésodésnak a kornyezet hatdsatol fiiggd eloszlasfiiggvénye F(r) akkor defi-

nicioszeriien a rendszer hatasfoka:
: e

En= [ Elelxoldr@

— oo

Ha a kornyezet hatasatol fliggd meghibdsodas egyenletes eloszlasu a {0, T} intervallumban, akkor
T
1
Eypp = — f E{g[x()} d.
0

MTA I1I. Osztdly Koézleményei 16 (1966)




VIZSGALATOK A MEGBIZHATOSAGELMELET KOREBOL 221

rozasdt. Ugyanis M {o,(T)} az éllapotok egy adott szempontbdl ,kedvezének™
nevezhet$ osztdlydban vald tartdozkodds Osszidejének vdrhato értéke, s BARLOW
z M{o(T)}

és HUNTER a rendszer hatdsfokat pedig -— bizonyos feltételek mellett — a T

. T
értékkel jellemzi. Az T f Pi(u)dukiszamitdsdraaz 1. és2. Tételek adnak tbaigazitdst.
0

8. TéTeL. Ha o6 < =, akkor
I

myt
() ==, [
(37 lim P =X} = —— /e 2 du,
1o oo ‘/m,f(az—a,%)—i—a,%(m—mk)zt V2r
m3 =
s itt

o = [(t—my? dG®(1—0).
0

A tétel dllitdsa konnyen beldthato TAKAcs LAlos [4] dolgozatinak 2. tétele
felhaszndldsdval.

Alkalmazdsok :

Bizonyos termelési folyamatok optimdlis tizemeltetésének meghatdrozdsdndl
gyakran lényeges feltétel az, hogy bizonyos anyagbdl elére adott T ideig dtla-
gosan minél tobbet termeljiink. (Ha azt irndnk el6, hogy a termelt anyag
az id§ fiiggvényében maximalis legyen, akkor elképzelhet§, s valdjdban gyakran
igy is van, hogy viszonylag rovid id§ alatt bizonyos részegységek részlegesen vagy
teljesen tonkre mennek.) Ez technikailag uigy érhet§ el, hogy a keletkezend§ hibdkat
miel6bb igyeksziink kikiisz6bolni. Védelmi rendszer alkalmazdsdval bizonyos hibdk
bekovetkezését meg tudjuk akaddlyozni, mds hibdkat pedig viszonylag gyorsan
tudunk észlelni.

A folyamatosan miikodS rendszereknél pl. a zavarjelz8 késziilék el@segitheti
a hiba gyorsabb feltdrdsdt, s ezdltal csokkenthetd a kényszerdlldsi id§. Az olyan
rendszerekben pedig, amelyek a miik6dési és a miikodésre kész dllapotok véltakozd-
saival jellemezhetfek, a beépitett zavarjelz8 késziilék lényegesen megnovelheti
a rendszer megbizhatdsdgdt, mivel a miikodésre kész dllapotban el lehet végezni
az elemek ellendrzését, esetleg még a hibdk kijavitdsdt is. Altaldban egy ilyen zavar-
jelzé késziilék nem azt jelzi, hogy a meghibdsodott alkatrész pontosan melyik,
hanem csak azt, hogy a hiba melyik alrendszerben van. (Minél kisebb szdmu alkat-
részbdl all egy alrendszer, anndl kevesebb id8 sziikséges a hibds alkatrész feltdrd-
sdra.) Esetenként a zavarjelzd alkalmazdsa, ha nem is év meg végérvényesen vala-
mely katasztrofdlis hiba bekovetkezésétSl, azért ezen esemény bekdvetkezésének
idejét jelent8sen ,.kitélhatja’.

Megemlitjiik, hogy szdmos teriileten taldlhaték olyan problémdk, melyek
a kozolt eredményekkel megvdlaszolhatok. E helyen azért szoritkoztunk a védelmi
rendszerekkel kapcsolatos kérdések tdrgyaldsdra, mert ilyen jellegli problémdk
ténylegesen felmeriiltek s vizsgdlataik folyamatban vannak a NEHEZVEGYIPARI
KUTATO INTEZET Automatizdldsi osztdlydn.
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1. Valamely rendszer szakaszos igénybevétele esetén tételezziik fel, hogy a be-
épitett zavarjelz6 teljesen hibdtlanul végzi feladatat, vagyis a meghibdsoddsokat
azonnal teljes megbizhatdsdggal jelzi. Jelolje 4, azt az dllapotot, hogy a rendszert
termeltetni (igénybe venni) kivanjuk, 4, pedig azt, hogy a rendszerrel nem kivanunk
terméket elddllitani. Jeldlje tovabba B, a termelésre kész dllapotot, B, pedig azt,
hogy arendszer javitdsalattall(4, N4, =0, 4, UA4,=Q;B, NB,=0,B,UB,=X).
Feltételezve, hogy az A4 és B dllapotokkal jellemzett események teljesen fiigget-
lenek, a kordbbi anyag tdrgyaldsa sordn haszndlt fogalmak és jellések ismereté-
ben kénnyen meghatdrozhatjuk a rendszer hatdsfokdt. Tudniillik a rendszer az
A, B, dllapot fenndlldsa esetén fog termelni, s annak a valdszinfisége, hogy a
rendszer valamely ¢ idGpontban termel6 dllapotban van P, (¢)Pp,(f). Ez alapjdn

a keresett érték:
T

lT / Py (1) Py, (v) du,

0

s itt Py (t) és Py (t) értéke az 1. tétel segitségével hatdrozhaté meg.
2. Tegyiik fel, hogy a rendszer n6vekedd ¢ értékek esetén rendre az A, 4,, A3, As
(4, —~A,) allapotba keriil, s itt

A,; miikédésre kész dllapotot (ez alatt nem toérténik termelés),
A,; termelési (miikédési) dllapotot,

Ay; meghibdsoddsi (selejtet termel8) dllapotot3,

Ay; javitasi dllapotot jelent.

A termelés mindaddig torténik, amig a termék selejtes voltdt valamilyen mdédon
utélag nem konstatdljuk. Ha pl. a rendszer termelési dllapotban torténd meghiba-
soddsdt zavarjelzd késziilékkel jelezziik, akkor a selejtes termék gyadrtdsidejét jelen-
t6sen csGkkenthetjiik. Tegyiik fel, hogy p annak a valdsziniisége, hogy a zavarjelzd-
rendszer a hibdt jelezni fogja. Egy-egy zavarjelzd alkalmazdsa bizonyos koltségbe
keriil. Felmeriil mdarmost az a kérdés, hogyha egy zavarjelz§ rendszert a sclejtes
anyag gydrtdsidejének cs6kkentésére kivdnjuk beépiteni, akkor mennyire kifize-
t6ds ez.

A kérdésre adandé vilasz sordn tételezziik fel, hogy a széban levé folyamat
matematikai modellje az eddig kozoltekhez hasonld. Ennek alapjan, ha nem alkal-
mazunk jelzG-rendszert, akkor valamely adott T ideig selejtes terméket gydrto
0sszidSk vdrhato é:téke:

Miay(D) = [ Pyoyar.

Jelolje a T idG6 alatt bekdvetkezett 45 dllapotok szdmdt v4(T), ezek koziil a zavar-
jelz6 dltal regisztrdltak szdmdt pedig o(T). A teljes valOsziniiség tétele szerint

Plo(T) = k} = 2 Ple(T) = kIV3(T) = BP(S(T) =1} (k=01.2...)

3 Az automatizaldsi problémaknal az A; igen gyakran azt az illapotot jelenti, amelybe a
rendszer akkor kertl, amikor valamilyen — a folyamatot jellemzd — paraméter a megengedett
hatédron kiviili értéket vesz fel.
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Figyelembe véve, hogy

P{o(T) = k|V5(T) = I} = [ ,i]pk(l —p)*
kapjuk, hogy 4

Plo(T) =k = > [ ,’c]pk(l —pY+P{VA(T)=1).

A kapott Osszefiiggés alapjdn a zavarjelz8 rendszer T ideig A, dllapotot dtlagosan

M{o(T)} = k=20 kP{o(T) = k}

alkalommal fog észlelni. Ha feltételezziik, hogy a zavarjelz8 rendszer hibdtlan
miikodése esetén selejtes terméket nem allitunk elS, vagy legaldbb is a selejtet ter-
melS id6hossz olyan kicsiny, hogy az gyakorlatilag elhanyagolhaté, akkor a T
ideig selejtes terméket gydrtd OsszidGk vdrhato értéke dtlagosan ‘

M{e(T)} [(1-GD(x—0))dx

értékkel csdkken, s itt G3(x —0) az A, dllapotban valé tartézkodds eloszldsfiigg-
vénye.

Feltételezhetjiik, hogy a selejt dltal keletkezendd kar értéke a selejtes terméket
gyarto id§ fiiggvényében C egyiitthatdval linedrisan valtozik, s ugyanakkor a zavar-
1elz6 rendszer karbantartdsi koltsége a vételdr és beszerelési koltség egyiittes érté-
kéhez K= K(p) képest elhanyagolhatd. Ekkor a zavarjelzd rendszer T ideig t6rténd
kifizetGdését a

0<CM{e(D)} [(1—GO(x—0) dx—K(p)
1]

egyenlGtlenség teljesiilése -alapjin donthetjitk el. Természetesen itt mas gazdasa-
gossdgi szempontok is figyelembe johetnek, s ezek a dontés modelljét jelentGsen
befolydsolhatjdk. '
A vizsgélatok soran feltételeztiik, hogy zavarjelzd rendszer alkalmazdsa esetén
a zavarjelz§ dltal nem jelzett A, dllapotban valé tartézkodds eloszldsfliggvénye
ugyanaz, mint akkor,amikor nem alkalmaztuk a zavarjelz& rendszert. A gyakorlat-
ban elképzelhetd, hogy hibajelz8 késziilék alkalmazdsa mellett a nem jelzett A,
dllapotban valé tartézkodds eloszldsfiiggvénye (G*3(x)) modosul. Ez a tény csak
annyiban befolydsolja szamitdsainkat, hogy az f (1 —G®(x—0))dx helyett az
y oL

[ (=G )dx értékiel kell szamalnunk. .
L] .

Megemlitjiik, hogy ha a kifizet6dés eldontésére kapott egyenlGtlenség jobb oldalat
p-re vonatkozdéan maximalizdljuk, akkor a hibajelz§ késziilék alkalmazdsabol

szdrmazé tiszta haszon a legnagyobb lIész. Ez egyben informéciét ad ‘a zavarjelz
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késziilék megbizhatésdgdnak elérendS noévelésére is. (A fentiekbdl 14thats, hogy
nagy megbizhatésdgi hibajelz6 alkalmazdsa esetenként nem feltétlenill elGnyés.)

A zavarjelz8 késziilék alkalmazdsa mellett felmeriil§ problémdk gyakran igen
nehezen kezelhet8 matematikai modellekhez vezetnek. Ilyenkor azutdn eléfordul,
hogy bizonyos meggondoldsok, a tdrgyaldst illetSen Iényeges szempontok — éppen
a modell bonyolultsdga folytdin — figyelmen kiviil maradnak.

Ilyen eset fordul el6 pl. V. A. ZsozsiKASVILI és A. L. RAIKIN [12] dolgozatdban.
A nevezett szerz8k adott rendszer megbizhatdsagdnak értékelését — a dolgozat
szovegezését és jeloléseit figyelembe véve, illetve megtartva — az aldabbi feltételek
mellett vizsgdljdk:

1. A rendszer olyan elemekbdl ill, amelyek meghibdsoddsa, illetve a hiba ki-
javitdsanak ideje mindig fiiggetlen a t6bbi elem meghibdsoddsitdl, illetve azok
kijavitdsi idejétsl.

2. Annak a valdsziniisége, hogy az adott rendszer a ¢ idGpillanatban miikodési
4llapotban van, Y(f)-vel egyenlG.

3. Annak a feltételes valdsziniisége, hogy a tetszGlegesen rogzitett T idGpont-
ban nem miikod8 rendszer a ¢ idGpontig mikodni kezd, X(¢—7).

4. A rendszer elemei a miikodési és miikodésrekész dllapotban azonos val-
szinliséggel hibdsodnak meg.

5. A jelzett, illetve nem jelzett meghibdsodasok kijavitdsi idejének eloszlds-
fiiggvénye W, (1), illetve W,(t).

6. Az ellen8rzott, illetve nem ellendrzott meghibdasoddsok eloszlasfiiggvénye
F,(1), illetve F,(1).

7. Javitds kozben nem torténik ujabb meghibdsodds. (Ez a gyakorlati esetek
tobbségében nem okoz jelentSs megszoritdst, mivel a javitdsi id6 a miikddési és
miikédésre kész dllapot idejéhez viszonyitva kicsiny.)

8. A hibajelz8 készillék abszolut megbizhatd.

Ezen feltételek mellett egy bizonyos elemet folyamatosan ellenrizve a szerzék
a hibajelz6 késziiléknek a rendszer megbizhat6sdgdra vonatkozd elényeit a kodvet-
kez$ hdarom esetben vizsgdltdk:

a) A jelzett hiba kikiisz6bolésekor semmilyen modon nem lehet ellendrizni
a rendszer esetleges nem jelzett hibdit. fgy ezen utdbbi hiba fenndlldsa minden-
képpen a rendszer meghibdsoddsat jelenti.

b) Jelzett hiba esetén a rendszer fennmaradé részének miik6dGképességét
a javitds megkezdése elGtt lehet ellenGrizni.

c) A jelzett hiba kijavitisa utdn lehet ellendrizni az esetleges tobbi hibdkat
még a rendszer haszndlatba valé dtmenete el6tt.

A szerzGk az a), b), c) esetekben a kovetkezd formuldkat kaptdk a P,(t), Py(2),
P () meghibdsoddsi eloszldsfiiggvényekre:

P =1-{1- [Y@dR@~ [l1-Y@IX(—)dF,)}-
0 0

Ji- [r@dr@- [0-r@i-w,¢-oxe—-1dr @)},
0

0
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Py = 1-{1- [Y@dr,@— [11-Y@IX( -1 - F, @) dF,() -
o 0
— [I—Y@IXC—D)1 - W, ~) W, — D) F, () dF, ()} -
0

A= [Y@dr,@- [1-Y@I- W, ¢—1Xe -1 dF @),
0 [1] .

P =1-{1- [Y@dF, @)~ [[1-Y@IX(—D)[1 - F, @] dF, () -
0 0
— JU - Y@IX( =1~y — D F, (@) dF, ()}

A= [Y@dr - [1-YEIll-Ww,e-9xe -1 dFR @),
0o 0
ahol

b = [awds,  q) = [wi@w(t—1)du,
(1] 0

m@ =200 = 220,

Az aldbbiakban kimutatjuk, hogy a fenti eredmények dltaldban nem helyt-
dlléak. Evégbdl elegend6 megmutatni azt, hogyha a hibajelzd késziilék a rendszer
minden hibdjdt jelzi, vagyis, ha csak jelzett hiba okozhatja a rendszer meghibdso-
ddsit — ez a gyakorlatban lehetséges —, akkor a feltételben szerepld fiiggvényeket
megvilaszthatjuk ugy, hogy példdul

lim P, (1) = 1.
1 oo .

Ez tobbek kozott elérhetd, ha

Y@) = %

Wl(t) = l_e-‘“
X(t) =1—e"™
Fi(®) =l—e# (uza=i é A#u+a).
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Ekkor ugyanis

t

t
P,(t)= %/e‘“dt-i—% /e““("’)(l —e~a=D) it gr =
0 0

— _,__L ;‘ . - _l]eA/'_t ' ,;' ol
T2 2li—pu—a A—p ) j_2(}.—;1)

A
I —" L (' 1) 4
20—p—a)¢ ’
igy
Iim P,(¢) = i

t— oo
Ez a helytelen eredmény tobbek kozott azért adodott, mert a szerzGk szerint csak
az elsé hiba okozhatja a rendszer meghibasoddsdt. Nem folyamatos miikédés esetén
a szerzOk elgondoldsa azért nem helytdlld, mert az elsG jelzett hiba 1-nél kisebb
valosziniséggel okozza a rendszer meghibdsoddsdt. (Esetiinkben ez 4 volt.)

Ahhoz," hogy helyes eredményt kapjunk, meg kellene hatdrozni annak a valo-
sziniiségét, hogy a madsodik hiba okozza a rendszer meghibdsoddsat, feltéve, hogy
az elsG hiba nem okozta, majd ezt az értéket hozzd kellene adni annak a
valészin{iségéhez, hogy az els6 hiba okozta a meghibdsoddst stb. 1ly mddon
egy végtelen sort kapunk, aminek a meghatdrozdsa a feltevések mellett nem latszik
egyszeriinek. A szerz8k 1ényegében ezen sor elsG tagjdt hatdroztdk meg hibdsan.
Tudniillik itt sem vettek figyelembe minden lehetSséget. Pl. az a) esetben nem
szamoltak azzal a lehet8séggel, hogy a 7 <t idGpontban bekévetkezett jelzett hiba
akkor is okozhatja a rendszer meghibdsoddsdt, ha a javitdst a ¢ id6 el6tt elvégzik,
de a javitds befejezése elStt haszndlni akarjdk a rendszert. Ennek ﬁgyelembevetele
azért jelent8s, mert ¢t —7 tetszés szerinti nagy érték lehet.

Mivel ilyen hidnyossdgok a b) és c) esetekben még nagyobb mértékben meg-
taldlhatok (itt az eshet@ségek szama még nagyobb), ¢zért természetesen az. ezekre
kapott Py(t) és P,(¢t) formuldk is hibdsak.

Mindezek alapjdn l4that6, hogy a ZsOzZSIKASVILI és RAJKIN 4ltal kovetett
targyalam moddal torténd helyes eredmeny meghatdrozdsa rendkiviil bonyolult
és a mdsodik, harmadik stb. jelzett és nem jelzett hibdk eloszldsfiiggvényének meg-
addsa nélkiil nem is lehetséges.

A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy a hivatkozott dolgozat eredményei
Y(t)=1 esetén helytdlléak, ekkor azonban a hibajelz3-késziilék alkalmazdsa nem
ndveli a rendszer miikddési megbizhatdsdgat. : . (N

Egy rendszer megbizhatosaganak vizsgalata’
a hibas alkatrészek kicserélése esetén
Ddvid K. LLoyb és Myron Lipow [9] konyvének 9. fejezetét kovetd 2. fiig-
gelékben az aldbbi probléma matematikai tdrgyaldsa taldlhat6:
Tekintsiink egy fiiggetlen soros rendszert, melyben # alkatrész van. Tételezziik
fel, hogy mindegyik alkatrész élettartamdnak ugyanazon G(t) az eloszldsfiiggvénye.

MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1966)
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A rendszer folyamatos miikodése kozben meghibdsodé alkatrészeket azonnal
kicseréljiik 1j alkatrészekkel, melyek élettartamdnak ugyancsak G(¢) az eloszlds-
fuggvénye. Ennek kovetkeztében, ha a rendszert a r=0 id8pontban dllitottuk
lizembe s a milk6dés kezdetén minden alkatrész 1j volt, akkor az els8 csere utdn
n—1 alkatrész mdr egyformdn oregedett, és igy a régi alkatrészek hdtralevd élet-
tartama madr t6bbnyire révidebb lesz, mint az jonnan beszerelt alkatrész élet-
tartama. Ha a rendszer hosszabb id8n keresztiil m{ikodik, akkor mds alkatrészek is
tonkremennek €és ezeket is azonnal Uj alkatrészekkel pStoljuk; ennek folytdn a rend-
szer folyamatosan miikodik, de valamely 1d8pontban az alkatrészek élettartama
kiilénboz6.

A rendszer miikodésének kezdetén — mikoris az alkatrészek valamennyien
teljesen tjak — a rendszer megbizhatosdgat (a ,,tulélési valdsziniiséget™) az idd
fiiggvényében az
(1) R(t) = [1-G@)"

Osszefiiggés adja. Ha azonban a vizsgdlati id6 megkezdésének pillanatdban egyes
alkatrészek mdr bizonyos id§ 6ta miikddtek, akkor az (1”) egyenletet médositanunk
kell, mégpedig gy, hogy figyelembe vessziik az alkatrészeknek a vizsgdlati idGpont
kezdetéig elért életkorat.

Ha a vizsgdlat megkezdése a ¢, idGpontban torténik, s eddig az alkatrészek
élettartamai mdr x, x,, ..., X, €rtékiiek, akkor #,-tdl szdmitott ¢ ideig a rendszer
feltételes megbizhatosdga:

, ' ) _ ﬂl—G(x,-—l-f)
@) R(t,tolxla}'z’m’x")—‘i:l 1—-G(x;)

Az x; értékek valdszinliségi valtozok, melyek a vizsgdlat megkezdésének idG-
pontjatdl (z,-tol), valamint a G(¢) eloszldsfiggvényt8l fiiggenek. Ha ismerjiik az
x; élettartamok valosziniiség stirliségfiiggvényeit, amelyek mondjuk g(x;, #,) értékiiek,
akkor a rendszer feltétel nélkiili megbizhatdsdga:

»—’"'-q
3) R(t;ty) = /.../R(t; 1ol X1y Xas ooy X0) [T £(x;, t0) dxy dx,...dx, =
) i=1 :
0 0

oo

1_ n
_ [/%x(j)”g(x;zo)dx]
[4]

A problémanak LLoYD és Lirow altal k6z6lt tovdbbi matematikai tdrgyaldsa
a (3')-ben szerepld g(x, t,) stirliségfiiggvény meghatdrozdsdra terjed ki, melynek
konkrét alakjat az un. ,kicserélési egyenlet® feldllitdsdnak segitségével hatdrozzdk
meg. A kicserélési egyenletnek ILaplace-transzformdcioval torténd vizsgdlata a
t—oo hatdrérték szdmitds elvégzését teszi lehet&vé, minek kovetkeztében a

@) lim g(x, 7o) = 10

19— %0
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egyenlethez jutnak, ahol y= f (1 — G(x))dx. Ennek ismeretében a (3’) alapjdn a rend-
0

szer megbizhatésagdra £, -~ <o esetén az
1—- .,
(5) R(t; o) = [/#—)dxl
o

Osszefiiggést kapjak, melynek azutdn kozelitS formdban vald megaddsdval foglal-
koznak. A kapott eredmények elérésénél alkalmazott meggondoldsok matematikai
szempontbol meglehetGsen kifogdsolhatok.

E helyen nem szdndékozunk kitérni a LLoyD és Lirow dltal k6z61t matematikai
meggondoldsok helytdlldsdanak kérdésére, mert ahhoz részletesebben kellene be-
mutatni vizsgdalati modszeriiket.

Jelen dolgozatunk ezen részének az a célja, hogy bemutassuk miképpen lehet
viszonylag egyszerii meggondoldsokkal az itt koézdlt problémakérnek bizonyos
irdnyu dltaldnositdsdt — s magdt az itt k6zolt problémadt is — a rekurrens folyama-
tok elméletében megtaldlhaté matematikai eredmények ismeretében tdrgyalni,
illetve megvdlaszolni. Vizsgdlataink sordn hivatkozhatndnk az el8zGekben tdrgyalt
anyag itt felhaszndlhato részeire is, ez esetben azonban kézenfekv8bbnek és termé-
szetesebbnek ldtszik PALAsTI I. RéNYI A., SZENTMARTONI T. és TAakAcs L. [10]
dolgozatdban taldlhaté eredményeket hasznositani. Ezek az eredmények jelentSs
mértékben a felujitdselméletben nyernek alkalmazdst (ldsd pl. [11]).

Modell:

Tegyiik fel, hogy az n alkatrészb8l dll6 fiiggetlen soros rendszert a £=0
idépontban dllitottuk lizembe. Legyen az i-edik (i=1, 2, ..., n) alkatrésznek
a valddi élettartama* G¥(x) eloszldst valdszinfiségi védltozé. Tegyiik fel tovabbd,
hogy a késGbbick sordn lizembe helyezett i-edik tipusi alkatrészek valédi élet-
tartamai is egyforma eloszldsi valGszintiségi vdltozdk, ugyanazon G¥(x) eloszlds-
fuggvénnyel. Ha valamelyik alkatrész tonkremegy, akkor abban a pillanatban
wjjal helyettesithetjiik®. Tételezziik fel, hogy a rendszer miikédtetése nem folyama-
tosan, hanem szakaszosan torténik. Legyenek az egymdst kovetd miikodési idSk
és dllasi id6k azonos eloszldsu fiiggetlen valoszinliségi vdltozdk, mégpedig a miikddési
szakaszok eloszldsfiiggvénye L(x) = 1 —e~* (x=0) és a sziineteké H(x).

Kérdés. Mi lesz a rendszer megbizhatdsdga az x idd fiiggvényében, ha a vizs-
gdlat megkezdése a ¢ idGpontban tdrténik.

El6rebocsatasképpen ko6zoljiik, hogy az eloszldsfiiggvénynek énmagdval valo
n-szeres konvolucidjat tovdbbra is alsé n indexszel jeldljik. Ennélfogva tehdt:

0 H,) = [Ho_ (x—y)dH(3)

4 A targyalas sordn minden egyes alkatrésznél kétféle élettartalomrol beszéliink:

1. iizemi vagy litszolagos élettartam, melyen a beallitds pillanat4tol a meghibédsodasig (tonkre-
menésig) eltelt zemiddt értjitk (beleértve a véletlen sziineteket is).

2. Valodi élettartam az az id6, amely alatt az alkatrész ténylegesen miikodik (kihagyva a
sziineteket).

5 Ez a helyzet all el pl. az Gn. soros tartalékolds elvén miikédd rendszer esetén.
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ahol Hy(x)=0, ha x<0és Hy(x)=1 ha x=0. Jeloljilkk a keresett megbizhatésdg
fiiggvényt R(x;t)-vel.

TETEL:
@ R0 = [T [1- [ 1= FO@+x—p)]dm ()]
i=1 :
ahol -
®) Fo@ = > / B e Y (u—2)dG(),
k=0 k!
0
@ mOG) = 2 FP().

Bizonyitds: ElGszor egyetlen alkatrészt, mondjuk az i-ediket vizsgiljuk. Mivel
a miikodési szakaszok exponencidlis eloszlastiak, ezért az i-edik tipusu alkatrészek
latszdlagos élettartamai egyforma eloszlas( fiiggetlen valdsziniiségi vdltozék. Ha
ezt a koz6s eloszldsfiiggvényt FO(x)-szel jeloljiik, akkor (10)-nek idevdgd eredménye
alapjdn

FO(x) = kzZ'; / @Z)%i Hy(x —2) dGO(2).
0

Jelentse a ¢ id6pontnak a kozvetlen utina kovetkezd alkatrészcsere idSpontjdtol
vett tdvolsagdt az n¥ valdsziniiségi valtozo. Konnyen beldthats, hogy

) Pl =x} = j [l -FO@+x—y]dF(y) =
n=1

t+x

= f [1 = FO(t 4+ x — )] dm®(y),

t

igy az i-edik tipusu alkatrész ¢ idS8ponttdl szamitott megbizhatosdg fiiggvénye
Q) R(x;t) = 1 - P[n? =x}.

Mivel a vizsgdlt rendszer fiiggetlen soros rendszer volt, ezért

U R(x;t) = J] Ri(x; 0
i=1
Q.c.d
KOVETKEZMENYEK :
Az

£ oo

f(l—G(‘)(x))dx =a;<o & f(l——H(x)) dx = b<es
o ‘ o
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jelolés mellett

[xdFo() = a1 45 = 1,
0 .

s igy
® lim P{nP=x} = #l‘/‘(l — F9(u)) du,
o
€)) lim R(x; 1) = R(x; ) = ﬁ [l —%/(1 —F"’(u))du] .
oo i=1 i

Az (5), illetve (8) alapjan torténd szamolds elvégzése meglehetGsen bonyolult.
A Laplace— Stieltjes-transzformdcio bevezetése azonban tGbbnyire egyszerisiti
a szamolds elvégzését.

A i |

(10) Of e dH(X) = 1(5)

€s

an j =5 dGO(x) = Y;(s)

jelolés mellett

12) [ e dFOG) = i) = (s — 4 i ®),

0

s igy az (5), illetve (8) alatti eloszldsfiiggvények Laplace— Stieltjes-transzformaltja:

oo o

(13) [e=d Pl =x) = 11 - gu(s)le” [ e dm® () =

0 0

1
= — e,
5 € Pils)

és
(14 /e“"‘ d. lim P{p?=x} = 1——4"@)
t> oo H;:S
0
Ha most specidlisan G®(x)-r8l és H(x)-rdl is feltessziik, hogy exponencidlis, azaz
as) GO(x) = 1—e-ais
x=0,
(16) H(x)=1—e5

akkor visszatranszformadldssal kapjuk, hogy (v6. [10])

B+o)% o Broda o

O (x) =
an FOO) =1+ (0, —®)w, (0 —wy)w,
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ahol
(18)

w} = (B+i+a)+ V(B A+ o) —dup
w,] 2 ’

Ennek koévetkeztében:

N B+opaip .
(1% ks == D" o, —apez@rn 0%
(B+w,)o? B _]
@ -G )

Megjegyzés. Folyamatos miikodést tételezve fel, a rekurrens folyamatok elmé-
letében taldlhaté idevdgo Osszefiiggések kozvetlen alkalmazdsdval kapjuk, hogy

t+x

(20) R = JT[1- [ (1-69¢+x—w)dmo @),
i=1 1
ahol
mO(w) = 2 G, (u),

n=0
tovdabba
[©2)] R(x; ) = ﬁ 1—%/(1—G(")(u))du].

i=1 i
0
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DISCUSSIONS ON THE FIELD OF THE THEORY OF RELIABILITY

by
A. Dob6—S. Szajcz

Summary

The authors describe in the 1 §. of this paper their worked out considerations and assumed
a point of view in connection with the definition of function of the reliability. In the 2 §. they make
general a certain results of Lajos TakAcs. A kind of recurrent process is examined by them in
which n-different state of affairs changes in determined order. (L. TAkAcs has examined in the
case of n=2). At the end of this §. just as in the 3 §. their results are applyed to the practical prob-
lems being in the theory of reliability, furthermore they occupy with the criticism of such a kind
-of works which have been written by the other authors.
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