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1. §. Bevezetés

Ez a dolgozat algebrai, pontosabban gylriielméleti tdrgyd. Feltételezziik azon-
ban, hogy a vizsgalt gy(iriik egytttal bizonyos tulajdonsdagokkal rendelkezd topold-
gikus terek. Ezt azért tettilk, hogy topologikus moddszerek segitségével lehetGvé-
valjék a gylirliknek olyan strukturdlis vizsgdlata és leirdsa, amely tisztdn algebrai
uton nem lenne elérhetS. A felhaszndldsra keriil6 topoldgikus modszereket rész-
letesen ismertetni fogjuk.

A dolgozat a szerzének [31], [32], [33] és [34] idegennyelvii dolgozatai alapjdn
készllt és tartalmazza azok eredményeit.

A topologikus gylirliket elGszor az 1930-as évek elején D. VAN DANTZIG vizs-
galta. Bdr az azdta eltelt hdrom évtizedben nagyszami dolgozat jelent meg, amely-
ben bizonyos topoldgikus gyiiriiket vizsgdlnak (pl. normadlt gyiirfiket), viszonylag
kevés azoknak a dolgozatoknak a szdma, amelyeknek célja a gylirlik dltaldnos
strukturdlis vizsgdlata topoldgiai eszkozok segitségével. Ilyen iranyu vizsgdlatok
terén elsGnek I. KAPLANSKY nevét kell megemliteni. [10] dolgozatdnak elsd részében
foleg a kompakt gyliriket** vizsgdlja és bebizonyitja az els6 Wedderburn—Artin
strukturatételnek egy analogonjdt: kompakt féligegyszerii gy(iri algebrailag és
topoldgiailag izomorf véges egyszeril gyliriik (azaz véges testek feletti teljes matrix-
gyliriik komplett direkt Osszegével. Behatdan vizsgdlta KapLanNskY a lokalisan
kompakt gylirik elméletét is ([11], [12}, [13]). A lokdlisan kompakt egyszerii egy-
ségelemes gylirliket targyalja SZKORNYAKOV [23] egy nemrég megjelent dolgozatd-

* A dolgozat itt kozolt 1. része csupdn az elsd négy paragrafust tartalmazza .
** Az itt szerepl6 fogalmak definicibit az 1. részben ismertetjiik. St
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ban, amelybdl kitiinik, hogy ezek a gylirlik nem mindig ferdetest feletti mdtrix-
gylirik. Szerencsés fogalomnak bizonyult a linedris kompaktsdg fogalma; ezt
a fogalmat vektorterekre LEFSCHETZ [17] definidlta, gyiirik és modulusok elméleté-
ben ZeLINSKY [36] haszndlta elGszor. A linedrisan kompakt gylirlik az Artin-gy{iriik
altaldnositdsai, ugyanis minden Artin-gyiirli a diszkrét topoldgidban linedrisan
kompakt. ZeELINsKY-nek sikeriilt az els6 Wedderburn—Artin struktiratételnek és
KaPLANSKY fent emlitett tételének kozos altaldnositdsat is adnia. Nagy 1épéssel
vitte elGre a linedrisan kompakt modulusok és gylirlik elméletét Leptin [18], [19].
LEPTIN bizonyos vonatkozdsban a legnagyobb mértékii dltaldnositdsdt adta az
els8 Wedderburn—Artin strukturatételnek. Ez utdbbi tétel szerint a féligegyszerii
Artin-gylrik véges dimenzids vektorterek teljes endomorfizmusgyiiriiinek véges
direkt Osszegei. LEPTIN bebizonyitotta, hogy mindkét végességi feltételt elhagyva,
éppen a linedrisan kompakt féligegyszerii gylirlik jellemzése all el5. LEPTIN vizs-
gdlta a linedrisan kompakt gylirliik Jacobson-radikdljdt is.

A topoldgikus gyliriik irodalméanak feldolgozdsa SzAsz FERENC [26], [27] refe-
rdalé dolgozataiban taldlhatd.

Ebben a munkdban célunk a linedrisan kompakt gyliriik tovdbbi vizsgdlata.
Minthogy a linedrisan kompakt gyilirGk Jacobson-radikdlja mindig zdrt idedl,
azért egy ilyen gyiirlinek a radikdlja szerinti faktorgyiiriije radikdlmentes és linedrisan
kompakt. Ilyen modon barmely linedrisan kompakt gylirli egy linedrisan kompakt
radikdlgylirlinek egy radikdlmentes linedrisan kompakt gyiiriivel valo Schreier-
bévitése. Mi a két hatdresettel fogunk foglalkozni; a Il. részben LEPTIN eredményei-
hez kapcsolddva a radikdlmentes linedrisan kompakt gyiriiket vizsgdljuk, a III.
részben pedig a linedrisan kompakt radikdlgy(liriik leirasdval foglalkozunk.

Szeretnénk hangsulyozni, hogy az itt bemutatdsra keriild eredmények ter-
mészetesen nem zdrjdk le a linedrisan kompakt gyliriik elméletét. Szinte valamennyi
§-ban természetszeriileg meriilnek fel tovdbbi kérdések, amelyek elég érdekesnek és
fontosnak tlinnek ahhoz, hogy tovabbi vizsgdlatok tdargyat képezzék.

A konnyebb érthetGség kedvéért ismertetiink olyan ismert tételeket is, amelye-
ket munkdnkban felhaszndlunk. Mds szerz8k eredményeivel kapcsolatban azt az
elvet kovetjiik, hogy csak utalunk rdjuk, amennyiben azok konyvekben (pl. [1},
[21, {4], 181, 9], [17], [20], [21], [28], {30]) megtaldlhatdk, viszont részletesen ismer-
tetjitkk a bizonyitasokat is abban az esetben, amikor ezek csak dolgozatokban sze-
repelnek. A bizonyitdsok végét a HAaLMOs dltal bevezetett €s azota egyre gyakrab-
ban haszndlt [] jellel jel6ljik. A szerzd [31], [32], {33] és [34] dolgozataiban szerepld
eredményekre a tovdbbiakban nem fogunk utalni.

A dolgozat 1. részét az elGkésziileteknek szenteljiik. Az eredmények kénnyebb
megértése végett részletes elGkészileteket végziink, killondsen vonatkozik ez a
topoldgiai elSkésziiletekre, tekintettel arra, hogy eredményeink algebrai jellegliek.
A 2. §-ban ismertetjiik a felhaszndldsra keriil§ algebrai fogalmakat és eredményeket.
Vizsgélataink sordn mélyebb topoldgiai eredményekre nem lesz sziikségiink, az
dltalunk felhaszndlt topoldgiai eljardasokat a 3. és 4. §-ban részletesen tdrgyaljuk.
A 3. §-ban ismertetjiik a topoldgikus tér és topoldgikus struktura fogalmat a WiTT
dltal javasolt specidlis filter-fogalom segitségével. Itt targyaljuk a strukturdk inverz-
limeszére vonatkozé tételeket is. Az inverz-limesz képzésének nagy szerep jut a
késGbbi bizonyitdsokban. Ugyancsak ebben a §-ban kozoljiik JacoBsoN stiriiségi-
tételének topoldgiai megfogalmazdsdt €s a primitiv gyfiriikre vonatkozo struktura-
tételét. Ezek koziil a tételek kozil az elGbbit bizonyitds kdzben az 5. §-ban felhasz-
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naljuk, az utobbira pedig utalds torténik a 8. §-ban. Ugyancsak a 3. §-ban ismer-
tetjiik a transzfinit nilpotencidnak LEPTINtS] szdrmazé definicidjdt. Vizsgdlatainkban
a linedrisan kompakt gy(iriikén kiviil fellépnek olyan gyiiriik is, amelyek hasonld
gytriitopoldgidval rendelkeznek, és amelyekre analdg topoldgiai tételek érvényesek.
Célszeriinek ldtszott tehat e két gyliriiosztaly pdrhuzamos topoldgiai vizsgdlata.
Ezt ugy értiik el, hogy altaldnositottuk a linedrisan kompaktsag fogalmadt rogton
kétoldali modulusok esetére. A 4. §-ban ezzel az altaldnositott linedris kompakt-
sagi fogalommal foglalkozunk, és megvizsgaljuk topoldgiai tulajdonsagait. A nyert
eredmények ZEeLINSKY [35], {36] és LepTiN [18] eredményeinek az 4dltaldnositdsa,
a bizonyitdsok is hasonldan torténnek. Mint madr emlitettiik, ennek az dltaldno-
sitott linearis kompaktsdgi fogalomnak csupan két specidlis esetére lesz szlikségiink,
mégis az itt ismertetett tételek kiinduldpontul szolgdlhatnak mds értelemben vett
linedrisan kompakt gyfir{ik vizsgdlatihoz. (Gondolunk pl. olyan gylriikre, amelyek-
nek van kvadziidedlokbdl 4116 bézisfilteriik és amelyekben minden zdrt kvdziidedlok-
szerinti mellékosztdlyokbdl 4il6 filternek van érintkezési pontja.)

A 1II. részben a radikdalmentes linedrisan kompakt és lokdlisan linedrisan
kompakt gyliriik jellemzésével foglalkozunk. Mint mdr emlitettiik, a radikdlmentes
linedarisan kompakt gyliriik teljes leirdsdt LEPTIN adta azzal a tételével, amely az elsé
Wedderburn—Artin strukturatételnek nagyfoki dltalanositasa. LEPTIN eredményeit a
teljesség kedvéért bizonyitdssal egyiitt kozoljik az 5. § els6 részében, a mdsodik
részében ezeknek a gylirliknek tovdabbi moduluselméleti jellemzéseit adjuk, koztiik
hdrom homoldgikus jellemzést. A 6. §-ban a radikdlmentes linedrisan kompakt
gyliriiknek gylirGelméleti jellemzéseit adjuk, ezek az el6z8 § eredményeibdl kony-
nyen nyerhetGk. A 7. §-ban ldtni fogjuk, hogy a féligegyszer(i linedrisan kompakt
gyliriik osztdlya egybeesik a Neumann-reguldris linedrisan kompakt gyiirik osz-
tdlyaval. A féligegyszerii lokdlisan linedrisan kompakt gyiirlikkel foglalkozunk
a 8. §-ban. Noha a lokdlis linedris kompaktsdg fogalma mér LEPSCHETZ [17]
kényvében is megtaldlhato, ilyen gyiiriikkel vagy modulusokkal foglalkozé ered-
ményekrdl a szerznek nincs tudomdsa. A lokdlisan linedrisan kompakt gy(riik
vizsgdlatat érdekessé teszi az a koriilmény, hogy a hozzd topoldgiai szempontbol
kézeldllo lokdlisan kompakt gy(riik vizsgdlatiban nehézségek 1épnek fel. I. KAPLAN-
SKY vizsgdlataihoz kapcsolédva SZKORNYAKOV [23] foglalkozott azegyszerii lokalisan
kompakt egységelemes gyl’irﬁkkel Meglepd eredménye hogy 1étezik nem diszkrét
lokdlisan kompakt egyszerii egységelemes gyiirli, amely nem ferdetest feletti teljes
matrixgylri. Eredményeink viszont azt mutatjdk, hogy a lokdlisan linedrisan
kompakt gylirlik kénnyebben leirhaték. A 8. § f6 eredménye az, hogy minden
féligegyszerli lokdlisan linedrisan kompakt gyilirlinek van minimdlis balidedlja.
Igy korolldriumként kapjuk, hogy a primitiv lokdlisan linedrisan kompakt gyfiriiket
JAcoBsON strukturatétele irja le, az egyszerii lokdlisan linedrisan kompakt gyfirliket
pedig a Litoff-tétel. Ldtni fogjuk tovdbb4, hogy egy topoldgikusan egyszerii lokdlisan
linedrisan kompakt gyfirQ linedrisan kompakt is, amennyiben a topoldgidja a leg-
durvabb, vagy pedig van jobbegységeleme.

A III. részben a linedrisan kompakt radikdlgyiiriikkel foglalkozunk. A radikal-
gyliriik helyett r-nilpotens gyiiriiket vizsgdlunk, ez a két fogalom L-kompakt
gylirlik esetében, mint azt latni fogjuk, egybeesik. A linedrisan kompakt gy{iriikre
bebizonyitjuk, hogy egy r-nilpotens gylirli mindig radikdlgyiir(i, de a forditott
allitds hamis; tovdbba r-nilpotens linedrisan kompakt gy(irii a legdurvabb topolo-
gidban L-kompakt is.
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A t-nilpotens L-kompakt gyiiriik jellemzését ugy nyerjiik, hogy felhasznaljuk
SzeLe Tibornak nilpotens Artin-gylriikre vonatkozo tételét, és alkalmazzuk az
inverz-limesz képzés ZELINSKY dltal kidolgozott mddszerét. SzeLE [29] a nilpotens
Artin-gyliriiket nilpotens véges gyliriikkel jellemezte, mi ezt a jellemzést szimunkra
megfelel6en mddositjuk a 9. §-ban. A 9. § eredményébdl inverz-limesz képzéssel
leirjuk a 10. §-ban a r-nilpotens K-kompakt gyliriket. A r-nilpotens L-kompakt
gyliriik jellemzése a 11. §-ban nilpotens véges gyiiriik inverz-limesze és egy olyan
nilpotens zdrt idedl segitségével torténik, amelynek a kébe zérus.

Ezen a helyen szeretnék koszonetet mondani FucHs LAszLO professzornak
értékes észrevételeiért és tandcsaiért, amelyek munkdmban nagy segitséget jelentettek.

I. Algebrai és topologiai eldkésziiletek

2, §. Algebrai el6késziiletek

A halmazelméleti fogalmak koziil haszndlni fogjuk a tartalmazds, metszés,
egyesités fogalmait és az ezekre vonatkozd egyszerii Osszefiiggéseket, a 10. §-ban
végtelen halmazok szdmosssdgaira vonatkozd elemi tulajdonsdgokat is felhaszna-
lunk. Ezeket ismerteknek tételezziik fel és a tovdbbiakban nem részletezziik. Sziik-
ségiink lesz a Kuratowski—Zorn lemma kovetkezd alakjdra:

Ha egy H halmaz bizonyos részhalmazainak a S halmaza olyan tulajdonsdgi,
hogy minden K, S ... €K, S ...(K,, ..., K, €) ldnc esetéen K=\JK, is eleme H#-nak,

a
akkor H# tartalmaz maximdlis elemet, azaz olvan részhalmazt, amely nem valédi
része egyetlen #-beli részhalmaznak sem.

Mint ismeretes, a Kuratowski—Zorn lemma ekvivalens a kivalasztdsi axiomaval;
a kivdlasztdsi axiéomdval ekvivalens dllitdsok koziil ez haszndlhato legkényelme-
sebben az absztrakt algebrai meggondoldsokndl.

Az absztrakt algebra alapvet§ fogalmait és tételeit ismerteknek tételezziik fel,
erre vonatkozéan a [21] és [30] tankdnyvekre utalunk.

A dolgozatban elforduld strukturdk Abel-csoportok, gyliriik, egy- és kétoldali
modulusok. Ezeket latin nagybetiikkel jeldljiik, elemeiket pedig dltaldban latin
kisbetiikkel. Azonos tipusi struktardkat, vagy pedig egy adott struktira elemeit
gyakran fogjuk indexekkel elldtni, végtelen indexhalmaz esetén g6rog kisbetiiket hasz-
ndlunk indexek gyandnt. Gyliriin a tovdbbiakban mindig asszociativ gyfiriit értiink.

Egy S struktira esetén {4, B}-vel jel6ljiik az A és B részhalmazok 4ltal generdlt
részstruktardt. A { } jelet halmazok jelSlésére is haszndljuk, ebbdl félreértés azonban
nem fog szdrmazni, mert az igy jelolt halmazok dltaldban részstruktirdnak fognak
bizonyulni, mds esetekben pedig kiilon fethivjuk a figyelmet arra, hogy struktirdt,
vagy halmazt jeldliink a szébanforgd jellel. Azonos tipusi A4, B strukturdk esetén
A + B-vel jeloljiik ezeknek algebrai értelemben vett direkt Gsszegét; megkiilonboz-
tetésként A @ B-vel az jeloljiik algebrai és topoldgiai értelemben vett direkt Gsszeget
(ldsd 3. §). > A,-val jeloljiik az azonos tipusu A, ..., 4,, ... strukturdk komplett

direkt Osszegét; amikor diszkrét direkt Osszegrd! beszéliink, akkor ezt mdsként
jeloljiik, és mindig hangsilyozzuk.
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Egy R gylri feletti M moduluson mindig balmodulust értiink, azaz R elemeit
M baloperdtorainak tekintjiik. Ha M egy R-modulus és L R-nek balidedlja, akkor
LM-en értjik az dsszes Dlm; (€L, m;e M) alakd véges &sszeg halmazdt,
amely nyilvanvaléan M-nek részmodulusa. rM-mel (r € M) fogjuk jellni az Gsszes
rm(m € M) alaki elem halmazdt. Mindezeket a jeloléseket gyliriik esetében is hasz-
nalni fogjuk, minthogy minden R gyiiriit tekinthetiink R-modulusnak (pontosabban
szolva R additiv csoportjdit R-modulusnak).

Gyilirik esetében a gylriielméleti direkt Gsszegen kiviil — amikoris a gy(irl
bizonyos idedljainak a direkt Osszege — fellép a moduluselméleti direkt Osszeg

fogalma is. Ez utdbbi azt jelenti, hogy a gylir{i, mint énmaga feletti balmodulus,
bizonyos balidedljainak a direkt Osszege. A ,,gylirlielméleti” illetve ,,modulus-
elméleti” jelzGket azonban el fogjuk hagyni, mert a direkt komponensek idedl
illetve balidedl voltabdl nyilvanvald lesz, hogy melyikrdl is van szd.

Az R, ..., R,, ... gylirlik szubdirekt dsszegén értjik a D' R, gyiirlinek minden

olyan R részgyiriijét, amelyre fenndll az, hogy mindegyik a, (€ R,) legalabb egy
R-beli elem R,-beli komponense.

2,1. allitdas. Jeldlje 1., ..., 1, ... az R gylri{i idedljainak egy rendszerét.
Az R gyiirli akkor és csak akkor izomorf az R/I,, ..., R/I,, ... gylirliknek valamely
szubdirekt Osszegével, ha () 7,=0.

Ez az 4llitds specidlis esete egy jolismert tételnek (BIRKHOFF [1] VI. Theorem 9,
vagy SzAsz G. [28] 55. §. 72. tétel). BIRKHOFF [1] VI. Theorem 4-nek gylriielméleti
specidlis esete a

2,2. &llitas. Ha I,, ..., 1, az R gyiriinek véges sok olyan idedlja, amelyre
r i :
teljesiil (17,=0 és{ N 1; I,-}:R (i=2, ..., r), akkor R izomorf az R/I; +... + R/I,
i=1 j=1 .

direkt Osszeggel.

Az r< R elemet az R gylrd balannihildtordnak nevezziik, ha r R=0. Amennyiben
rR=Rr=0, Ggy azt mondjuk, hogy r R-nek annihilitora. Koénnyid ldtni, hogy
egy gylrli Gsszes balannihildtora illetve annihildtora idedlt alkot, ezt balannihildtor-
idedlnak illetve annihildtoridedlnak nevezzik. Az réR elem az M R-modulus
annihildtora, ha rM =0. M annihildtorai R-ben idedlt alkotnak, amelyet M annihi-
latoridedljanak neveziink. Azt mondjuk, hogy M hit R-modulus, ha M annihildtor-
idedlja 0.

Egy M =0 R-modulust irreducibilisnek neveziink, ha M-nek csak ftrividlis
részmodulusai vannak, azaz M és {0}. Tekintsiik példdul egy K test additiv csoportjdt
és képezziik ennek véges vagy végtelen sok példdnyban vett komplett direkt Gsszegét.
Jelohik ezt M-mel. M tekinthet§ egy K feletti vektortérnek. Jeldlje R M Osszes
linedris transzformdcidjdnak (mds széval endomorfizmusdnak) a gyiriijét. Vildgos,
hogy M irreducibilis R-modulus.

2,3. definicié. ([8] 1. § 2.) Tekintsiink egy R gyiiriit, és jeldlje M az dsszes
irreducibilis R-modulus osztdlydt. Az R gyiirii JACOBSON-radikdljén (roviden radikdl-
jan) értjitk az dsszes M € WM modulus annihildtoridedljdnak a metszetét, azaz a

J={reRirM=0, McM}

idedlt, illetve magdt R-et, amennyiben W ac iires halmac:.

MTA III. Osztily Koézleményei 16 (1966)




244 WIEGANDT R.

Ismeretes a radikdinak tobb jellemzése. Ezek koziil egyet mi is gyakran
fogunk haszndlni. Az R gyiiriiben bevezethetiink egy miiveletet, amit ,,o0”-rel
jeloliink, a kovetkezGképpen: x, y€ R elemekre legyen

xoy=x+y+xy.

Az y € Relemet bal-kvazireguldrisnak nevezziik, ha létezik olyan x € R elem, amelyre
xoy=0; ebben az esetben x-et y bal-kvaziinverzének nevezziik. Azt mondjuk, hogy
az LC R balidedl kvazireguldris, ha minden elemének van bal-kvdziinverze.

[3]

Megjegyezziik, hogy eredetileg JAcoBsoN {7] igy defindlta a ,,0” miiveletet s a kvaziregu-
laris balidealt. Késobb gyakoribbd vélt a ,,0” mfiveletnek xoy=x+y—xy egyenlettel valdé de-
fini4ldsa és mint azt konnyli kimutatni, ez esetben ugyanahhoz a kvaziregularis balideal fogalor-
hoz jutunk. Szdmunkra valamivel kényelmesebb a ,,0” miivelet fenti definicidja, ezért ezt
hasznaljuk.

2,4. tétel. Az R gyilrii radikdlja olyan kvdzireguldris idedl, amely R Gsszes
kvdzireguldris balidedljat tartalmazza.

Arra vonatkozoan, hogy a radikal 2, 3. definicidja mellett a 2, 4. tétel érvényes,
JacoBsoN [8] konyvére hivatkozunk.
A 2, 4. tétel értelmében egy gylir(i radikdlja a kovetkez6képpen értelmezhetd:

2,5. definicioé. Egy R gyiirii radikdlién értjitk R dsszes krdzireguldris bal-
idedljanak a halmazelméleti egyesitését.

Fontos tény, hogy ha az el6z6khéz hasonléan értelmezziik a jobb-kvdziregula-
ritds és jobb-kvaziinverz fogalmat, akkor a kvazireguldris jobbidedlok egyesitése
is a radikdlt hatdrozza meg.

Megjegyezziik még, hogy ha egy a€R elem egyszerre bal- és jobb-kvazi-
reguldris, akkor a bal- és jobb-kviziinverz megegyezik és egyértelmiien meghatd-
rozott. Ezt az elemet a kvdziinverzének nevezziik.

J61 ismert tény, hogy egy R gylirlinek J radikdlja szerinti R/J faktorgyiri-
jének radikdlja 0; J radikdlja pedig 6nmaga.

2,6. definicio. Egy R gyliriit féligegyszeriinek neveziink, ha radikdlmentes,
azaz R radikdlja 0. Ha egy gylir{i radikdlja maga az egész gylirQ, akkor radikdl-
gytiriirél beszéliink.

2,7. definicié. Egy R gyliriit egyszeriinek neveziink, ha csak trividlis idedljai
vannak és nem radikdlgytr(.

Hangsulyozzuk, hogy az egyszeriiségnek ez a definicidja eltér a szokdsostol,
annal sziikebb fogalmat jeldl. Vizsgdlataink szempontjabdl azonban ez lesz a cél-
szer{i; ezt a szohaszndlatot indokolja az a tény is, hogy a 2, 7 definiciot haszndlva
minden egyszerii gyiirii egyuttal féligegyszerii is.

Primitiv gylrlin olyan R gylriit értiink, amelyhez létezik hii irreducibilis
R-modulus.

Legyen R egyszerll gylirli. Most a 2, 3. definicid szerint van olyan M irredu-
cibilis R-modulus, amelyre RM =0. M annihildtoridedlja R egyszer{isége miatt 0,
vagyis M hi irreducibilis R-modulus. Kovetkezdleg minden egyszerii gyiirit primitiv
gytirii is. Ennél az dllitdsndl szintén lényeges, hogy az egyszeriiséget a 2, 7. definicidval
adtuk meg.
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A radikdl 2, 3. definicidja alapjdn vildgos, hogy minden primitiv gyfirii félig-
egyszeril.

Egy G csoportra azt mondjuk, hogy teljesiti a részcsoportok minimumfelté-
telét, ha G-ben a részcsoportoknak bdrmely G, D G, D... szigortian fogy6 ldnca véges
lépésben megszakad. Hasonldéan beszélhetiink arrél, hogy egy R-modulusban tel-
jestil a részmodulusok minimumfeltétele, vagy pedig arrdl, hogy egy R gyiiriiben
teljestil az idedlok vagy a balidedlok minimumfeltétele. Egy gyiiriit. amelyben tel-
jesiil a balidedlok minimumfeltétele, Artin-gyiiriinek neveziink.

A 9. és 10. §-ban szitkségiink lesz a kovetkezd dllitdasokra.

2,8. segédtétel. Ha I az R gylir{ idedlja, és mind I-ben, mind R/I-ben tel-
jesiil az idedlok minimumfeltétele, akkor R-ben is teljesiil.

Bizonyitds.* Tekintsiik R-ben idedloknak egy szigorian fogyo
(1) ROK,DK,D...
ldncdt. Kimutatjuk, hogy K;(\J=K;,;NI csak véges sok j indexre dllhat fenn.
Ellenkezd esetben ugyanis lenne olyan i, hogy a
Ki+j/ImKi+j = Ki+j/InKi =iy, ds,..0)

faktorgyiiriik R/INK;-nek egy végtelen szigorian fogyo

RIINK; DK, JINK; DK, /[INK;D...
idedlokbdl 4116 ldncdt alkotnd. Minthogy pedig érvényes

Ki+j/[ﬂKi§{Ki+j,1}/[ (=i, iy, .00),
és mindkét oldal R megfelelg faktorgylirlij¢ben idedl, azért most

RIIT2AK; g4y IYID{K iy, I} ..

végtelen idedlldncot alkotna R/I-ben, ami a feltétel szerint lehetetlen. Mdsrészt
Iben a K;NI (i=1,2,...) idedlok fogyé ldncot alkotnak és a feltétel szerint csak
véges sok esetben fordulhat el6 valddi tartalmazds. Koévetkezdleg az (1) lancnak is -
csak véges sok tagja lehet. []

2,9. segédtétel. Legyen H a G Abel-csoportnak részcsoportja. Ha H-ban
és G/H-ban teljesiil a részcsoportok minimumfeltétele, akkor G-ben is teljesiil.

A 2,9. segédtétel tulajdonképpen a 2, 8. segédtételnek specidlis esete, mégpedig
az az eset, amikor a széban forgd gylird zérégyfird.

Legyen N olyan modulus, amelynek baloldali operdtortartomdnya R, jobb-
oldali operdtortartomdanya pedig S. N talpdn értjiik az N Gsszes minimalis (R, S)-
részmodulusa dltal generdlt kétoldali modulust, amennyiben N-ben létezik minima-
lis részmodulus és a 0 modulust egyébként. Hasonléan értelmezhetjiik egy M R-
balmodulus talpét is. Egy R gyiirii baltalpdn R 5sszes minimalis balidedlja dltal gene-
ralt balidedlt, illetve 0-t értjiik, amennyiben R-nek nincs minimalis balidedlja. Isme-
retes, hogy egy gylirii baltalpa mindig idedl.

* Ez a bizonyitas konyvekben megtalalhato.
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‘Neumann-reguldrisnak neveziink egy R gylir(it, ha minden a€ R eleméhez léte-
zik olyan x¢€ R elem, amelyre teljesiil axa=a.

Egy A Abel-csoportot oszthatdnak neveziink, ha minden » természetes szimhoz
és ac€ A elemhez az nx=a egyenlet A-ban megoldhatd. Egy Abel-csoportban az
Osszes oszthaté részcsoport dltal generdlt részcsoport ismét oszthato, ez a csoport
maximalis oszthaté részcsoportja.

2,10. 4dllitds. ([4] § 66. F). Egy gyiirii additiv csoportjanak maximdlis oszthaté
részcsoportja R-nek idedlja.

Ennek az dllitdsnak az alapjdn beszélhetiink egy gyiirli maximdlis oszthatd
idedljardl, ezen az additiv csoport maximalis oszthatd részcsoportja dltal alkotott
idedlt értjiik.

REDEIt [21] kOvetve az A strukturdnak B-vel valo Schreier-bivitésén értiink
minden olyan S strukturdt, amelynek A szerint vett faktorstrukturdja B-vel izomorf.

A 9. és 10. §-ban gyiirlik Schreier-bGvitéseinek ismeretére lesz sziikséglink.
[21] 54. § alapjdn egy A gylirlinek a B gyiirlivel torténd barmely R Schreier-bGvitése
elddll a kovetkez8 mddon. R elemei legyenek az (a, o) (@ € B, o € A) alakd elemparok az

(a, )+ (b, B) = (a+b,[a. b]+a+p),
(a, 2)(b, B) = (ab,{a, b)+ab+af+apf) (a, bEB; a, fE€A)

miiveleti szabdlyokkal, ahol [a, b), {a, b), ab, aP kétvdltozds fiiggvényeket jelolnek
A-beli értékekkel, s ezek a fliggvények kielégitenek bizonyos fliggvényegyenleteket.
Vizsgdlataink folyamdn olyan gylir{ibGvitések lépnek fel, amelyeknél 4 zérogyiirii,
és elemei R-ben annihildtorok; tovabbd A4 additiv csoportja R additiv csoportjiban
direkt Osszeadando, ez esetben az R-beli miiveleteket egyszeriibben definidlhatyuk,
mégpedig az

(a,0)+(b, B) = (a+,ba+p),

(@ )b, ) = (ab, (a, )  (a, bEB; o, fEA)

szabdlyokkal, ahol az {a, b) fiiggvény, amelyet multiplikativ faktorrendszernek neve-
ziink, kielégiti az
(a,0) =(0,4) =0,

{ab, ¢) = {a, bc),
{a+ b, ¢) = (a, c)+(b, c),

{a,b+c¢) = {a,by+{a,¢) (a,b,c€B)
feltételeket.

Végiil ismertetiink néhdny homoldgikus algebrai fogalmat. Tekintsiink egy R
gyliriit. Jelsljik %-vel azt a kategoridt, amelynek objektumai az R-modulusok és
amelyben a leképezések az R-modulusok homomorfizmusai. Ha M és N két R-
modulus, és ¢ M-nek N-be valé homomorf leképezése, akkor Im ¢ jelenti mind-
azoknak az n € N elemeknek a halmazdt, amelyek valamilyen m € M elemnek a képei;
Ker ¢ jelenti mindazoknak az m€ M elemeknek a halmazdt, amelyekre ¢ (m)=0.
Azt a tényt, hogy ¢ M-nek N-be valéo homomorfizmusa, igy jeloljiik:

MA%AN
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Exaktnak neveziink egy
A%BLC

sorozatot, arﬁennyiben Ima=Ker . A
O-A%LB

sorozat exaktsdga azt jelenti, hogy » A-t B-be bedgyazza, és az
ASZB-~0

sorozat exaktsdga pedig azt, hogy o A4-t homomorf moédon B-re képezi.
Azt mondjuk, hogy a
) 0-4%B%c-0

\
exakt sorozat szétesé, ha Im a =Ker  B-nek direkt Osszeadanddja. A (2) sorozat
exaktsdga a Schreier-b8vitések terminoldgidjdban éppen azt jelenti, hogy B A-nak
C-vel valo Schreier-bGvitése. Az, hogy a (2) exakt sorozat szétes@, azt jelenti, hogy
a szoban forgd Schreier-bévités direkt.
Azt mondjuk, hogy az

diagramm kommutativ, ha fa=7y.
Egy M R-modulust projektivnek neveziink, ha barmely

M

{
A-B-0O

diagramm, amelyben az 4 -~ B O sorozat exakt, kiegészithet§ egy

M

e
A-~B-~0

kommutativ diagramma (4, B %-beli objektumok). A projektiv R-modulusnak a
dudlisa az injektiv R-modulus. Egy M R-modulust injektivnek neveziink, ha barmely-

O—+A—~B
b
M

diagramm, amelyben a O —~ A4 —~ B sorozat exakt, kiegészithets egy
O—-A-B

e
M

kommutativ diagrammd (4, B ¥-beli objektumok).
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3. §. Topologiai elokésziiletek

Ebben a §-ban részletesen ismertetjiik az dltalunk haszndlt topolégiai fogalma-
kat és allitdsokat. Mivel ezek a fogalmak és dllitdsok jol ismertek, azért azokat pél-
ddkkal nem illusztrdljuk, a bizonyitdsokra vonatkozéan pedig a [2], [20] és [30]
konyvekre utalunk.

Egy H={a, b, ...} halmazt, amelyet a = reldciéval részben rendeztiink, irdnyi-
tottnak nevezziik, ha bdrmely a, b€ H elemhez létezik olyan c€ H elem, amelyre
teljesil a=c és b=c.

Tekintsiink ezutdn egy T halmazt és jeléljitk T-vel T részhalmazainak egy hal-
mazdt, amelyet a részhalmazok < tartalmazdsi reldcidjaval részben rendeziink.
Jeloljik egy pillanatra azt a tényt, hogy A S B, A= B-vel. Most T irdnyitott volta
azt jelenti, hogy bdrmely A, BET részhalmazhoz van olyan C¢T részhalmaz,
amelyet mind 4, mind B tartalmaz.

3,1. definicié. T részhalmazainak egy F halmazdt filfernek* nevezzik, ha
F a részhalmazok tartalmazdsi reldcidjdra nézve irdnyitott, és F nem tartalmazza
a O ires halmazt.

Két F, és F, filtert ekvivalensnek neveziink, ha bdrmely 4,€F, és A4,€F,
elemekhez 1éteznek olyan B, €F, és B, €F, elemek, amelyekre fenndll B, S A4, és
B, & 4,. Vildgos, hogy az ekvivalens filterek a T halmaz részhalmazaibdl dll6 fil-
tereknek egy osztdlydt képezik. Az Gsszes ekvivalens filter halmazelméleti egyesitése
ismét egy ezekkel ekvivalens F, filtert alkot, és F, ebben a filterosztdlyban maxim4-
lis, amin azt értjiik, hogy bdarmely ehhez az osztdlyhoz tartozé F filterre teljesiil
FCF,.

E. WITT tanacsat kovetve LEPTIN definialta igy a filter fogalmat. A szokdsos terminologiaban
ezt egy filter bazisanak nevezik, és filteren az ekvivalens filterek maximalis filterét értik. Szamunkra
azonban a 3, 1. definici6 altal adott filter-fogalom lényegesen célszeriibb lesz, ennek a magyarizata
abban rejlik, hogy a vizsgalatainkban fellépd filterek lényeges tulajdonsaga az, hogy egy R-modulus
bizonyos részmodulusai szerinti mellékosztalyokbdl dllnak ; marpedig egy ilyen filterrel ekvivalens
filter nem all sziikségképpen mellékosztalyokbol.

Tekintsiink ezutdn egy T fopoldgikus teret, mint tudjuk, ez azt jelenti, hogy
T-ben ki van jeldlve részhalmazoknak egy nem lires rendszere, az ebben a rendszerben
el6fordulé részhalmazokat myilt halmazoknak nevezziik és ezekre teljesiil:

(1) véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt,

(2) nyilt halmazok egyesitése is nyilt.

(1) alapjan T maga, mint nyilt halmazok iires halmazanak a metszete nyilt;
(2) szerint pedig nyilt halmazok iires halmazdnak az egyesitése, vagyis az iires halmaz
szintén nyilt.

Nyilt halmazok komplementer halmazait zdrt halmazoknak nevezziik. Egy H
halmaz lezdrtjdn értjlik az Osszes H-t tartalmazo zdrt halmaz metszetét, ez (2) szerint
mindig zdrt. Egy H halmaz lezdrtjdt mindig H-sal jeléljiik.

* A német szaknyelvben beszélnek Filter-rol és Filtebasis-r6l, az utobbit Rasternek is mond-
Jjak. A 3,1. definici6 a Filterbasis definicidja, de ezt Leprin [18], [19] dolgozataban Filternek nevezi.
A magyar szaknyelv e téren mégnem alakult ki, a Filtert szoktak szlir6nek, a Rastert pedig racsnak
nevezni.
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A T topoldgikus tér elemeit pontoknak nevezziik, egy a€ T pontot tartalmazo
U nyilt halmazt pedig a kdrnyezetének.

Az eddigi definiciokbol nyilvdnvald, hogy egy a€T pont Osszes kOrnyezete
egy U, filtert alkot. Az U, filtert és minden vele ekvivalens filtert az a pont bdzis-
filterének nevezziik.

Egy T halmazon tobb topoldgia is értelmezhetS. Azt mondjuk, hogy T-nek 7,
topoldgidja durvdbb a 1, topoldgidjandl, és ezt T, =1,-vel jeloljik, ha 7-nek minden
a pontjdnak egy, a t, topoldgidban vett U, kornyezetében benne van g-nak egy t,-
ben vett V, kornyezete. Két 1,, 7, topoldgia ekvivalens, amennyiben 7, =1, €s
T, =1, érvényes. Ez éppen azt jelenti, hogy a 7, topoldgia bazisfilterei ekvivalensek
a 7, topoldgia bdzisfiltereivel.

Egy A halmaz zdrtsdga esetén nyilvén teljesiil 4 =A. a€ A a definicio szerint azt
jelenti, hogy a benne van minden A-t tartalmazé zdrt halmazban, vagyis nincs benne
egyetlen A-hoz diszjunkt nyilt halmazban sem. Ha viszont a ¢ 4, akkor A komplemen-
tere a-nak A-hoz diszjunkt koérnyezete. Eszerint A4 pontjait jellemzi

(3) ac A akkor és csak akkor, ha @ minden kdrnyezete tartalmaz A-beli elemet.

A T tér S részhalmazdra azt mondjuk, hogy T-ben siréi, ha S=T.

Azt mondjuk, hogy az F filter a-hoz konvergdl és ezt lim I = g-val jel6ljiik, ha
a-nak bdarmely U, kornyezete tartalmaz egy F€F halmazt.

3,2. definicié. A T teret Hausdorff-térnek nevezziik, ha bdarmely F filter
legfeljebb egy ponthoz konvergdihat.

A T tér akkor és csak akkor Hausdorff-féle, ha bdrmely két a b pontjanak van
U, és U, diszjunkt kornyezete. Ha ugyanis U, és U, sohasem diszjunktak, akkor az
U,N U, metszetek olyan filtert alkotnak, amely a-hoz és b-hez is konvergdl. Ha
viszont van két olyan U, és U, kérnyezet, amelyek diszjunktak bdrmely a és b pont
esetén, akkor egy a-hoz konvergdld F filter b-hez mdr nem konvergdlhat, mert akkor
volna olyan F€F, amelyre teljeslilne FESU,N U, = @, ami lehetetlen.

Reguldrisnak neveziink egy topoldgikus teret, ha barmely a pontjdhoz és barmely
a-t nem tartalmazé B zdrt halmazdhoz létezik két, a-t illetve B-t tartalmazé diszjunkt
nyilt halmaz. Vildgos, hogy reguldris tér mindig Hausdorff-féle.

Egy F filter érintkezési pontjdn értjik a ;F= [} F halmaz clemeit. Hausdorff-

433
tér esetén lim F =a-bol kovetkezik |F=a is. Ugyanis egy b= a ponthoz tekintsiink
egy olyan U, kdrnyezetet, amelynek a lezdrtja sem tartalmazza b-t, ekkor van olyan
F¢F, amely benne van U,-ban, és igy ¢ |F. Ha viszont volna olyan F, € F, amely-
nek a lezdrtja a-t nem tartalmazza, akkor F;, komplementere a-nak egy olyan kor-
nyezete, amely tartalmaz egy F-hez diszjunkt F, € F halmazt, ami lehetetlen.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy Hausdorff-térben bdrmely pont, mint bdzisfil-
terének az érintkezési pontja, zdrt halmaz.

Egy topoldgikus teret kompaktnak nevezziik, ha minden F filterének van érint-
kezési pontja, azaz |F=0.

A T topologikus térnek § részhalmazdban bevezethetiink egy olyan topoldgiat,
amelyet T topoldgidja hatdroz meg, olyan mdédon, hogy S nyilt halmazai az UN S
metszetek lesznek, ahol U befutja T Gsszes nyilt részhalmazdt. S-nek ezt a topoldgid-
jat a T dltal indukalt topoldgidnak nevezziik.

Lokdlisan kompaktnak neveziink egy T teret akkor, ha minden pontjanak van
olyan kornyezete, amelynek a lezdrtja a T dltal indukalt topolégiaban kompakt.
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A T topologikus térnek egy S topoldgikus térbe vald ¢ leképezését folytonosnak
nevezzik, ha minden a €T pont esetén @(a)€ S-nek barmely U kérnyezetéhez van
a-nak olyan VET kornyezete, amelyre o(V)CS U teljesiil. (¢ (V)-vel jeldljik a
o) (veV) elemek halmazdt). JOl ismert, hogy egy ¢ leképezés folytonos volta
ekvivalens a kovetkezG két feltétel barmelyikével:

(4) S minden nyilt részhalmazdnak Gse 7T-ben nyilt;

(5) S minden zart részhalmazdnak G&se zart 7-ben.

A T térnek az S térbe valo V¥ leképezését nyiltnak mondjuk, amennyiben minden
a €T ponthoz és annak tetszSleges U kornyezetéhez van y(a)-nak olyan V kor-
nyezete, amelyre fenndll Yy (U)2 V.

Az egy-egyértelmii nyilt folytonos leképezéseket homeomorfizmusoknak
szoktak nevezni. Ezeknek szerepiik topologiai vizsgalatokndl ugyanaz, mint az
izomorfizmusoké az algebrdban.

Egy M R-modulust topolégikus R-modulusnak nevezziik, ha M topoldgikus tér,
és a miiveletek folytonosak, részletesen: tetszdleges a, b€ M és rE R elem esetén
a — b-nek barmely W, kérnyezetéhez van a-nak olyan U, és b-nek olyan ¥, kornye-
zete, amelyre u—v€ W, (ucU,,veV,) teljesiil, tovabba ra-nak bdarmely W, kor-
nyezetéhez van r-nek olyan U, & R és a-nak olyan V, kornyezete, amelyre fenndll
xeEW, (x€U,,veV,).

Itt haligatolagosan feltettiik, hogy R is topologikus teret alkot, ez azonban nem lényeges fel-
tétel, mert az mindig feltehetd, hogy R topoldgikus tér a diszkrét topologiaban, amikoris minden
halmaz — igy minden pont is — nyilt.

Ennek a definicidonak megfelelSen egy topolégikus csoporton vagy topologikus
gyiriin olyan csoportot vagy gylirlit értiink, amelyek topolégikus teret alkotnak
és amelyekben a miiveletek folytonosak.

Ismert tétel, hogy egy topoldgikus csoport, ha Hausdorff-féle, akkor regularis
is. gy specidlisan a Hausdorff-topolégidji modulusok és gyiiriik regularls teret
alkotnak. A tovabbiakban, ha topoldgikus térrdl (vagy struktirdrol) lesz szd, mindig
feltételezziik, hogy a topolégia Hausdorff-féle. -

Egy additiv topoldgikus csoportban a topoldgidt meghatdrozza O-nak egy
bdzisfiltere, ugyanis bdrmely a elemnek egy bazisfiltere ekvivalens az U, = {a+ U}
bazisfilterrel, ahol U befutja 0-nak kornyezeteit. A tovdbbiakban bdzisfilteren mindig
0-nak egy bazisfilterét értjiik. Ha egy csoportban tekintilink egy olyan filtert, amely-
nek elemei O-t tartalmazé részhalmazok, akkor ezdltal definidlhatunk egy topold-
gidt, gy hogy ezt a filtert tekintjiik bazisfilternek; az Gsszeadds azonban dltaldban
nem lesz folytonos miivelet.

Az A topoldgikus csoportnak C = {a,+ U, } filterét Cauchy-filternek nevezziik,
ha az U,-k A-nak bdzisfilterét alkotjik. Azt mondjuk, hogy A topoldgidja teljes,
ha minden Cauchy-filterének van érintkezési pontja. Vildgos, hogy kompakt csoport
egyuttal teljes is.

Tekintsiik az A csoportnak a B csoportra valo egy-egyértelmii ¢ leképezését.
Az el&bbiek szerint annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy ¢ homeomorfizmus
legyen az, hogy A-nak egy U={U} baznsﬁlterenek o (U)={@(U)} képe B bdzis-
filterével ekvivalens filter legyen.

Egy topoldgikus csoport silydn értjiik az ekvivalens bdzisfilterek szamossdganak
a minimumadt. Mivel a szdmossdgok jolrendezett halmazt alkotnak, azért ilyen
minimum mindig 1étezik.
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Természetesen mindezek a fogalmak és megdllapitdsok modulusokra és gyliriikre
is dtvihet6k, mivel ezeknek additiv csoportjuk topoldgikus csoport.

A miiveletek folytonossdgdnak egyszerii kovetkezménye, hogy részcsoport,
részmodul‘us, balidedl, idedl lezdrtja szintén részcsoport, részmodulus, balidedl
illetve idedl.

Egy R gylirliben jeloljiik most X- Y-nal az xy (x€ X, y€ Y) alakt elemek hal-
mazat.

3,3. dllitds. Ha A4 és B az R gylirlinek két részgyliriije, akkor fennall A-B=
=A-B és A-B=A-B.

Bizonyitds. Nyilvdnvalo, hogy fenndll A.—Bgﬂ. Tekintsiink ezutdn egy
x€ A- B elemet. x-nek barmely U, kodrnyezete (3) szerint tartalmaz ab (@€ A, b€ B)
alakd elemet. Mivel U, ab-nek is koérnyezete, azért a szorzds folytonossiga miatt
van a-nak olyan U, kdrnyezete, amelyre U,-b& U, teljesiil. a€ A miatt U,-ban
létezik aq € A elem, igy aob € U,. Azt kaptuk, hogy x-nek minden kdrnyezete tartal-
maz A- B-beli elemet, ezért (3) szerint x€ A-B. A mdsodik egyenlGség bizonyitdsa
ugyanigy torténik.

A kovetkezSkben ismertetjitk a faktorstrukturdkban bevezethetd topoldgidt,
a homomorfia és izomorfia-tételek topoldgikus struktirdkon érvényes valtozatait és
a komplett direkt Gsszegben értelmezett topoldgidt.

Ezeket a fogalmakat és eredményeket topoldgikus R-modulusok esetében fogalmazzuk meg,
de éppen tgy érvényesek kétoldali modulusokra, csoportokra és gytiriikre is, azzal a kiilonbséggel,
hogy az utébbiaknal részmodulus helyett normalis részcsoportot, illetve idealt kell mondanunk.

Tekintsitk az M topoldgikus R-modulusnak egy A részmodulusdt. Ha A zdrt,
akkor M topoldgidja az MJ/A faktormodulusban egy olyan Hausdorff~topoldgidt
indukal, amelyre vonatkozdan M/A topoldgikus R-modulus. Ennek az indukadit
topologidnak egy bazisfilterét Ggy kapjuk, hogy tekintjiik az 6sszes U+ A/A alakt
részhalmazt, ahol U befutja M-nek egy bazisfilterét (U+ A/A-n értjiik az u+ A
(1 € U) mellékosztdlyok halmazdt). Jelélje ¢ M-nek MjA-ra vald természetes homo-
morfizmusadt; ¢ nyilt-folytonos leképezés. Az A részmodulus zidrtsdga azért l1ényeges
kik6tés, mert killénben az indukdlt topoldgidban ¢ folytonossdga miatt M/A-nak
a 0 pontja nem lenne zart halmaz, és igy M/A nem lehetne Hausdorff-tér.

Nyilt részmodulus minden esetben zdrt is, ugyanis, ha 4 nyilt részmodulus
akkor az |J (b+ A) nyilt halmaz komplementere éppen 4. A ¢ természetes homo-

bEA

¢
morfizmus nyilt voltdnak koézvetlen kdvetkezménye, hogy nyilt részmodulus szerinti
faktormodulusban az indukdlt topoldgia diszkrét.

Ha N az M topolégikus R-modulusnak a homomorf képe egy ¢ nyilt-folytonos
homomorfizmusnal, akkor érvényes az

M/Kerp=N _

izomorfia algebrai és topologiai értelemben. (Azon, hogy két struktira algebrai és
topoldgiai értelemben izomorf, azt értjiik, hogy a koztitk létesitett leképezés izo-
morfizmus és homeomorfizmus, mds széval nyilt-folytonos izomorfizmus.)
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Az els6 i1zomorfia-tétel igy fogalmazhatd: legyen 4 és B az M topoldgikus
R-modulusnak két zdrt részmodulusa, és tegyiik fel, hogy {4, B} is zdrt részmodulus.
Ekkor érvényes az

AJ/ANB = {4, B}/B

1zomorfia algebrai és topoldgiai értelemben.

Legyen M egy topoldgikus R-modulus és A4, B (4 S B) zért részmodulusok.
Mivel a természetes homomorfizmusok nyilt-folytonos leképezések, azért a mdsodik
izomorfia-tétel azt mondja ki, hogy fenndll az

M)A / BjA=M|B

izomorfia algebrai és topoldgiai értelemben.
Tekintsiikk az M, ..., M,, ... topoldgikus R-modulusokat. Ezeknek a modulu-
soknak az M = > M, komplett direkt Gsszegében bevezetjiik az figynevezett Tyiho-

nov-féle topolégidt a kovetkezSképpen. Tekintsiink minden M, -ban egy U, bdzis-
filtert, és jeloljuk (A4, ..., 4., ...)-val az A, S M, halmazok Descartes-szorzatdt.
M-nek bazisfilterét alkossak azok az U=(U,, ..., U,,...) (U,€U, halmazok,
amelyekben véges kivétellel valamennyi U, = M,. M ebben a topoldgidban topologikus
modulus. Ha a tovdbbiakban komplett direkt Osszegrdl esik sz6, mindig feltételez-
ziik, hogy az topoldgikus tér a Tyihonov-topoldgidval.

Kompakt R-modulusok komplett direkt Osszege a Tyihonov-topologidban
kompakt. Diszkrét direkt Osszegre ez a tétel nem dll fenn, mivel a diszkrét direkt
Osszeg még csak nem is alkot teljes teret sem. A diszkrét direkt 6sszeg a Tyihonov-
topologidval elldtott komplett direkt Gsszegnek siirii részhalmaza.

Legyen az M topoldgikus R-modulus az 4 és B zdrt részmodulusainak algebrai-
lag vett direkt 6sszege. Azt mondjuk, hogy M A-nak és B-nek topoldgiai értelemben
is direkt Osszege, ha az 4+ B térben bevezetett Tyihonov-topoldgia ekvivalens az
M-beli topologidval. Vildgos, hogy ennek sziikséges és elegendd feltétele az, hogy
A + B-nek tetszdleges (U, V) (US A, VC B) 0-kérnyezetéhez van M-nek olyan W
0-kornyezete, amelyre W (U, V) teljesiil. A4 és B algebrai és topoldgiai értelemben
vett direkt Osszegét A @ B-vel jeldljiik.

Amit itt modulusokra elmondottunk, mindaz — mint mar megjegyeztiik —
érvényes kétoldali modulusokra, csoportokra és gyiiriikre egyardnt.

A 2,2. dllitds topoldgiai dltaldnositdsa a

3, 4. 4llitds. Ha R topolSgikus gylirti és I, , ..., I, R-nek olyan idedljai, melyekre
LNn.NIL=0&{N...NI_{,;}=R (=2, ..., r), akkor R algebrai és topoldgiai
értelemben izomorf az

R =R/I,&...&R/,
direkt Gsszeggel.

Bizonyitds. A 2, 2. dllitds szerint fenndll az izomorfia algebrai értelemben.
R-nek R/I;-re valé természetes homomorfizmusa, mint tudjuk, nyilt-folytonos
leképezés. Jeloljiik R-nek R’-re valé izomorfizmusdt @-vel, és tekintsilk R’-ben
0-nak egy U’ kornyezetét. Feltehets, hogy U=(U,, ..., U,), ahol U; R/I;-nek
0-kérnyezete. Vdlasszunk ezutdn R-ben egy olyan U 0-kdrnyezetet, amelyre teljestil
U+ LJLEU; (i=1,...,r). Ez r végessége miatt megtehetS. Ekkor U-ra teljesiil
o(U)S U’, tehat ¢ folytonos leképezés. Ha U R-nek tetszGleges O-kornyezete,
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akkor R'-nek U = (U+1L/I,,...,U+1LJI,) 0-kornyezetére nyilvdn teljesiil
e(U)2U", igy @ nyilt leképezés. Ezzel kimutattuk, hogy ¢ R-nek R’-re valé homeo-
morfizmusa. []

Gyakran eléfordulé fogalom lesz a tovabbiakban az inverz-limesz fogalma.
Ezt is csak R-modulusokra értelmezziik, de ugyanigy értelmezhetd kétoldali modu-
lusokra, csoportokra és gyliriikre is.

Tekintsiink egy I'={x, B, ...} irdnyitott halmazt. Topoldgikus R-modulusok
inverz rendszerén egy olyan Q rendszert értiink, amely M, (x€I') topoldgikus
R-modulusokbél és olyan 7§ (x> f) folytonos homomorfizmusokbét 4ll, amelyek
M-t Mj-ba képezik le, és amelyekre fenndll n§=rnfn§ (¢ >f=>7y). Az inverz-rend-
szerre haszndlni fogjuk az Q=[M,, nj] ]elolest

Az Q inverz-rendszer mverz-lzmeszen értjik a > M, Tyihonov-topoldgidval
acl

ellitott komplett direkt Osszegnek azt az M =_lim Q részmodulusdt, amelyet az
[xJ1=C(.., x,, ...) (nfx,=x5, a=f) alaku vektorok alkotnak. Ismeretes, hogy M
a komplett direkt 6sszegnek zdrt részmodulusa. Azt a =, folytonos homomorfizmust,
amely M-et M, -ba képezi le oly médon, hogy az (..., x,, ...) €M vektorhoz az
x, €M, elemet rendeli hozzd, M-nek M, -ra valé természetes homomorfizmusdnak
nevezziik.

Azt mondjuk, hogy az M, (x €I') R-modulusoknak Q =[M,, nj] inverz-rendszere
az Q,=[M,;, 05,] inverz-rendszerek direkt Osszege, ha M,= > M,, (2€I') és

A

05, pedig a n§ leképezésnek M, ;-ra valo korldtozdsdt jelenti. Azt a tényt, hogy Q
az Q,; inverz-rendszerek direkt 6sszege, Q= > Q,-val jeldljiik.
A

3,5. allitds. (ZELiNsky [35] Theorem 1). Ervényes az
dim > Q= 3 lim Q,
a A
izomorfia algebrai és topoldgiai értelemben.
Bizonyitds. lim Z‘ Q, elemei az A= Z’ 2’ M,; komplett direkt 6sszegnek
bizonyos elemei. Hasonloan B= Z 2 A-nak blzonyos elemei alkotjdk Z’ 11m Q,-t

Minthogy 4 és B algebrai és topolog1a1 értelemben izomorf, azért elegendo ki-
mutatni, hogy ennél az izomorfizmusndl > lim Q; lim > Q,-ra képez6dik le. B-nek
A T -~ 2

egy [x,,;] vektora akkor és csak akkor tartozik > lim Q-hoz, ha g§;x,;, =x;, teljesiil
A

minden A-ra és o > f-ra. Mdsrészt egy [x,;] € A vektor akkor és csak akkor tartozik
lim >’ Q,-hoz, ha nj[x,;]1=I[x,,] teljesiil minden A-ra. Ez viszont éppen azt jelenti,.
a3

hogy 0f;X.; =Xp; érvényes minden A-ra és o> f-ra. []
Gyliriik inverz-limeszére vonatkozoan sziikségiink lesz a

3,6. dllitdsra (ZeLINSKY [35] Lemma 3.). Radikdlgyiiriik inverz-limesze
is radikdlgy(rii.

Bizonyitds. Legyen R= lim[R,, 3], ahol az R,k radikalgyiiriik. Elegen~

dS kimutatni, hogy R-nek minden elemének van bal-kvdziinverze. Ha [x,]€R,.

MTA 111. Osztdly Koézleményei 16 (1966)




254 WIEGANDT R.

akkor a feltétel szerint minden x,nak van kvaziinverze, azaz létezik olyan egy-
értelmilen meghatdrozott y, € R, elem, amelyre fenndll y,-+x,+ y,x,=0. Vildgos,
hogy 7§y, =ys € Ry xg-nak bal-kvaziinverze, ezért [y,] € R [x,]-nak bal-kvdziinverze. []

Egy M R-modulust linedrisan topolégikusnak neveziink, ha van részmodulusok-
bél dlld bdzisfiltere. Mivel nyilt részmodulust tartalmazé részmodulusok nyiltak,
azért linedrisan topoldgikus R-modulusnak minden részmodulusbdl 4116 bdzis-
filtere nyilt részmodulusokbdl dll. Konny( ldtni, hogy ha egy M R-modulusban
kijeloljik részmodulusoknak egy U filterét, akkor U-t M bazisfilterének tekintve
M-ben egy olyan topoldgidt vezettiink be, amelyre nézve a miiveletek folytonosak is.

Madr LerscHETZ [17] konyvében szerepel a linedrisan kompakt. és lokdlisan
linedrisan kompakt vektortér fogalma. Egy M topoldgikus R-modulust linedrisan
kompaktnak neveziink, ha M linedrisan topoldgikus és AM-ben minden olyan F
filternek, amely zdrt részmodulusok szerinti mellékosztdlyokbdl dll, van érintkezési
pontja.

A linedrisan kompaktsdg feltétele a kompaktsdghoz képest egyfelsl erdsebb
kikotést tartalmaz, nevezetesen azt, hogy létezik részmodulusokbdl 4llo bazis-
filter, mdsfelGl kevesebbet tételez fel, amennyiben csak bizonyos F filterekrdl
koveteli meg (F =@ teljesiilését. Olyan R-modulusra, amely linedrisan kompakt,
de nem kompakt, példaként tekintsiink egy végtelen sok elemet tartalmazdé irredu-
cibilis R-modulust a diszkrét topologidban. Errdl nyilvdnvald, hogy linedrisan
kompakt, mdsrészt viszont nem lehet kompakt a diszkrét topoldgidban, mivel
végtelen sok elemet tartalmaz.

Lokdlisan linedrisan kompaktnak neveziink egy M R-modulust, ha M-nek van
olyan L0 nyilt részmodulusa, amely linedrisan kompakt.

Egy R gyiirit akkor tekintiink linedrisan kompaktnak, ha R, mint R-modulus
linedrisan kompakt. Rogton felmeriil a linedris kompaktsdg egy mdsik definicid-
jdnak a lehetdsége is: R-et akkor mondjuk idedlokra nézve linedrisan kompaktnak,
ha van idedlokbdl dllo bazisfiltere és minden zart idedlok szerinti mellékosztdlyok-
bél dlié filternek van érintkezési pontja. Madr itt megemlitjiltk, hogy ez a két értel-
mezés két kiilonbozd gylirliosztdlyt definidl (ldsd a 11. § (a) részét és a 11,3 példat).
Viszont k6z0s mederben tdrgyalhaté a két kiilonboz§ tipusi topologia vizsgdlata.
Ezt még nagyobb dltaldnossdggal a 4. §-ban fogjuk kifejteni.

Mivel a 7. §-ban alkalmazni fogjuk JACOBSON siriiségi tételét, ezért a teljesség
kedvéért kozoljik annak topoldgiai megfogalmazasit.

Jelsljon M egy irreducibilis R-modulust. Ismeretes, hogy M-nek R-rel fel-
cseréthet6 endomorfizmusai egy K ferdetestet alkotnak. M-nek, mint K feletti
vektortérnek R* teljes endomorfizmusgyiiriijében (vagy mds széval M linedris
transzformdcidinak a gyiir(ijében) bevezetiink egy linedris topoldgidt a kdvetkezd-
képpen: Tekintsiink véges sok x,, ..., x, M-beli elemet és ezekhez alkossuk meg
az

L=L(x{,..,x)={réR|rx,=...=rx,=0}

balidedlt. Az Ssszes ilyen L balidedl nyilvdn egy filtert alkot, és ezt tekintsik R*
bdzisfilterének. JacoBson siir{iségi tétele igy szdl:

3,7. tétel ([8] 31. oldal, Density Theorem for Irreducible Modules). R siiri
részgyiiriije az R* gyiiriinek.
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A 8. §-ban alokdlisan linedrisan kompakt primitiv gylriikrSl kimutatjuk, hogy
ezek éppen a minimdlis balidedllal rendelkez8 primitiv gylr{ik. Ez utdbbiaknak igen
szép leirasat adja JACOBSON struktira-tétele. A megfogalmazishoz bevezetjiik a véges
rangl linedris transzformadcié fogalmat. Egy vektortér ¢ linedris transzformdcidjdt
véges rangunak nevezziik, ha Im ¢ véges dimenzids vektortér.

3,8. tétel ([8] 75. oldal, Structure Theorem (1) és (2) része). Egy R gyiiri
akkor és csak akkor minimdlis balidedlt tartalmazo primitiv gyiirii, ha R egy ferdetest
Sfeletti vektortér teljes endomorfizmus-gyiiriljének olyan stiril részgyiiriije, amely tar-
talmaz véges rangu linedris transzformdcior.

A 2,7. definicionak megfelelGen bevezetjiik a topologikusan egyszerli gyiirii
fogalmat.

3,9. definicié. Egy R topoldgikus gylir(it topoldgikusan egyszeriinek neve-
ziink, ha csak trividlis zart idedljai vannak és radikalja 0.

E szerint tehdt egy topoldgikusan egyszer(i gylirli mindig féligegyszerti.

Végiil ismertetjik idedlok transzfinit nilpotencidjdnak a fogalmdt. Az itt ismer-
tetett definicié a nilpotencidnak LEpTINtS] [18] szdrmazé dltaldnositdasa. A 1. rész-
ben tulajdonképpen a transzfinit nilpotens gyliriiket vizsgdljuk, és blzonyos topodlo-
gikus feltételek mellett ezek éppen a radikdlgyiiriik lesznek.

Tekintslink egy R topoldgikus gyiiriit és R-ben egy A idedlt. Definidljuk R-ben
az A, és A idedlokat a kovetkez8 mddon. Legyen
a

Ado=A A=A
0

Ays1=A,4 A =4-4
+1 "o

=

A, =4, A= ﬂ A, ha i limeszszdm.
H<A A A<ip

Ilyen médon idedloknak két leszalld ldncdhoz jutunk. Legyen { egy olyan rogzitett

rendszam, hogy a ndla kisebb rendszamok szdmossdga nagyobb legyen R szdmos-

sdgdndl. Ekkor létezik egy olyan o <{ rendszam, amelyre 4,=A4, minden p=>«

rendszdmra, igy fenndll 4, = A, is. Hasonl6an teljesiilnie kell A A nek is minden

u=>{-ra. Vezessiik be az 4, =4, és A A jelolést. A, és A olyan zart idedl, amelyre
teljesiil

A*‘A = A*, A A = A
* % *
Az A idedlt transzfinit r-nilpotensnek nevezzik, ha A4,=0, és transzfinit nilpotens-
nek, ha 4 =0. A transzfinit jelz6t el fogjuk hagyni és réviden r-nilpotens és t-nilpotens
*
idedlokrodl beszéliink. Minthogy 4 < A4,, azért egy r-nilpotens idedl mindig f-nil-
*

potens is. Leggyakrabban azzal az esettel lesz dolgunk, amikor R=A4, ilyenkor
a gylrlit r-nilpotensnek, illetve #-nilpotensnek nevezziik, ha R, =0, illetdleg R=0.
*

Ezeket a fogalmakat minden gyliriiben értelmezhetjiik, mert a diszkrét toyo-
16gidban valamennyi gylir{i topoldgikus gyfiri.
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4. §. Linearisan kompakt modulusok topologiai tulajdonsagai

Ebben a §-ban célunk a linedrisan kompakt topoldgidnak dltaldnositdsa,
és ennek az dltaldnositott fogalomnak topoldgiai vizsgdlata.

Tekintsiink e végbdl egy R gylri feletti M balmodulust, és tegyik fel, hogy
M-nek van egy S jobboperatortartomdnya, amelynek elemei R elemeivel felcserél-
het§ operatorok, azaz barmely r€ R és s€ S operdtor esetén teljesiil (rm)s=r(ms)
minden m € M elemre. Vizsgdlatainkban az S operdtortartomdnyra nézve a kovetkezd
specidlis esetek fognak fellépni:

a) S az iires halmaz, azaz M csupan R-modulus.

b) S=R. Ez a helyzet 4ll el§, ha M az R gyliriinek idedlja, homomorf képe,
vagy ilyenek a direkt Osszegei.

c) S ferdetest, M az S ferdetest feletti vektortér, és R M linedris transz-
formdcidinak egy gyiirije.

4, 1. definicié. Az M topologikus (R, S)-modulus topoldgidjat /linedris-
nak nevezziik, ha van kétoldali részmodulusokbdl allé bazisfiltere.

4,2. definicié. Az M (R, S)-modulust linedrisan kompaktnak nevezzik,
ha topoldgidja linedris és minden olyan filternek, amely zart kétoldali részmodulusok
szerinti mellékosztdlyokbdl dll, van érintkezési pontja.

rr o1

Tekintsiink egy R topoldgikus gylirlit, mint 6nmaga feletti balmodulust és
mint az Ures halmaz feletti jobbmodulust. A 4, 2. definicid most gyiirli linedris
kompaktsdgdnak a szokdsos definicidjdt adja. Ha viszont R-et, mint (R, R)-modulust
tekintjiik, akkor a 4, 1. definicidéban az el6z6khoz képest er@sebb kikotéssel éliink,
nevezetesen azzal, hogy R-nek létezzék idedlokbol dllé bazisfiltere. Ezzel szemben
most kevesebb filtertdl kivdnjuk meg azt, hogy legyen érintkezési pontja. Ha R-ben
ilyen értelemben teljesiilnek a 4, 2. definicidé feltételei, akkor azt mondjuk, hogy
R idedlokra nézve linedrisan kompakt. Késébb litni fogjuk, hogy a linedrisan kom-
pakt gylirlik osztdlya kiilonboézik az idedlokra nézve linedrisan kompakt gyfiriik

osztalyatol.

A lineédris kompaktsig fogalmat még altalinosabban is definialhatnank oly médon, hogy

M modulushoz hozzdrendeljilk additiv részcsoportjainak egy Zar rendszerét, ugy hogy teljesiiljenek
az alabbi feltételek:

1. M¢ g—M;
2. ha G1S...SGS... Tm-beli részcsoportok névekvd lanca, akkor |JGa€ Tar;

3. ha G, HeIu akkor GNHe¢ T ;

4. ha ¢ olyan folytonos homomorfizmus, amelyre Ker ¢¢ Znm, akkor 7 1me=9(Im), ahol
0(T ) jelenti a p(A4) (A€ Tn) részcsoportok halmazat;

5. Tuwon=Iu®T n, ahol T ® T ~ jelenti M@ N-nek AD B(A€ T m, Be  n) alaki rész-
csoportjainak a halmazat.

Egy M modulust J -re vonatkozéan linedrisan topolégikusnak neveziink, ha van Zm-beli
részcsoportokbdl allo kérnyezetbazisa. Azt mondjuk, hogy M Z -re vonatkozoéan linedrisan kom-
pakt, ha 9 -re vonatkozdan linedrisan topoldgikus és minden Ju-beli zart részcsoportok szerinti
mellékosztalyokbol allé F filtere {F=0.

Jelentse T ar egy M (R, S)-modulus 6sszes részmodulusat. Most teljesiilnek az 1—S5. feltételek,
és ebben az esetben éppen a 4, 1, és 4, 2. definiciot kapjuk.
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Erdekes lenne vizsgalni a linearis kompaktsagnak azt a gyiiriieiméleti esetét, amikor  x jelenti
a gyir{i kvaziidealjainak a halmazat, és a gylir(i erre a tulajdonsidgra nézve linearisan kompakt.

A kovetkezo tételek bizonyithatok lennének csupan az 1—5. axidmak felhasznalasival, ez
azonban a targyaldst nehézkessé tenné. Minthogy vizsgidlatainkban csak a 4, 2. definicid specialis
escteire lesz sziikség, azért a tételeket ennek megfelelden mondjuk ki és bizonyitjuk be.

BeBizonyitunk néhdany alapvet$ tételt a linedrisan kompakt kétoldali modulu-
sokra vonatkozdan. Ezek a tételek ZeLiNsKY [35], [36] és LeEpTiN [18] dltal balmodu-
lusokra bizonyitott tételek dltaldnositdsai, teljesen analdg bizonyitdsokkal. A tel-
jesség kedvéért kozoljiik a bizonyitdsokat.

Mivel minden nyilt részmodulus egyittal zdrt is, azért a 4, 2. definici6 alapjan
kozvetlentil adddik, hogy egy linedrisan kompakt (R, S)-modulusban minden
Cauchy-filternek van érintkezési pontja. Ezért érvényes a

4,3. 4llitas. Minden linearisan kompakt (R, S)-modulus teljes.

4,4. allitds. Ha egy M modulus topolégidja linedris és a zdrt kétoldali rész-
modulusokra teljesiil a minimumfeltétel, akkor M diszkrét és linedrisan kompakt.

Mivel minden nyilt részmodulus egyuttal zdrt is, azért M bdzisfiltere tartalmaz
minimdlis kétoldali részmodulust. M Hausdorff-tér, ez csak tigy lehetséges, ha
0 nyilt részmodulus, vagyis M diszkrét.

Legyen F={a, + V,} egy zdrt kétoldali részmodulusok szerinti mellékosztdlyok-
bal 4il6 filter, ahol V, jeldli a széban forgd részmodulusokat. A feltétel szerint a
V,-k ko6zott van minimadlis, legyen ez V, . Ekkor fenndll @ =a, + V, S\{F. []

A 4, 4. dllitas azt mutatja, hogy a linedrisan kompaktsdg feltétele dltaldnositdsa
a minimumfeltételnek.

4,5. 4llitds. Az M linedrisan kompakt (R, S)-modulusnak bdrmely G zdrt
kétoldali részmodulusa linedrisan kompakt.

Ha U={U,} M-pek részmodulusokbdl &ll6 bdzisfiltere, akkor vildgos, hogy
V={U,;, NG} G-nek részmodulusokbdl 41l bdzisfiltere. Az M &ltal indukdlt topo-
I6gia tehat linedris. A tovabbi dllitds nyilvdnvald. []

4,6. dllitds. Ha az M (R, S)-modulus linedrisan topolégikus, akkor bdrmely
N linedrisan kompakt részmodulusa zdrt.

Legyen a¢N tetsz8leges pont és jelolje U={U,} M-nek részmodulusokbdl
allé bdzisfilterét. Ekkor g-nak minden a+ U, kdrnyezete tartalmaz N-beli elemet,
tehdt (a+ U;) N N nem lires és igy az F = {(a+ U,;) N\ N} halmaz filtert alkot. Jeloljon
a, egy, a tovdbbiakban rogzitett elemet (a+ U,) N N-b8l és b,(€(a+ U,) N N) egy
tovdbbi elemet. Mindenek el6tt vildgos

a,+(U,NN)S(@+U)NN.
Mivel b, —a, € U, (1N, azért b,ca,+(U,NN), tehdt
a;+U,NN)2(a,+U;)NN

is fenndll. E két tartalmazds azt mutatja, hogy az F filter elemei N-ben zdrt rész-
halmazok szerinti mellékosztdlyok. Igy N linedris kompaktsdga miatt |F=O.
De mivel U badzisfilter, ezért ez csak ugy lehetséges, ha a€}F, amibdl a€ N kovet-
kezik. N tehdt valoban zairt. []
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4,7. allitas. Jeldlje ¢ az M linedrisan kompakt (R, S)-modulusnak az N
linedrisan topologikus (R, S)-modulusba valo folytonos homomorfizmusdt. Ekkor
Im ¢ linedrisan kompakt modulus.

Mivel Im ¢ N-nek részmodulusa, azért Im @-ben az N dltal indukdlt topoldgia
nyilvan linedris.

Tekintsiink ezutdn egy olyan F*={F,} filtert Im @-ben, amelynek elemei
zdrt részmodulusok szerinti mellékosztdlyok. A ¢ leképezés folytonossdga miatt
F={p~1(F;)} zdrt részmodulusok szerinti mellékosztdlyokbdl &llo filter, ezért
a feltétel szerint F 0, kovetkezbleg 0 = o({F) S (F*. []

4,8. dllitds. Legyen A és B az M linedrisan kompakt (R, S)-modulusnak
zart kétoldali részmodulusa. Ekkor az A és B dltal algebrailag generdit {4, B} rész-
modulus zdrt M-ben.

Legyen ¢ az M-nek M/A-ra vald természetes homomorfizmusa. Tekintsiik
M/[A-nak egy V= {V,}részmodulusokbdl all6 bazisfilterét. W= {¥; No(B)} p(B) (S
C M/A)-nak bazisfiltere. Nyilvdnvald, hogy W elemei kétoldali részmodulusok és
igy @(B)-ben a topologia linedris. A 4, 5. dllitds miatt B linedrisan kompakt, ezért
a 4, 7. allitds kovetkeztében ¢@(B) is linedrisan kompakt. Igy a 4, 6. allitds szerint
@(B) zdrt M[A-ban, ¢ folytonossdga miatt pedig ¢~ '(¢(B))={A, B} M-nek zart
részmodulusa. [] .

4,9. 4llitds. Legyen N zdrt kétoldali részmodulus az M linedrisan topolo-
gikus (R, S)-modulusban. Ha N és M|N linedrisan kompakt modulusok. akkor M is
linedrisan kompakt.

Jeldlje @ M-nek M/N-re valo természetes homomorfizmusdt és legyen F={F,}
M-ben egy zdart részmodulusok szerinti mellékosztdiyokbol 4llé filter. Ekkor
o(F)={p(F;)} M/|N-ben zdrt részmodulusok szerinti mellékosztdlyokbdl all6
filter, és igy a feltétel szerint van olyan x€ M elem, amelyre ¢(x) € }@(F) teljesiil.
KovetkezSleg x€ N(F;+ N) és igy minden /-hoz van olyan f; € F, elem, amelyre
fi—x€N érvényes. Ezért E={(F, —x)(A N} nem dires, zdrt részmodulusok szerinti
mellékosztdlyokbdl all6 filter N-ben. A feltétel szerint van olyan y 2 N elem, amelyre
y€E. Ekkor nyilvdnvald, hogy fenndll x+y<c{F. [}

Emlékeztetiink arra, hogy egy M (R. S)-modulus talpan a minimalis kétoldali
részmodulusok dltat algebrailag generalt B részmodulust értjiik, illetve a 0 modulust,
amennyiben M-nek nincs minimdlis részmodulusa.

4,10. 4dllitds. Egy M diszkrét linedrisan kompakt (R, S)-modulus talpa
véges sok minimdlis részmodulus direkt dsszege.

Tegyiik fel, hogy az A,, ..., A, minimdlis kétoldal részmodulusok dltal gene-
rilt B, részmodulus ezeknek a direkt Gsszege, B,=4A, +... +A4,. Ha B, tartalmazza
M 6sszes minimadlis kétoldali részmodulusat, akkor készen vagyunk. Ha Iétezik
egy A,,, minimdlis kétoldali részmodulus, amely nincs benne B,-ben, akkor
A, 1N B,=0¢és B,,, =B,+ A4,,, direkt 6sszeg. Folytassuk ezt az eljdrdst €s tegylik
fel, hogy nem szakad meg véges sok Iépésben. Legyen B=A;+ A, +... az A-ik
diszkrét direkt Osszege. Tekintsilk minden n természetes szdmhoz az U,=A,,, +
+ A, .5+ ... részmodulust. Vdlasszunk ki minden A;-bdl egy x;:20 elemet. Ekkor
az F={x,+... +x,+ U,} halmaz nyilvdn filtert alkot és mivel M diszkrét, azért

MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1966)



VIZSGALATOK A LINEARISAN KOMPAKT GYURUK ELMELETEBEN, 1. 259

zart részmodulusok szerinti mellékosztalyokbol alié filterrdl van szé. M linedrisan
kompakt volta miatt a 4, 5. allitds kovetkeztében B is linedrisan kompakt, ezért
fenndll x; +x,+ ... S}F S B. Mdsrészt B elemei csak véges sok nulldtdl kiilléonb6zé
komponenst tartalmazhatnak, igy ellentmondadshoz jutottunk. [

4,11. allitds. Legyenek M,, ..., M,, ... linedrisan kompakt (R, S)-modulusok.
Ekkor az M= S"’M komplett direkt bsszeg a T Yihonov-féle topolégidban linedrisan

kompakt.

Nyilvanvals, hogy M a Tyihonov-topolégidban linedrisan topoldégikus. Arra
vonatkozéan, hogy M linedrisan kompakt is, a tankdnyvekre hivatkozunk (BOURBAKI
[2] 1. 10. § 3. tétel, LerscHETZ [17] (1. 24, 1)).

4,12. allitds. Ha Q=[M,, nj} linedrisan kompakt (R, S)-modulusok inverz-
rendszere, akkor M= lim Q is linedrisan kompakt.

Ismeretes ([17] (1. 38, 2)), hogy ha U, = {U,;} M,-nak kétoldali részmodulusokbdl
allo bazisfiltere, akkor a

Vzl:{xeMinaxé Uzi.}

halmazok M-nek egy részmodulusokbol alld bazisfilterét alkotja. M-ben tehdt
a topolodgia linedris.
LerscHETZ [17] (I. 38, 3) szerint M zdrt részhalmaza a > M, komplett direkt

osszegnek, amely a 4, 11. allitds szerint linedrisan kompakt. Alkalmazva a 4, 5. dlli-
tast, azt nyerjiik, hogy M is linedrisan kompakt. [}

Legyen M egy linedrisan topologikus (R, S)-modulus, és tekintsiik M-nek
egy részmodulusokbdl dllo6 U={U,} bazisfilterét. Jelslje n, M-nek M,=M|U, ra
valé természetes homomorfizmusdt. Mivel U, nyilt, azért M/U, a =, dltal indukalt
topoléuieiban diszkrét (R, S)-modulus. Definidljunk az indexek kozott egy részben-
rendezést ugy, hogy a = f akkor és csak akkor élljon fenn, ha U, UB és tekintslik
minden o> f indexpdrra a n§=mgn, ' leképezését. Vildgos, hogy ny éppen M, -nak
Mg-ra valo természetes homomorfizmusa. Az Q=[M,, nj] rendszer (R, S) -mo-
dulusoknak egy inverz-rendszerét alkotja.

4,13. allitas. A fenti jelolések mellett, ha M teljes, akkor algebrailag és
topoldgiailag izomorf lim Q-val.

A o(x)=(..., X, ...) (X€EM, x, € M,) leképezések M-nek lim Q-ba valé homo-
morfizmusa. A ¢ leképezés egy-egyértelmii is, mert ¢(x)=0-bdl \*EﬂU =0 kovet-

kezik. ¢ M-et lim Q-ra képezi le, mert ha (..., y,, ...)€ llm Q (yaeM) akkor
valasszuk az x, (EM) elemet gy, hogy n,x,=y, fennalljon Tekintsiik M-ben
a C={x, —+—U} filtert. Mivel U={U,} bazxsﬁlter ezért C Cauchy-filter, és igy
M teljessége miatt 1étezik egy (és csakis egy) x€4C elem. Erre az x-re pedig érvé-
nyes @(x) = (..., ¥y, ...). A @ leképezés az U -t éppen V, = {(..., y,...) € lim Q |y,=0}-
ba viszi. Mivel minden M, diszkrét, azért V={V,} lim Q-nak badzisfiltere. ¢ tehdt
az U bazisfiltert egy-egyértelmiien a V bdzisfilterre képezi le, ezért mindkét irdny-
ban folytonos. []
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4,14. allitds. Ha M az M topolégikus (R, S)-modulus teljes burka és U ={U,}
M-nek részmodulusokbol dll6 bdzisfiltere, akkor M algebrailag és topoldgiailag
izomorf lim [M/U,, ng]-val.

Jelslje U az U részmodulus lezdrtjdt Af-ban. Vildgos, hogy U={U,} M-nak
részmodulusokbdl dllo bazisfiltere. A 4, 13. dllitds kovetkeztében elegendd kimu-
tatnunk, hogy fenndll az /U= M|U izomorfia tetsz8leges U nyilt részmodulus
esetén.

Egy U részmodulus lezdrtja M-ben nyilvdan I N\ M. Mivel U nyilt és igy zdrt is,
azért U=U N M. Ezért minden r+ U (€ M/U) mellékosztdly, mint halmaz, benne
van egy olyan F+UT ( EM/U) mellekosztalyban amely tartalmaz M-beli elemet.
Mdsrészt U nyilt, M pedig M-nak siir{i részhalmaza, ezért minden 7+ U mellék-
osztdly tartalmaz egy r+ U mellékosztdlyt. Ha viszont r+ U, s+ U €7+ U, akkor
r+0=5s+0 é r—scUNM=U, tehdt r+U=s+U. Igy minden #+ T mellék-
osztdly egy és csakis egy r + U mellékosztdlyt tartalmaz, tehit valéban M0 =~ M/U.|]

4,15. allitds. Legyen M linedrisan kompakt (R, S)-modulus a © topoligidban.
Létezik olyan t(=7) topoligia, amelyben M linedrisan kompakt, és M-nek minden
t(=1) linedrisan kompakt topolégidjdra 1v" =t* érvényes. M-nek t-zdrt kétoldali rész-
modulusai t*-zdrtak is. A v* topolégiat jellemzi az a tulajdonsdg, hogy benne minden
olyan zdrt kétoldali részmodulusokbdl dllo A filter, amelyre \A =0, 0-hoz konvergdl,
vagyis lim A =0.

Legyen U M nyilt kétoldali részmodulusainak a halmaza a t topoldgidban.
Ha UcU és x¢ U, akkor a Kuratowski—Zorn lemma szerint van olyan maximalis
U* kétoldali részmodulus, amely tartalmazza U-t, de nem tartalmazza x-ct. Jelolje
(x) az Osszes x-et tartalmazd kétoldali részmodulus metszetét. Ha B egy U*-ot
valdodi médon tartalmazé kétoldali részmodulus, akkor (x)+ U*< B. Ezért (x) 4 U*
minimdlis U*-ot valédi médon tartalmazé kétoldali részmodulus. Alkossuk meg
az Osszes U* dltal generdlt U* filtert. Mivel minden U<U bizonyos U*( € U*)-ok
metszete, azért U bazisfilter volta miatt {U*=0. Valasszuk U*-ot M-ben a v* topo-
16gia bazisfilterének. Vildgos, hogy M ebben a topoldgidban linedrisan topoldgikus.
Az is vildgos, hogy t* t-ndl durvdbb topoldgia. Ha C M-nek t-zdrt kétoldali rész-
modulusa, akkor kénnyii ldtni, hogy C eldéllithatd U-beli részmodulusok metszete-
ként. Ugyanis ha x¢ C, akkor az M tér regularitdsa miatt van olyan U €U részmo-
dulus, hogy x¢C+ U. Kovetkezbleg C= [] (C+ U). Mivel U-val egyiitt C+ U

UeU

is nyilt kétoldali részmodulus, azért C+ U €U és C valdban elgdll a kivdnt metszet-
ként. Mivel minden U-beli részmodulus el§dll U*-beli részmodulusok metszeteként,
azért C is elall U*-beli részmodulusok metszeteként. Ebbdl kévetkezik, hogy C
a t* topoldgidban is zdrt. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy egy F filterre,amely zdrt
részmodulusok szerinti mellékosztdlyokbol dll, {F mind a 7, mind a t* topologid-
ban ugyanazt jelenti, ezért M a t* topoldgidban is linedrisan kompakt.

Most kimutatjuk, hogy bdarmely A zdrt kétoldali részmodulusbél dllo filterre
a 7* topoldgidban A =0-b6l lim A =0 kovetkezik. Legyen U* az U* bdzisfilternek
egy eleme. Az elGz8ek alapjan U* elGdll véges sok olyan UF (€U*) részmodulus
metszeteként, amelyekhez egyetlen minimadlis, Gket tartalmazé C; kétoldali rész-

modulus tartozik. Tekintsik az [) (4 + UF) metszetet. Ha x¢ [ (4 + U%), akkor
ACA AEA
x eleme egy u;+A4 (u;€UF) mellékosztdlynak. Mivel x+A=u,+ A, és igy
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W, +~ A NUF=(x+A)NUFK, azért
x+ANUF=w;+ADNUF=u;+(A+ UH

érvényes. fgy D={(x +A)NUf}aca Uf-ban zdrt kétoldali részmodulusok szerinti
mellékosztdlyokbol 416 filter. Minthogy U} nyilt és igy zdrt is, azért a 4, 5. dllitds
szerint linedrisan kompakt, tehdt van olyan uy€ U} elem, amelyre u,€iD=
= ﬂ (x +A) N UE. EbbSlu, € x + A kdvetkezik minden 4 € A-ra,azazx —uy € {) A =0,

A€A
és 1gy x € U¥. Tehdt érvényes a ﬂ (A + UF)S UF tartalmazds. Madsrészt vildgos,

hogy érvényes a forditott irdnyt tartalmazas is, ezért ﬂ (A+UH=UE~
Ha minden A€A-ra -4+ Uf Uy éllna fenn, akkor ebbdl C;& ﬂ (A+UH=

= U¥c C, kdvetkezne, ami ellentmondas. Ezért valamilyen A-ra érvényes A + Uf =U¥,
azaz AS U,-*. Vilasszuk ezutdn 4y( € A)-t ugy, hogy A4, legyen benne minden U,-*-hoz
tartozé A-ban. Az Uf-ok véges szama miatt ilyen A4, létezik. Ekkor fenndll

Aogﬂ Uf = U*, tehdt valdban lim A=0.

i=1

Legyen most " a t-ndl durvdbb linedrisan kompakt topoldgia, és U” 7’-nek
egy részmodulusokbdl 4116 bdzisfiltere. U’ elemei nyilvdn t-zdrtak is, és igy az el6z8ek
szerint t*zdrtak is. Ezért (U =0-bdl a t*topolégidban lim U =0 kévetkezik,
azaz U =1%

Legyen t, olyan t-ndl durvabb linedrisan kompakt topoldgia, amelyben minden
A z4rt kétoldali részmodulusokbdl 4116 filter esetén (A =0-bdl lim A =0 kovetkezik.
Ha U* jeloli a t* topoldgidnak egy kétoldali részmodulusokbdl 4ll6 bdzisfilterét,
akkor ennek elemei nyilvdn 7,-zdrtak, és ;U* =0 miatt 7,-ben lim U*=0 érvényes,
vagyis t*=1,.{]

4,16. 4llitds. Legyen N az M linedrisan kompakt (R, S)-modulusnak zdrt
kétoldali részmodulusa. M legdurvdabb linedrisan kompakt topolégidja N-ben leg-
durvabb linedrisan kompakt topolégidt indukdl.

Ha ugyanis A olyan zdrt kétoldali részmodulusokbdl &llo filter, amelyre érvé-
nyes |A =0, akkor M legdurvdbb topoldgidjdban lim A =0, és igy az indukdlt
topoldgidban is hasonld igaz. Ezért a 4, 15. dllitds szerint ez legdurvabb linedrisan
kompakt topoldgia. ]

4,17. 4llitds. Legyen ¢ az M linedrisan kompakt (R, S)-modulusnak az N
linedrisan kompakt (R, S)-modulusba valé folytonos homomorfizmusa. Tegyiik fel,
hogy N-ben a topoldgia a legdurvabb linedrisan kompakt topoldgia. ¢ M legdurvdbb
¢ linedrisan kompakt topoldgidjira nézve is folytonos.

A 4, 16. dllitds szerint Im @-ben a topoldgia a legdurvabb linedrisan kompakt
topoldgia. Elegendd azt kimutatnunk, hogy ha V'S Im ¢ nyilt kétoldali részmodulus,
akkor U=¢~Y(V) is nyilt M-ben a t* topoldgia szerint.

Vildgos, hogy U t-nyilt kétoldali részmodulus. A 4, 15. dllitds szerint U t*-zdrt
is. Mivel algebrai értelemben érvényes az M/U=Im ¢/V izomorfia és V a feltétel
szerint véges sok olyan V;SIm ¢ nyilt kétoldali részmodulus metszete, amelyek-
hez van minimdlis Sket tartalmazé kétoldali részmodulus, azért hasonlé igaz
U-ra is, kovetkezbleg U t*-nyilt. []
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Az aldbbi definicid és a kdvetkezd tételek szintén LEPTIN [18] és [19] dolgozata
alapjdn jottek létre. Igen fontosnak bizonyul a tovdbbiakban a kévetkez6

4,18. definicio. Az M (R, S)-modulust sziikebb értelemben linedrisan kom-
paktnak nevezziik, ha M linedrisan kompakt és minden nyilt kétoldali részmodulusihoz
létezik minimdlis, 6t valédi mddon tartalmazo kétoldali részmodulusa.

Vizsgdlatainkban a sz{ikebb értelemben linedrisan kompakt modulusoknak
két specidlis esete fog szerepelni. Az egyik az S=0 eset, ekkor a LEpTiN 4dltal be-
vezetett és vizsgdlt szlikebb értelemben linedrisan kompakt modulusokat kapjuk.
Ezeket a modulusokat L-kompakt modulusoknak fogjuk nevezni. A mdsik fontos
eset az S= R esethez tartozik; ebben az esetben réviden K-kompakt modulusokrol
fogunk beszélni.

Egy R gyiiriit L-kompaktnak, illetve K-kompaktnak neveziink, ha mint R-modulus,
illetve (R, R)-modulus L-kompakt, illetve K-kompakt.

A sziikebb értelemben linedrisan kompakt (R, S)-modulusok t&bbféleképpen
jellemezhet8k. Ldtni fogjuk, hogy egy szilikebb értelemben linedrisan kompakt
modulusban a topoldgia mindig a legdurvdbb. Nem igaz azonban a megforditas,
vagyis egy linedrisan kompakt modulus a legdurvdbb linedrisan kompakt topolo-
gidban nem sziikségképpen sziikebb értelemben linedrisan kompakt. (Erre vonat-
kozodan LepTiN [18] 248. oldaldra utalunk.)

4,19. allitds. Egy M (R, S)-modulusra a kivetkezé dllitdsok ekvivalensek:
() M sziikebb értelemben linedrisan kompakt;
(1) M topoligidja teljes és kielégiti az aldbbi feltételek valamelyikét:

(i) M-nek bdarmely olyan ¢ folytonos homomorfizmusa, amelyre Im ¢ Hnedrisan
topologikus, nyilt;

(i) M-nek bdarmely olyan ¢ folytonos homomorfizmmusa, amelyre Im ¢ linedrisan
topolégikus, olyan, hogy Im ¢@-ben a topolégia a legdurvdbb linedris topolégia;

(iii) M-nek bdrmely nyilt U kétoldali részinodulusa szerinti faktormodulusdban
teljesiil a kétoldali részmodulusok minimumfeltétele;

(111) M olyan [M,, nf] rendszer inverz-limesze, amelyben az M-k diszkrétek és
eleget tesznek a kétoldali részmodulusok minimumfeltételének.

Elgszor kimutatjuk, hogy az (I) feltételb8l kovetkezik a (I1) feltétel (i) pontja.
A 4, 3. dllitas alapjan vildgos, hogy M teljes. Tekintsik M-nek egy ¢ folytonos
homomorfizmusat és tegyiik fel, hogy Im ¢ linedrisan topologikus. Azt kell kimutat-
nunk, hogy barmely US M nyilt kétoldali részmodulus U’ =¢@(U) képe nyilt két-
oldali részmodulus. Az vildgos, hogy U’ Im g-nek kétoldali részmodulusa. Mivel
Ime topoldgidja linedris, azért a 4,7. dllitds kovetkeztében Ime linedrisan
kompakt. Minthogy U’ a4, 7. dllitds szerint szintén linedrisan kompakt, ezért a
4, 6. allitds miatt U’ zdrt. Tekintsiik ezutdn az N=M/U és N'=1Im /U’ faktor-
modulusokat. Minthogy U’=¢@(U+Ker ¢), azért feltehetd, hogy Ker o &S U.
Ezért ¢ N-nek N’-re vald folytonos izomorfizmusdt indukdlja. U nyilt évén N
diszkrét és M sziikebb értelemben vett linedris kompaktsdga miatt N-nek barmely
kétoldali részmodulusdhoz létezik minimadlis 6t tartalmazo kétoldali részmodulus.
Az el6bbi izomorfia miatt hasonlé dllitds érvényes N’-ben is.
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A 4, 10. dllitds szerint N-nek B talpa véges sok minimalis kétoldali részmodulus
direkt Gsszege. Ezért N’-nek B’ talpa szintén ilyen. lgy B’-ben teljesiil a kétoldali
részmodulusok minimumfeltétele. Ennek folytin B’-ben, mint N’ alterében, a
topoldgia a 4, 4. allitas kovetkeztében diszkrét. Kovetkezdleg 0 nyilt részmodulus
B’-ben. Ezért létezik N’-nek olyan A" nyilt kétoldali részmodulusa, amelyre fennall
A’ B’=0. Az dllitds bizonyitdsdhoz elegend6 kimutatnunk, hogy A" =0, mert
ekkor N’ diszkrét és igy U’ nyilt Im @-ben. Tegyiik fel az ellenkezGjét, azaz legyen
A" #0. A Kuratowski—Zorn lemma alkalmazdsaval vélasszunk A’-héz olyan C’
kétoldali részmodulust N’-ben, amely maximdlis az 4" C"=0 tulajdonsdgra nézve.
Az el8z6 bekezdés vége szerint C’-hoz 1étezik olyan D’ kétoldali részmodulus, amely
minimélis a C’-t tartalmazo kétoldali részmodulusok kozott. C” vdlasztdsa miatt
fenndll 4" (\D"=0. Mivel érvényes az

A'ﬂD.':A'ﬂD'/A'ﬂC'E{A'ﬂD', C/}/C/ED//C/

izomorfia és D’/C’ minimalis kétoldali részmodulus N’/C’-ben, azért A" (D" is
minimalis kétoldali részmodulus N’-ben. Ezért fenndll 0=A4"(1D'S B, amibdl
viszont A"\ B’ #0 kovetkezik, ellentmonddsban A’ valasztdsdval.

Most kimutatjuk, hogy az (i) feltételb8l kovetkezik az (ii) feltétel teljestilése.
Legyen Im ¢-ben a topoldgia t és legyen 1, =1 Im @-nek egy linedris topoldgidja.
Ha V 1,-nyilt részmodulus, akkor 7, =71 miatt t-nyilt is, és ¢ folytonossaga miatt
o~ Y(V) nyilt M-ben. ¢ tehdt a 7, topolégidval elldtott Im @-re valé folytonos
homomorfizmus. Ezért az (i) feltétel szerint ¢ nyilt. Ha most U Im ¢-nek egy tet-
szBleges t-nyilt részmodulusa, akkor @~ Y(U) is nyilt és létezik olyan U; t,-nyilt
kétoldali részmodulus, hogy fenndll U2 U, . Igy tehdt =1, is érvényes.

Az (i) feltételbdl kovetkezik az (iii) feltétel. Tekintsiik ugyanis M/U-ban két-
oldali részmodulusoknak egy ¥,DV,D... leszdllé ldncdt, amelyre NV,=0.
V={V,} M/U-ban egy linedris 7, topoldgidt definidl. Tekintsiik ezutdn M/U-ban
az M éltal indukdlt t topoldgidt. Ez diszkrét és az (ii) feltétel szerint a legdurvdbb
linedris topoldgia. Ezért fenndll t, =<, vagyis t, is diszkrét. Ez viszont csak fgy
lehetséges, ha valamelyik véges k indexre ¥V, =0. Ezzel kimutattuk a minimumfeltétel
teljesiilését. :

Teljesiiljon az (iii) feltétel, és jelolje U= {U} M-nek egy kétoldali részmodulu-
sokbdl dll6 bdzisfilterét. Mivel M teljes, azért a 4, 13. dllitds szerint M elGdllithaté
az M|U (UeU) faktormodulusok dltal alkotott inverz-rendszer limeszeként. Az
trividlis, hogy minden M/U faktormodulus diszkrét és eleget tesz a kétoldali rész-
modulusok minimumfeltételének.

Ha az M modulus eleget tesz a (III) feltételnek, azaz M :Em [M,, nj], akkor,
mivel a 4, 4. dllitds szerint minden M, linedrisan kompakt, alkalmazhaté a 4, 12.
dllitds, és igy M is linedrisan kompakt. Mivel minden M -nak van minimdlis két-
oldali részmodulusa, azért vildgos, hogy M sziikebb értelemben linedrisan kompakt. []

4,20. allitas. Egy M szitkebb értelemben linedrisan kompakt (R, S)-modulus
minden G zdrt kétoldali részmodulusa is sziikebb értelemben linedrisan kompakt.

G-nek minden V nyilt kétoldali részmodulusa el@dllithatd G N U alakban,
ahol U M-nek nyilt kétoldali részmodulusa. A

GIV={G, UYJUS MJU
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izomorfia miatt G/V-ben teljesiil a kétoldali részmodulusok minimumfeltétele.
Maisrészt G a 4, 5. 4llitds szerint linedrisan kompakt €s igy a 4, 3. dllitds szerint
teljes is. Ezért G a 4, 19. dllitds (II) (iii) feltétele szerint valoban sziikebb értelemben
linedrisan kompakt. []

4,21. 4allitas. Jelolje ¢ az M sziikebb értelemben linedrisan kompakt (R, S)-
modulusnak az N linedrisan topoldgikus (R, S)-modulusba valo folytonos homomor-
fizmusat. Ekkor Im @ is szitkebb értelemben linedrisan kompakt.

4, 7. allitds szerint Im ¢ linedrisan kompakt. Legyen V<& Im ¢ nyilt kétoldali
részmodulus. ¢ folytonossdga miatt U=¢~1(V) nyilt részmodulus, ezért M szii-
kebb értelemben vett linedris kompaktsdga miatt 1étezik minimadlis U-t tartalmazé
kétoldali részmodulus. Az M/U==Im ¢/V izomorfia miatt hasonlo igaz V-re is,
igy Im ¢ valdban szilikebb értelemben linedrisan kompakt. []

4,22, 4llitds. Szikebb értelmezésben linedrisan kompakt (R, S)-modulusok
komplett direkt dsszege is sziikebb értelemben linedrisan kompakt.

A 4, 11. dllitds figyelembe vételével az allitas trividlis.

4,23, allitdas. Legyen M linedrisan topologikus (R, S)-modulus és N zdrt
kétoldali részmodulusa. Ha N és M|N az M dltal indukdlt topolégidban sziikebb
értelemben linedrisan kompakt, akkor M is sziikebb értelemben linedrisan kompakt

A 4,9. dllitds alapjdn elegend8 kimutatni, hogy M-nek bdarmely U nyilt két-
oldali részmoduluséhoz van minimdlis U-t tartalmazé kétoldali részmodulus.
Amennyiben NE U, akkor M/N sziikebb értelemben vett linedrisan kompaktsdga
miatt vildgos, hogy U-hoz van ilyen kétoldali részmodulus. Ha N& U, akkor NNU
N-ben nyilt részmodulus és igy a feltételek szerint van minimadlis, 6t tartalmazoé
CE N kétoldali részmodulus. Tekintsiik a {C, U} &M részmodulust. Ez C/N=U=
={C, U}/U miatt nyilvan U-t6! kiilonb6z8, minimélis U-t tartalmazé részmodulus. []

Legyen az M linedrisan topoldgikus (R, S)-modulus, mint R-modulus, hi.
Ez esetben R elemeit M folytonos endomorfizmusainak tekinthetjiilk. Ekkor az
R gyiirlibe bevezethetlink egy linedris topoldgidt, pontosabban olyan topologidt,
amelynek van balidedlokbdl 4li6 bézisfiltere, a kovetkez8képpen. Legyen U= {U}
M-nek nyilt kétoldali részmodulusaibol dllé bazisfiltere és x,, ..., x,€ M véges
sok elem. Konnyii ldtni, hogy az

L(x,,...,x; U)={0€R]|gxy, ..., 0x, €U} (Uel)

halmaz R-nek balidedlja. Ha y,, ..., y,€ M tovdbbi véges sok elem és V¢ U, akkor
nyilvdnvaléan fenndll az
L(xis .0 X0y V15 s s UNME L(xy, .o, x,; DNL(Yy, ooy V)

Osszefiiggés. Ezért ezek a balidedlok egy L filtert alkotnak. Vadlasszunk L-et R-ben
bdzisfilternek. Kimutatjuk, hogy ezaltal R linedrisan topoldgikus gyiirli lesz. Ha
ugyanis 56 ﬂ L, akkor minden x € M-re £x¢€ ﬂ U =0, amibdl ﬂ L =0 kovetkezik,

tehat a bevezetett topoldgia Hausdorff-féle lesz Mivel L bahdealokbol all, azért
a miiveletek folytonossdgdhoz elegendd a jobbszorzds folytonossdgdt kimutatni,
azaz azt, hogy barmely L= L(x,, ..., x,; U) balidedlthoz és g € R elemhez van olyan
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L, €L balidedl, amélyre LS L teljesiil. Valasszuk L,-nek L(gx,, ..., ox,; U)-t,
most barmely £ € L, elemre Egx; €U (i=1, ..., r), tehat L, o S L és igy R topoldgikus
gylir(.

Ennek a §-nak a hatralevé részében tegyiik fel, hogy az M (R, S§)-modulus,
mint R-modulus hii és linedrisan topoldgikus.

4,24. definicid. M-nek egy ¢ folytonos endomorfizmusdat LEPTIN nyomdn
hiperfolytonosnak nevezzitk, ha M-nek minden zdrt rész-balmodulusdt Snmagdba
képezi le.

Vildgos, hogy R elemei hiperfolytonosak. M-nek Gsszes S elemeivel felcserél-
hetd hiperfolytonos endomorfizmusai egy H gyiiriit alkotnak és H R-et részgyiirii-
ként tartalmazza. A tovdbbiakban feltételezziik, hogy H-t M linedris topoldgidja
segitségével a fent leirt modon topoldgizaltuk. Ldttuk, hogy ezdltal H linedrisan
topoldgikus gy(ir{ lett.

4,25. allitdas. Ha az M (R, S)-modulus, mint R-modulus linedrisan kompakt,
akkor a hiperfolytonos endomorfizmusok H gyiirtije is linedrisan kompakt.

ElGszor azt mutatjuk ki, hogy H teljes. Evégbdl tekintsik H-nak egy
C={a,+L,} Cauchy-filterét. Definidljuk M-nek egy Gnmagdba torténs leképezését
a kovetkez6képpen. Ha x € M tetszBleges elem, akkor ehhez tartoznak bizonyos
o+ L{x, U) € C mellékosztdlyok, és képezziik az ax+ U M-beli mellékosztdlyokat.
Ezek egy C* Cauchy-filtert alkotnak, és igy M teljessége miatt 1étezik olyan y€ M
elem, amelyre y€}C*. Vildgos, hogy ilyen médon minden x-hez egyetlen y-t ren-
deltiink hozzd. Jeloljiik M-nek ezt az dnmagdba torténd leképezését y-val.

Kimutatjuk, hogy y M-nek endomorfizmusa. Minthogy érvényes

L(x,y; U)S L(x; UYNL(y; UYS L(x—y; U),
~azért megfelel6 C-beli mellékosztdlyokon fenndll
a+L(x, y; U)S(a, + Lx; U)N(oy + L(y; U)) Soz + L(x—y; U).
Ezekbdl a C* filter elemeire
ax+U=ax+U, ay+U=oy+U, alx—p)+U = a(x—p)+U
kovetkezik. Ezért érvényes
a(x—+U=alx—)+U =ax—ay+ U = (0;x+ U)— (a9 + U).
fgy y definiciéja miatt fenndll

Wx—y) = yx—yy,
tehdt y endomorfizmus.

Ha U M-nek nyilt részmodulusa, akkor tetszéleges x € U elemre és a + L(x, U)€C
mellékosztdly esetén érvényes yx €ax+ US U, tehdt fennall yU S U. Mivel bdarmely
A zart kétoldali részmodulus elGallithaté nyilt részmodulusok metszeteként, azért
yA & A is érvényes.

Legyen U nyilt részmodulus és ¢ € S tetsz8leges elem. Mivel ¢ folytonos jobb-
operdtor, azért van olyan V nyilt részmodulus, hogy Ve S U teljesiil. Tekintsiik
M-nek egy tetsz8leges x elemét) és legyen o kozds elem az a, + L(x; V), a, +
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+ L(xo; U) ¢ C mellékosztalyokban. Ekkor y definicidja miatt yx €ax + V, tovdbbd
fenndll
(yx)o€(ax+ Vie S(ax)o+ U = a(xe)+ U,
madsrészt érvényes
(xo) €a(xo) + U.

Minthogy ezek az osszefiiggések minden U nyilt részmodulusra igazak, azért sziikség~
képpen
7(x0)=(yx)o

tehdt y bdrmely o-val felcserélhetS. Igy tehdt y, az elSbbieket figyelembe véve,
eleme H-nak. Minthogy pedig y€iC, azért H teljes.

A bizonyitdsban eddig csupdn azt haszndltuk ki M-rél, hogy teljes.

H teljessége miatt alkalmazhatjuk a 4, 13.4llitdst, amely szerint H izomorf
nyilt balidedljai szerinti faktormodulusainak inverz-limeszével. A 4, 12. allitds
szerint tehdt elegendd kimutatni, hogy bdrmilyen L €L nyilt balidedl esetén H/L
linedrisan kompakt. Legyen evégbll L(x,, ..., x,; U)€L, és jeloljuk M-nek U sze-
rinti faktormodulusdnak r példdnyban vett direkt 6sszegét M,-rel. A

(,D(é) = (éxl-*_U’---’fxr—*_U) (éEH)

leképezés H-nak, mint H-modulusnak M,-be valé homomorfizmusa. Minthogy
@o(&)=0 azt jelenti, hogy &x,eU (i=1,...,r), azért Ker ¢o=L(x, ..., x,; Ut)
igy H/L, mint H-modulus izomorf M -nek egy részmodulusdval. Ez utébbi viszon;
linedarisan kompakt. []

Ezeknél a meggondoldsokndl mdr 1ényegesen kihaszndltuk azt a korilményt,
hogy M, mint H-modulus linedrisan kompakt, és nem lett volna elegend§ az a fel-
tevés, hogy M, mint (H, S)-modulus linedrisan kompakt. Teljesen hasonldan lathaté
be az is, hogy egy M linedrisan kompakt R-modulusnak teljes endomorfizmus
gylirlije is linedrisan kompakt.

4,26, dllitds. Ha M L-kompakt R-modulus, akkor hiperfolytonos endomor-
Sfizmusainak H gyirije is L-kompakt.

A 4,25, dllitds szerint H linedrisan kompakt. Ezért elegendd azt kimutatni,
"hogy H bdrmely L nyilt balidedlja esetén H/L-nek van minimdlis részmodulusa.
Megtartva az ¢l5z6 jeloléseket a 4, 21. és 4, 22. allitdsbol kovetkezik, hogy M, és
annak H/L-lel izomorf részmodulusa is L-kompakt. H/L diszkrét l€vén, az
L-kompaktsdagbol koévetkezik a minimadlis részmodulus 1étezése. []
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