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1. §. Beveze tés 

Ez a dolgozat algebrai, pontosabban gyűrííelméleti tárgyú. Feltételezzük azon-
ban, hogy a vizsgált gyűrűk egyúttal bizonyos tulajdonságokkal rendelkező topoló-
gikus terek. Ezt azért tettük, hogy topológikus módszerek segítségével lehetővé-
váljék a gyűrűknek olyan struktúrális vizsgálata és leírása, amely tisztán algebrai 
úton nem lenne elérhető. A felhasználásra kerülő topológikus módszereket rész-
letesen ismertetni fogjuk. 

A dolgozat a szerzőnek [31], [32], [33] és [34] idegennyelvü dolgozatai alapján 
készült és tartalmazza azok eredményeit. 

A topológikus gyűrűket először az 1930-as évek elején D . v a n D a n t z i g vizs-
gálta. Bár az azóta eltelt három évtizedben nagyszámú dolgozat jelent meg, amely-
ben bizonyos topológikus gyűrűket vizsgálnak (pl. normált gyűrűket), viszonylag 
kevés azoknak a dolgozatoknak a száma, amelyeknek célja a gyűrűk általános 
struktúrális vizsgálata topológiai eszközök segítségével. Ilyen irányú vizsgálatok 
terén elsőnek I. K a p l a n s k y nevét kell megemlíteni. [10] dolgozatának első részében 
főleg a kompakt gyűrűket** vizsgálja és bebizonyítja az első Wedderburn—Artin 
struktúratételnek egy analogonját: kompakt féligegyszerű gyűrű algebrailag és 
topológiailag izomorf véges egyszerű gyűrűk (azaz véges testek feletti teljes mátrix-
gyürük komplett direkt összegével. Behatóan vizsgálta K a p l a n s k y a lokálisan 
kompakt gyürük elméletét is ([11], [12], [13]). A lokálisan kompakt egyszerű egy-
ségelemes gyűrűket tárgyalja S z k o r n y a k o v [ 2 3 ] egy nemrég megjelent dolgozatá-

* A dolgozat itt közölt I. része csupán az első négy paragrafust tartalmazza. 
** Az itt szereplő fogalmak definícióit az I. részben ismertetjük. 
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ban, amelyből kitűnik, hogy ezek a gyűrűk nem mindig ferdetest feletti mátrix-
gyűrűk. Szerencsés fogalomnak bizonyult a lineáris kompaktság fogalma; ezt 
a fogalmat vektorterekre L e f s c h e t z [ 1 7 ] definiálta, gyűrűk és modulusok elméleté-
ben Z e l i n s k y [36] használta először. A lineárisan kompakt gyűrűk az Artin-gyűrűk 
általánosításai, ugyanis minden Artin-gyűrű a diszkrét topológiában lineárisan 
kompakt. z e l i n s k y - n e k sikerült az első Wedderburn—Artin struktúratételnek és 
K a p l a n s k y fent említett tételének közös általánosítását is adnia. Nagy lépéssel 
vitte előre a lineárisan kompakt modulusok és gyűrűk elméletét L e p t i n [ 1 8 ] , [ 1 9 ] . 

L e p t i n bizonyos vonatkozásban a legnagyobb mértékű általánosítását adta az 
első Wedderburn—Artin struktúratételnek. Ez utóbbi tétel szerint a féligegyszerű 
Artin-gyűrűk véges dimenziós vektorterek teljes endomorfizmusgyűrűinek véges 
direkt összegei. L e p t i n bebizonyította, hogy mindkét végességi feltételt elhagyva, 
éppen a lineárisan kompakt féligegyszerű gyűrűk jellemzése áll elő. L e p t i n vizs-
gálta a lineárisan kompakt gyűrűk Jacobson- rad i к álj á t is. 

A topológikus gyűrűk irodalmának feldolgozása S z á s z F e r e n c [ 2 6 ] , [ 2 7 ] refe-
ráló dolgozataiban található. 

Ebben a munkában célunk a lineárisan kompakt gyűrűk további vizsgálata. 
Minthogy a lineárisan kompakt gyűrűk Jacobson-radikálja mindig zárt ideál, 
azért egy ilyen gyűrűnek a radikálja szerinti faktorgyűrűje radikálmentes és lineárisan 
kompakt. Ilyen módon bármely lineárisan kompakt gyűrű egy lineárisan kompakt 
radikálgyűrűnek egy radikálmentes lineárisan kompakt gyűrűvel való Schreier-
bővítése. Mi a két határesettel fogunk foglalkozni; а II. részben L e p t i n eredményei-
hez kapcsolódva a radikálmentes lineárisan kompakt gyűrűket vizsgáljuk, a III. 
részben pedig a lineárisan kompakt radikálgyűrűk leírásával foglalkozunk. 

Szeretnénk hangsúlyozni, hogy az itt bemutatásra kerülő eredmények ter-
mészetesen nem zárják le a lineárisan kompakt gyűrűk elméletét. Szinte valamennyi 
§-ban természetszerűleg merülnek fel további kérdések, amelyek elég érdekesnek és 
fontosnak tűnnek ahhoz, hogy további vizsgálatok tárgyát képezzék. 

A könnyebb érthetőség kedvéért ismertetünk olyan ismert tételeket is, amelye-
ket munkánkban felhasználunk. Más szerzők eredményeivel kapcsolatban azt az 
elvet követjük, hogy csak utalunk rájuk, amennyiben azok könyvekben (pl. [1], 
[2], [4], [8], [9], [17], [20], [21], [28], [30]) megtalálhatók, viszont részletesen ismer-
tetjük a bizonyításokat is abban az esetben, amikor ezek csak dolgozatokban sze-
repelnek. A bizonyítások végét a H a l m o s által bevezetett és azóta egyre gyakrab-
ban használt [] jellel jelöljük. A szerző [31], [32], [33] és [34] dolgozataiban szereplő 
eredményekre a továbbiakban nem fogunk utalni. 

A dolgozat I. részét az előkészületeknek szenteljük. Az eredmények könnyebb 
megértése végett részletes előkészületeket végzünk, különösen vonatkozik ez a 
topológiai előkészületekre, tekintettel arra, hogy eredményeink algebrai jellegűek. 
A 2. §-ban ismertetjük a felhasználásra kerülő algebrai fogalmakat és eredményeket. 
Vizsgálataink során mélyebb topológiai eredményekre nem lesz szükségünk, az 
általunk felhasznált topológiai eljárásokat a 3. és 4. §-ban részletesen tárgyaljuk. 
A 3 . §-ban ismertetjük a topológikus tér és topológikus struktúra fogalmát a W i t t 

által javasolt speciális filter-fogalom segítségével. Itt tárgyaljuk a struktúrák inverz-
limeszére vonatkozó tételeket is. Az inverz-limesz képzésének nagy szerep jut a 
későbbi bizonyításokban. Ugyancsak ebben a §-ban közöljük J a c o b s o n sűrűségi-
tételének topológiai megfogalmazását és a primitív gyűrűkre vonatkozó struktúra-
tételét. Ezek közül a tételek közül az előbbit bizonyítás közben az 5. §-ban felhasz-
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náljuk, az utóbbira pedig utalás történik a 8. §-ban. Ugyancsak a 3. §-ban ismer-
tetjük a transzfinit nilpotenciának L e p t i n í ő I származó definícióját. Vizsgálatainkban 
a lineárisan kompakt gyűrűkön kívül fellépnek olyan gyűrűk is, amelyek hasonló 
gyűrűtopológiával rendelkeznek, és amelyekre analóg topológiai tételek érvényesek. 
Célszerűnek látszott tehát e két gyürűosztály párhuzamos topológiai vizsgálata. 
Ezt úgy értük el, hogy általánosítottuk a lineárisan kompaktság fogalmát rögtön 
kétoldali modulusok esetére. A 4. §-ban ezzel az általánosított lineáris kompakt-
sági fogalommal foglalkozunk, és megvizsgáljuk topológiai tulajdonságait. A nyert 
eredmények Z e l i n s k y [ 3 5 ] , [ 3 6 ] és L e p t i n [ 1 8 ] eredményeinek az általánosítása, 
a bizonyítások is hasonlóan történnek. Mint már említettük, ennek az általáno-
sított lineáris kompaktsági fogalomnak csupán két speciális esetére lesz szükségünk, 
mégis az itt ismertetett tételek kiindulópontul szolgálhatnak más értelemben vett 
lineárisan kompakt gyűrűk vizsgálatához. (Gondolunk pl. olyan gyűrűkre, amelyek-
nek van kváziideálokból álló bázisfilterük és amelyekben minden zárt kváziideálok-
szerinti mellékosztályokból álló filternek van érintkezési pontja.) 

A IL részben a radikálmentes lineárisan kompakt és lokálisan lineárisan 
kompakt gyürük jellemzésével foglalkozunk. Mint már említettük, a radikálmentes 
lineárisan kompakt gyűrűk teljes leírását L e p t i n adta azzal a tételével, amely az elsó' 
Wedclerbum—Artin struktúratételnek nagyfokú általánosítása. L e p t i n eredményeit a 
teljesség kedvéért bizonyítással együtt közöljük az 5. § első részében, a második 
részében ezeknek a gyűrűknek további moduluselméleti jellemzéseit adjuk, köztük 
három homológikus jellemzést. A 6. §-ban a radikálmentes lineárisan kompakt 
gyűrűknek gyűrűelméleti jellemzéseit adjuk, ezek az eló'ző § eredményeiből köny-
nyen nyerhetó'k. A 7. §-ban látni fogjuk, hogy a féligegyszerű lineárisan kompakt 
gyűrűk osztálya egybeesik a Neumann-reguláris lineárisan kompakt gyűrűk osz-
tályával. A féligegyszerű lokálisan lineárisan kompakt gyűrűkkel foglalkozunk 
a 8. §-ban. Noha a lokális lineáris kompaktság fogalma már L e p s c h e t z [ 1 7 ] 

könyvében is megtalálható, ilyen gyűrűkkel vagy modulusokkal foglalkozó ered-
ményekről a szerzó'nek nincs tudomása. A lokálisan lineárisan kompakt gyürük 
vizsgálatát érdekessé teszi az a körülmény, hogy a hozzá topológiai szempontból 
közelálló lokálisan kompakt gyűrűk vizsgálatában nehézségek lépnek fel. I. K a p l a n -

s k y vizsgálataihoz kapcsolódva S z k o r n y a k o v [23] foglalkozott az egyszerű lokálisan 
kompakt egységelemes gyűrűkkel. Meglepő eredménye, hogy létezik nem diszkrét 
lokálisan kompakt egyszerű egységelemes gyűrű, amely nem ferdetest feletti teljes 
mátrixgyűrű. Eredményeink viszont azt mutatják, hogy a lokálisan lineárisan 
kompakt gyürük könnyebben leírhatók. A 8. § fő eredménye az, hogy minden 
féligegyszerű lokálisan lineárisan kompakt gyűrűnek van minimális balideálja, 
így korolláriumként kapjuk, hogy a primitív lokálisan lineárisan kompakt gyűrűket 
J a c o b s o n struktúratétele írja le, az egyszerű lokálisan lineárisan kompakt gyűrűket 
pedig a Litoff-tétél. Látni fogjuk továbbá, hogy egy topológikusan egyszerű lokálisan 
lineárisan kompakt gyűrű lineárisan kompakt is, amennyiben a topológiája a leg-
durvább, vagy pedig van jobbegységeleme. 

A III. részben a lineárisan kompakt radikálgyűrűkkel foglalkozunk. A radikál-
gyűrűk helyett t-nilpotens gyűrűket vizsgálunk, ez a két fogalom L-kompakt 
gyűrűk esetében, mint azt látni fogjuk, egybeesik. A lineárisan kompakt gyűrűkre 
bebizonyítjuk, hogy egy /-nilpotens gyűrű mindig radikálgyűrű, de a fordított 
állítás hamis; továbbá /'-nilpotens lineárisan kompakt gyűrű a legdurvább topoló-
giában /.-kompakt is. 
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A /-nilpotens L-kompakt gyűrűk jellemzését úgy nyerjük, hogy felhasználjuk 
S z e l e Tibornak nilpotens Лг/ш-gyűrűkre vonatkozó tételét, és alkalmazzuk az 
inverz-limesz képzés Z e l i n s k y által kidolgozott módszerét. S z e l e [ 2 9 ] a nilpotens 
Artin-gyűrűket nilpotens véges gyűrűkkel jellemezte, mi ezt a jellemzést számunkra 
megfelelően módosítjuk a 9. §-ban. A 9. § eredményéből inverz-limesz képzéssel 
leírjuk a 10. §-ban a /-nilpotens L-kompakt gyűrűket. A /-nilpotens L-kompakt 
gyűrűk jellemzése a l l . §-ban nilpotens véges gyűrűk inverz-limesze és egy olyan 
nilpotens zárt ideál segítségével történik, amelynek a köbe zérus. 

Ezen a helyen szeretnék köszönetet mondani F u c h s L á s z l ó professzornak 
értékes észrevételeiért és tanácsaiért, amelyek munkámban nagy segítséget jelentettek. 

I. Algebrai és topológiai előkészületek 

2. §. Algebrai előkészületek 

A halmazelméleti fogalmak közül használni fogjuk a tartalmazás, metszés, 
egyesítés fogalmait és az ezekre vonatkozó egyszerű összefüggéseket, a 10. §-ban 
végtelen halmazok számossságaira vonatkozó elemi tulajdonságokat is felhaszná-
lunk. Ezeket ismerteknek tételezzük fel és a továbbiakban nem részletezzük. Szük-
ségünk lesz a Kuratowski—Zorn lemma következő alakjára: 

Ha egy H halmaz bizonyos részhalmazainak а Ж halmaza olyan tulajdonságú, 
hogy minden ...(К у, ..., Ка(Ж) lánc esetén K=[jKa is eleme Ж-пак, 

a 
akkor Ж tartalmaz maximális elemet, azaz olyan részhalmazt, amely nem valódi 
része egyetlen Ж-beli részhalmaznak sem. 

Mint ismeretes, a Kuratowski—Zorn lemma ekvivalens a kiválasztási axiómával; 
a kiválasztási axiómával ekvivalens állítások közül ez használható legkényelme-
sebben az absztrakt algebrai meggondolásoknál. 

Az absztrakt algebra alapvető fogalmait és tételeit ismerteknek tételezzük fel, 
erre vonatkozóan a [21] és [30] tankönyvekre utalunk. 

A dolgozatban előforduló struktúrák Abel-csoportok, gyürük, egy- és kétoldali 
modulusok. Ezeket latin nagybetűkkel jelöljük, elemeiket pedig általában latin 
kisbetűkkel. Azonos típusú struktúrákat, vagy pedig egy adott struktúra elemeit 
gyakran fogjuk indexekkel ellátni, végtelen indexhalmaz esetén görög kisbetűket hasz-
nálunk indexek gyanánt. Gyűrűn a továbbiakban mindig asszociatív gyűrűt értünk. 

Egy S struktúra esetén {A, 5}-vel jelöljük az A és В részhalmazok által generált 
részstruktúrát. A { } jelet halmazok jelölésére is használjuk, ebből félreértés azonban 
nem fog származni, mert az így jelölt halmazok általában részstruktúrának fognak 
bizonyulni, más esetekben pedig külön felhívjuk a figyelmet arra, hogy struktúrát, 
vagy halmazt jelölünk a szóbanforgó jellel. Azonos típusú А, В struktúrák esetén 
Л+L-ve l jelöljük ezeknek algebrai értelemben vett direkt összegét; megkülönböz-
tetésként А ф 5-vel az jelöljük algebrai és topológiai értelemben vett direkt összeget 
(lásd 3. §). ^Tjj-val jelöljük az azonos típusú Ax, ..., Ax, ... struktúrák komplett 

а 
direkt összegét; amikor diszkrét direkt összegről beszélünk, akkor ezt másként 
jelöljük, és mindig hangsúlyozzuk. 
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Egy R gyűrű feletti M moduluson mindig balmodulust értünk, azaz R elemeit 
M baloperátorainak tekintjük. Ha M egy R-modulus és L R-nek balideálja, akkor 
LM-en értjük az összes Z h m i mt £ M) alakú véges összeg halmazát, 
amely nyilvánvalóan M-nek részmodulusa. rM-mel ( r £ M ) fogjuk jelölni az összes 
rm(m £ M) alakú elem halmazát. Mindezeket a jelöléseket gyűrűk esetében is hasz-
nálni fogjuk, minthogy minden R gyűrűt tekinthetünk R-modulusnak (pontosabban 
szólva R additív csoportját R-modulusnak). 

Gyűrűk esetében a gyűrűelméleti direkt összegen kívül — amikoris a gyűrű 
bizonyos ideáljainak a direkt összege — fellép a moduluselméleti direkt összeg 
fogalma is. Ez utóbbi azt jelenti, hogy a gyűrű, mint önmaga feletti balmodulus, 
bizonyos balideáljainak a direkt összege. A „gyűrűelméleti" illetve „modulus-
elméleti" jelzőket azonban el fogjuk hagyni, mert a direkt komponensek ideál 
illetve balideál voltából nyilvánvaló lesz, hogy melyikről is van szó. 

Az R, , ..., R7, ... gyűrűk szubdirekt összegén értjük a Z^* gyűrűnek minden 
a 

olyan R részgyűrűjét, amelyre fennáll az, hogy mindegyik aa ( € R j legalább egy 
R-beli elem Ra-beli komponense. 

2 .1. á l l í t á s . Jelölje I t , . . . , / „ , . . . az R gyűrű ideáljainak egy rendszerét. 
Az R gyűrű akkor és csak akkor izomorf az R/fi, ..., R/Tx, ... gyűrűknek valamely 
szubdirekt összegével, ha П А = 0. 

a 
Ez az állítás speciális esete egy jólismert tételnek ( B i r k h o f f [1] VI. Theorem 9, 

vagy S z á s z G. [28] 55. §. 72. tétel). B i r k h o f f [1] VI. Theorem 4-nek gyűrűelméleti 
speciális esete a 

2.2. á l l í t á s . Ha 7,, . . . , / r az R gyűrűnek véges sok olyan ideálja, amelyre 

teljesül Г)/ ; = 0 é s j f). G /г | = R (г = 2, ..., r), akkor R izomorf az Rjf + ... + R//r 
i=l i j = í > 

direkt összeggel. 
Az r £ R elemet az R gyűrű balannihilátorának nevezzük, ha i R = 0. Amennyiben 

rR = Rr = 0, úgy azt mondjuk, hogy r R-nek annihilátora. Könnyű látni, hogy 
egy gyűrű összes balannihilátora illetve annihilátora ideált alkot, ezt balannihilátor-
ideálnak illetve annihilátorideálnak nevezzük. Az r £ R elem az M R-modulus 
annihilátora, ha rM = 0. M annihilátorai R-ben ideált alkotnak, amelyet M annihi-
látorideáljának nevezünk. Azt mondjuk, hogy M hű R-modulus, ha M annihilátor-
ideálja 0. 

Egy Mx 0 R-modulust irreducibilisnek nevezünk, ha M-nek csak triviális 
részmodulusai vannak, azaz M és {0}. Tekintsük például egy К test additív csoportját 
és képezzük ennek véges vagy végtelen sok példányban vett komplett direkt összegét. 
Jelöljük ezt M-mel. M tekinthető egy К feletti vektortérnek. Jelölje R M összes 
lineáris transzformációjának (más szóval endomorfizmusának) a gyűrűjét. Világos, 
hogy M irreducibilis R-modulus. 

2, 3. d e f i n í c i ó . ([8] I. § 2.) Tekintsünk egy R gyűrűt, és jelölje 931 az összes 
irreducibilis R-modulus osztályát. Az R gyűrű Jacobson-radikálján (röviden radikál-
ján) értjük az összes M £931 modulus annihilátorideáljának a metszetét, azaz a 

J={reR\rM = 0, M £ 9 J Í } 

ideált, illetve magát R-et, amennyiben SOI az üres halmaz. 
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Ismeretes a radikálnak több jellemzése. Ezek közül egyet mi is gyakran 
fogunk használni. Az R gyűrűben bevezethetünk egy műveletet, amit „o"- re l 
jelölünk, a következőképpen : x,ydR elemekre legyen 

xoy = x+y + xy. 

Az y dR elemet bal-kváziregulárisnak nevezzük, ha létezik olyan xdR elem, amelyre 
xoj> = 0; ebben az esetben x-et y bal-kváziinverzének nevezzük. Azt mondjuk, hogy 
az LQR balideál kvázireguláris, ha minden elemének van bal-kváziinverze. 

Megjegyezzük, hogy eredetileg JACOBSON [7] igy definálta a „ o " műveletet s a kváziregu-
láris balideált. Később gyakoribbá vált a „ o " műveletnek xoy=x+y — xy egyenlettel való de-
finiálása és mint azt könnyű kimutatni, ez esetben ugyanahhoz a kvázireguláris balideál fogalom-
hoz jutunk. Számunkra valamivel kényelmesebb a „ o " művelet fenti definíciója, ezért ezt 
használjuk. 

2,4. t é t e l . Az R gyűrű radikálja olyan kvázireguláris ideál, amely R összes 
kvázireguláris balideálját tartalmazza. 

Arra vonatkozóan, hogy a radikál 2, 3. definíciója mellett a 2,4. tétel érvényes, 
J a c o b s o n [8] könyvére hivatkozunk. 

A 2, 4. tétel értelmében egy gyűrű radikálja a következőképpen értelmezhető: 

2, 5. d e f i n í c i ó . Egy R gyűrű radikálján értjük R összes kvázireguláris bal-
ideáljának a halmazelméleti egyesítését. 

Fontos tény, hogy ha az előzőkhöz hasonlóan értelmezzük a jobb-kváziregula-
ritás és jobb-kváziinverz fogalmát, akkor a kvázireguláris jobbideálok egyesítése 
is a radikált határozza meg. 

Megjegyezzük még, hogy ha egy adR elem egyszerre bal- és jobb-kvázi-
reguláris, akkor a bal- és jobb-kváziinverz megegyezik és egyértelműen meghatá-
rozott. Ezt az elemet a kváziinverzének nevezzük. 

Jól ismert tény, hogy egy R gyűrűnek J radikálja szerinti RjJ faktorgyűrű-
jének radikálja 0; J radikálja pedig önmaga. 

2, 6. d e f i n í c i ó . Egy R gyűrűt féligegyszerűnek nevezünk, ha radikálmentes, 
azaz R radikálja 0. Ha egy gyűrű radikálja maga az egész gyűrű, akkor radikál-
gyűrűröl beszélünk. 

2, 7. d e f i n í c i ó . Egy R gyűrűt egyszerűnek nevezünk, ha csak triviális ideáljai 
vannak és nem radikálgyűrű. 

Hangsúlyozzuk, hogy az egyszerűségnek ez a definíciója eltér a szokásostól, 
annál szűkebb fogalmat jelöl. Vizsgálataink szempontjából azonban ez lesz a cél-
szerű; ezt a szóhasználatot indokolja az a tény is, hogy a 2, 7 definíciót használva 
minden egyszerű gyűrű egyúttal féligegyszerű is. 

Primitív gyűrűn olyan R gyűrűt értünk, amelyhez létezik hű irreducibilis 
Л-modulus. 

Legyen R egyszerű gyűrű. Most a 2, 3. definíció szerint van olyan M irredu-
cibilis Л-modulus, amelyre RM + 0. M annihilátorideálja R egyszerűsége miatt 0, 
vagyis M hű irreducibilis /(-modulus. Következőleg minden egyszerű gyűrű primitív 
gyűrű is. Ennél az állításnál szintén lényeges, hogy az egyszerűséget a 2, 7. definícióval 
adtuk meg. 
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A radikál 2, 3. definíciója alapján világos, hogy minden primitív gyűrű félig-
egyszerű. 

Egy G csoportra azt mondjuk, hogy teljesíti a részcsoportok minimumfelté-
telét, ha G-ben a részcsoportoknak bármely G, Z) G2 z>... szigorúan fogyó lánca véges 
lépésben megszakad. Hasonlóan beszélhetünk arról, hogy egy /(-modulusban tel-
jesül a részmodulusok minimumfeltétele, vagy pedig arról, hogy egy R gyűrűben 
teljesül az ideálok vagy a balideálok minimumfeltétele. Egy gyűrűt, amelyben tel-
jesül a balideálok minimumfeltétele, Artin-gyürűnek nevezünk. 

A 9. és 10. §-ban szükségünk lesz a következő' állításokra. 

2, 8. s e g é d t é t e l . Ha / az R gyűrű ideálja, és mind /-ben, mind F//-ben tel-
jesül az ideálok minimumfeltétele, akkor F-ben is teljesül. 

B i zony í t á s . * Tekintsük F-ben ideáloknak egy szigorúan fogyó 

(1) RzKxzK2z... 

láncát. Kimutatjuk, hogy Áj- П / = Aj+J- П / csak véges sok j indexre állhat fenn. 
Ellenkező esetben ugyanis lenne olyan i, hogy a 

Ki+j!iFKi+j = K^jimKj (./=/,, i2,...) 

faktorgyűrűk F / / H Aj-nek egy végtelen szigorúan fogyó 

F / / П Aj- z Aj-+ iJlC\Khz A j + , J I П Aj z>... 

ideálokból álló láncát alkotná. Minthogy pedig érvényes 

Kt+jlIClKtSí {Ki+J,I}/I ( j = ,j , i2, ...), 

és mindkét oldal F megfelelő faktorgyűrűjében ideál, azért most 

R!Iz{Ki+il,I}IIz{Ki+h,I}/Iz... 

végtelen ideálláncot alkotna F//-ben, ami a feltétel szerint lehetetlen. Másrészt 
/-ben a Aj П / ( / = 1, 2, ...) ideálok fogyó láncot alkotnak és a feltétel szerint csak 
véges sok esetben fordulhat elő valódi tartalmazás. Következőleg az (1) láncnak is 
csak véges sok tagja lehet. [] 

2, 9. s egéd té t e l . Legyen Я a G Abel-csoportnak részcsoportja. Ha //-ban 
és G/H-ban teljesül a részcsoportok minimumfeltétele, akkor G-ben is teljesül. 

A 2, 9. segédtétel tulajdonképpen a 2, 8. segédtételnek speciális esete, mégpedig 
az az eset, amikor a szóban forgó gyürü zérógyűrű. 

Legyen N olyan modulus, amelynek baloldali operátortartománya F, jobb-
oldali operátortartománya pedig S. N talpán értjük az N összes minimális (F, S)-
részmodulusa által generált kétoldali modulust, amennyiben /V-ben létezik minimá-
lis részmodulus és a 0 modulust egyébként. Hasonlóan értelmezhetjük egy M R-
balmodulus talpát is. Egy R gyűrű baltalpán R összes minimális balideálja által gene-
rált balideált, illetve 0-t értjük, amennyiben F-nek nincs minimális balideálja. Isme-
retes. hogy egy gyűrű baltalpa mindig ideál. 

* Ez a bizonyítás könyvekben megtalálható. 
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Neumann-regulárisnak nevezünk egy R gyűrűt, ha minden ad R eleméhez léte-
zik olyan x £ F elem, amelyre teljesül axa —a. 

Egy A Abel-csoportot oszthatónak nevezünk, ha minden n természetes számhoz 
és ad A elemhez az nx = a egyenlet A-ban megoldható. Egy Abel-csoportban az 
összes osztható részcsoport által generált részcsoport ismét osztható, ez a csoport 
maximális osztható részcsoportja. 

2, 10. á l l í t á s . ([4] § 66. F). Egy gyűrű additív csoportjának maximális osztható 
részcsoportja F-nek ideálja. 

Ennek az állításnak az alapján beszélhetünk egy gyűrű maximális osztható 
ideáljáról, ezen az additív csoport maximális osztható részcsoportja által alkotott 
ideált értjük. 

RÉDEit [21] követve az A struktúrának B-vel való Schreier-bővítésén értünk 
minden olyan S struktúrát, amelynek A szerint vett faktorstruktúrája 5-vel izomorf. 

A 9. és 10. §-ban gyűrűk Sb/ire/er-bővítéseinek ismeretére lesz szükségünk. 
[21] 54. § alapján egy A gyűrűnek а В gyűrűvel történő bármely R Schreier-böxítése 
előáll a következő módon. R elemei legyenek az (a, a) (a £ 5, a £ A) alakú elempárok az 

(a,d) + (b,ß) = (a + b,[a,b] + ot + ß), 

(a, d)(b, ß) = (ab, (a, b) + ab + aß + aß) (a,bdB; a, J3d А) 

műveleti szabályokkal, ahol [a, b], (a, b), y.b, aß kétváltozós függvényeket jelölnek 
Л-beli értékekkel, s ezek a függvények kielégítenek bizonyos függvényegyenleteket. 
Vizsgálataink folyamán olyan gyürűbővítések lépnek fel, amelyeknél A zérógyűrű, 
és elemei F-ben annihilátorok; továbbá A additív csoportja F additív csoportjában 
direkt összeadandó, ez esetben az F-beli műveleteket egyszerűbben definiálhatjuk, 
mégpedig az 

(а, а) + (b,ß) = (a + ,b ot+ß), 

(а, а)(Ъ, ß) = (ab, (a, b» (a, bdB; а, ßdА) 

szabályokkal, ahol az (a, b) függvény, amelyet multiplikatív faktorrendszernek neve-
zünk, kielégíti az 

(a, 0> = <0, a) = 0, 

(ab, c) = (a, be), 

(a + b, с) = (a, c) + (b, с), 

(a, b + c) = (a, b) + (a, c) (a, b, cdB) 
feltételeket. 

Végül ismertetünk néhány homológikus algebrai fogalmat. Tekintsünk egy F 
gyűrűt. Jelöljük 'íT-vel azt a kategóriát, amelynek objektumai az F-modulusok és 
amelyben a leképezések az F-modulusok homomorfizmusai. Ha M és N két F -
modulus, és tp M-nek JV-be való homomorf leképezése, akkor lm tp jelenti mind-
azoknak az n £ A elemeknek a halmazát, amelyek valamilyen m £ M elemnek a képei; 
Ker <p jelenti mindazoknak az m£M elemeknek a halmazát, amelyekre cp(m) = 0. 
Azt a tényt, hogy tp M-nek N-Ъе való homomorfizmusa, így jelöljük: 

M-t N 
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Exaktnak nevezünk egy 
AABLC 

sorozatot, amennyiben lm a = Ker ß. A 

o=AAB 

sorozat exaktsága azt jelenti, hogy x A-t B-be beágyazza, és az 

AAb=O 

sorozat exaktsága pedig azt, hogy a A-t homomorf módon B-re képezi. 
Azt mondjuk, hogy а 

(2) O - A E B L C - O 
i 

exakt sorozat széteső, ha lmct = Ker ß 5-nek direkt összeadandója. A (2) sorozat 
exaktsága a Schreier-bő\ítések terminológiájában éppen azt jelenti, hogy В 4-nak 
C-vel való Schreier-bővítése. Az, hogy a (2) exakt sorozat széteső, azt jelenti, hogy 
a szóban forgó Schreier-bővítés direkt. 

Azt mondjuk, hogy az 

AA-B 

<Y 
diagramm kommutatív>, ha /fa = y. 

Egy M 5-modulust projektívnek nevezünk, ha bármely 

M 
I 

A-*B = 0 

diagramm, amelyben az A—B^-O sorozat exakt, kiegészíthető egy 

M 
/ \ 

A -*B О 

kommutatív diagrammá (А, В ^-beli objektumok). A projektív 5-modulusnak a 
duálisa azinjektív 5-modulus. Egy M 5-modulust injektivnek nevezünk, ha bármely 

0 — А-+В 
1 

M 

diagramm, amelyben a O — 4 — 5 sorozat exakt, kiegészíthető egy 

0 - 4 - 5 
! / 

M 
kommutatív diagrammá (А, В ^-beli objektumok). 
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3. §. Topológiai előkészületek 

Ebben a §-ban részletesen ismertetjük az általunk használt topológiai fogalma-
kat és állításokat. Mivel ezek a fogalmak és állítások jól ismertek, azért azokat pél-
dákkal nem illusztráljuk, a bizonyításokra vonatkozóan pedig a [2], [20] és [30] 
könyvekre utalunk. 

Egy H={a, b, . . .} halmazt, amelyet a S relációval részben rendeztünk, irányí-
tottnak nevezzük, ha bármely a.bdH elemhez létezik olyan с £ Я elem, amelyre 
teljesül a^c és bSc. 

Tekintsünk ezután egy T halmazt és jelöljük T-vel T részhalmazainak egy hal-
mazát, amelyet a részhalmazok + tartalmazási relációjával részben rendezünk. 
Jelöljük egy pillanatra azt a tényt, hogy AQB, AsB-ve 1. Most T irányított volta 
azt jelenti, hogy bármely A,B£T részhalmazhoz van olyan C £ T részhalmaz, 
amelyet mind A, mind В tartalmaz. 

3, 1. d e f i n í c i ó . T részhalmazainak egy F halmazát filternek* nevezzük, ha 
F a részhalmazok tartalmazási relációjára nézve irányított, és F nem tartalmazza 
a 0 üres halmazt. 

Két F, és F 2 filtert ekvivalensnek nevezünk, ha bármely Л, £ F , és A2 £ F2 

elemekhez léteznek olyan tí, £ F , és /i2 € F2 elemek, amelyekre fennáll B2 f Ал és 
Bí

<=A2. Világos, hogy az ekvivalens filterek a T halmaz részhalmazaiból álló fil-
tereknek egy osztályát képezik. Az összes ekvivalens filter halmazelméleti egyesítése 
ismét egy ezekkel ekvivalens F 0 filtert alkot, és F0 ebben a filterosztályban maximá-
lis, amin azt értjük, hogy bármely ehhez az osztályhoz tartozó F filterre teljesül 

E. W I T T tanácsát követve LEPTIN definiálta így a filter fogalmát. A szokásos terminológiában 
ezt egy filter bázisának nevezik, és filteren az ekvivalens filterek maximális filterét értik. Számunkra 
azonban a 3,1. definíció által adott filter-fogalom lényegesen célszerűbb lesz, ennek a magyarázata 
abban rejlik, hogy a vizsgálatainkban fellépő filterek lényeges tulajdonsága az, hogy egy ií-modulus 
bizonyos részmodulusai szerinti mellékosztályokból állnak; márpedig egy ilyen filterrel ekvivalens 
filter nem áll szükségképpen mellékosztályokból. 

Tekintsünk ezután egy T topológikus teret, mint tudjuk, ez azt jelenti, hogy 
T-ben ki van jelölve részhalmazoknak egy nem üres rendszere, az ebben a rendszerben 
előforduló részhalmazokat nyílt halmazoknak nevezzük és ezekre teljesül: 

(1) véges sok nyílt halmaz metszete is nyílt, 
(2) nyílt halmazok egyesítése is nyílt. 
(1) alapján T maga, mint nyílt halmazok üres halmazának a metszete nyílt; 

(2) szerint pedig nyílt halmazok üres halmazának az egyesítése, vagyis az üres halmaz 
szintén nyílt. 

Nyílt halmazok komplementer halmazait zárt halmazoknak nevezzük. Egy Я 
halmaz lezártján értjük az összes Я-t tartalmazó zárt halmaz metszetét, ez (2) szerint 
mindig zárt. Egy Я halmaz lezártját mindig Я-sal jelöljük. 

* A néniét szaknyelvben beszélnek Filter- ről és Filtebasis-ró\, az utóbbit Raster nek is mond-
ják. A 3 , 1 . definíció a Filterbasis definíciója, de ezt LEPTIN [18] , [ 1 9 ] dolgozatában Filternek nevezi. 
A magyar szaknyelv e téren még nem alakult ki, a Filtert szokták szűrőnek, a Rastert pedig rácsnak 
nevezni. 
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A T topológikus tér elemeit pontoknak nevezzük, egy a £ F pontot tartalmazó 
U nyílt halmazt pedig a környezetének. 

Az eddigi definíciókból nyilvánvaló, hogy egy a £ T pont összes környezete 
egy U„ filtert alkot. Az Ua filtert és minden vele ekvivalens filtert az a pont bázis-
filterének nevezzük. 

Egy T halmazon több topológia is értelmezhető. Azt mondjuk, hogy F-nek xt 
topológiája durvább a x2 topológiájánál, és ezt т, S t 2 -ve l jelöljük, ha T-nek minden 
a pontjának egy, а xx topológiában vett U„ környezetében benne van a-nak egy т2-
ben vett Va környezete. Két xx, т2 topológia ekvivalens, amennyiben xxXx2 és 
x2=xx érvényes. Ez éppen azt jelenti, hogy а т, topológia bázisfilterei ekvivalensek 
а т2 topológia bázisfiltereivel. 

Egy A halmaz zártsága esetén nyilván teljesül A = Ä. a 6 А а definíció szerint azt 
jelenti, hogy a benne van minden A-t tartalmazó zárt halmazban, vagyis nincs benne 
egyetlen Л-hoz diszjunkt nyilt halmazban sem. Ha viszont a £ Л, akkor A komplemen-
tere a-nak A-hoz diszjunkt környezete. Eszerint A pontjait jellemzi 

(3) a £ Л akkor és csak akkor, ha a minden környezete tartalmaz Л-beli elemet. 
A T tér S részhalmazára azt mondjuk, hogy F-ben sűrű, ha S = T. 
Azt mondjuk, hogy az F filter a-hoz konvergál és ezt lim F = a-val jelöljük, ha 

a-nak bármely Ua környezete tartalmaz egy F £ F halmazt. 

3,2. d e f i n í c i ó . A T teret Hausdorff-térnek nevezzük, ha bármely F filter 
legfeljebb egy ponthoz konvergálhat. 

Л T tér akkor és csak akkor Hausdorff-féie, ha bármely két aXb pontjának van 
Ua és Ub diszjunkt környezete. Ha ugyanis Ua és Ub sohasem diszjunktak, akkor az 
UaOUb metszetek olyan filtert alkotnak, amely a-hoz és b-hez is konvergál. Ha 
viszont van két olyan U„ és Ub környezet, amelyek diszjunktak bármely a és b pont 
esetén, akkor egy a-hoz konvergáló F filter ő-hez már nem konvergálhat, mert akkor 
volna olyan F£ F, amelyre teljesülne FQ Uaf]Ub = 0 , ami lehetetlen. 

Regulárisnak nevezünk egy topológikus teret, ha bármely a pontjához és bármely 
a-t nem tartalmazó В zárt halmazához létezik két, a-t illetve 5-t tartalmazó diszjunkt 
nyílt halmaz. Világos, hogy reguláris tér mindig Hausdorff-féle. 

Egy F filter érintkezési pontján értjük a ;F = f | F halmaz elemeit. Hausdorff-
F € F 

tér esetén lim F = a-ból következik ]F = a is. Ugyanis egy b + a ponthoz tekintsünk 
egy olyan Ua környezetet, amelynek a lezártja sem tartalmazza ő-t, ekkor van olyan 
F £ F, amely benne van F„-ban, és így ő £ l F . Ha viszont volna olyan Fx £F, amely-
nek a lezártja a-t nem tartalmazza, akkor Fx komplementere a-nak egy olyan kör-
nyezete, amely tartalmaz egy Fx -hez diszjunkt F2 £ F halmazt, ami lehetetlen. 

Ebből az is következik, hogy Hausdorff-térben bármely pont, mint bázisfil-
terének az érintkezési pontja, zárt halmaz. 

Egy topológikus teret kompaktnak nevezzük, ha minden F filterének van érint-
kezési pontja, azaz ;F + 0 . 

A T topológikus térnek S részhalmazában bevezethetünk egy olyan topológiát, 
amelyet T topológiája határoz meg, olyan módon, hogy S nyílt halmazai az UOS 
metszetek lesznek, ahol U befutja T összes nyílt részhalmazát. 5-nek ezt a topológiá-
ját a T által indukált topológiának nevezzük. 

Lokálisan kompaktnak nevezünk egy T teret akkor, ha minden pontjának van 
olyan környezete, amelynek a lezártja a T által indukált topológiában kompakt. 
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A F topológikus térnek egy S topológikus térbe való <p leképezését folytonosnak 
nevezzük, ha minden a 6 F pont esetén cp(a)£S-nek bármely U környezetéhez van 
ö-nak olyan VQT környezete, amelyre tp(V)QU teljesül. (<p( F)-vel jelöljük a 
<p(v) (v£V) elemek halmazát). Jól ismert, hogy egy tp leképezés folytonos volta 
ekvivalens a következő két feltétel bármelyikével: 

(4) S minden nyílt részhalmazának őse F-ben nyílt; 
(5) 5 minden zárt részhalmazának őse zárt F-ben. 
A F térnek az S térbe való ф leképezését nyíltnak mondjuk, amennyiben minden 

a £ F ponthoz és annak tetszőleges U környezetéhez van ф(а)-пак olyan V kör-
nyezete, amelyre fennáll ф(11)^У. 

Az egy-egyértelmü nyílt folytonos leképezéseket homeomorfizmusoknak 
szokták nevezni. Ezeknek szerepük topológiai vizsgálatoknál ugyanaz, mint az 
izomorfizmusoké az algebrában. 

Egy M Л-modulust topológikus R-modulusnak nevezzük, ha M topológikus tér, 
és a műveletek folytonosak, részletesen : tetszőleges a, bé M és r £ R elem esetén 
a — ú-nek bármely Wx környezetéhez van a-nak olyan Ux és b-nek olyan Fj környe-
zete, amelyre u— r>€ IF, (и 6 í / , , vé. V f ) teljesül, továbbá ra-nak bármely W2 kör-
nyezetéhez van r-nek olyan U^QR és a-nak olyan V2 környezete, amelyre fennáll 
xv<íW2 (xdU2,v<iV2). 

Itt hallgatólagosan feltettük, hogy R is topológikus teret alkot, ez azonban nem lényeges fel-
tétel, mert az mindig feltehető, hogy R topológikus tér a diszkrét topológiában, amikoris minden 
halmaz — így minden pont is — nyílt. 

Ennek a definíciónak megfelelően egy topológikus csoporton vagy topológikus 
gyűrűn olyan csoportot vagy gyűrűt értünk, amelyek topológikus teret alkotnak 
és amelyekben a müveletek folytonosak. 

Ismert tétel, hogy egy topológikus csoport, ha Hausdorff-féle, akkor reguláris 
is. így speciálisan a Hausdorff-topológiájú modulusok és gyürük reguláris teret 
alkotnak. A továbbiakban, ha topológikus térről (vagy struktúráról) lesz szó, mindig 
feltételezzük, hogy a topológia Hausdorff-féle. 

Egy additív topológikus csoportban a topológiát meghatározza 0-nak egy 
bázisfiltere, ugyanis bármely a elemnek egy bázisfiltere ekvivalens az U„ = {a+U} 
bázisfilterrel, ahol U befutja 0-nak környezeteit. A továbbiakban bázisfilteren mindig 
0-nak egy bázisfilterét értjük. Ha egy csoportban tekintünk egy olyan filtert, amely-
nek elemei 0-t tartalmazó részhalmazok, akkor ezáltal definiálhatunk egy topoló-
giát, úgy hogy ezt a filtert tekintjük bázisfilternek; az összeadás azonban általában 
nem lesz folytonos művelet. 

Az A topológikus csoportnak С = {ay+ U.,} filterét Cauchy-filternek nevezzük, 
ha az Uv-k Л-пак bázisfilterét alkotják. Azt mondjuk, hogy Л topológiája teljes, 
ha minden Cat/cbv-filterének van érintkezési pontja. Világos, hogy kompakt csoport 
egyúttal teljes is. 

Tekintsük az A csoportnak а В csoportra való egy-egyértelmű cp leképezését. 
Az előbbiek szerint annak szükséges és elégséges feltétele, hogy cp homeomorfizmus 
legyen az, hogy Л-пак egy U = { t / } bázisfilterének <p(U) = {<P(G)} képe В bázis-
filterével ekvivalens filter legyen. 

Egy topológikus csoport súlyán értjük az ekvivalens bázisfilterek számosságának 
a minimumát. Mivel a számosságok jólrendezett halmazt alkotnak, azért ilyen 
minimum mindig létezik. 
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Természetesen mindezek a fogalmak és megállapítások modulusokra és gyűrűkre 
is átvihetők, mivel ezeknek additív csoportjuk topológikus csoport. 

A műveletek folytonosságának egyszerű következménye, hogy részcsoport, 
részmodulus, balideál, ideál lezártja szintén részcsoport, részmodulus, balideál 
illetve ideál. 

Egy R gyűrűben jelöljük most X• T-nal az xy (xÇX, yÇ У) alakú elemek hal-
mazát. 

3, 3. á l l í t á s . Ha A és В az R gyűrűnek két részgyűrűje, akkor fennáll Ä-B = 
= ATB és = 

B i z o n y í t á s . Nyilvánvaló, hogy fennáll A-BÇ^Â-B. Tekintsünk ezután egy 
xÇÂ-B elemet, x-nek bármely Ux környezete (3) szerint tartalmaz ab (aÇA, b Ç B) 
alakú elemet. Mivel Ux aő-nek is környezete, azért a szorzás folytonossága miatt 
van ö-nak olyan Ua környezete, amelyre Ua-bQUx teljesül. aÇÂ miatt {/„-ban 
létezik a0ÇA elem, így a0b£Ux. Azt kaptuk, hogy x-nek minden környezete tartal-
maz A• ő-beli elemet, ezért (3) szerint xÇA-B. A második egyenlőség bizonyítása 
ugyanígy történik. 

A következőkben ismertetjük a faktorstruktúrákban bevezethető topológiát, 
a homomorfia és izomorfia-tételek topológikus struktúrákon érvényes változatait és 
a komplett direkt összegben értelmezett topológiát. 

Ezeket a fogalmakat és eredményeket topológikus Á-modulusok esetében fogalmazzuk meg, 
de éppen úgy érvényesek kétoldali modulusokra, csoportokra és gyűrűkre is, azzal a különbséggel, 
hogy az utóbbiaknál részmodulus helyett normális részcsoportot, illetve ideált kell mondanunk. 

Tekintsük az M topológikus 5-modulusnak egy A részmodulusát. Ha A zárt, 
akkor M topológiája az M/A faktormodulusban egy olyan Hausdorff-topológiát 
indukál, amelyre vonatkozóan M/A topológikus 5-modulus. Ennek az indukált 
topológiának egy bázisfilterét úgy kapjuk, hogy tekintjük az összes U + A j A alakú 
részhalmazt, ahol U befutja M-nek egy bázisfilterét {U + AjA-n értjük az u + A 
(uÇU) mellékosztályok halmazát). Jelölje q> M-nek M/A-ra való természetes homo-
morfizmusát; tp nyílt-folytonos leképezés. Az A részmodulus zártsága azért lényeges 
kikötés, mert különben az indukált topológiában cp folytonossága miatt M/4-nak 
a 0 pontja nem lenne zárt halmaz, és így M/A nem lehetne Hausdorff-tér. 

Nyílt részmodulus minden esetben zárt is, ugyanis, ha A nyílt részmodulus 
akkor az U Ф + А) nyílt halmaz komplementere éppen A. A ip természetes homo-

ЫА 
morfizmus nyílt voltának közvetlen következménye, hogy nyílt részmodulus szerinti 
faktormodulusban az indukált topológia diszkrét. 

Ha N az M topológikus 5-modulusnak a homomorf képe egy <p nyílt-folytonos 
homomorfizmusnál, akkor érvényes az 

M/Ker ( p ^ N 

izomorfia algebrai és topológiai értelemben. (Azon, hogy két struktúra algebrai és 
topológiai értelemben izomorf, azt értjük, hogy a köztük létesített leképezés izo-
morfizmus és homeomorfizmus, más szóval nyílt-folytonos izomorfizmus.) 
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Az első izomorfia-tétel így fogalmazható: legyen A és В az M topológikus 
/(-modulusnak két zárt részmodulusa, és tegyük fel, hogy {A, B} is zárt részmodulus. 
Ekkor érvényes az 

Aj A П-ß = {А, В}/В 

izomorfia algebrai és topológiai értelemben. 
Legyen M egy topológikus /(-modulus és А, В (AQB) zárt részmodulusok. 

Mivel a természetes homomorfizmusok nyílt-folytonos leképezések, azért a második 
izomorfia-tétel azt mondja ki, hogy fennáll az 

M/A jВ/А ^ M\B 

izomorfia algebrai és topológiai értelemben. 
Tekintsük az Mx, ..., Mx, ... topológikus /(-modulusokat. Ezeknek a modulu-

soknak az M = 2 komplett direkt összegében bevezetjük az úgynevezett Tyiho-
a 

nov-féle topológiát a következőképpen. Tekintsünk minden M a-ban egy bázis-
filtert, és jelöljük (Ax, ..., Ax, ...)-val az Axf M% halmazok Descartes-szorzatát. 
M-nek bázisfilterét alkossák azok az U = (UX, ..., Ua, ...) (С /6Ц, ) halmazok, 
amelyekben véges kivétellel valamennyi UX = MX. M ebben a topológiában topológikus 
modulus. Ha a továbbiakban komplett direkt összegről esik szó, mindig feltételez-
zük, hogy az topológikus tér a Tyihonov-topológiával. 

Kompakt /(-modulusok komplett direkt összege a Tyihonov-topológiában 
kompakt. Diszkrét direkt összegre ez a tétel nem áll fenn, mivel a diszkrét direkt 
összeg még csak nem is alkot teljes teret sem. A diszkrét direkt összeg a Tyihonov-
topológiával ellátott komplett direkt összegnek sűrű részhalmaza. 

Legyen az M topológikus /(-modulus az A és В zárt részmodulusainak algebrai-
lag vett direkt összege. Azt mondjuk, hogy M /1-nak és ß-nek topológiai értelemben 
is direkt összege, ha az A + В térben bevezetett Tyihonov-topológi'd ekvivalens az 
M-beli topológiával. Világos, hogy ennek szükséges és elegendő feltétele az, hogy 
A + B- nek tetszőleges (U, V) ( U f A , Vf В) O-környezetéhez van M-nek olyan W 
O-környezete, amelyre Wf(U, V) teljesül. A és В algebrai és topológiai értelemben 
vett direkt összegét ЛфЯ-vel jelöljük. 

Amit itt modulusokra elmondottunk, mindaz — mint már megjegyeztük — 
érvényes kétoldali modulusokra, csoportokra és gyűrűkre egyaránt. 

A 2, 2. állítás topológiai általánosítása a 

3, 4. á l l í t á s . Ha R topológikus gyűrű és / j , ..., I r Tí-nek olyan ideáljai, melyekre 
П . . . n / r = 0 és {/j n . . . n / ; _ j , Ii} = R (i = 2, ..., r), akkor R algebrai és topológiai 

értelemben izomorf az 
R' = RIII®...®RIIR 

direkt összeggel. 

B i z o n y í t á s . A 2,2 . állítás szerint fennáll az izomorfia algebrai értelemben, 
/(-nek / ( / / - r e való természetes homomorfizmusa, mint tudjuk, nyílt-folytonos 
leképezés. Jelöljük /í-nek /('-re való izomorfizmusát <p-vel, és tekintsük /('-ben 
0-nak egy V környezetét. Feltehető, hogy U =(UX, ..., Ur), ahol f / j / ( / / -nek 
O-környezete. Válasszunk ezután /(-ben egy olyan U 0-környezetet, amelyre teljesül 
U + I j / I i f U i ( / = 1, . . . , r). Ez r végessége miatt megtehető. Ekkor H-ra teljesül 
(p(U)fU', tehát (p folytonos leképezés. Ha U /(-nek tetszőleges O-környezete,. 
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akkor F'-nek U' = (U + I f f i , ..., U + IJIr) O-környezetére nyilván teljesül 
<p(UU', így (p nyílt leképezés. Ezzel kimutattuk, hogy <p F-nek F'-re való homeo-
morfizmusa. [] 

Gyakran előforduló fogalom lesz a továbbiakban az inverz-limesz fogalma. 
Ezt is csak F-modulusokra értelmezzük, de ugyanígy értelmezhető kétoldali modu-
lusokra, csoportokra és gyűrűkre is. 

Tekintsünk egy Г = {а, ß, ...} irányított halmazt. Topológikus F-modulusok 
inverz rendszerén egy olyan Q rendszert értünk, amely Mx (а £ Г ) topológikus 
F-modulusokból és olyan 71% (a > ß ) folytonos homomorfizmusokból áll, amelyek 
Mx-1 Mß-ba képezik le, és amelyekre fennáll л* = nínfi (а > ß > у ) . Az inverz-rend-
szerre használni fogjuk az Й = [М„, л}] jelölést. 

Az Q inverz-rendszer inverz-limeszén értjük a 2 Mx Tyihonov-topológiával 
а£Г 

ellátott komplett direkt összegnek azt az M=ßim ß részmodulusát, amelyet az 
[ x j = (..., xx, ...) (7ipXx = Xß, а > ß ) alakú vektorok alkotnak. Ismeretes, hogy M 
a komplett direkt összegnek zárt részmodulusa. Azt a лх folytonos homomorfizmust, 
amely M-et Мх-Ъа képezi le oly módon, hogy az (..., xx, . . . ) £ M vektorhoz az 
xxdMx elemet rendeli hozzá, M-nek Мх-та való természetes homomorfizmusának 
nevezzük. 

Azt mondjuk, hogy az Mx (а £ Г ) F-modulusoknak ß = [ M x , Tip] inverz-rendszere 
az QX = [MXX, Qpj] inverz-rendszerek direkt összege, ha Mx= MxX ( а £ T ) és 

л 
QpX pedig a лp leképezésnek MxX-ra való korlátozását jelenti. Azt a tényt, hogy ß 
az ß ; inverz-rendszerek direkt összege, Q= 2 ß;.-val jelöljük. 

я 
3 . 5 . á l l í t á s . ( Z e l i n s k y [ 3 5 ] Theorem 1 ) . Érvényes az 

4 ü m 2 0 я = 2 ч П т ß; . 
я я 

izomorfia algebrai és topológiai értelemben. 

B i z o n y í t á s , hm 2 ^я elemei az A = 2 2 Mx! komplett direkt összegnek 
•* Я Я с 

bizonyos elemei. Hasonlóan B = 2 2 M^-nak bizonyos elemei alkotják 2 ^я"* 
а Я Я 

Minthogy Л és F algebrai és topológiai értelemben izomorf, azért elegendő ki-
mutatni, hogy ennél az izomorfizmusnál 2 l ' m ^я 1™ 2&л~ т а képeződik le. F-nek 

я •*— •*— я 
egy [*«я] vektora akkor és csak akkor tartozik 2 ß-hoz, ha Qßxxxx = xßx teljesül 

я -*— 
minden A-ra és а > ß-ra. Másrészt egy [xaJ £ A vektor akkor és csak akkor tartozik 
lim 2 klx-hoz, ha Лр[ххХ] = [xpX] teljesül minden Я-ra. Ez viszont éppen azt jelenti, 
hogy Qpxxxx = xßx érvényes minden Я-ra és а > ß-ra. [] 

Gyűrűk inverz-limeszére vonatkozóan szükségünk lesz a 

3 . 6 . á l l í t á s r a ( Z e l i n s k y [ 3 5 ] Lemma 3 . ) . Radikálgyűrük inverz-limesze 
is radikálgyűrű. 

B i z o n y í t á s . Legyen F = lim [Fa, nf], ahol az Fa-k radikálgyűrük. Elegen-

dő kimutatni, hogy F-nek minden elemének van bal-kváziinverze. Ha [ x j £ F , . 
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akkor a feltétel szerint minden xa-nak van kváziinverze, azaz létezik olyan egy-
értelműen meghatározott yc(£Ra elem, amelyre fennáll y a + x„ + уaxa = 0. Világos, 
hogy ЛрУа =}'ß £ Rß .Vß-nak bal-kváziinverze, ezért [yx] £ R [xj-nak bal-kváziinverze. [] 

Egy M R-modulust lineárisan topológikusnak nevezünk, ha van részmodulusok-
ból álló bázisfiltere. Mivel nyílt részmodulust tartalmazó részmodulusok nyíltak, 
azért lineárisan topológikus R-modulusnak minden részmodulusból álló bázis-
filtere nyílt részmodulusokból áll. Könnyű látni, hogy ha egy M R-modulusban 
kijelöljük részmodulusoknak egy U filterét, akkor U-t M bázisfilterének tekintve 
M-ben egy olyan topológiát vezettünk be, amelyre nézve a műveletek folytonosak is. 

Már L e f s c h e t z [17] könyvében szerepel a lineárisan kompakt és lokálisan 
lineárisan kompakt vektortér fogalma. Egy M topológikus R-modulust lineárisan 
kompaktnak nevezünk, ha M lineárisan topológikus és M-ben minden olyan F 
filternek, amely zárt részmodulusok szerinti mellékosztályokból áll, van érintkezési 
pontja. 

A lineárisan kompaktság feltétele a kompaktsághoz képest egyfelől erősebb 
kikötést tartalmaz, nevezetesen azt, hogy létezik részmodulusokból álló bázis-
filter, másfelől kevesebbet tételez fel, amennyiben csak bizonyos F filterekről 
követeli meg | F X 0 teljesülését. Olyan R-modulusra, amely lineárisan kompakt, 
de nem kompakt, példaként tekintsünk egy végtelen sok elemet tartalmazó irredu-
cibilis R-modulust a diszkrét topológiában. Erről nyilvánvaló, hogy lineárisan 
kompakt, másrészt viszont nem lehet kompakt a diszkrét topológiában, mivel 
végtelen sok elemet tartalmaz. 

Lokálisan lineárisan kompaktnak nevezünk egy M R-modulust, ha M-nek van 
olyan L jc 0 nyílt részmodulusa, amely lineárisan kompakt. 

Egy R gyűrűt akkor tekintünk lineárisan kompaktnak, ha R, mint R-modulus 
lineárisan kompakt. Rögtön felmerül a lineáris kompaktság egy másik definíció-
jának a lehetősége is: R-et akkor mondjuk ideálokra nézve lineárisan kompaktnak, 
ha van ideálokból álló bázisfiltere és minden zárt ideálok szerinti mellékosztályok-
ból álló filternek van érintkezési pontja. Már itt megemlítjük, hogy ez a két értel-
mezés két különböző gyűrűosztályt definiál (lásd a 11. § (a) részét és a 11,3 példát). 
Viszont közös mederben tárgyalható a két különböző típusú topológia vizsgálata. 
Ezt még nagyobb általánossággal a 4. §-ban fogjuk kifejteni. 

Mivel a 7. §-ban alkalmazni fogjuk J a c o b s o n sűrűségi tételét, ezért a teljesség 
kedvéért közöljük annak topológiai megfogalmazását. 

Jelöljön M egy irreducibilis R-modulust. Ismeretes, hogy M-nek R-rel fel-
cserélhető endomorfizmusai egy К ferdetestet alkotnak. M-nek, mint К feletti 
vektortérnek R* teljes endomorfizmusgyűrűjében (vagy más szóval M lineáris 
transzformációinak a gyűrűjében) bevezetünk egy lineáris topológiát a következő-
képpen: Tekintsünk véges sok xy, . . . ,x„ M-beli elemet és ezekhez alkossuk meg 
az 

L = L(xi, ..., x„) = {r£R j rx t = ... =rx,, = 0} 

balideált. Az összes ilyen L balideál nyilván egy filtert alkot, és ezt tekintsük R* 
bázisfilterének. J a c o b s o n sűrűségi tétele így szól: 

3,7. t é te l ([8] 31. oldal, Density Theorem for Irreducible Modules). R sűrű 
részgyűrűje az R* gyűrűnek. 
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A 8. §-ban a lokálisan lineárisan kompakt primitív gyűrűkről kimutatjuk, hogy 
ezek éppen a minimális balideállal rendelkező primitív gyűrűk. Ez utóbbiaknak igen 
szép leírását adja J a c o b s o n struktúra-tétele. A megfogalmazáshoz bevezetjük a véges 
rangú lineáris transzformáció fogalmát. Egy vektortér <p lineáris transzformációját 
véges rangúnak nevezzük, ha lm (p véges dimenziós vektortér. 

3, 8. t é t e l ([8] 75. oldal, Structure Theorem (1) és (2) része). Egy R gyűrű 
akkor és csak akkor minimális balideált tartalmazó primitív gyűrű, ha R egy ferdetest 
feletti vektortér teljes endomorfizmus-gyűrüjének olyan sűrű részgyűrűje, amely tar-
talmaz véges rangú lineáris transzformációt. 

A 2, 7. definíciónak megfelelően bevezetjük a topológikusan egyszerű gyűrű 
fogalmát. 

3,9. d e f i n í c i ó . Egy R topológikus gyűrűt topológikusan egyszerűnek neve-
zünk, ha csak triviális zárt ideáljai vannak és radikálja 0. 

E szerint tehát egy topológikusan egyszerű gyűrű mindig féligegyszerü. 
Végül ismertetjük ideálok transzfinit nilpotenciájának a fogalmát. Az itt ismer-

tetett definíció a nilpotenciának LEPTiNtől [18] származó általánosítása. A III. rész-
ben tulajdonképpen a transzfinit nilpotens gyűrűket vizsgáljuk, és bizonyos topoló-
gikus feltételek mellett ezek éppen a radikálgyűrűk lesznek. 

Tekintsünk egy R topológikus gyűrűt és F-ben egy A ideált. Definiáljuk F-ben 
az Л,, és A ideálokat a következő módon. Legyen 

A0 = A A = A 
о 

A^ + j —- Aß • A A = A - A 
A+ 1 У A 

AJ = P) АЦ A = f | A, ha A limeszszám. 
A < .л À Л< л /j 

Ilyen módon ideáloknak két leszálló láncához jutunk. Legyen £ egy olyan rögzített 
rendszám, hogy a nála kisebb rendszámok számossága nagyobb legyen F számos-
ságánál. Ekkor létezik egy olyan <x<£ rendszám, amelyre Aß = AX minden / o a 
rendszámra, így fennáll A/I = AÍ is. Hasonlóan teljesülnie kell A=A-nek is minden 

A Ç 
ra. Vezessük be az Л* = Ле és A = A jelölést. A* és A olyan zárt ideál, amely re 

teljesül * ç 

AIF- A = A-A = A 
* * * 

Az A ideált transzfinit r-nilpotensnek nevezzük, ha A, =(), és transzfinit nilpotens-
nek, ha Л = 0 . A transzfinit jelzőt el fogjuk hagyni és röviden r-nilpotens és t-nilpotens 

* 
ideálokról beszélünk. Minthogy AQAazért egy r-nilpotens ideál mindig t-nil-

* 
potens is. Leggyakrabban azzal az esettel lesz dolgunk, amikor R = A. ilyenkor 
a gyűrűt r-nilpotensnek, illetve r-nilpotensnek nevezzük, ha F* = 0, illetőleg F = 0. 

* 
Ezeket a fogalmakat minden gyűrűben értelmezhetjük, mert a diszkrét topo-

lógiában valamennyi gyűrű topológikus gyűrű. 
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4. §. Lineárisan kompakt modulusok topológiai tulajdonságai 

Ebben a §-ban célunk a lineárisan kompakt topológiának általánosítása, 
és ennek az általánosított fogalomnak topológiai vizsgálata. 

Tekintsünk e végből egy R gyűrű feletti M balmodulust, és tegyük fel, hogy 
M-nek van egy S jobboperátortartománya, amelynek elemei R elemeivel felcserél-
hető operátorok, azaz bármely r£R és s£S operátor esetén teljesül (rm)s = r(ms) 
minden m £ M elemre. Vizsgálatainkban az S operátortartományra nézve a következő 
speciális esetek fognak fellépni: 

a) S az üres halmaz, azaz M csupán R-modulus. 
b) S=R. Ez a helyzet áll elő, ha M az R gyűrűnek ideálja, homomorf képe, 

vagy ilyenek a direkt összegei. 
c) S ferdetest, M az S ferdetest feletti vektortér, és R M lineáris transz-

formációinak egy gyűrűje. 

4, 1. d e f i n í c i ó . Az M topológikus (R, 5)-modulus topológiáját lineáris-
nak nevezzük, ha van kétoldali részmodulusokból álló bázisfiltere. 

4 ,2 . d e f i n í c i ó . Az M (R, S)-modulust lineárisan kompaktnak nevezzük, 
ha topológiája lineáris és minden olyan filternek, amely zárt kétoldali részmodulusok 
szerinti mellékosztályokból áll, van érintkezési pontja. 

Tekintsünk egy R topológikus gyűrűt, mint önmaga feletti balmodulust és 
mint az üres halmaz feletti jobbmodulust. A 4, 2. definíció most gyűrű lineáris 
kompaktságának a szokásos definícióját adja. Ha viszont R-et, mint (R, R)-modulust 
tekintjük, akkor a 4, 1. definícióban az előzőkhöz képest erősebb kikötéssel élünk, 
nevezetesen azzal, hogy R-nek létezzék ideálokból álló bázisfiltere. Ezzel szemben 
most kevesebb filtertől kívánjuk meg azt, hogy legyen érintkezési pontja. Ha R-ben 
ilyen értelemben teljesülnek a 4, 2. definíció feltételei, akkor azt mondjuk, hogy 
R ideálokra nézve lineárisan kompakt. Később látni fogjuk, hogy a lineárisan kom-
pakt gyűrűk osztálya különbözik az ideálokra nézve lineárisan kompakt gyűrűk 
osztályától. 

A lineáris kompaktság fogalmát még általánosabban is definiálhatnánk oly módon, hogy 
tekintjük a topológikus-modulusoknak és folytonos homomorfizmusaiknak a kategóriáját. Minden 
M modulushoz hozzárendeljük additív részcsoportjainak egy Ум rendszerét, úgy hogy teljesüljenek 
az alábbi feltételek: 

1. Me Ум : 

2. ha G, S ... i G„E ... yM -bel i részcsoportok növekvő lánca, akkor С У м ; 
« 

3. ha G, HíУм akkor GriHíya; 
4. ha <p olyan folytonos homomorfizmus, amelyre Ker грсУм, akkor У \т<р—<р{Ум), ahol 

<р{Ум) jelenti a <p(A) (А с Ум) részcsoportok halmazát; 
5. Ум®*=Ум®У», ahol Ум® У и jelenti M®N- nek A® B(Aí Ум, Bíyk) alakú rész-

csoportjainak a halmazát. 
Egy M modulust У-re vonatkozóan lineárisan topológikusnak nevezünk, ha van Ум-beli 

részcsoportokból álló környezetbázisa. Azt mondjuk, hogy M У - r e vonatkozóan lineárisan kom-
pakt, ha У-re vonatkozóan lineárisan topológikus és minden Ум-beli zárt részcsoportok szerinti 
mellékosztályokból álló F filtere 

Jelentse Ум egy M (R, 5)-modulus összes részmodulusát. Most teljesülnek az 1—5. feltételek, 
és ebben az esetben éppen a 4, 1, és 4, 2. definíciót kapjuk. 
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Érdekes lenne vizsgálni a lineáris kompaktságnak azt a gyürüelméleti esetét, amikor 3~R jelenti 
a gyűrű kváziideáljainak a halmazát, és a gyűrű erre a tulajdonságra nézve lineárisan kompakt. 

A következő tételek bizonyíthatók lennének csupán az 1—5. axiómák felhasználásával, ez 
azonban a tárgyalást nehézkessé tenné. Minthogy vizsgálatainkban csak a 4, 2. definíció speciális 
eseteire lesz szükség, azért a tételeket ennek megfelelően mondjuk ki és bizonyítjuk be. 

Bebizonyítunk néhány alapvető tételt a lineárisan kompakt kétoldali modulu-
sokra vonatkozóan. Ezek a tételek Z e l i n s k y [35], [36] és L e p t i n [18] által balmodu-
lusokra bizonyított tételek általánosításai, teljesen analóg bizonyításokkal. A tel-
jesség kedvéért közöljük a bizonyításokat. 

Mivel minden nyílt részmodulus egyúttal zárt is, azért a 4, 2. definíció alapján 
közvetlenül adódik, hogy egy lineárisan kompakt (F, S)-modulusban minden 
CaMc/ij-filternek van érintkezési pontja. Ezért érvényes a 

4,3. á l l í t á s . Minden lineárisan kompakt (F, S)-modulus teljes. 

4, 4. á l l í t á s . Ha egy M modulus topológiája lineáris és a zárt kétoldali rész-
modulusokra teljesül a minimumfeltétel, akkor M diszkrét és lineárisan kompakt. 

Mivel minden nyílt részmodulus egyúttal zárt is, azért M bázisfiltere tartalmaz 
minimális kétoldali részmodulust. M Hausdorff-tér, ez csak úgy lehetséges, ha 
0 nyílt részmodulus, vagyis M diszkrét. 

Legyen F = {а л+ Vx} egy zárt kétoldali részmodulusok szerinti mellékosztályok-
ból álló filter, ahol Vx jelöli a szóban forgó részmodulusokat. A feltétel szerint a 
Vx-k között van minimális, legyen ez VXo. Ekkor fennáll 09^аХо + VXoQ)F. [] 

A 4, 4. állítás azt mutatja, hogy a lineárisan kompaktság feltétele általánosítása 
a minimumfeltételnek. 

4, 5. á l l í t á s . Az M lineárisan kompakt (F, S)-modulusnak bármely G zárt 
kétoldali részmodulusa lineárisan kompakt. 

Ha U = {U)} M-nek részmodulusokból álló bázisfiltere, akkor világos, hogy 
V = {Ux, П G} G-nek részmodulusokból álló bázisfiltere. Az M által indukált topo-
lógia tehát lineáris. A további állítás nyilvánvaló. [] 

4, 6. á l l í t á s . Ha az M (F, S)-modulus lineárisan topológikus, akkor bármely 
N lineárisan kompakt részmodulusa zárt. 

Legyen a £ A tetszőleges pont és jelölje Ü = { t / A } M-nek részmodulusokból 
álló bázisfilterét. Ekkor a-nak minden a + Ux környezete tartalmaz A-beli elemet, 
tehát (a + Ux) П N nem üres és így az F = {(a + Ux) П A} halmaz filtert alkot. Jelöljön 
ax egy, a továbbiakban rögzített elemet (a + Ux) П A-ből és bx(d(a + Ux) П N ) egy 
további elemet. Mindenek előtt világos 

ax + (UxnN)Q(a+Ux)nN. 
Mivel bx-axdUxON, azért bxdax + (Uxr\N), tehát 

ахА-(ихГ\A)2(ax + Ux) ПN 
is fennáll. E két tartalmazás azt mutatja, hogy az F filter elemei A-ben zárt rész-
halmazok szerinti mellékosztályok. így A lineáris kompaktsága miatt ] F X 0 . 
De mivel U bázisfilter, ezért ez csak úgy lehetséges, ha ad |F, amiből a £ A követ-
kezik. A tehát valóban zárt. [] 
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4. 7. á l l í t á s . Jelölje cp az M lineárisan kompakt (R, S)-modulusnak az N 
lineárisan topológikus (R, S)-modulusba való folytonos homomorfizmusát. Ekkor 
lm (p lineárisan kompakt modulus. 

Mivel lm cp /V-nek részmodulusa, azért lm <p-ben az N által indukált topológia 
nyilván lineáris. 

Tekintsünk ezután egy olyan F* = {F ; } filtert lm (p-ben, amelynek elemei 
zárt részmodulusok szerinti mellékosztályok. A cp leképezés folytonossága miatt 
F = {<p-1(F;)} zárt részmodulusok szerinti mellékosztályokból álló filter, ezért 
a feltétel szerint iF + 0. következőleg 0^<p( |F)Q|F*. [] 

4, 8. á l l í t á s . Legyen A és В az M lineárisan kompakt (R. S)-modulusnak 
zárt kétoldali részmodulusa. Ekkor az A és В által algebrailag generált {A. B} rész-
modulus zárt M-ben. 

Legyen cp az M-nek M/A-ra való természetes homomorfizmusa. Tekintsük 
M/A-nakegy V = {F ;}részmodulusokból álló bázisfilterét. W = {УхГкр(В)} cp(B) (Q 
QM/A)-nak bázisfiltere. Nyilvánvaló, hogy W elemei kétoldali részmodulusok és 
így (р(В)-Ъеп a topológia lineáris. A 4, 5. állítás miatt В lineárisan kompakt, ezért 
a 4, 7. állítás következtében tp(B) is lineárisan kompakt. így a 4, 6. állítás szerint 
cp(B) zárt М/4-ban, tp folytonossága miatt pedig cp~l(ip(B)) = {А. В} AZ-nek zárt 
részmodulusa. [] 

4,9. á l l í t á s . Legyen N zárt kétoldali részmodulus az M lineárisan topoló-
gikus (5, S)-modulusban. Ha N és M/N lineárisan kompakt modulusok, akkor M is 
lineárisan kompakt. 

Jelölje cp AZ-nek M/N-re való természetes homomorfizmusát és legyen F = {F ; } 
M-ben egy zárt részmodulusok szerinti mellékosztályokból álló filter. Ekkor 
<p(F) = {(/>(F;)} M/N-ben zárt részmodulusok szerinti mellékosztályokból álló 
filter, és így a feltétel szerint van olyan x£M elem, amelyre (p(x)Ç\q>(F) teljesül. 
Következőleg xÇ C\{FX + N) és így minden/-hoz van olyan fxÇF, elem, amelyre 

f? —xÇN érvényes. Ezért E = {(Ex—x) П N } nem üres, zárt részmodulusok szerinti 
mellékosztályokból álló filter yV-ben. A feltétel szerint van olyan yÇN elem, amelyre 
>»€|E. Ekkor nyilvánvaló, hogy fennáll [] 

Emlékeztetünk arra, hogy egy AZ (R. Sj-modulus talpán a minimális kétoldali 
részmodulusok által algebrailag generált В részmodulust értjük, illetve a 0 modulust, 
amennyiben AZ-nek nincs minimális részmodulusa. 

4, 10. á l l í t á s . Egy M diszkrét lineárisan kompakt (R. S)-modulus talpa 
véges sok minimális részmodulus direkt összege. 

Tegyük fel, hogy az 4 1 ; ..., Ar minimális kétoldali részmodulusok által gene-
rált Br részmodulus ezeknek a direkt összege, Br = Ax + ... +Ar. Ha Br tartalmazza 
AZ összes minimális kétoldali részmodulusát, akkor készen vagyunk. Ha létezik 
egy A r + 1 minimális kétoldali részmodulus, amely nincs benne 5,,-ben, akkor 
Ar+1 í~)Br = 0 és Br+1 = Br + Ar+, direkt összeg. Folytassuk ezt az eljárást és tegyük 
fel, hogy nem szakad meg véges sok lépésben. Legyen B = Ax +A2 +... az 4,-ik 
diszkrét direkt összege. Tekintsük minden n természetes számhoz az U„ = A„+1 + 
+ 4 „ + 2 + . . . részmodulust. Válasszunk ki minden 4 r b ő l egy elemet. Ekkor 
az F = (x t + . . . +x„ + U„) halmaz nyilván filtert alkot és mivel AZ diszkrét, azért 

4 
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zárt részmodulusok szerinti mellékosztályokból álló filterről van szó. M lineárisan 
kompakt volta miatt a 4, 5. állítás következtében В is lineárisan kompakt, ezért 
fennáll X; +x2 + ... £ í F Q B. Másrészt В elemei csak véges sok nullától különböző 
komponenst tartalmazhatnak, így ellentmondáshoz jutottunk. [] 

4, 11. á l l í t á s . Legyenek M , , ..., Mx, ... lineárisan kompakt (R, S)-modulusok. 
Ekkor az M = У/Mx komplett direkt összeg a Tyihonov-fé/e topológiában lineárisan 

a 
kompakt. 

Nyilvánvaló, hogy M a Fví/ionor-topológiában lineárisan topológikus. Arra 
vonatkozóan, hogy M lineárisan kompakt is, a tankönyvekre hivatkozunk ( B o u r b a k i 

[ 2 ] 1. 1 0 . § 3 . tétel, L e f s c h e t z [ 1 7 ] ( I . 2 4 , 1 ) ) . 

4, 12. á l l í t á s . Ha Q = [MX, n/,] lineárisan kompakt (R. S)-modulusok inverz-
rendszere, akkor M— lim Q is lineárisan kompakt. 

Ismeretes([17] (I. 38, 2)), hogy ha Ux = { E J } Mx-nak kétoldali részmodulusokból 
álló bázisfiltere, akkor a 

К а = { х € М К х € £ и 

halmazok M-nek egy részmodulusokból álló bázisfilterét alkotja. M-ben tehát 
a topológia lineáris. 

L e f s c h e t z [ 1 7 ] (I. 38, 3) szerint M zárt részhalmaza а У)МХ komplett direkt 
a 

összegnek, amely a 4, 11. állítás szerint lineárisan kompakt. Alkalmazva a 4, 5. állí-
tást, azt nyerjük, hogy M is lineárisan kompakt. [] 

Legyen M egy lineárisan topológikus (R, Sj-modulus, és tekintsük M-nek 
egy részmodulusokból álló U = {UX) bázisfilterét. Jelölje nx M-nek Ma = M/t / a-ra 
való természetes homomorfizmusát. Mivel Ux nyílt, azért MjUx a nx által indukált 
topológiában diszkrét (R, Sj-modulus. Definiáljunk az indexek között egy részben-
rendezést úgy, hogy akkor és csak akkor álljon fenn, ha Uxa Up és tekintsük 
minden a i n d e x p á r r a a Tt/ = n p n j l leképezését. Világos, hogy к/ éppen Ma-nak 
Myj-ra való természetes homomorfizmusa. Az Q = [Mx,np] rendszer (R, S)-rao-
dulusoknak egy inverz-rendszerét alkotja. 

4, 13. á l l í t á s . A fenti jelölések mellett, ha M teljes, akkor algebrailag és 
topológiailag izomorf lim Q-val. 

A <p(x) = (..., xx, ...) ( x € M , х / Л / , ) leképezések M-nek lim ß-ba való homo-
morfizmusa. A <p leképezés egy-egyértelmű is, mert tp(x) = 0-ból xj(]Ux — Q kÖVet-

sc 
kezik. (p M-et lim ß-ra képezi le, mert ha (..., yx, . . . )€ lim ß (ухвМх), akkor 
válasszuk az x2 ( € Mx) elemet úgy, hogy nxxx=yx fennálljon. Tekintsük M-ben 
а С = {xx + Ux} filtert. Mivel и = { и я } bázisfilter, ezért С Cauchy-filter, és így 
M teljessége miatt létezik egy (és csakis egy) x € ) C elem. Erre az x-re pedig érvé-
nyes cp(x) = (..., yx, ...). A cpleképezés az Ux-t éppen Vx= {(...,yß, ...)£ lim ß j y a = 0}-
ba viszi. Mivel minden Mx diszkrét, azért V ={ ! / , } lim ß-nak bázisfiltere, ip tehát 
az U bázisfiltert egy-egyérte)műen а V bázisfilterre képezi le, ezért mindkét irány-
ban folytonos. [] 
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4, 14. á l l í t á s . Ha M az M topológikus (R, S)-modulus teljes hurka és U = {H,} 
M-nek részmodulusokból álló bázisfiltere, akkor M algebrailag és topológiailag 
izomorf lim [M/Ux, nf\-tal. 

Jelölje О az V részmodulus lezártját M-ban. Világos, hogy U = { H a } M-nak 
részmodulusokból álló bázisfiltere. A 4, 13. állítás következtében elegendő' kimu-
tatnunk, hogy fennáll az M / t / s M / H izomorfia tetszőleges U nyílt részmodulus 
esetén. 

Egy U részmodulus lezártja M-ben nyilván Üf)M. Mivel U nyílt és így zárt is, 
azért U=Ü ПМ. Ezért minden r+U ( € Mi U) mellékosztály, mint halmaz, benne 
van egy olyan r + Ü ( d MjÜ) mellékosztályban, amely tartalmaz M-beli elemet. 
Másrészt H nyílt, M pedig M-nak sűrű részhalmaza, ezért minden r + Ü mellék-
osztály tartalmaz egy r+U mellékosztályt. Ha viszont r+U,s+Udr + Ü, akkor 
r + 0 = s + Ü és r — sdÜ C\M=U, tehát r+U = s+U. így minden r + Ü mellék-
osztály egy és csakis egy r+U mellékosztályt tartalmaz, tehát valóban М / Н э ё М / Н . Ц 

4, 15. á l l í t á s . Legyen M lineárisan kompakt (R, S)-modulus a z topológiában. 
Létezik olyan t*( = É) topológia, amelyben M lineárisan kompakt, és M-nek minden 
r'( =51) lineárisan kompakt topológiájára z' ^z* érvényes. M-nek z-zárt kétoldali rész-
modulusai z*-zártak is. A z* topológiát jellemzi az a tulajdonság, hogy benne minden 
olyan zárt kétoldali részmodulusokból álló A filter, amelyre |A = 0. 0-hoz konvergál, 
vagyis lim A = 0. 

Legyen U M nyílt kétoldali részmodulusainak a halmaza а т topológiában. 
Ha HEU és x $ H , akkor a Kuratowski—Zorn lemma szerint van olyan maximális 
H* kétoldali részmodulus, amely tartalmazza H-t, de nem tartalmazza x-et. Jelölje 
(x) az összes x-et tartalmazó kétoldali részmodulus metszetét. На В egy H*-ot 
valódi módon tartalmazó kétoldali részmodulus, akkor (x) + U*Q B. Ezért (x) + U* 
minimális H*-ot valódi módon tartalmazó kétoldali részmodulus. Alkossuk meg 
az összes H* által generált U* filtert. Mivel minden H £ U bizonyos H*(f U+)-ok 
metszete, azért U bázisfilter volta miatt jU* = 0. Válasszuk U*-ot M-ben а т* topo-
lógia bázisfilterének. Világos, hogy M ebben a topológiában lineárisan topológikus. 
Az is világos, hogy r* т-nál durvább topológia. На С M-пек т-zárt kétoldali rész-
modulusa, akkor könnyű látni, hogy С előállítható U-beli részmodulusok metszete-
ként. Ugyanis ha x(jC, akkor .az M tér regularitása miatt van olyan UfU részmo-
dulus, hogy x $ C + H . Következőleg C= f j (C+U). Mivel H-val együtt C+U 

t/gu 
is nyílt kétoldali részmodulus, azért C + HÇU és С valóban előáll a kívánt metszet-
ként. Mivel minden U-beli részmodulus előáll U*-beli részmodulusok metszeteként, 
azért С is előáll U*-beli részmodulusok metszeteként. Ebből következik, hogy С 
a t* topológiában is zárt. Ez egyúttal azt is jelenti, hogy egy F filterre, amely zárt 
részmodulusok szerinti mellékosztályokból áll, jF mind a z, mind a z* topológiá-
ban ugyanazt jelenti, ezért M a z * topológiában is lineárisan kompakt. 

Most kimutatjuk, hogy bármely A zárt kétoldali részmodulusból álló filterre 
a z* topológiában \A = 0-bó! lim A = 0 következik. Legyen H* az U* bázisfilternek 
egy eleme. Az eló'zó'ek alapján H* eló'áll véges sok olyan Hf (€U*) részmodulus 
metszeteként, amelyekhez egyetlen minimális, őket tartalmazó C, kétoldali rész-
modulus tartozik. Tekintsük az f j (A + U f ) metszetet. Ha xd Ç\{A + U*j),akkor 

Ai A A £ A 

x eleme egy + + (u, d Ujj mellékosztálynak. Mivel x + A = ut + A. és így 
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(и, + А) П Uf = (x + А) П U f , azért 

(x + А)П Uf =(ui + A)OUf = ui + (A+ U f ) 
érvényes. így D = {(х + Л)П U ( } a í a Uf-ban zárt kétoldali részmodulusok szerinti 
mellékosztályokból álló filter. Minthogy Uf nyílt és így zárt is, azért a 4, 5. állítás 
szerint lineárisan kompakt, tehát van olyan u0 £ Uf elem, amelyre u0 f ;D = 
= f i (x + А) П U f . Ebből u0 £ x + A következik minden A £ A-ra, azaz x — u0 £ f | A = 0, 

АСА Ai A 
és így x £ Uf. Tehát érvényes a f | (A + Uf)QUf tartalmazás. Másrészt világos, 

Ai A 
hogy érvényes a fordított irányú tartalmazás is, ezért f | (A + U f ) = U f . 

Ai A 
Ha minden Л £ A-ra A + UfxUf állna fenn, akkor ebből CtQ f | (A + U f ) = 

Ai A 
= Uf с C, következne, ami ellentmondás. Ezért valamilyen Л-га érvényes A + Uf= U f , 
azaz Л Q U f . Válasszuk ezután A0( f A)-t úgy, hogy A0 legyen benne minden t/f-hoz 
tartozó Л-ban. Az Uf-ok véges száma miatt ilyen A0 létezik. Ekkor fennáll 

+ o ü n U't = V*, tehát valóban lim A = 0. 
i = 1 
Legyen most x' a т-nál durvább lineárisan kompakt topológia, és U ' t '-nek 

egy részmodulusokból álló bázisfiltere. V elemei nyilván т-zártak is, és így az előzőek 
szerint r*-zártak is. Ezért íU' = 0-ból a T*-topológiában lim U ' = 0 következik, 
azaz t'Sx*. 

Legyen т, olyan т-nál durvább lineárisan kompakt topológia, amelyben minden 
A zárt kétoldali részmodulusokból álló filter esetén |A = 0-ból lim A = 0 következik. 
Ha U* jelöli а т* topológiának egy kétoldali részmodulusokból álló bázisfilterét, 
akkor ennek elemei nyilván rázártak, és |U* = 0 miatt T r ben lim U* = 0 érvényes, 
vagyis T* = T I. [] 

4. 16. á l l í t á s . Legyen N az M lineárisan kompakt (R, S)-modulusnak zárt 
kétoldali részmodulusa. M legdurvább lineárisan kompakt topológiája N-ben leg-
durvább lineárisan kompakt topológiát indukál. 

Ha ugyanis A olyan zárt kétoldali részmodulusokból álló filter, amelyre érvé-
nyes lA = 0, akkor M legdurvább topológiájában l imA = 0, és így az indukált 
topológiában is hasonló igaz. Ezért a 4, 15. állítás szerint ez legdurvább lineárisan 
kompakt topológia. [] 

4, 17. á l l í t á s . Legyen cp az M lineárisan kompakt (R, S)-modulusnak az N 
lineárisan kompakt (R, S)-modulusba való folytonos homomorfizmusa. Tegyük fel, 
hogy N-ben a topológia a legdurvább lineárisan kompakt topológia. <p M legdurvább 
x" lineárisan kompakt topológiájára nézve is folytonos. 

A 4, 16. állítás szerint lm ç>-ben a topológia a legdurvább lineárisan kompakt 
topológia. Elegendő azt kimutatnunk, hogy ha VQ lm cp nyílt kétoldali részmodulus, 
akkor U = (p~l(V) is nyílt M-ben a r* topológia szerint. 

Világos, hogy U r-nyílt kétoldali részmodulus. A 4, 15. állítás szerint U т - z á r t 
is. Mivel algebrai értelemben érvényes az M / f / = Im (p/V izomorfia és F a feltétel 
szerint véges sok olyan Vt fi lm <p nyílt kétoldali részmodulus metszete, amelyek-
hez van minimális őket tartalmazó kétoldali részmodulus, azért hasonló igaz 
U-rd is, következőleg U T*-nyílt. [] 
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Az alábbi definíció és a következő' tételek szintén L e p t i n [ 1 8 ] és [ 1 9 ] dolgozata 
alapján jöttek létre. Igen fontosnak bizonyul a továbbiakban a következő 

4, 18. d e f i n í c i ó . Az M (R, S)-modulust szűkebb értelemben lineárisan kom-
paktnak nevezzük, ha M lineárisan kompakt és minden nyílt kétoldali részmodulusához 
létezik minimális, öt valódi módon tartalmazó kétoldali részmodulusa. 

Vizsgálatainkban a szűkebb értelemben lineárisan kompakt modulusoknak 
két speciális esete fog szerepelni. Az egyik az S = 0 eset, ekkor a L e p t i n által be-
vezetett és vizsgált szűkebb értelemben lineárisan kompakt modulusokat kapjuk. 
Ezeket a modulusokat L-kompakt modulusoknak fogjuk nevezni. A másik fontos 
eset az S=R esethez tartozik; ebben az esetben röviden K-kompakt modulusokról 
fogunk beszélni. 

Egy R gyűrűt L-kompaktnak, illetve K-kompaktnak nevezünk, ha mint R-modulus, 
illetve (R. R)-modulus L-kompakt, illetve K-kompakt. 

A szűkebb értelemben lineárisan kompakt (F, ,S)-modulusok többféleképpen 
jellemezhetők. Látni fogjuk, hogy egy szűkebb értelemben lineárisan kompakt 
modulusban a topológia mindig a legdurvább. Nem igaz azonban a megfordítás, 
vagyis egy lineárisan kompakt modulus a legdurvább lineárisan kompakt topoló-
giában nem szükségképpen szűkebb értelemben lineárisan kompakt. (Erre vonat-
kozóan L e p t i n [18] 248. oldalára utalunk.) 

4, 19. á l l í t á s . Egy M (R, S)-modulusra a következő állítások ekvivalensek: 
(I) M szűkebb értelemben lineárisan kompakt; 

(II) M topológiája teljes és kielégíti az alábbi feltételek valamelyikét: 
(i) M-nek bármely olyan (p folytonos homomorfizmusa, amelyre lm cp lineárisan 

topológikus, nyílt; 
(ii) M-nek bármely olyan q> folytonos homomorf izmusa, amelyre lm <p lineárisan 

topológikus, olyan, hogy lm q>-ben a topológia a legdurvább lineáris topológia; 
(iii) M-nek bármely nyílt U kétoldali részmodulusa szerinti faktormodulusában 

teljesül a kétoldali részmodulusok minimumfeltétele ; 
(III) M olyan [Mx, 7ip] rendszer inverz-limesze, amelyben az Mx-k diszkrétek és 

eleget tesznek a kétoldali részmodulusok minimumfeltételének. 

Először kimutatjuk, hogy az (I) feltételből következik a (II) feltétel (i) pontja. 
A 4, 3. állítás alapján világos, hogy M teljes. Tekintsük M-nek egy (p folytonos 
homomorfizmusát és tegyük fel, hogy lm cp lineárisan topológikus. Azt kell kimutat-
nunk, hogy bármely t / U M nyílt kétoldali részmodulus U' = q>(U) képe nyílt két-
oldali részmodulus. Az világos, hogy U' lm çp-nek kétoldali részmodulusa. Mivel 
Im<p topológiája lineáris, azért a 4,7. állítás következtében \mip lineárisan 
kompakt. Minthogy U' a 4, 7. állítás szerint szintén lineárisan kompakt, ezért a 
4, 6. állítás miatt U' zárt. Tekintsük ezután az N=M/U és N' = Im ip/U' faktor-
modulusokat. Minthogy U' = <p(U+ Ker cp), azért feltehető, hogy Ker cpQU. 
Ezért (p TV-nek A''-re való folytonos izomorfizmusát indukálja. U nyílt lévén N 
diszkrét és M szűkebb értelemben vett lineáris kompaktsága miatt A-nek bármely 
kétoldali részmodulusához létezik minimális őt tartalmazó kétoldali részmodulus. 
Az előbbi izomorfia miatt hasonló állítás érvényes A'-ben is. 
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A 4, 10. állítás szerint TV-nek В talpa véges sok minimális kétoldali részmodulus 
direkt összege. Ezért TV'-nek B' talpa szintén ilyen. így S'-ben teljesül a kétoldali 
részmodulusok minimumfeltétele. Ennek folytán F'-ben, mint N' alterében, a 
topológia a 4, 4. állítás következtében diszkrét. Következőleg 0 nyílt részmodulus 
S'-ben. Ezért létezik TV-nek olyan A' nyílt kétoldali részmodulusa, amelyre fennáll 
/ П 5 ' = 0. Az állítás bizonyításához elegendő kimutatnunk, hogy A'= 0, mert 
ekkor TV diszkrét és így U' nyilt lm (р-Ъеп. Tegyük fel az ellenkezőjét, azaz legyen 
A' + 0. A Kuratowski—Zorn lemma alkalmazásával válasszunk Л'-höz olyan С' 
kétoldali részmodulust TV-ben, amely maximális az / П С ' = 0 tulajdonságra nézve. 
Az előző bekezdés vége szerint C'-höz létezik olyan D' kétoldali részmodulus, amely 
minimális a C'-t tartalmazó kétoldali részmodulusok között. С' választása miatt 
fennáll A'DD' + O. Mivel érvényes az 

А' П D' = X П DjA' D C ' a {À' П D', C ' } / C s DjC' 

izomorfia és DjC' minimális kétoldali részmodulus TV/C'-ben, azért A'ED' is 
minimális kétoldali részmodulus A'-ben. Ezért fennáll 0 + A ' E D ' ^ B . amiből 
viszont А'ПВ'+О következik, ellentmondásban A' választásával. 

Most kimutatjuk, hogy az (i) feltételből következik az (ii) feltétel teljesülése. 
Legyen lm <p-ben a topológia т és legyen lm tp-nek egy lineáris topológiája. 
На V T,-nyílt részmodulus, akkor т, ё т miatt т-nyilt is, és cp folytonossága miatt 

nyílt M-ben. q> tehát а т, topológiával ellátott lm cp-rt való folytonos 
homomorfizmus. Ezért az (i) feltétel szerint ip nyílt. Ha most U lm cp-nek egy tet-
szőleges т-nyílt részmodulusa, akkor <p~1(U) is nyílt és létezik olyan Ut T r nyí l t 
kétoldali részmodulus, hogy fennáll U Q U 1 . így tehát t ê t , is érvényes. 

Az (ii) feltételből következik az (iii) feltétel. Tekintsük ugyanis M/U-Ъап két-
oldali részmodulusoknak egy V1zV2z... leszálló láncát, amelyre П Е , = 0. 
V = {F f} M/CZ-ban egy lineáris тх topológiát definiál. Tekintsük ezután M/C/-ban 
az M által indukált т topológiát. Ez diszkrét és az (ii) feltétel szerint a legdurvább 
lineáris topológia. Ezért fennáll г х = х , vagyis r , is diszkrét. Ez viszont csak úgy 
lehetséges, ha valamelyik véges к indexre Vk = 0. Ezzel kimutattuk a minimumfeltétel 
teljesülését. 

Teljesüljön az (iii) feltétel, és jelölje U = {U} M-nek egy kétoldali részmodulu-
sokból álló bázisfilterét. Mivel M teljes, azért a 4, 13. állítás szerint M előállítható 
az М/С/ (C/GU) faktormodulusok által alkotott inverz-rendszer limeszeként. Az 
triviális, hogy minden М/С/ faktormodulus diszkrét és eleget tesz a kétoldali rész-
modulusok minimumfeltételének. 

Ha az M modulus eleget tesz a (III) feltételnek, azaz M = lim [Mx,ii^], akkor, 
mivel a 4 ,4 . állítás szerint minden Ma lineárisan kompakt, alkalmazható a 4, 12. 
állítás, és így M is lineárisan kompakt. Mivel minden Ma-nak van minimális két-
oldali részmodulusa, azért világos, hogy M szűkebb értelemben lineárisan kompakt. [] 

4,20. á l l í t á s . Egy M szűkebb értelemben lineárisan kompakt (R. S)-modulus 
minden G zárt kétoldali részmodulusa is szűkebb értelemben lineárisan kompakt. 

G-nek minden V nyílt kétoldali részmodulusa előállítható G D Í 7 alakban, 
ahol U M-nek nyílt kétoldali részmodulusa. A 

G/V={G, U}IU^M/U 
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izomorfia miatt G/ F-ben teljesül a kétoldali részmodulusok minimumfeltétele. 
Másrészt G a 4, 5. állítás szerint lineárisan kompakt és így a 4, 3. állítás szerint 
teljes is. Ezért G a 4, 19. állítás (II) (iii) feltétele szerint valóban szűkebb értelemben 
lineárisan kompakt. [] 

4, 21. á l l í t á s . Jelölje <p az M szűkebb értelemben lineárisan kompakt (R, S)-
modulusnak az N lineárisan topológikus (R, S)-modulusba való folytonos homomor-
fizmusát. Ekkor lm ip is szűkebb értelemben lineárisan kompakt. 

4,7. állítás szerint Imip lineárisan kompakt. Legyen V f lm <p nyílt kétoldali 
részmodulus. <p folytonossága miatt U=(p~1(V) nyílt részmodulus, ezért M szű-
kebb értelemben vett lineáris kompaktsága miatt létezik minimális G-t tartalmazó 
kétoldali részmodulus. Az M/G = Im <pjV izomorfia miatt hasonló igaz F-re is, 
így lm cp valóban szűkebb értelemben lineárisan kompakt. [] 

4.22. á l l í t á s . Szűkebb értelmezésben lineárisan kompakt (R, S)-modulusok 
komplett direkt összege is szűkebb értelemben lineárisan kompakt. 

A 4, 11. állítás figyelembe vételével az állítás triviális. 

4.23. á l l í t á s . Legyen M lineárisan topológikus (R, Sfmodulus és N zárt 
kétoldali részmodulusa. Ha N és MjN az M által indukált topológiában szűkebb 
értelemben lineárisan kompakt, akkor M is szűkebb értelemben lineárisan kompakt 

A 4, 9. állítás alapján elegendő kimutatni, hogy M-nek bármely G nyílt két-
oldali részmodulusához van minimális G-t tartalmazó kétoldali részmodulus. 
Amennyiben N f U , akkor M/N szűkebb értelemben vett lineárisan kompaktsága 
miatt világos, hogy G-hoz van ilyen kétoldali részmodulus. Ha Nf U, akkor N Г\ U 
A-ben nyílt részmodulus és így a feltételek szerint van minimális, őt tartalmazó 
C f N kétoldali részmodulus. Tekintsük a {C, U}fM részmodulust. Ez C/N=U = 
se{С, G}/G miatt nyilván G-tól különböző, minimális G-t tartalmazó részmodulus. [| 

Legyen az M lineárisan topológikus (R, Sj-modulus, mint R-modulus, hű. 
Ez esetben R elemeit M folytonos endomorfizmusainak tekinthetjük. Ekkor az 
R gyűrűbe bevezethetünk egy lineáris topológiát, pontosabban olyan topológiát, 
amelynek van balideálokból álló bázisfiltere, a következőképpen. Legyen U = { G } 
M-nek nyílt kétoldali részmodulusaiból álló bázisfiltere és xx,...,xr£M véges 
sok elem. Könnyű látni, hogy az 

G ( X j , . . . , xr; U ) = {q£R\ ß . Y j , . . . , QXr£ U) ( G £ U ) 

halmaz R-nek balideálja. Ha yt, ...,ys£M további véges sok elem és F£U, akkor 
nyilvánvalóan fennáll az 

L(xx, ..., хг,ух, ...,ys; UC\ V)fL(x{,..., xr; G)f l Цу,,..., ys; V) 

összefüggés. Ezért ezek a balideálok egy L filtert alkotnak. Válasszunk L-et R-ben 
bázisfilternek. Kimutatjuk, hogy ezáltal R lineárisan topológikus gyűrű lesz. Ha 
ugyanis ££ П L, akkor minden x£M-re f) G = 0, amiből fi L = 0 következik, 

L E L U E U L 6 L 
tehát a bevezetett topológia Hausdorff-féle lesz. Mivel L balideálokból áll, azért 
a műveletek folytonosságához elegendő a jobbszorzás folytonosságát kimutatni, 
azaz azt, hogy bármely G = G(x,, ..., xr; U) balideálhoz és q£R elemhez van olyan 
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i , £L balideál, amelyre L1qQL teljesül. Válasszuk L,-nek Ь(дхк, ..., gxr; U)-t, 
most bármely £ £ L , elemre U ( /=1 , ..., r), tehát és így R topológikus 
gyűrű. 

Ennek a §-nak a hátralevő' részében tegyük fel, hogy az M (F, F)-modulus, 
mint R-modulus hű és lineárisan topológikus. 

4 . 2 4 . d e f i n í c i ó . M-nek egy q folytonos endomorfizmusát L e p t i n nyomán 
hiperfolytonosnak nevezzük, ha M-nek minden zárt rész-balmodulusát önmagába 
képezi le. 

Világos, hogy F elemei hiperfolytonosak. M-nek összes F elemeivel felcserél-
hető hiperfolytonos endomorfizmusai egy H gyűrűt alkotnak és H F-et részgyűrű-
ként tartalmazza. A továbbiakban feltételezzük, hogy H-t M lineáris topológiája 
segítségével a fent leírt módon topológizáltuk. Láttuk, hogy ezáltal H lineárisan 
topológikus gyűrű lett. 

4.25. á l l í t á s . Ha az M (F, S)-modulus, mint R-modulus lineárisan kompakt, 
akkor a hiperfolytonos endomorfizmusok H gyűrűje is lineárisan kompakt. 

Először azt mutatjuk ki, hogy H teljes. Evégből tekintsük A-nak egy 
C = {ocll + Lfl} Cauchy-filterét. Definiáljuk M-nek egy önmagába történő leképezését 
a következőképpen. Ha x £ M tetszőleges elem, akkor ehhez tartoznak bizonyos 
a + L(x, U) £ С mellékosztályok, és képezzük az ax+U M-beli mellékosztályokat. 
Ezek egy C* Cauchy-filtert alkotnak, és így M teljessége miatt létezik olyan y £ M 
elem, amelyre y £ tC*. Világos, hogy ilyen módon minden x-hez egyetlen y-t ren-
deltünk hozzá. Jelöljük M-nek ezt az önmagába történő leképezését y-val. 

Kimutatjuk, hogy y M-nek endomorfizmusa. Minthogy érvényes 

Цх,у; U)QL(x; Ц)Г\Цу; Ц)ЯЦх-у; U), 

azért megfelelő C-beli mellékosztályokon fennáll 

a + L(x,y; £ / ) g ( a i + L ( x ; t / ))D(a2 + L(y; U))^a3+L(x-y, U). 

Ezekből а С* filter elemeire 

ax+U — a , x + С/, ay + U = ot2y + U, a(x—y) + U = a.3(x—y) + U 

következik. Ezért érvényes 

«з (x-y)+U = a(x —y) + U = ax-ay+U = (0+X+ U)-(a.2y+ U). 

így у definíciója miatt fennáll 
у (x-y) = yx-yy, 

tehát у endomorfizmus. 
Ha U M-nek nyílt részmodulusa, akkor tetszőleges x £ U elemre és a + L(x, U) £ С 

mellékosztály esetén érvényes yx£ax + UQU, tehát fennáll yC/UC/. Mivel bármely 
A zárt kétoldali részmodulus előállítható nyílt részmodulusok metszeteként, azért 
yAQA is érvényes. 

Legyen U nyílt részmodulus és <r£F tetszőleges elem. Mivel a folytonos jobb-
operátor, azért van olyan V nyílt részmodulus, hogy VoQU teljesül. Tekintsük 
M-nek egy tetszőleges x elemét) és legyen a közös elem az a , + L ( x ; V), a 2 + 
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+ L(xa; A)£ С mellékosztályokban. Ekkor у definíciója miatt yx £ ax + V, továbbá 
fennáll 

(yx)a £ (ax + V)a £ (ax) cr + U = a(xtr) + U; 
másrészt érvényes 

y(x«r) £ a(xtr) + U. 

Minthogy ezek az összefüggések minden U nyílt részmodulusra igazak, azért szükség-
képpen 

y(xa) = (yx)a 

tehát у bármely a-val felcserélhető. így tehát y, az előbbieket figyelembe véve, 
eleme A-nak. Minthogy pedig y£lC, azért H teljes. 

A bizonyításban eddig csupán azt használtuk ki M-ről, hogy teljes. 
H teljessége miatt alkalmazhatjuk a 4, 13. állítást, amely szerint H izomorf 

nyílt balideáljai szerinti faktormodulusainak inverz-limeszével. A 4, 12. állítás 
szerint tehát elegendő kimutatni, hogy bármilyen L £ L nyílt balideál esetén HjL 
lineárisan kompakt. Legyen evégből L(xl, . . . , x r ; ( / )£L, és jelöljük M-nek U sze-
rinti faktormoduiusának r példányban vett direkt összegét MP-rel. A 

qKO ='-«*! + U,..., txr + u) (UH) 

leképezés A-nak, mint //-modulusnak Mr-be való homomorfizmusa. Minthogy 
(p(0 — 0 azt jelenti, hogy UiéU (i= 1, ..., r), azért Ker <p = L(xk, ..., x r ; Ut) 
így A/L, mint //-modulus izomorf Mr-nek egy részmodulusával. Ez utóbbi viszon; 
lineárisan kompakt. [] 

Ezeknél a meggondolásoknál már lényegesen kihasználtuk azt a körülményt, 
hogy M, mint //-modulus lineárisan kompakt, és nem lett volna elegendő az a fel-
tevés, hogy M, mint (H, Sj-modulus lineárisan kompakt. Teljesen hasonlóan látható 
be az is, hogy egy M lineárisan kompakt F-mod idusnak teljes endomorfizmus 
gyűrűje is lineárisan kompakt. 

4, 26. á l l í t á s . Ha M L-kompakt R-modulus, akkor hiperfolytonos endomor-
fizmusainak H gyűrűje is L-kompakt. 

A 4, 25. állítás szerint H lineárisan kompakt. Ezért elegendő azt kimutatni, 
hogy H bármely L nyílt balideálja esetén HjL-nek van minimális részmodulusa. 
Megtartva az előző jelöléseket a 4,21. és 4,22. állításból következik, hogy Mr és 
annak A/L-lel izomorf részmodulusa is L-kompakt. H/L diszkrét lévén, az 
L-kompaktságból következik a minimális részmodulus létezése. [] 
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