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irta: KATAI IMRE

1. Bevezetés

Jelslie w(n) az n természetes szam kiilonb6zd, ‘Q(n) az n sszes primosztoi
szamdt, azaz ha n primtényezGs felbontdsa n=p$t ... pjx, akkor Qm)=oy +... + oy,
wm)=k.

Vildgos, hogy Q(h)=w(n) és egyenlfség akkor és csak akkor teljesiil, ha, n
négyzetmentes.

Legyen ¢ nemnegativ egész,

1 15 ha Q(n)—w(n) =4,
o) = 0 egyébként,

v, (x) = ;’ Ag(n).
RENYI A, kimutatta [1], hogy -

Vq (x)—>d
q?

T (x> o).

A g=0 esetre vonatkozéan LANDAU megmutatta [2], hogy

6y 2 Ao(n) = dox+o0(x")

fennalldsa a primszamtételbSl kovetkezik, pontosan abbdl a ténybdl, hogy a
Riemann-féle {(s) fliggvény a Re s=1 egyenesen schol sem vesz fel zérus értéket.
H. DELANGE cimben idézett [3] dolgozatdban megmutatta, hogy ugyanebbdl a tény-

bSl IKEHARA Tauber-tételének altalanositdsdval kovetkezik a
i

) v,(x) =dx + o(x"2(log log x)?)

egyenl8ség is.

Jelen dolgozatban megmutatjuk, hogy (1)-bé! rendkiviil egyszeriien, minden
tovabbi Tauber-tipusii tétel igénybevétele nélkiil kévetkezik (2). Tovabbd megmutat-
Jjuk, hogy a jél ismert

vo(x) = dox + O(x"2 (log x)~ 1)

egyenl@ség felhaszndldsdaval
3) v(x)=d,x + O(x": (log log x)4~ 1)

minden g=1 esetén.
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270 KATAII.

A bizonyitdsi gondolatmenetet finomitva adddna, hogy minden #=0 egészre

1

[ — Y q—n—2
Tog log x] + O(x"(log log x) ),

@ v (x) = dx+x"(loglog x)@~1 P, , [

ahol P, ,(x) alkalmas n-edfoku polinom. Ezt az dllitdst azonban nem fogjuk bizo-
nyitani.

2. A (2) és (3) formulak bizonyitisa

Jelolje A, azon A természetes szdmok halmazdt, amelyek torzstényezGs elS-
allitdsa k=p% ... p¥ alakq, ahol o; =2 (i=1,...,r), 0, +...+a,—r = ¢. Vildgos,
hogy minden n természetes szdm. amelyre A,(n)=1, egyértelmilen allithaté el6
n=km, k€N, m négyzetmentes. (k, m)=1 alakban. Ezért

‘ x
(5 v, (x) = kZ’ |pu(m)| = kZ > um)| = kZ M[k—, k],
ke, ke, '"é% P

ko my=1 (k. my=1
bevezetve az
Q) My, k)= 3 in(m).
. (m',"lﬁil
jeloléseket.

A bizonyitdshoz sziikségiink lesz a kovetkezd segédtételekre.

1. LeMMA. Ha k=p$ ... p¥, akkor
My, k)= > /'.(L-)M[)v],

v=Ey

ahol v az ésszesv=pht ... pP, B, ..., B =0, 1, ... tipust szdmokon fut végig, tordbbd
Ap)=(— 1)1+ tbr,

Bizonyitds. A lemma dllitdsa legegyszeriibben taldn a kovetkez6 modon veri-
fikdlhato.

Legyen y, a mod k vett fékarakter, L(s, yo) a hozzdtartozd Dirichlet-féle
L-fliggvény, akkor

) L(s,x0) _ ( 1]“ {ON [Z’

= - =l 9o
moo=1 L(2s,720) ik P’ {(2s)

Ar)
i n

) 3 nt)]

A fenti azonossdgbdl koézvetlenil ldthaté a Lemma 4dllitdsa.

2. LEMMA. Jelolje 8,(x) az x-et meg nem halado, legfeljebb m kiilonbozé
primfaktort tartalmazé egészek szdamdt, amelyben minden torzstényezé legaldbb
~a madsodik hatvdanyon szerepel. Akkor

Vs

) — _ B m-1
8,.(x)=0 ( fogx (log log x) ]
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Bizonyitds.

0= 3 1= a0R)#x() 4= 0 2.

a=2

gy m = 1-re az dllitds igaz. Mdsrészt m=2 esetén, feltéve, hogy (m — 1)-re érvényes
az allitds, igy

9 (x) = ( > g 1[ ]]:O[x‘/l(loglogx)""2 > 1]=

pr=xt/m log x praxiim p/2

axz2

[ x%(log log x)m~1 ]
=0 .
log x
Vezessiik be a
A(x)= M(x) —dyx

jelolést. (5) és az 1. Lemma felhaszndldsdval kapjuk a

V() = Zi(v)M[ J—don ,§U)+21()A[ ]

kv=x kv=x kv=x

elBéllitdst. !

Legyen d, > % = d,. Vildgos, hogy a baloldalon 4ll6 &sszeg konvergens.

kv
Bebizonyitjuk, hogy
1 (log log x)1-1
(I) kgx kU ( 1/2 ’
) x' .
tovdbbd azt, hogy a A(x) = o(x"), illetve a 4(x)=0 (log x] ismert becslések fel-
haszndldsdval
X 1 : 1, —_
{In 2 |4 [75] = o(x"(loglog x)9), illetve = O(x"(loglogx)?~1),
kv=x

amibdl (2), illetve (3) érvényessége kovetkezik.

Tekintsiik el@szor a rogzitett (o, ..., «,) tipusi k-kat, azaz azokat, amelyekre
k=pp ...pfr; 0; =2, (i=1,...,r), 0y +...+a,=r+gq. Vildgos, hogy a kiilonbszd
tipusok szdma véges. Mdsrészt rogzitett tipus esetén kv alakban egy szdm legfeljebb
egyféleképpen dllithaté els, tovabbd r=gq. Igy

-2 p= S o | toglos ),
=0

e x 2x<ivaEaitix KV S0 2x x¥ log x

s innen az (I) dllitds kovetkezik. _
Térjink most rd a (I) allitds bizonyitdsdra. Legyen &(x) pozitiv, monoton-
csokkend, nulldhoz tarté fiiggvény, amelyre |A(x)| <e(x)x". (1) miatt ilyen &(x)
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létezik. Legyen tovdbbd g(x) pozitiv, monoton végtelenhez tarté fiiggvény. Ekkor

Z; 4 [%]i<8(g(x))x‘/2 2 ﬁ<8(g(x))x‘/20 ({ 2::1%}] N

kv=x pE=
k=% az2
= e(g(x))x" O((log log x)9),
tovabba
X 1
A (E] = (g(x))/ZO[ 21 ] = g(x)"0(3,(x) =
méktmx m<kv<x
—0 [(g(X))"z x"(sug log x)1-1
- log x ’

FentiekbGl mdr kovetkezik, hogy
v (x) =d x + o(x"(log log x)7).
Felhaszndlva a pontosabb

Vo(x) = (M(x) = )dox + O(x"2/log x)

formuldt, innen &(x) =@ , g(x) =(log x)? vdlasztdssal a (II) dllitds mdsodik része

is kovetkezik.
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(Beérkezett: 1966. 1I. 1))

A REMARK ON H. DELANGE’S PAPER ,,SUR UN THEOREME DE RENYI”
by
IMRE KATAI
Summary
Let Q(n),w(n) defined by 2(pf! ... p¥) = ay+ ... +o,, &@(pft ... p¥r) = r, let g=0 be any
integer,
1, if QM -wm=g,
0 another,

)-q(n) = {
v(x)= 2 Ao(n).

n=x
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H. DELANGE proved in the paper [3], that the estimation

vo(x) = dox +0(x"2(log log x)9), *

follows from the prime-number theorem. The proof is based on the use of IKEHARA'S taube-
rian-theorem.

In the present paper we proved that this estimation follows very simply from the relation [2[
7 vo(x) = dox+0(x").
Further from the little stronger estimation
v(x)=dox + O(xl/z/ log x)
follows the estimation N
vo(x)=dx + g(x‘/2 (log log x)°~ 1).
With the refinement of proof we could prove, that

Va(x) = dpx+x7 (log log x)q_lP..,q (

———— )+ 0(x" (log log )" "*™?),
log]ogx)+ (" (log log ») )

where Pn,(x) is a suitabie polynomial of degree n.

3* MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1955)
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