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1. Bevezetés 

Jelölje w(n) az n természetes szám különböző, Q(n) az n összes prímosztói 
számát, azaz ha n prímtényezős felbontása n=p\l ... plh, akkor Q(n) = oi1 +... +ak, 
a>(n) = к. 

Világos, hogy Й(й)£ш(я) és egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha, n 
négyzetmentes. 

Legyen q nemnegatív egész, 

{1, ha Q(n) — m(n) = q, 
0 egyébként, 

v,(x) = 2 hq(n). 

R é n y i A . kimutatta [1], hogy 

X 4 

A q = 0 esetre vonatkozóan L a n d a u megmutatta [2], hogy 

(1) 2 ^ n ) = d0x + o(x1!2) 
n ~ X 

fennállása a prímszámtételből következik, pontosan abból a tényből, hogy a 
Riemann-féle ((s) függvény a Re .v = ! egyenesen sehol sem vesz fel zérus értéket. 
H. D e l a n g e címben idézett [3] dolgozatában megmutatta, hogy ugyanebből a tény-
ből I k e h a r a Tauber-tételének általánosításával következik a 

(2) v„(x) = dqx + о(хЦlog log x)«) 

egyenlőség is. 
Jelen dolgozatban megmutatjuk, hogy (l)-ből rendkívül egyszerűen, minden 

további Tauber-típusú tétel igénybevétele nélkül következik (2). Továbbá megmutat-
juk, hogy a jól ismert 

v0(x) = d0x + 0(x'/2 (log x ) -

egyenlőség felhasználásával 

(3) vq(x) = dqx + (log log x)« - 1 ) 

minden q ë 1 esetén. 
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A bizonyítási gondolatmenetet finomítva adódna, hogy minden n ë 0 egészre 

(4) vq(x) = ^ х + хН(1оё1оёх)ч-1Рп, J j — 4 _ _ J + 0 ( y / 2 ( i 0 g i 0 g X ) 4 - B - 2 ) 5 

ahol P„,q(x) alkalmas л-edfokú polinom. Ezt az állítást azonban nem fogjuk bizo-
nyítani. 

2. A (2) és (3) formulák bizonyítása 

Jelölje ЧЛ? azon к természetes számok halmazát, amelyek törzstényezó's elő-
állítása k—pi' ... pf alakú, ahol « , + 2 ( / = 1 , ..., r), a t + . . . +otr — r = q. Világos, 
hogy minden n természetes szám. amelyre Àq(n) = 1, egyértelműen állítható elő 
n = km, кd4lq, m négyzetmentes, ( k . m ) — \ alakban. Ezért 

(5) Vq(x) = 2 Ыт)\ = 2 2 Ыт)\ = 2 M\2, 4 , 
ürnSx J tSx x fcSx \ K ) 
kenq keii, ke я, 
m)=l №. m)=l 

bevezetve az 

(6) M(y, k) = 2 Ыт)\, 
тШУ 

(m, k)= 1 
jelöléseket. 

A bizonyításhoz szükségünk lesz a következő segédtételekre. 

1. L e m m a . Ha k=p\1 ... p f , akkor 

M(y,k) = 2 ь ( у ) м \ Ц , 
vsy \VJ 

ahol V az összes v=pß
{' ... p f . /?,, ..., ßk = 0, 1, ... típusú számokon fut végig, továbbá 

A(») = ( - l )ß> + -+ßr. 

Bizonyítás. A lemma állítása legegyszerűbben talán a következő módon veri-
fikálható. 

Legyen y0 a mod к vett főkarakter. L(s, y0) a hozzátartozó Dirichlet-féle 
L-függvény, akkor 

y f(n)[ = L(s,y q ) = f 1 Г' = f V ) V Ы»)\  
<„,*)=! ns L(2s, y0) / Н psJ {(25) H J«=i n- ' 

A fenti azonosságból közvetlenül látható a Lemma állítása. 

2 . L e m m a . Jelölje &m(x) az x-et meg nem haladó, legfeljebb m különböző 
prímfaktort tartalmazó egészek számát, amelyben minden törzstényező legalább 
a második hatványon szerepei Akkor 

3m(-v) = О (log log V T " ' 
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Bizonyítás. 

Я 5=2 

így m = l-re az állítás igaz. Másrészt m ë 2 esetén, feltéve, hogy (m — l)-re érvényes 
az állítás, így 

. = c ( x1/2(log log*)—  
{ logx 

Vezessük be a 

A (x) = M(x) — d0x 

jelölést. (5) és az 1. Lemma felhasználásával kapjuk a 

előállítást. 

Legyen d0 2 = dg- Világos, hogy a baloldalon álló összeg konvergens. 
kv kV 

Bebizonyítjuk, hogy 

d) 2 — = о f('oglogJc)"'l 
{ > k Ú x k v U \ x'/a j ' 

( X 1 / 2 ) 

továbbá azt, hogy a А(х) = о(х1/г), illetve а A(x) = О y J ismert becslések fel-

használásával 

= o(x'/a(log log x)«), illetve = О(x''2(log log x)«- >), (и) 21 

IcüSx ^ kp 

amiből (2), illetve (3) érvényessége következik. 
Tekintsük először a rögzített (a l 5 ..., a r) típusú k-kat, azaz azokat, amelyekre 

k=p11 ... pfi; (Xj=2, (/= 1, ..., r), a t +... +ar = r + q. Világos, hogy a különböző 
típusok száma véges. Másrészt rögzített típus esetén kv alakban egy szám legfeljebb 
egyféleképpen állítható elő, továbbá r S q. így 

y i = у у 1 = 0 Í 1 (log log X)«-

kv>x kv 1 = 0 2>х<кУШ2'*\х kv 1 = 0 2}x [x'Á logx 

s innen az (I) állítás következik. 
Térjünk most rá a (II) állítás bizonyítására. Legyen e(x) pozitív, monoton-

csökkenő, nullához tartó függvény, amelyre |Л(х)| <e(x)x1/2. (1) miatt ilyen e(x) 
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létezik. Legyen továbbá g(x) pozitív, monoton végtelenhez tartó függvény. Ekkoi 

1 
2 A Z ^ - M W ' O ( { z ^F) = 
"ÍW 

továbbá 

ktá* (kv)Vl 

= £(g(x))x,/2 0((log log x)4), 

2 ^ kv 
l W " 

2 l ! = g(xf20(Bq(x)) = 

9(JC) 

= О 
logX 

Fentiekből már következik, hogy 

у f x ) = dqx + o(x'/41og log x)«). 

Felhasználva a pontosabb 

v0(x) = (M(x) = ) / 0 x + 0(x1/2/log x) 

formulát, innen e(x) = . , g(x) = (log x)2 választással a (II) állítás második része 
l o g X 

is következik. 
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A R E M A R K O N H . D E L A N G E ' S P A P E R „ S U R U N T H E O R E M E D E R É N Y I " 

by 

IMRE K Á T A I 

Summary 

Let ü{n),w{ri) defined by Q(p\l • •• p f ) = a , + ... +ar,co(pf ... p f ) = r, let qès0 be any 
integer, 

w 4 (1, if Я(п)-со(п) = д, 
[0 another, 

v»(x)= 
nSx 
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H . D E L A N G E proved in the paper [3] , that the estimation 

v,(x) = dqx+o(xh(log log x)q), 

follows from the prime-number theorem. The proof is based on the use of IKEHARA'S taube-
rian-theorem. 

In the present paper we proved that this estimation follows very simply from the relation [2[ 

v0(x) = doX + o(xVl). 

Further from the little stronger estimation 

v(x) = d0x-O(xvjlog x) 

follows the estimation 

v,(x)=dqx + 0(xv4log log х Г ' ) . 

With the refinement of proof we could prove, that 

v,(*) = dqx + xl/>( log log x)"~lPn,q (—2 ) + 0(x1 /2(log log хГ"-1), 
flog log X J 

•where Pn,q(x) is a suitable polynomial of degree n. 
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