MEGJEGYZES G. WINTGEN EGY TETELEHEZ

frta: BOD PETER

Georg WINTGENtGl szdrmazik a kovetkezd definicid [1]:

Adva van valamilyen programozdsi feladat megvaldsithatd megolddsainak a
halmaza L= {x|g(x) = o}, valamint a célfiiggvényeknek egy osztdlya: 3. Tekintsiik
a kovetkezd tipusu feladatot:

g¥)=o

z(x) -max! (vagy min!) [z(x) € 3]

A feladatot a célfiiggvények 3 osztdlydra nézve indifferensnek nevezziik akkor é€s
csak akkor, ha létezik olyan x, pont a megvaldsithaté megolddsok halmazdban,
amelyre

z(xo)z=z(x)  (illetve z(xp) =z(x))

minden x €L és z(x) € 3-re.

WINTGEN bebizonyitotta a kdévetkez§ két tételt:

1. Ha z,(x), z5(x), ..., zi(x) véges sok, folytonos célfiiggvény, amelyek minde-
gyike az L halmazon véges maximumot (minimumot) vesz fel és ha barmely két
megvaldsithaté megolddsra 4ll, hogy

X €L; x, €L = z(x) Uz(xp) €2(L) [2(x1) N 2(x5) €2(L)]
7, (x)

z,(x)

— ahol ditaldban z(x)= ¢s z(L) a megvaldsithaté megolddsok halmazanak

21; (%)

a z (x) vektor-vektor fiiggvénnyel nyert képhalmaza és U, illetve (" az aldbbi miive-
letek jele:
xUy = [max (x;, y)l; xMNy = [min (x;, y))]

— akkor a feladat indifferens a z,(x), z,(x), ..., zi(x) fiiggvényekbsl nemnegativ
linedris kombindcié révén képezhetl célfiiggvények osztdlydra nézve.

2. A Bx=b
¢*x ~min!

linedris programozdsi feladat, amelyben B minden sora pontosan egyetlen pozitiv
elemet tartalmaz indifferens a nemnegativ egyiitthatoju linedris fliggvények osztdlydra
nézve.
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Az aldbbiakban sziikséges €s elégséges feltételt adunk arra vonatkozoan, hogy
egy kanonikus alakban megadott linearis programozasi feladat indifferens legyen
a nem negativ egyiitthatdju linedris fiiggvényeknek, mint minimalizdlandé célfiigg-
vényeknek az osztdilydra nézve.

Eldre bocsdtunk néhdny fogalmat és feltételezést [2]:

Kanonikus alakunak nevezziik a linedris programozds ditaldnos feladatdnak
aldbbi megfogalmazdsat: meghatdrozando azon x vektorok halmaza, amelyekre

Ax=b
x=o0 (Az A mitrix (mXn) tipusi)

és amelyekben a c*x linedris fiiggvény minimumdt veszi fel. Feltételezziik, hogy a
megvaldsithaté megolddsok halmaza egynél tobb elemet tartalmaz, és a feltétel-
rendszer nem tartalmaz felesleges egyenleteket, vagyis, hogy m=n és

Rang (A) =m.

Bazisnak nevezziik az A mdtrix minden linedrisan fiiggetlen oszlop — m-esét.
Legyen A=la,,a,,...,a,). A B=lg;,a,, ...,a;] mitrix oszlopvektorai bdzist
alkotnak, ha

Rang (B)=m.

Bdazismegolddsnak mondjuk a feltételi egyenletrendszer azon megolddsait,
amelyek a b vektort egy bdzis oszlopvektorainak linedris kombindci¢jaként allitjak
els, amelyekben tehdt legaldbb n—m zéruskomponens van (a nem bézisvdltozok
értéke zérus) és a bdzisvdltozokhoz tartozd oszlopvektorok az A mdtrixban linedrisan
fliggetlenek. Jelljik xg-vel valamely B bdzishoz tartozo bdzisvdltozok alkotta
vektort, akkor

Bxg=b és xy=B7'b.

Valamely bazist megvaldsithaté bdzisnak nevezzilk, ha a hozzdtartozd bazis-
megoldds nemnegativ. Végiil egy bézis degenerdlt, ha a hozzitartozo bazismegoldds-
ban van zérusértékii bdzisvdltozd is.

A linedris programozds elméletébdl ismert tény, hogy a megvaldsithatd bdzis-
megolddsok képe a megvaldsithaté megolddsok L halmazdnak extremdlis pontjai
és megforditva, az L halmaz minden extremdlis pontjdnak koordindtdit egy
megvaldsithaté bdzismegoldds hatdrozza meg.

TETEL: Az
Ax=
X o

z(x)€3—-min! 3 = {c*x|c* =0}

linedris programozdsi feladat indifferens minden nemnegativ egyilithatéjii linedris
Sfiiggvényre akkor és — degenerdcidmentes esetben — csak akkor, ha az A mdtrixnak
van olyan B, megvaldsithaté bdzisa, amelyre vonatkoztatva a mdtrix valamennyi
tobbi (tehdt nem By-beli) oszlopvektordnak koordindtdi nem pozitivak. Ez a feltétel
azt jelenti, hogy ha az A mdtrixnak van megjelolt tulajdonsdgi bazisa (és az,tegyiik
fel, éppen a mdtrix elsé m oszlopvektordbdl dll), akkor A=[B,, A és Byld,=o.

1S~

I
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Bizonyitds: 1. A feltétel elégséges: legyen B, a tételben jelzett tulajdonsdggal
rendelkez8 megvaldsithaté bazis. Akkor xp, =By 'b=0. Kdénnyii beldtni, hogy az
x ‘
Xo = [’:"] vektor optimadlis bazismegoldds. Az optimalitds elegendd feltétele ugyanis,
hogy
y* —c3, B4 = o*

legyen, ahol ¢}, tartalmazza a bazisvdltozdk célfiiggvényegyiitthatoit. Mivel
B5'd = B5'[Bo, A)] = [E,, B5'4]]

ezért y* els6 m komponense zérus, az utana kovetkezd n — m komponens pedig nem-
negativ. (Ugyanis c*=o*, ¢f =o* és By'ld,=o0).

2. A feltétel sziikséges. Legyen xg= [E;"] olyan extremdlis pont az L halmaz-

ban, amelyben minden z(x)€ 3 felveszi minimumdt. Vdlasszunk ki egy tetszdleges

célfiggvényt: z=c*x(c=o0*). Az ehhez tartozé minimdlis célfiiggvényérték:

zo=c§,Bo'b. Tekintsik a H(x) = > ¢x;—c5,B5'0 = o (c*# o*) hipersikot. Ez
i=1

dtmegy az x, ponton és az x, pontra tett feltevés miatt az L halmaz tdmaszsikja.

A halmaz minden pontjira H(x)=0 keli, hogy teljesiiljén. Allitsuk el6 az L halmaz
egy tetszGleges pontjanak koordinatdit a feltételi egyenletrendszer dltaldnos meg-

olddsdnak a segitségével:
. :)SBD —Ba 1As
== [ 0 ]+[ E )"

Itt ¢ egy s = n—m eleml nemnegativ paramétervektor, amelynek komponense i
minden nemnegativ valos szdmértéket felvehetnek, kivéve azokat, amelyekre az
x vektor valamelyik eleme mdr negativ lenne. A H(x) fiiggvény az x helyen nem
lehet negativ:

H(x) =c*x—c3,Bs'h = c* [{f"}ﬂ* [

_p-1
Q*[ Bg AS]L_E_O

—Bgt4

E, S]L—E’ﬁoB 'b=0

vagyis a c*=|c},, ci] felbontds bevezetésével:
— 3, Bi At +ciL = 0

Ez az egyenlGtlenség azonban minden nemnegativ ¢* vektor és 7 minden meg-
engedett értéke mellett fenn kell, hogy alljon, igy ¢f és ¢ komponenseinek minden
elég kicsiny pozitiv és ¢}, komponenseinek akdrmilyen nagy értékei mellett is. Ez
csak ugy dllhat fenn, ha

Bil4, =0
Ezzel a tételt igazoltuk.

Amennyiben a degenerdcid fellépését is megengedjuk az 1nd1fferencxa sziikséges

feltétele enyhébbé valik.
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a) Az un. ,teljesen degenerdlt” esetben a feltételrendszer

A

R
1o

=

1%
S

alakd. Ilyen kérillmények kozott a megvaldsithaté megolddsok halmaza az L= {o})
egyetlen trividlis megolddsra zsugorodik. Ez az eset része a vizsgdlatbol kizart
|LI=1 helyzetnek, annak ti., hogy a megvaldsithaté megolddsok halmaza nem iires
ugyan, de egyetlen elembdl dll. Az ilyen szerkezetii feladatok nem tekinthet8k
igazi programozasi feladatoknak; ezek minden egyértékli valds fliggvényre,
mint célfiiggvényre nézve, trividlisan indifferensek.

b) A nem teljesen degenerdlt esetben a By 'A, mdtrix azon soraiban, amelyek
zérusértékli bazisvaltozokhoz tartoznak, dllhatnak pozitiv elemek is. Az

xB _B(;lx4s
= |—"°° t
* [ o ]+[ E; |-
dltaldnos megolddsban ugyanis ekkor a nemnegativitdsi koévetelmény (x =o0) miatt

a paramétervektor bizonyos komponensei csak zérus értéket vehetnek fel. Ha viszont
t zérus elemeket is tartalmazo nem negativ vektor, akkor a

¢k, Bo' At +cit =0

kovetelmény teljesiiléséhez nem sziikséges, hogy a By 'A, mdtrix minden eleme
nempozitiv legyen.

Meg kell jegyezni, hogy a tétel dllitdsanak elégséges volta kovetkezik WINTGEN
1. tételébdl is. Tekintsiik ugyanis az aldbbi célfiiggvényekbdl Gsszedllitott vektor-
vektor fiiggvényt:

z) = |17 = Ex

ahol ¢/ =[0,0, ..., %, ...,0] (i=1,2,...,n). Ez a fiiggvény a megvaldsithaté meg-
olddsok halmazdnak minden elemét és igy magdt az L halmazt is Snmagdba képezi
le. Megmutathatd, hogy a WINTGEN 1. tételében értelmezett feltétel a z(L)=L hal-
mazra teljesiil. Az L halmaz zdrt mind a U mind a /M miiveletre (tehdt hdlot alkot).
Legyen ugyanis az L halmaz két tetszGleges eleme:

—B;l4 —B;'4
zl=[£0”°]+[ g S]zi; ;cz=[%f°]+[ g ’]zz
= S = S

Feltevésiink szerint By 1A =0 ésigy t akdrmilyen nemnegativ komponensei mellett is

_ XBo _B(;lAs
ol
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Koénnyen beldthaté azonban, hogy

_p-1
x U = [5§°]+[ P24 | wuner

_p-1
x,Nx; = [IBO]"‘[ Bg As][hm’z]EL-

[4

Abbol a ténybdl, hogy az L halmaz zart a metszés miveletére, kovetkezik, hogy a.
megfelel6 minimum-feladat indifferens a ’
zy = €lx; 2, =€X; - I, =€X

fliggvények nemnegativ linedris kombindcidjdra, de ez éppen a nemnegativ egyiittha-
toju linedris fiiggvények osztdlydt jelenti.
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(Beérkezett: 1965. nov. 11)

EINE BEMERKUNG ZU EINEM SATZ VON G. WINTGEN

von
PETER Bob |

Verfasser beweist in Zusammenhang mit dem Begriff der sogenannten indifferenten Opti--
mierungsaufgaben-eingefithrt von G. Wintgen — [1} den folgenden Satz:
Die lineare Optimierungsaufgabe

A

1%
1o~

1%
v
1

2(x)e 3~min! JF={c*x|c*=0"}

ist indifferent gegeniiber der Klasse der linearen Zielfunktionen mit nicht negativen Koeffizienten
dann und — falls Entartung ausgeschlossen — nur dann, wenn die Matrix A so eine zulissige Basis
Bo besitzt, in der simtliche Spalten von 4 die nicht zu Bo gehoren, nicht positive Koordinaten
bekommen.
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