
H A Z A I E R E D M É N Y E K 

A F É L C S O P O R T E L M É L E T T E R Ü L E T É N 

A Z 1 9 5 6 - 1 9 6 5 É V E K B E N 

í r ta : SZÁSZ GÁBOR 

1. Bevezetés 

Hazánkban az algebrai kutatások a múlt század utolsó negyedében indultak 
meg. Az akkori, majd a két világháború közötti társadalmi viszonyok azonban a 
kutatómunka számára kedvezőtlenek voltak. Ebben kell keresnünk annak magyará-
zatát, hogy bár akkor is jelentős, sőt világszínvonalon is kimagasló eredményeket 
értek el, de igen kevesen voltak tudományos munkát végző matematikusaink. 

A felszabadulás után a matematikai, s ezen belül az algebrai kutatómunka 
minden eddiginél nagyobb támogatást kapott. Az egyetemek oktatólétszámának 
emelése, valamint a Matematikai Kutató Intézet létrehozása és az aspirantúra in-
tézménye a korábbival össze sem hasonlítható lehetőséget teremtett a fiataloknak 
a kutatómunkába való bekapcsolódásra. így alakulhatott ki az a kedvező helyzet, 
hogy a matematika legtöbb ágában ma legalább annyian végeznek kutatómunkát, 
mint korábban a matematika egész területén. 

Különösen nagymértékű volt a fejlődés az algebra területén: a magyar algeb-
rai kutatócsoport a világ élvonalába emelkedett. Ebben nagy része volt Rédei Lász-
lónak és korán elhúnyt tehetséges tanítványának, Szele Tibornak. A felszabadulás 
utáni hazai algebrai kutatások első szakaszáról igen jó összefoglalót írt Fuchs 
László1, akinek magának is jelentős érdemei vannak a kutatómunka fellendülésé-
ben. 

Dolgozatomban az absztrakt algebra egyik hatal ágának, a félcsoportelmélet-
nek azokat az eredményeit kívánom összefoglalni, amelyeket a hazai kutatók a 
legutóbbi évtizedben elértek. Ebben az alig több mint negyedszázados tudomány-
ágban végzett eredményes munka jól illusztrálja a magyarországi matematikai 
kutatások korszerűségét. 

Nem térek ki azokra a jelentős eredményekre, amelyeket hazai kutatóink az 
operátormodulusok elméletének terén elértek. Ez ugyanis meghaladná ennek az 
ismertetésnek a kereteit, hiszen számos gyűrűelméleti fogalmat kellene tárgyal-
nunk. Ezt a kérdéskört egyébként is a gyűrüelmélet általánosításaként szokás te-
kinteni. 

2. Alapfogalmak 

Mint ismeretes, /élcsoportnak olyan halmazt nevezünk, amelyben dehniálva 
van egy asszociatív művelet; ezt a műveletet szorzásként jelöljük. A művelet kom-
mutativitása általában nincs kikötve; ha teljesül, akkor kommutatív félcsoportról 

1 F U C H S LÁSZLÓ , A Z algebra fejlődéséről, különös tekintettel a hazai algebrai kutatásokra, 
MTA III. Osztályának Közleményei, 3 (1953), 381—396. 

1 MTA I I I . Osztály Közieményel IS (1966; 
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beszélünk. Nemkommutatív félcsoportnak is lehetnek olyan с elemei, hogy cx = xc 
a félcsoport bármely x elemére érvényes; az ilyen elemek összességét a félcsoport 
centrumé.nak nevezzük. 

Legyenek H és К az F félcsoport részhalmazai. A H és К részhalmazok szor-
zatán értjük és HK-\al jelöljük az F összes hk (h £ / / , k£K) alakú elemeinek összes-
ségét. Ha az F valamely R részhalmazára RRQ R teljesül, akkor R-et az F részfél-
csoportjának nevezzük. Ha az F valamely / részhalmazára 

F / g / , ill. IFQI, 

akkor azt mondjuk, hogy / az F-nek balideálja, ill. jobbideálja; ha / egyidejűleg 
bal- és jobbideál, akkor egyszerűen ideálnak mondjuk. 

Számos olyan félcsoport ismeretes, amelyben a tekintett műveleten kívül olyan 
rendezési (azaz: reflexív, antiszimmetrikus és tranzitív) reláció is van értelmezve, 
amelyre nézve a művelet monoton, azaz ha a X b , akkor a félcsoport bármely с 
elemére ca^cb és ас X bc. Az ilyen félcsoportot a tekintett ^ relációra nézve 
(részben) rendezett félcsoportnak nevezzük: ha a félcsoport a tekintett S relációra 
nézve teljesen rendezett (azaz érvényes a trichotómia is), akkor teljesen rendezett 
félcsoportról beszélünk. 

A hazai félcsoportelméleti kutatómunka fő irányai az utolsó évtizedben a 
következők voltak: 

a) Az ideálfogalom általánosításai. 
b) A félcsoportok egyes speciális osztályainak vizsgálata. 
c) Félcsoportok bővítése. 
d) Rendezett félcsoportok elmélete. 

Az alábbiakban erről a négy területről külön-külön számolunk be. 

3. Az ideálfogalom általánosításai 

Ismeretes, hogy az ideálok fontos szerepet játszanak a félcsoportelmélet szá-
mos problémakörében. Az újabb vizsgálatok azt mutatták, hogy bizonyos kérdések 
megválaszolásához hasznosak lehetnek az ideálfogalom egyes általánosításai. 

S t e i n f e l d O t t ó 1956-ban megjelent [22] dolgozatában bevezeti a félcsoport 
kváziideáljának fogalmát2 : az F félcsoport valamely Q részhalmazát kváziideálnak 
nevezi, ha 

FQHQFQQ. 

Látható, hogy minden ideál kváziideál is, tehát valóban az ideálfogalom általáno-
sításáról van szó. Továbbá, F minden kváziideálja egyszersmind részfélcsoportja 
is F-nek. 

Az ideál és a kváziideál fogalmát közös alapgondolatnak megfelelően tovább 
általánosította L a j o s S á n d o r ( [ 8 ] vagy [ 1 4 ] ) , a következőképpen: az F félcsoport 
A részfélcsoportját (m, / - ideá lnak nevezi, ha 

AmFA"Ç=A 

2 Gyűrűkre már korábban definiálta a kváziideált; 1.: STEINFELD OTTÓ, On ideal-quotients 
and prime ideals, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 4 (1953), 289—298. 

MTA III. Osztály Közleményei 16 (1966) 
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(ш = 0, ill. и = 0 esetén az illető tényezőt törölni kell). Hasonló az (m, n)-kváziideál 
definíciója is: így nevezi az A részfélcsoportot akkor, ha 

AmFf)FAnQA. 
Nyilvánvaló, hogy az 

(0, l)-ideál a balideál, 
(1, 0)-ideál a jobbideál, 
(1, l)-kváziideál az eredeti kváziideál; 

az új fogalomalkotás tehát magában foglalja a régieket. 
A bevezetett fogalmak hasznosaknak bizonyultak egyes félcsoportosztályok 

tulajdonságainak vizsgálatában. Mielőtt áttérnénk az ilyen természetű eredmények 
ismertetésére, az ezekre a fogalmakra vonatkozó fontosabb tételeket soroljuk fel. 

S t e i n f e l d — fentebb idézett dolgozatában — megmutatta, hogy ha egy F 
félcsoportban В balideál, J pedig jobbideál, akkor a Q = BC\J halmaz kváziideál, 
s F minden Q kváziideálja előállítható ilyen módon; mégpedig ha fia bal-, / a jobb-
ideálok között minimális, akkor Q is minimális a kváziideálok között, és viszont. 
(Az előbbi tételt L a j o s S á n d o r a [8]-ban általánosította; 1. alább.) Megállapította, 
hogy a minimális kváziideálok éppen azok a kváziideálok, amelyek az F-beli mű-
veletre nézve csoportot alkotnak, s egy félcsoport összes minimális kváziideáljai 
izomorfok. Bebizonyította, hogy ha egy félcsoportnak van minimális kváziideálja, 
akkor minden minimális bal- (és jobb-) ideál minimális kváziideálok egyesítéseként 
állítható elő, az összes minimális kváziideálok egyesítése pedig a félcsoport összes 
ideáljainak metszetével, az ún. Szuskevics-maggaX egyenlő. Részletesebben vizsgálja 
az inverzes félcsoportok kváziideáljait; így nevezünk egy F félcsoportot akkor, ha 
bármely a eleméhez egy és csak egy olyan b elem található F-ben, hogy aba = a és 
bab = b. 

Egy évvel későbbi, [23] dolgozatában olyan félcsoportok kváziideáljait vizs-
gálja, amelyek valódi (tehát nem üres) M Szuskevics-maggal rendelkeznek. Egy 
I ideált relatív minimálisnak mond, ha Mezi, de nincs olyan J ideál, hogy MezJc.1 
teljesülne; hasonlóan értendő a relatív minimális balideál stb. is. Kimutatja, hogy 
relatív minimális bal- és jobbideál metszete vagy egyenlő M-mel, vagy pedig rela-
tív minimális kváziideál; továbbá, hogy minden relatív minimális Q kváziideál 
rendelkezik az alábbi két tulajdonság valamelyikével: 

(A) QQQM; 
(B) Ha a, bdQ — M, akkor az ax = b és ya = b egyenlet megoldható. 

Fordítva, ha egy Q kváziideálra Qzo M és (B) teljesül, akkor Q relatív minimális. 
L a j o s S á n d o r 1960-ban — Steinfeld egyik tételét általánosítva — kimutatja 

[8], hogy az F félcsoport valamely részhalmaza akkor és csak akkor (m, «)-kvázi-
ideál, ha egy (m, 0)- és egy (0, «)-ideál metszete. Ezt az eredményét kiegészíti az a 
későbbi megállapítása ([12], III. rész), hogy ha egy F félcsoport valamely / ideálja 
részcsoport (tehát, nem csak részfélcsoport) F-ben, akkor / benne van az F minden 
(m, «(-ideáljában. 

Több dolgozatban vizsgálja a reguláris félcsoportok kváziideáljait. Reguláris-
nak3 nevezzük az F félcsoportot, ha bármely а eleméhez található olyan x £ F , 

3 A magyar nyelvű algebrai irodalomban az olyan félcsoportot szokás „reguláris"-nak nevezni, 
amelyet ebben a dolgozatban „egyszerűsíthető"-nek mondunk. A jelen dolgozat terminológiája 
a bevett angol—francia terminológiához igazodik. 

l* M T A III. Osztály Közleményei 16 (1966) 
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hogy axa = a. (Az inverzes félcsoportok, s még inkább a csoportok, nyilvánvalóan 
regulárisak.) L a j o s S á n d o r eredményei szerint reguláris félcsoport bármely két 
kváziideáljának szorzata ismét kváziideál [9]4, bármely két (1, l)-ideál szorzata 
ismét (1, l)-ideál, sőt az utóbbiak maguk is reguláris félcsoportot alkotnak [10]. 
Továbbá, tetszőleges félcsoportban minden (m, 7?)-kváziideál (m, ?t)-ideál, reguláris 
félcsoportban pedig a fordított állítás is igaz, tehát ezekben a félcsoportokban a 
két fogalom egybeesik [8]. 

Egy további dolgozatában ([12], II. rész) bebizonyítja, hogy ha В bal-, J pe-
dig jobbideál, akkor A=JB (1, l)-ideál; fordítva, reguláris félcsoport bármely 
A (1, l)-ideálja előállítható ilyen módon. 

Előbb idézett, [9] gyűrűelméleti dolgozatában lényegileg megfogalmazza an-
nak szükséges és elegendő feltételét, hogy reguláris félcsoport valamely részfél-
csoportja kváziideál legyen: a reguláris F félcsoport A részfélcsoportja akkor és 
csak akkor kváziideál F-ben, ha A F A f A . 

4. A félcsoportok egyes speciális osztályainak vizsgálata 

1. Csoportok egyesítéseként előállítható félcsoportok. Ezeknek a félcsoportok-
nak a tulajdonságai ma már eléggé tisztázottak és számos jellemzésük ismeretes. 
Az utóbbiak közül az elsők közé tartozik S z é p J e n ő eredménye, amelyet a következő 
bekezdésben ismertetünk. 

Az F félcsoport minden egyes a eleméhez rendeljük hozzá az F valamely Fa 
részhalmazát a következőképpen: Ha a-nak van inverze F-ben, tehát a G={a"} 
(« = ..., —2, — 1, 0, 1, 2, ...) halmaz F-nek részcsoportja, továbbá ha az F minden 
olyan b eleme felcserélhető a G egységelemével, amelyre b2=a teljesül, akkor le-
gyen Fa = G; minden más esetben legyen Fa = {a"} ( и = 1 , 2 , ..,), tehát az F-ben 
az a elem által generált részfélcsoport. S z é p tétele (1. [33]) kimondja, hogy egy F 
félcsoport akkor és csak akkor állítható elő közös elem nélküli csoportok halmaz-
elméleti egyesítettjeként, ha az F minden a eleméhez van olyan Ca f F— Fa, hogy 
FaCa = F— Fa. 

2. Egységelemes félcsoportok. Mint ismeretes, egy F félcsoport valamely e 
elemét az F bal-, ill. jobbegységelemének nevezünk, ha ex = x, ill. xe = x az F minden 
x elemére; ha e egyidejűleg bal- és jobbegységelem, akkor az F egységelemének 
mondjuk. Tudjuk, hogy minden félcsoportnak legfeljebb egy egységeleme van, 
de lehetséges az is, hogy nincs egységeleme. 

R é d e i L á s z l ó [20] dolgozatában bevezette a „balegység" fogalmát : az F fél-
csoport a elemét az F balegységé nek nevezte el, ha aS=S. Nyilvánvaló, hogy min-
den balegységelem még inkább balegység; fordítva azonban nem, sőt R é d e i példát 
adott olyan félcsoportra, amelynek nincsen balegységeleme, de van balegysége. 

Ha a balegységet definiáló egyenletben a bal oldali két tényezőt felcseréljük, 
akkor a jobbegység definíciójához jutunk; egység az olyan elem, amely egyidejű-
leg bal- és jobbegység. Ezeknek a fogalmaknak a segítségével L a j o s S á n d o r és 
S z é p J e n ő [ 1 5 ] az egységelemes félcsoportok két érdekes jellemzését adták meg: 
egy félcsoport akkor és csak akkor egységelemes, ha van benne egység, ill. akkor 

4 LAJOS SÁNDOR ezt az eredményt formailag reguláris gyűrűk kváziideáljaira mondta ki, 
de eredményéből triviálisan kövdtkezik ugyanez a reguláris félcsoportokra is. 

MTA Ш. Osztály Közleményei 16 (1966) 
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és csak akkor, ha tartalmaz olyan balegységet, amely nem balnövelő (a Ljapin-
féle értelemben) és tartalmaz olyan jobbegységet is, amely nem jobbnövelő elem. 
Az F félcsoport valamely b elemét balnövelő nek nevezzük, ha van F-nek olyan 
valódi R részhalmaza, hogy bR = F. 

3. Reguláris félcsoportok. K o v á c s L á s z l ó és L a j o s S á n d o r a reguláris fél-
csoportok néhány fontos tulajdonságát derítették fel. K o v á c s LÁszLÓnak igen 
nevezetes eredménye az az [5]-beli tétel, hogy egy félcsoport akkor és csak akkor 
reguláris, ha bármely / jobbideáljának és В balideáljának JB szorzata a két részhal-
maz közös részével egyenlő5. Az 1956-ból származó eredményt azóta többen is 
felhasználták és tovább is fejlesztették. 

Egy félcsoport bármely elemét tartalmazza legalább egy ideál, ti. a félcsoport 
maga, de általában több ideál is tartalmazza. Az a elemet tartalmazó összes ideálok 
közös része ismét ideál; ezt az a által generált főideálnak nevezzük, és (a)-val je-
löljük. Hasonlóan, az a elemet tartalmazó összes bal-, ill. jobbideálok metszetét 
az a által generált főbalideálnak, illetve főjobbideálnak nevezzük és (û)„-vcl, ill.  
(a)j-vel jelöljük. Ezek segítségével jellemzi L a j o s S á n d o r 1961-ből való tétele a 
reguláris félcsoportokat : egy F félcsoport akkor és csak akkor reguláris, ha bármely 
В főbalideáljára és J főjobbideáljára JB = J f ] B (1. [7]). Tovább menve, ennél még 
kevesebbet kívánó elegendő feltételt is adott, megállapítva, hogy a regularitáshoz 
már az is elegendő, ha csak (a)j(a)B =(a)j D(a)B teljesül a félcsoport minden a 
elemére. Ebből pedig az következik, hogy kommutatív félcsoport akkor és csak 
akkor reguláris, ha minden főideálja idempotens. 

Nemrég megjelent, [13] dolgozatában az olyan F félcsoportok regularitását 
vizsgálja, amelyekben bármely x elem eleget tesz az xF=Fx egyenlőségnek; az 
ilyen félcsoportokat — a csoportelméletből vett analógia alapján — normális fél-
csoportoknak nevezzük. Kimutatja, hogy normális félcsoport akkor és csak akkor 
reguláris, ha minden balideálja idempotens (azaz, minden В balideálra BB=B). 

A reguláris félcsoportokéval bizonyos mértékig rokon az intrareguláris fél-
csoportok osztálya. Egy F félcsoportot intraregulárisnak nevezünk, ha az F bármely 
а eleméhez található olyan x,y£F, hogy ха2у = а. L a j o s S á n d o r a [ll]-ben bebi-
zonyítja, hogy ha F intrareguláris félcsoport, / pedig az F ideálja, akkor I minden 
ideálja F-ben is ideál. (Ugyanez tetszőleges F félcsoportra nyilvánvalóan nem ér-
vényes.) Az intrareguláris félcsoportok elméletébe vág egy, megjelenés alatt álló 
eredményem [29], amely S t o n e egyik fontos hálóelméleti tételének félcsoportelmé-
leti analogonja: egy F félcsoport akkor és csak akkor intrareguláris, ha minden 
olyan a, b elempárjához, amelyre (а) $ b, található olyan P prímideál, amely az а 
elemet tartalmazza, de b-t nem. 

4. Egyszerűsíthető félcsoportok. Egy F félcsoportról azt mondjuk, hogy balról 
egyszerűsíthető, ha tetszőleges a,b,c£F elemekre az ab=,ac egyenletből mindig 
b = c következik; ha F (hasonló értelemben) jobbról is egyszerűsíthető, akkor 
egyszerűsíthető félcsoportnak nevezzük. 

P e á k I s t v á n 1958-ban megírt [16] dolgozatában megállapítja, hogy ha egy 
ilyen félcsoportnak van centruma, de önmagán kívül nincs más ideálja, akkor ez 
a félcsoport szükségképpen csoport. 

5 A 4 lábjegyzetben elmondottak KOVÁCS LÁSZLÓ tételére is vonatkoznak. 

l* M T A III. Osztály Közleményei 16 (1966) 



2 8 6 s z á s z g . 

Hasonló természetű problémát vizsgál, P o l l á k GYÖRGYgyel közösen, a későbbi, 
[18] dolgozatban. Ebben olyan félcsoportokról van szó, amelyekben minden 
/ J D / J D . . . ideálsorozat véges; az ilyenekről azt mondjuk, hogy az ideáljaikra 
nézve minimumkövetelménynek, tesznek eleget. A dolgozat fő tétele a következő: 
Ha egy nem üres centrumú, balról egyszerűsíthető F félcsoport az ideáljaira nézve 
eleget tesz a minimumkövetelménynek, akkor F csoport. 

5. Teljes félcsoportok. Ismeretes, hogy a csoportelméletben milyen nagy szere-
pet játszanak a csoport normális részcsoportjai. E fogalom általánosításaképpen 
R é d e i L á s z l ó még 1952-ben megalkotta a félcsoport normális részcsoportjainak 
fogalmát6 : az F félcsoport valamely N részfélcsoportját balnormálisnak nevezi, 
ha az 

F=N{Ja1N(Ja2NU... (at, a2, ... € F) 

osztályozás kompatibilis (azaz ha a hozzá tartozó s ekvivalenciarelációra teljesül 
az, hogy az F bármely x,y,z elemeire x = j - b ó l xz=yz és zx = zy következik), 
továbbá, ha bármely i-re és nx, n2dN elempárra ain1=ain2 csak nx—n2 esetén 
teljesül. W i e g a n d t (1. [ 3 2 ] ) egy félcsoport normális részfélcsoportján olyan részfél-
csoportot ért, amely egyidejűleg bal- és jobbnormális. 

A W i e g a n d t által a [34]-ben vizsgált probléma, a félcsoportok osztályára 
leszűkítve, a következőképpen fogalmazható meg. Legyen T valamilyen, a fél-
csoportokra vonatkozó tulajdonság (pl. kommutativitás, regularitás stb.). Nevez-
zük a Г-tulajdonságú F félcsoportot erre a tulajdonságra nézve teljesnek, ha F 
ún. direkt komponens minden olyan Г-tulajdonságú S félcsoportban, amely E-et 
balnormális részfélcsoportként tartalmazza. (Akkor mondjuk, hogy F direkt kom-
ponens G-ben, ha van G-nek olyan G részfélcsoportja, hogy G minden eleme egy-
értelműen előállítható egy F-beli és egy G-beli elem szorzataként, továbbá F minden 
eleme G minden elemével felcserélhető.) A feladat az, hogy adott T tulajdonsághoz 
határozzuk meg az összes teljes félcsoportokat. 

W i e g a n d t ezt a feladatot előbb az egységelemes egyszerűsíthető félcsoportok, 
majd a kommutatív félcsoportok osztályára oldja meg ([34], illetve [35]). Az előb-
biekkel kapcsolatos eredmény megfogalmazása előtt emlékeztetünk arra, hogy egy 
F félcsoport automorfizmusán az F-nek olyan, önmagára való kölcsönösen egy-
értelmű y leképezését értjük, amelyre y (ab ) = <р(а) y(b) (a, b £ F) érvényes; ha 
a y-rö\ a kölcsönös egyértelműség helyett csak az egyértelműséget tételezzük fel, 
akkor endomorfizmusnak mondjuk. Egységelemes F félcsoportnak lehetnek belső 
automorfizmusai: így nevezünk egy y automorfizmust akkor, ha található olyan 
cÇF, hogy c-nek van inverze F-ben és y(x) = cxcaz F minden x elemére. Ez 
utóbbi fogalom felhasználásával W i e g a n d t első eredménye így fogalmazható meg: 
Egységelemes, egyszerűsíthető félcsoport akkor és csak akkor teljes, ha minden 
automorfizmusa belső és centruma csak az egységelemből áll. 

A [35] egyik eredménye szerint kommutatív F félcsoport akkor és csak akkor 
teljes, ha F" = F minden n természetes számra. De megadja az összes ilyen félcso-
portok leírását is: bármely teljes kommutatív félcsoport egyértelműen előállítható 
olyan direkt komponensek szorzataként, amelyek között csak a racionális számok 
additív csoportjával, a nemnegatív racionális számok additív félcsoportjával és 

6 RÉDEI LÁSZLÓ, Die Verallgemeinerung der Schreierschen Erweiterungstheorie, Acta Sei. 
Math., 1 4 ( 1 9 5 2 ) , 2 5 2 — 2 7 3 . 
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a Prüfer-féle p°° típusú csoportokkal izomorf félcsoportok fordulnak elő. Végül 
megállapítja, hogy minden kommutatív félcsoport izomorf egy alkalmasan válasz-
tott teljes kommutatív félcsoport valamely részfélcsoportjával. 

Nem a teljes félcsoportok elméletébe vág ugyan, de a normalitás fogalmához 
kapcsolódik P e á k I s t v á n [ 1 7 ] dolgozata, s ezért erről itt számolunk be. P e á k a 
részfélcsoport normalitásának követelményeként egyedül a fentebb felírt osztályo-
zás kompatibilitását tartja meg, s ezt az általánosabb normalitási fogalmat egység-
elemes F félcsoportban vizsgálja. Kimutatja, hogy ha N az F-nek olyan rész-
csoportja, amely tartalmazza F egységelemét, akkor az alábbi négy állítás ekvivalens: 

1. N balnormális; 
2. N jobbnormális; 
3. aN=Na az F minden a elemére, 
4. az F=NUaN{JbNÖ... és F=NUNallNbö... osztályozások osztályai 

páronként megegyeznek. 

Másik tétele szerint, ha az M és N részfélcsoportok mindketten balnormálisak és 
mindketten tartalmazzák az F egységelemét, akkor az MN komplexusszorzat — 
s ha F még egyszerűsíthető is, akkor az М П N metszet — szintén balnormális. 

6. Végesen generált kommutatív félcsoportok. Egy F félcsoportot végesen gene-
rálinak nevezünk, ha megadható F-nek olyan а1,а2,...,а„ véges részhalmaza, 
hogy az F minden eleme ezek szorzataként előállítható (persze, ehhez az előállítás-
hoz egy-egy elemet többször is felhasználhatunk tényezőként); pontosabban azt 
is mondjuk, hogy az F félesoport n elemmel generált. R é d e i L á s z l ó nemrég meg-
jelent [21] könyvében részletesen kifejti a végesen generált kommutatív félcsoportok 
elméletét. Ebben a dolgozatban nincs elég helyünk arra, hogy RÉDEinek a könyvével 
jelentőségéhez mérten foglalkozzunk; erre csak külön részletes referátum vállal-
kozhatik. így arra kell szorítkoznunk, hogy egészen röviden ismertessük a könyv 
tárgyát. 

Az n elemmel generált F félcsoport elemeit az «-dimenziós affin tér pontjaival 
reprezentálva, F beágyazható a tér egész koordinátájú pontjainak F0 modulusába. 
Az F0-ban hálóműveletek értelmezhetők a következőképpen: ha az F félcsoport 
a és b elemének a tér {ax, ..., an}, illetve {í^, ..., bn) pontja felel meg, akkor legyen 
inf(a, b)= {min/«!, bf), ..., min(a„, bn)} és sup (a, tí)= {max(a l s bx), ..., ma x(an,bn)}. 

A könyv túlnyomó részben a végesen generált kommutatív félcsoportok kong-
ruenciarelációnak leírásával foglalkozik. E célból bevezeti az úgynevezett mag-
függvényt: а С kongruenciarelációhoz tartozó fc magfüggvény értelmezési tartománya 
az M c = {a — b:aCb} halmaz (ahol aCb azt jelenti, hogy a kongruens ú-vel a 
C-re nézve), értékkészlete az F félcsoport ideáljainak valamely halmaza, és 

aCb akkor és csak akkor, ha inf (a, b)£fc(a — b). 

Az ilyen fc függvények teljes jellemzését megadja, s részletesen vizsgálja különböző 
típusaikat. Ellentétben a csoportok esetével, az M c halmaz nem határozza meg a 
C-t, de van F-nek olyan / főideálja, amelyen meghatározza, tehát az I főideálban 
levő a, b elempárra aCb akkor és csak akkor teljesül, ha a — b(í Mc. Az ilyen fő-
ideálok egyesítését nevezi R é d e i а С kongruenciareláció magjának. A vizsgálatok 
egyik fő eredménye az, hogy a végesen generált kommutatív félcsoportok osztálya 
(a csoportokhoz és a gyűrűkhöz hasonlóan) olyan algebrai struktúraosztály, amely-
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ben a kongruenciarelációk a struktúra bizonyos részhalmazai segítségével egyértel-
műen meghatározhatók. 

A könyv behatóan vizsgálja a végesen generált kommutatív félcsoportok ideál-
jainak hálóját, s megállapítja, hogy az olyan disztributív háló, amely eleget tesz a 
maximumkövetelménynek. 

7. Félhálók. Az olyan kommutatív félcsoportot, amelyben minden elem idem-
potens is, félhálónak nevezzük. 

A . H . C l i f f o r d nyomán az F félcsoport önmagába való egyértelmű X leképezé-
sét baltranszlációnak nevezzük, ha л (x) • у = X(xy), és jobbtranszlációnak nevezzük, 
ha x-X(y) = X(xy) az F minden x, y elempárjára; az F transzlációján pedig olyan 
leképezést értünk, amely az F-nek egyidejűleg bal- és jobbtranszlációja. Nyilván-
való, hogy kommutatív félcsoportnak (speciálisan, félhálónak) minden baltransz-
lációja és jobbtranszlációja egyszersmind a félcsoport transzlációja. A X baltransz-
lációt speciálisnak mondjuk, ha van olyan с elem F-ben, hogy Á(x) = cx minden 
x-re; az F speciális jobbtranszlációja olyan X jobbtranszláció, amely előállítható 
X(x) — xc alakban, ahol с az F valamely rögzített eleme. C l i f f o r d nyomán a X 
bal- és p jobbtranszlációt egymáshoz kapcsoltnak nevezzük, ha x-X(y) = p(x)• y  
a félcsoport bármely x, y elempárjára teljesül. 

[25] dolgozatomban megállapítottam, hogy egy F félháló önmagába való 
leképezése akkor és csak akkor transzláció, ha a leképezés idempotens endomor-
hzmus és a képelemek halmaza F-nek ideálja. Továbbá kimutattam, hogy az „ x ^ y 
akkor és csak akkor, ha xy=y" rendezési relációra nézve F minden egyes X transz-
lációja teljesíti az extenzivitás (azaz, az . r S l ( r ) minden x-re) és a monotonitás 
követelményét. A vizsgálatokat S z e n d r e i JÁNOSsal közösen folytatva (1. [ 3 0 ] ) , 

újabb eredményeket sikerült elérnünk. Megállapítottuk, hogy az F félháló transz-
lációi F-nek pontosan azok az önmagába való egyértelmű leképezései, amelyek 
F minden speciális transzlációjával felcserélhetők, továbbá hogy az F összes transz-
lációi maguk is félhálót alkotnak, s ebben a félhálóban a speciális transzlációk az 
F-fel izomorf ideált képeznek. 

8. Félcsoportok különleges tulajdonságú részfélcsoportokkal, illetve ideálokkal. 
P o l l á k G y ö r g y és R é d e i L á s z l ó közös [ 1 9 ] dolgozatukban meghatározták az 
összes olyan félcsoportokat, amelyeknek minden valódi részfélcsoportjuk csoport. 
Kimutatták, hogy minden ilyen félcsoport szükségképpen torziófélcsoport, azaz 
olyan, amelyben bármely a elemhez található olyan m és n természetes szám, hogy 
« > / « és a"=a'". Pontosabban, a vizsgált tulajdonságú félcsoportok a következők: 
1. az összes torziócsoportok; 2. az összes kételemű félcsoportok; 3. az összes olyan 
egy elemmel generált félcsoportok, amelyeknek a generáló eleméhez található 
olyan « > 2 természetes szám, hogy a" = a2. 

S z á s z F e r e n c , korábbi gyűrűelméleti eredményeit általánosítva, az olyan 
félcsoportokat határozta meg, amelyekben minden végesen generált valódi rész-
félcsoport főjobbideál. A [24]-ben közölt vizsgálatok eredményeképpen kiderült, 
hogy pontosan 8 ilyen félcsoport van, s mind legfeljebb négy elemű; közülük 4 
olyan, hogy minden valódi részfélcsoportja előáll a félcsoport alkalmasan válasz-
tott elemének és magának a félcsoportnak a szorzataként. 

R é d e i L á s z l ó algebra könyvének német kiadásában7 jellemzi az olyan fél-

7 RÉDEI LÁSZLÓ, Algebra /., Akademische Verlagsgesellschaft, Geest & Portig К . — G . , Leipzig, 
1 9 5 9 . 
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csoportokat, amelyeknek minden részhalmazuk részfélcsoport, s az ilyeneket szét-
tagolható félcsoportoknak nevezi el. Azután felveti a következő problémát: Igaz-e, 
hogyha egy F félcsoport ún. Frattini-féle részfélcsoportja8 üres, akkor F széttagol-
ható? Egyidejűleg megjegyzi, hogy legfeljebb három elemből álló félcsoportra ez 
igaz. A problémát L a j o s S á n d o r oldotta meg, kimutatván a [6]-ban, hogy nagyobb 
számosságú félcsoport esetén a válasz tagadó. 

R é d e i , idézett könyvében, meghatározza az összes olyan véges nemkommu-
tatív félcsoportokat, amelyeknek minden valódi részfélcsoportjuk kommutatív. 
О vezeti be az ilyen félcsoportokra az elsőfokúban nemkommutatív félcsoport elnevezést 
(s hasonló értelemben beszél más „elsőfokban nemkommutatív struktúrák"-ról is). 

Megjelenés alatt álló [26] dolgozatomban azokkal a félcsoportokkal foglal-
kozom, amelyeknek minden ideálja, vagy legalábbis minden főideálja prím, azaz 
minden / ideál (illetve főideál) olyan tulajdonságú, hogy a félcsoport tetszőleges 
x, у elempárja esetén az xydl tartalmazás csak akkor áll fenn, ha x £ / és у £ / kö-
zül legalább az egyik teljesül. Kimutatom, hogy ilyen félcsoport összes ideáljai, 
illetve összes főideáljai teljesen rendezett halmazt képeznek a halmazelméleti tar-
talmazás relációjára nézve. 

5. Félcsoportok bővítése 

Legyen /az F félcsoport ideálja, s tekintsük F-nek azt az osztályozását, amelynek 
egyik osztálya I, az /-be nem tartozó minden egyes elem pedig önmaga alkot egy 
osztályt. Könnyen belátható, hogy az osztályok halmaza, amelyet F/I-vel jelölünk, 
az F-nek homomorf képe, s így szintén félcsoport, mégpedig zéruselemes: zérus-
eleme az / osztály. (Mint ismeretes, egy F félcsoport 0 elemét az F zéruselemének 
nevezzük, ha az F minden x elemére X0 = 0.Y = 0 teljesül.) A konstrukció első alkal-
mazójának tiszteletére az F/I-t az F félcsoport / szerinti Rees-féle faktorfélcsoport-
jának nevezzük. 

A faktorfélcsoport fogalmára támaszkodva C l i f f o r d 9 kidolgozott egy, a cso-
portok Schreier-íé\e bővítésével analóg félcsoportbővítési eljárást. Legyen S és 
T két, közös elem nélküli félcsoport, s F-nek legyen zéruseleme. Az X-nek F-vel 
való Clifford-féle bővítésén értünk minden olyan F félcsoportot, amely X-et ideál-
ként tartalmazza, s az F/S faktorfélcsoport izomorf F-vel. 

R é d e i 1 0 és v a n L e e u w e n 1 1 gyűrűelméleti vizsgálatainak analógiájára S z e n d -

rei a [31]-ben bevezette a kettőstranszláció (más néven: bitranszláció) fogalmát. 
Ezen az F félcsoport olyan, önmagába való k = {kb, kj) leképezéspárját érti, amely-
nek első komponense baltranszláció, második komponense jobbtranszláció F-en, 
a kb és kj egymáshoz kapcsoltak és egymással felcserélhetők. A kettőstranszlációk 
valamely halmazát barátságosnak mondja, ha e halmaz bármely két, k = (kb, kj) 
és p = (pb,pj) elemére kbpj = pjkb. Könnyen belátható, hogy ha egy ilyen halmaz 

8 A Frattini-féle részfélcsoportot ugyanúgy definiáljuk, mint a csoportelméletben a Frat-
tini-féle részcsoportot. 

9 A. H. CLIFFORD, Extension of semigroups, Trans. Amer. Math. Soc., 68 (1950), 165—173. 
1 0 RÉDEI LÁSZLÓ, Csoportok és gyűrűk holomorfelmélete, MTA III. Osztályának Közle-

ményei, 4 (1954), 27—48. 
11 L. C. A. VAN LEEUWEN, On the holomorphs of a ring, Nederl. Akad. Wet. Proceedings,. 

Ser. A, 61 (1958), 162—169. 
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maximális, akkor félcsoportot alkot; az ilyent éppen ezért maximális barátságos 
kettőstranszláció-félcsoportnak, nevezzük. 

Egy félcsoporthoz általában több maximális barátságos kettőstranszláció-
félcsoport tartozik. S z e n d r e i a [31]-ben elegendő, a [32]-ben pedig szükséges fel-
tételt ad meg arra, hogy egy félcsoportnak csak egyetlen maximális barátságos 
kettőstranszláció-félcsoportja legyen: elegendő az egyoldali egyszerűsíthetőség, vagy 
az FF=F fennállása; szükséges, hogy a transzlációk félcsoportja kommutatív 
legyen. Szükséges és elegendő feltételt is megállapít: Fj-vel, illetve Fj-vel jelölve 
azoknak a bal-, illetve jobbtranszlációknak a halmazát, amelyek legalább egy ket-
tőstranszláció első, illetve második komponenseként fellépnek, bebizonyítja, hogy 
egy F félcsoportnak akkor és csak akkor van egyetlen maximális barátságos ket-
tőstranszláció-félcsoportja, ha a T[ minden eleme a F j bármely elemével felcserél-
hető. 

A fenti fogalmak segítségével nyeri két dolgozatának fő eredményeit. A [31]-
ben szükséges és elegendő feltételt ad meg arra, hogy egy S félcsoportnak létezzék 
a zéruselemes T félcsoporttal való Clifford-féle bővítése. A [32]-ben bevezeti a fél-
csoport holomorfiának fogalmát, s vizsgálja annak bizonyos részfélcsoportokkal való 
kapcsolatát: az F félcsoport holomorfján az F-nek saját maximális barátságos 
kettőstranszlációival való Clifford-féle bővítéseit értjük. 

6. Rendezett félcsoportok elmélete 

Ismeretes, hogy a természetes számok N additív félcsoportjának rendezése 
kiterjeszthető az A-et tartalmazó egész számok additív félcsoportjára. Ennek a 
konkrét esetnek általánosítása a következő probléma. Legyen S teljesen rendezett 
félcsoport, T pedig az S-et tartalmazó félcsoport; vajon az F-beli rendezés kiter-
jeszthető-e a F-re? F u c h s L á s z l ó az [l]-ben kimutatja, hogy ez lehetséges, mégpedig 
egyértelműen, ha egyrészt a T—S bármely a eleméhez van olyan x és y (x, y £ S), 
hogy xa £ F és ay £ S, másrészt bármely a £ S és elemekre mind az a<.% = at], 
mind a Ça — tja egyenletből Ç = t] következik. 

Egy másik dolgozatában [2] a teljesen rendezett félcsoportok bizonyos speciális 
osztályaival foglalkozik. A rendezett F félcsoportról azt mondjuk, hogy 

1. pozitív rendezésű, ha F bármely a, b elemére abXa, b; 
2. negatív rendezésű, ha F bármely a, b elemére ab X a, b ; 
3. természetes rendezésű, ha F bármely a-<b elempárjához van olyan c £ F 

és d£F, hogy b = ca = ad; 
4. archimédeszi rendezésű, ha F-ben a" < b minden természetes и-ге csak akkor 

teljesülhet, ha a egységelem F-ben. 

Továbbá, az Fx és F2 rendezett félcsoportot rendezésizomorfnak mondjuk, ha F t -
nek van olyan, kölcsönösen egyértelmű cp leképezése F2-re, hogy az Fx valamely 
a, b elempárjára a^b akkor és csak akkor, ha <p(a)X <p(b). F u c h s meghatározza 
az összes olyan teljesen - rendezett pozitív rendezésű félcsoportokat, amelyek ren-
dezésizomorfok a valós számok additív félcsoportjának valamely részfélcsoportjá-
val: ilyen, nyilvánvalóan, az egyelemű rendezett félcsoport, valamint minden olyan, 
teljesen és archimedeszien rendezett félcsoport, melynek nincs maximális eleme és 
nincs olyan (ún. anomális) a, b elempárja, hogy aXb, de a" < bn+1 és b" < a " + 1 
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minden n természetes számra. Az archimedeszien rendezett csoportokra vonatkozó 
ismert tétel általánosításaként kimutatja, hogy minden, teljesen és archimedeszien 
rendezett természetes rendezésű félcsoport kommutatív, s megadja ezek teljes fel-
sorolását. 

A részben-rendezett félcsoportokat vizsgálva [3], ezeknek egy eléggé széles 
osztályára vonatkozólag jellemzi az olyan részben-rendezett csoportokat, amelyek 
a tekintett félcsoportosztályba tartozó valamely félcsoport homomorf képeként 
adódnak, s bennük a rendezés az illető félcsoportbeli rendezés következménye 
(azaz, ha a G csoport a részben-rendezett F félcsoport homomorf képe a q> homo-
morfizmus szerint és <p(a)^cp(b) a G-ben, akkor a^b az F-ben). 

F u c h s L á s z l ó és S t e i n f e l d O t t ó nemrég megjelent közös [ 4 ] dolgozata a 
rendezett félcsoportok elemeinek prímelemek szorzatára való felbonthatóságát vizs-
gálja. Legyen F legalább két elemet tartalmazó, negatív és természetes rendezésű 
olyan félcsoport, amelyben bármely a x < a 2 < . . . növekvő sorozat véges. Továbbá, 
tartalmazzon F olyan e maximális elemet, amely balegységelem F-ben, s F minden 
egyes a, b elempárjához legyen olyan elem — jelöljük, szokás szerint, a:b-ve 1 — 
hogy xbSa akkor és csak akkor, ha x^a:b. F u c h s és S t e i n f e l d kimutatták, hogy 
ha még az is teljesül, hogy az F bármely a, b elemére az a = ba( + 0) összefüggés-
ből b = e és az ab = 0 egyenletből a = 0 vagy b = 0 következik, akkor e az F-nek 
egységeleme és a 0 < a < e feltételnek eleget tevő minden a elem felbontható páron-
ként felcserélhető prímelemekre, s ez a felbontás sorrendtől eltekintve egyértelmű. 
Megjegyzik, hogy gyűrű és félgyűrű ideáljainak félcsoportjában a felsorolt követel-
mények teljesülnek. 

Egyik legutóbbi dolgozatomban ([27], illetve német nyelven [28]) az F fél-
csoport elemeire egy ^ relációt vezettem be a következőképpen: legyen a ^ b ak-
kor és csak akkor, ha a £ (b). Ez a reláció mindig reflexív és tranzitív, de nem mindig 
antiszimmetrikus; az eredmények éppen arra vonatkoznak, hogy mikor antiszim-
metrikus is ez a reláció, illetve hogy ha antiszimmetrikus, akkor a félcsoport milyen 
különleges tulajdonságokkal rendelkezik. 

7. Záró megjegyzés 

Ez a dolgozat annak az előadásnak a kibővítése, amelyet a Nyíregyházi Tanár-
képző Főiskolán hazánk felszabadulásának huszadik évfordulója alkalmából ren-
dezett tudományos ülésszakon tartottam. Az előadás az ülésszak matematikai-
fizikai szekciójában, 1965. április 2-án hangzott el. 
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