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1. Bevezetés

Hazdnkban az algebrai kutatdsok a mult szdzad utolsé negyedében indultak
meg. Az akkori, majd a két vildghdbori k6zotti tarsadalmi viszonyok azonban a
kutatomunka szdmadra kedvezGtlenek voltak. Ebben kell keresniink annak magyard-
zatdt, hogy bdr akkor is jelentds, s6t vildgszinvonalon is kimagaslé eredményeket
értek el, de igen kevesen voltak tudomdnyos munkdt végz8 matematikusaink.

A felszabadulds utdn a matematikai, s ezen beliil az algebrai kutatomunka
minden eddiginél nagyobb tdmogatdst kapott. Az egyetemek oktatdlétszamdnak
emelése, valamint a Matematikai Kutaté Intézet Iétrehozdsa és az aspirantura in-
tézménye a kordbbival Ossze sem hasonlithato lehet8séget teremtett a fiataloknak
a kutatémunkdba vald bekapcsoldddsra. Igy alakulhatott ki az a kedvezd helyzet,
hogy a matematika legtobb dgdban ma legaldbb annyian végeznek kutatémunkat,
mint kordbban a matematika egész teriiletén.

Kilénésen nagymértéki volt a fejlGdés az algebra terliletén: a magyar algeb-
rai kutatdcsoport a vilag élvonaldba emelkedett. Ebben nagy része volt Rédei Ldsz-
1énak és kordn elhinyt tehetséges tanitvanydnak, Szele Tibornak. A felszabadulds
utdni hazai algebrai kutatdsok els§ szakaszdrdl igen jo Osszefoglalot irt Fuchs
LdszIo!, akinek magdnak is jelent8s érdemei vannak a kutatémunka fellendiilésé-
ben.

Dolgozatomban az absztrakt algebra egyik fiatal dgdnak, a félcsoportelmélet-
nek azokat az eredményeit kivdnom 6sszefoglalni, amelyeket a hazai kutatdk a
legutobbi évtizedben elértek. Ebben az alig tobb mint negyedszdzados tudomadny-
dgban végzett eredményes munka jol illusztrdlja a magyarorszdgi matematikai
kutatdasok korszer{iségét.

Nem térek ki azokra a jelentds eredményekre, amelyeket hazai kutatdink az
operdatormodulusok elméletének terén elértek. Ez ugyanis meghaladnd ennek az
ismertetésnek a kereteit, hiszen szdmos gylirfielméleti fogalmat kellene tdrgyal-
nunk. Ezt a kérdéskdrt egyébként is a gylirielmélet dltaldnositdsaként szokds te-
kinteni.

2. Alapfogalmak
Mint ismeretes, félcsoportnak olyan halmazt neveziink, amelyben definidlva

van egy asszociativ miivelet; ezt a miiveletet szorzdsként jel6ljiik. A miivelet kom-
mutativitdsa dltaldban nincs kikotve; ha teljesiil, akkor kommutativ félcsoportrol

! FucHs LAszLO, Az algebra fejlodésérol, kilonds tekintettel a hazai algebrai kutatdsokra,
MTA III. Osztalyanak Kézleményei, 3 (1953), 381—396.
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beszéliink. Nemkommutativ félcsoportnak is lehetnek olyan ¢ elemei, hogy cx=xc¢
a félcsoport barmely x elemére érvényes; az ilyen elemek Osszességét a félcsoport
centruméanak nevezziik.

Legyenek H és K az F félcsoport részhalmazai. A H és K részhalmazok szor-
zatdn értjik és HK-val jeloljiikk az F Osszes hk (h€ H, k € K) alaku elemeinek sszes-
ségét. Ha az F valamely R részhalmazdra RRE R teljesiil, akkor R-et az F részfél-
csoportidnak nevezzilkk. Ha az F valamely I részhalmazdra

FICI, ill. IFCI,

akkor azt mondjuk, hogy I az F-nek balidedlja, ill. jobbidedlja; ha I egyidejlileg
bal- és jobbidedl, akkor egyszerlien ided/nak mondjuk.

Szdmos olyan félcsoport ismeretes, amelyben a tekintett miiveleten kiviil olyan
rendezési (azaz: reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv) reldcié is van értelmezve,
amelyre nézve a miivelet monoton, azaz ha a=5b, akkor a félcsoport barmely ¢
elemére ca=chb és ac=bc. Az ilyen félcsoportot a tekintett = reldcidora nézve
(részben) rendezett félcsoportnak nevezziik: ha a félcsoport a tekintett = reldciéra
nézve teljesen rendezett (azaz érvényes a trichotomia is), akkor teljesen rendezett
Jélcsoporirdl beszéliink.

A hazai félcsoportelméleti kutatomunka f6 irdnyai az utolséd évtizedben a
kovetkez8k voltak: '

a) Az idedlfogalom 4dltaldnositdsai.

b) A félcsoportok egyes specidlis osztdlyainak vizsgdlata.
¢) Félcsoportok bdvitése.

d) Rendezett félcsoportok elmélete.

Az aldbbiakban err8l a négy teriiletr§l kiilon-kiilon szdmolunk be.

3. Az ideslfogalom sltalinositdsai

Ismeretes, hogy az idedlok fontos szerepet jdtszanak a félcsoportelmélet sza-
mos problémakdrében. Az Gjabb vizsgdlatok azt mutattak, hogy bizonyos kérdések
megvadlaszoldsdhoz hasznosak lehetnek az idedlfogalom egyes dltaldnositdsai.

STEINFELD OTTO 1956-ban megjelent [22] dolgozataban bevezeti a félcsoport
kvdziidedljanak fogalmdt?: az F félcsoport valamely Q részhalmazdt kvédziidedlnak
nevezi, ha

FONQFCEQ.

Ldthatd, hogy minden idedl kvdziidedl is, tehdt valdban az idedlfogalom dltaldno-
sitdsdrdl van szé. Tovdbbd, F minden kvdziidedlja egyszersmind részfélcsoportja
is - F-nek. ’

Az idedl és a kvidziidedl fogalmdt k6zos alapgondolatnak megfelelden tovdbb
dltaldnositotta LAJOS SANDOR (I8] vagy [14]), a kovetkez8képpen: az F félcsoport
A részfélcsoportjdt (m, n)-idedlnak nevezi, ha

A"FA"C 4

2 Gyitirltkre mar korabban definidlta a kvaziidealt; 1.: STEINFELD OTTO, On ideal-quotients
and prime ideals, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 4 (1953), 289—298.
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(m=0, ill. n=0esetén az illetd tényez8t tordlni kell). Hasonld az (m, n)-kvdziidedl
definicidja is: igy nevezi az A részfélcsoportot akkor, ha

- A"F(FA"S A.
Nyilvdnvald, hogy az

(0, 1)-idedl a balideal,

(1, 0)-idedl a jobbidedl,

(1, 1)-kvaziidedl az .eredeti kvaziideal;
az 4j fogalomalkotds tehdt magdban foglalja a régieket.

A Dbevezetett fogalmak hasznosaknak bizonyultak egyes félcsoportosztdlyok
tulajdonsdgainak vizsgdlatdban. MielStt dttérnénk az ilyen természetli eredmények
ismertetésére, az ezekre a fogalmakra vonatkozo fontosabb tételeket soroljuk fel.

STEINFELD — fentebb idézett dolgozatdban — megmutatta, hogy ha egy F
félcsoportban B balidedl, J pedig jobbidedl, akkor a O =B{1J halmaz kvdziideal,
s F minden Q kvdziidedlja elGdllithaté ilyen modon; mégpedig ha B a bal-, J a jobb-
idedlok ko6z6tt minimadlis, akkor @ is minimalis a kvdziidedlok ko6zott, és viszont.
(Az el6bbi tételt Lasos SANDOR a [8]-ban dltaldnositotta; 1. aldbb.) Megdllapitotta,
hogy a minimdlis kvaziidedlok éppen azok a kvaziidedlok, amelyek az F-beli mii-
veletre nézve. csoportot alkotnak, s egy félcsoport Gsszes minimalis kvaziidedljai
izomorfok. Bebizonyitotta, hogy ha egy félcsoportnak van minimdlis kvaziidedlja,
akkor minden minimadlis bal- (és jobb-) idedl minimdlis kvdziidedlok egyesitéseként
dllithato el§, az 6sszes minimdlis kvdziidedlok egyesitése pedig a félcsoport Gsszes
idedljainak metszetével, az in. Szuskevics-maggal egyenlS. Részletesebben vizsgdlja
az inverzes félcsoporrok kvaziidedljait; igy neveziink egy F félcsoportot akkor, ha
barmely a eleméhez egy és csak egy olyan b elem taldlhatd F-ben, hogy aba=a és
bab =b.

Egy évvel késébbi, [23] dolgozatdban olyan félcsoportok kvaziidedljait vizs-
gdlja, amelyek valodi (tehdt nem iires) M Szuskevics-maggal rendelkeznek. Egy
I idedlt relativ minimdlisnak mond, ha M c I, de nincs olyan J idedl, hogy McJc I
teljesiilne; hasonléan értendd a relativ minimdlis balidedl stb. is. Kimutatja, hogy
relativ minimélis bal- és jobbidedl metszete vagy egyenl§ M-mel, vagy pedig rela-
tiv minimdlis kvdziidedl; tovdbbd, hogy minden relativ minimdlis Q kvaziidedl
rendelkezik az aldbbi két tulajdonsdg valamelyikével:

(A) 00E M;

(B) Ha a, b€ Q — M, akkor az ax="5 és ya=>b egyenlet megoldhaté.
Forditva, ha egy Q kvdziidedlra Q > M és (B) teljesiil, akkor Q relativ minimalis.

LAJOs SANDOR 1960-ban — Steinfeld egyik tételét dltaldnositva — kimutatja
[8], hogy az F félcsoport valamely részhalmaza akkor és csak akkor (m, n)-kvdzi-
ideal, ha egy (m, 0)- és egy (0, n)-idedl metszete. Ezt az eredményét kiegésziti az a
késSbbi megdllapitdsa ([12], 111. rész), hogy ha egy F félcsoport valamely 7 idedlja
részcsoport (tehdt, nem csak részfélcsoport) F-ben, akkor 7 benne van az F minden
(m, n)-idedljaban. ’

Tobb dolgozatban vizsgdlja a reguldris félcsoportok kvdziidedljait. Reguldris-
nak3 nevezzilkk az F félcsoportot, ha birmely a eleméhez taldlhaté olyan x¢€ F,

3 A magyar nyelvii algebrai irodalomban az olyan félcsoportot szokas ,,reguldris’’-nak nevezni,
amelyet ebben a dolgozatban ,,egyszeriisitheté”-nek mondunk. A jelen dolgozat terminoldgiaja
a bevett angol—francia terminolégidhoz igazodik.
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hogy axa=a. (Az inverzes félcsoportok, s még inkdbb a csoportok, nyilvdnvaléan
reguldrisak.) LAJjos SANDOR eredményei szerint reguldris félcsoport bdrmely két
kvéziidedljanak szorzata ismét kvdziidedl [9]*, bdrmely két (1, 1)-idedl szorzata
ismét (1, 1)-ideél, sét az utobbiak maguk is reguldris félcsoportot alkotnak [10].
Tovdbba, tetszSleges félcsoportban minden (in, n)-kvaziidedl (m, n)-idedl, reguldris
félcsoportban pedig a forditott dllitds is igaz, tehdt ezekben a félcsoportokban a
két fogalom egybeesik [8].

Egy tovédbbi dolgozatdban ([12], II. rész) bebizonyitja, hogy ha B bal-, J pe-
dig jobbidedl, akkor 4=JB (1, 1)-idedl; forditva, reguldris félcsoport bdrmely
A (1, 1)-idedlja elGdllithatd ilyen mddon.

El&bb idézett, [9] gylirlielméleti dolgozatdban lényegileg megfogalmazza an-
nak sziikséges és elegend§ feltételét, hogy reguldris félcsoport valamely részfél-
csoportja kvdziidedl legyen: a reguldris F félcsoport A részféicsoportja akkor és
csak akkor kvdziidedl F-ben, ha AFAS A.

4. A félcsoportok egyes specidlis osztalyainak vizsgalata

1. Csoportok egyesitéseként elodllithato félcsoportok. Ezeknek a félcsoportok-
nak a tulajdonsdgai ma mdr eléggé tisztdzottak €s szdamos jellemzésiik ismeretes.
Az utébbiak koziil az els6k k6zé tartozik SzEp JENG eredménye, amelyet a kévetkezd
bekezdésben ismertetiink.

Az F félcsoport minden egyes a eleméhez rendeljik hozzd az F valamely F,
részhalmazdt a kovetkez8képpen: Ha a-nak van inverze F-ben, tehdt a G={a"}
(n=..., =2, —1,0,1,2,...) halmaz F-nek részcsoportja, tovdbbd ha az F minden
olyan b eleme felcserélhetd a G egységelemével, amelyre b2 =a teljesiil, akkor le-
gyen F,=G; minden mds esetben legyen F,={a"} (n=1,2,...), tehdt az F-ben
az a elem dltal generdlt részfélcsoport. Szép tétele (1. [33]) kimondja, hogy egy F
félcsoport akkor és csak akkor dllithatd el6 kozds elem nélkiili csoportok halmaz-
elméleti egyesitettjeként, ha az F minden a eleméhez van olyan C, & F— F,, hogy
F,C, = F—F,. .

2. Egységelemes félcsoportok. Mint ismeretes, egy F félcsoport valamely e
elemét az F bal-, ill. jobbegységelemének neveziink, ha ex = x, ill. xe=x az F minden
x elemére; ha e egyidejlileg bal- és jobbegységelem, akkor az F egységelemének
mondjuk. Tudjuk, hogy minden félcsoportnak legfeljebb egy egységeleme van,
de lehetséges az is, hogy nincs egységeleme.

REDEI LAszLO [20] dolgozatdban bevezette a ,,balegység”™ fogalmdt: az F fél-
csoport a elemét az F balegységének nevezte el, ha aS=S. Nyilvdnvald, hogy min-
den balegységelem még inkdbb balegység; forditva azonban nem, s6t REDEI példat
adott olyan félcsoportra, amelynek nincsen balegységeleme, de van balegysége.

Ha a balegységet definidlé egyenletben a bal oldali két tényezst feleseréljiik,
akkor a jobbegység definicidjahoz jutunk; egység az olyan elem, amely egyidejii-
leg bal- és jobbegység. Ezeknek a fogalmaknak a segitségével Lasos SANDOR és
Szepr JENG [15] az egységelemes félcsoportok két érdekes jellemzését adtak meg:
egy félcsoport akkor és csak akkor egységelemss, ha van bznnz egység, ill. akkor

4 Lasos SANDOR ezt az eredminyt formailag regularis gylr{ikx kvaziidedljaira mondta ki,
de eredményéHdl trivialisan kovetkezik ugyanez a reguliris félcsoportokra is.
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és csak akkor,-ha tartalmaz olyan balegységet, amely nem balnével§ (a Ljapin-
féle értelemben) és tartalmaz olyan jobbegységet is, amely nem jobbnévelS elem.
Az F félcsoport valamely b elemét balndvelének nevezziik, ha van F-nek olyan
valédi R részhalmaza, hogy bR=F.

3. Reguldris félcsoportok. KovAcs LAszLO és LAJOs SANDOR a reguldris fél-
csoportok néhdny fontos tulajdonsdgdt deritették fel. KovAcs LAszionak igen
nevezetes eredménye az az [S}-beli tétel, hogy egy félcsoport akkor és csak akkor
reguldris, ha bdarmely J jobbidedljinak és B balidedljanak JB szorzata a két részhal-
maz kozds részével egyenld®. Az 1956-bdl szdrmazé eredményt azdta tébben is
felhaszndltdk és tovdbb is fejlesztették.

Egy félcsoport barmely elemét tartalmazza legaldbb egy idedl, ti. a félcsoport
maga, de dltaldban t&bb idedl is tartalmazza. Az a elemet tartalmazd Gsszes idedlok
koz6s része ismét idedl; ezt az a dltal generdlt féidedinak nevezzik, és (a)-val je-
16ljiikk. Hasonldan, az a elemet tartalmazd Osszes bal-, ill. jobbidedlok metszetét
az a altal generdlt fébalidedinak, illetve fGjobbidedinak nevezziik és (a)z-vel, ill.
(a);-vel jeloljik. Ezek segitségével jellemzi LAjos SANDOR 1961-bGl valo tétele a
reguldris félcsoportokat: egy F félcsoport akkor és csak akkor reguldris, ha barmely
B f&balidedljdra és J f&jobbidedljdra JB=J B (l. [7]). Tovdbb menve, ennél még
kevesebbet kivdnd elegendd§ feltételt is adott, megdllapitva, hogy a regularitashoz
mdr az is elegendd, ha csak (a);(a)g=(a);N(a)p teljesiil a félcsoport minden a
elemére. EbbS] pedig az kovetkezik, hogy kommutativ félcsoport akkor és csak
akkor reguldris, ha minden fGidedlja idempotens. .

Nemrég megjelent, [13] dolgozatiban az olyan F félcsoportok regularitdsdt
vizsgdlja, amelyekben bdarmely x elem eleget tesz az xF= Fx egyenlGségnek; az
ilyen félcsoportokat — a csoportelméletbl vett analdgia alapjan — normdlis fél-
csoportoknak nevezziik. Kimutatja, hogy normadlis félcsoport akkor és csak akkor
reguldris, ha minden balidedlja idempotens (azaz, minden B balidedlra BB=B).

A reguldris félcsoportokéval bizonyos mértékig rokon az intrareguldris fél-
csoportok osztdlya. Egy F félcsoportot intrareguldrisnak neveziink, ha az F barmely
a eleméhez taldthato olyan x, y € F, hogy xa?y =a. LAJOS SANDOR a [11]-ben bebi-
zonyitja, hogy ha F intrareguldris. félcsoport, I pedig az F idedlja, akkor / minden
idedlja F-ben is idedl. (Ugyanez tetszGleges F félcsoportra nyilvdnvaloan nem ér-
vényes.) Az intrareguldris félcsoportok elméletébe vdg egy, megjelenés alatt dllo
eredményem [29], amely STONE egyik fontos hdléelméleti tételének félcsoportelmé-
leti analogonja: egy F félcsoport akkor és csak akkor intrareguldris, ha minden
olyan a, b elempdrjahoz, amelyre (a)3 b, taldlhato olyan P primidedl, amely az a
elemet tartalmazza, de b-t nem.

4. Egyszeriisithetd félcsoportok. Egy F félcsoportrol azt mondjuk, hogy balrdl
egyszertisithetd, ha tetsz8leges a, b, c€ F elemekre az ab=ac egyenletbdl mindig
b=c kovetkezik; ha F (hasonlé értelemben) jobbrdl is egyszeriisithets, akkor
egyszertisitheté félcsoportnak nevezziik.

PeAk ISTVAN 1958-ban megirt [16] dolgozatdban megéllapitja, hogy ha egy
ilyen félcsoportnak van centruma, de 6nmagdn kivil nincs mds idedlja, akkor ez
a félcsoport sziikségképpen csoport.

5 A 4 labjegyzetben elmondottak KovAcs LAszLO tételére is vonatkoznak.
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Hasonlo természetii problémat vizsgdl, POLLAK GYORGYgyel kz6sen, a késGbbi,
[18] dolgozatban. Ebben olyan félcsoportokrdl van szo, amelyekben minden
I,01,>... idedlsorozat véges; az ilyenekrSl azt mondjuk, hogy az idedljaikra
nézve minimumkovetelménynek tesznek eleget. A dolgozat f6 tétele a kovetkezd:
Ha egy nem iires centrumd, balrdl egyszerlisithetd F félcsoport az idedljaira nézve
eleget tesz a minimumkd&vetelménynek, akkor F csoport.

5. Teljes félcsoportok. Ismeretes, hogy a csoportelméletben milyen nagy szere-
pet jdtszanak a csoport normadlis részcsoportjai. E fogalom altaldnositdsaképpen
REDEI LAszLO még 1952-ben megalkotta a félcsoport normdlis részcsoportjainak
fogalmdt®: az F félcsoport valamely N részfélcsoportjat balnormdlisnak nevezi,
ha az

F=NUa,NUa,NU... (a;,a;,...€F)

osztdlyozds kompatibilis (azaz ha a hozzd tartozd = ekvivalenciareldcidra teljesiil
az, hogy az F barmely x, y, z elemeire x=y-bdl xz=yz és zx=zy kovetkezik),
tovédbbd, ha bdrmely i-re és ny, n, €N elempdrra a;n; =amn, csak ny =n, esetén
teljestil. WIEGANDT (1. [32]) egy félcsoport normdlis részfélcsoportjdn olyan részfél-
csoportot ért, amely egyidejiileg bal- és jobbnormalis.

A WIEGANDT 4ltal a [34]-ben vizsgdlt probléma, a félcsoportok osztdlyara
lesziikitve, a kovetkez8képpen fogalmazhaté meg. Legyen T valamilyen, a fél-
csoportokra vonatkozé tulajdonsdg (pl. kommutativitds, regularitds stb.). Nevez-
ziikk a T-tulajdonsdgi F félcsoportot erre a tulajdonsdgra nézve teljesnek, ha F
un. direkt komponens minden olyan 7-tulajdonsdgi S félcsoportban, amely F-et
balnormdlis részfélcsoportként tartalmazza. (Akkor mondjuk, hogy F direkt kom-
ponens S-ben, ha van S-nek olyan G részfélcsoportja, hogy S minden eleme egy-
értelmitien elddllithaté egy F-beli és egy G-beli elem szorzataként, tovabbd F minden
eleme G minden elemével felcserélhet8.) A feladat az, hogy adott 7T tulajdonsighoz
hatdrozzuk meg az Gsszes teljes félcsoportokat.

WIEGANDT ezt a feladatot elbb az egységelemes egyszeriisithet§ félcsoportok,
majd a kommutativ félcsoportok osztdlydra oldja meg ([34], illetve [35]). Az el&b-
biekkel kapcsolatos eredmény megfogalmazdsa el6tt emlékeztetiink arra, hogy egy
F félcsoport automorfizmusan az F-nek olyan, 6nmagdra valo kolcsdndsen egy-
értelmii ¢ leképezését értjiik, amelyre g(ab)=q@(@ p(b) (a, b€ F) érvényes; ha
a @18l a kolesénds egyértelmiiség helyett csak az egyértelmiiséget tételezziik fel,
akkor endomorfizmusnak mondjuk. Egységelemes F félcsoportnak lehetnek belsé
automorfizmusai: igy neveziink egy ¢ automorfizmust akkor, ha taldlhaté -olyan
c€ F, hogy c-nek van inverze F-ben és @(x) = cxc™! az F minden x elemére. Ez
utobbi fogalom felhaszndldsdval WIEGANDT els§ eredménye igy fogalmazhatd meg:
Egységelemes, egyszerisithetd félcsoport akkor és csak akkor teljes, ha minden
automorfizmusa bels§ és centruma csak az egységelembdl! dll.

A [35] egyik eredménye szerint kommutativ F félcsoport akkor és csak akkor
teljes, ha F"=F minden n természetes szdmra. De megadja az Osszes ilyen félcso-
portok leirdsdt is: bdrmely teljes kommutativ félcsoport egyértelmiien elGéllithaté
olyan direkt komponensek szorzataként, amelyek kozott csak a raciondlis szamok
additiv csoportjdval, a nemnegativ raciondlis szdmok additiv félcsoportjival €s

¢ REpEI LAszLo, Die Verallgemeinerung der Schreierschen Erweiterungstheorie, Acta Sci.
Math., 14 (1952), 252—273. ’
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a Priifer-féle p~ tipusi csoportokkal izomorf félcsoportok fordulnak el§. Végiil
megillapitja, hogy minden kommutativ félcsoport izomorf egy alkalmasan vdlasz-
tott teljes kommutativ félcsoport valamely részfélcsoportjdval.

Nem a teljes félcsoportok elméletébe vdg ugyan, de a normalitds fogalmdhoz
kapcsolddik PeAK ISTVAN [17] dolgozata, s ezért err8l itt szdmolunk be. PEAK a
részfélcsoport normalitdsdnak kovetelményeként egyediil a fentebb felirt osztdlyo-
zds kompatibilitdsdt tartja meg, s ezt az altaldnosabb normalitdsi fogalmat egység-
elemes F félcsoportban vizsgdlja. Kimutatja, hogy ha N az F-nek olyan rész-
csoportja, amely tartalmazza F egységelemét, akkor az aldbbi négy 4llitds ekvivalens:

1. N balnormdlis;

2. N jobbnormalis;

3. aN=Na az F minden a elemére, )

4, az F=NUaNUbBNU... és F=NUNaUNbU... osztilyozdsok osztdlyai
pdronként megegyeznek.

Misik tétele szerint, ha az M és N részfélcsoportok mindketten balnormdlisak és
mindketten tartalmazzdk az F egységelemét, akkor az MN komplexusszorzat —
s ha F még egyszeriisithet§ is, akkor az M\ N metszet — szintén balnormadlis.

6. Végesen generdlt kommutativ félcsoportok. Egy F félcsoportot végesen gene-
rdltnak neveziink, ha megadhaté F-nek olyan a,,a,, ..., a, véges részhalmaza,
hogy az F minden eleme ezek szorzataként elGallithatd (persze, ehhez az elGdllitas-
hoz egy-egy elemet t6bbszor is felhaszndlhatunk tényezGként); pontosabban azt
is mondjuk, hogy az F félesoport n elemmel generdlt. REDEI LASZLO nemrég meg-
jelent [21] k6nyvében részletesen kifejti a végesen generdlt kommutativ félcsoportok
elméletét. Ebben a dolgozatban nincs elég helylink arra, hogy REDEinek a kényvével
jelentGségéhez mérten foglalkozzunk; erre csak kiilon részletes referdtum vallal-
kozhatik. Igy arra kell szoritkoznunk, hogy egészen réviden ismertessiik a konyv
targyat.

Az n elemmel generdlt F félcsoport elemeit az n-dimenziés affin tér pontjaival
reprezentalva, F bedgyazhaté a tér egész koordindtaju pontjainak F, modulusdba.
Az Fy-ban hdlomiiveletek értelmezhet8k a kovetkez8képpen: ha az F félcsoport
a és b elemének a tér {a,, ..., a,)}, illetve {b,, ..., b,} pontja felel meg, akkor legyen
inf(a, b) = {min(a,, b,), ..., min(a,, b,)} éssup(a, b) = {max(a,, b,), ..., max(a,,b,)}.

A konyv tulnyomd részben a végesen generdlt kommutativ félcsoportok kong-
ruenciareldcidonak leirdsdval foglalkozik. E célbdl bevezeti az tgynevezett mag-
fiiggvényt: a C kongruenciareldcidhoz tartozo f magfiiggvény értelmezési tartomdnya
az M = {a—b; aCb} halmaz (ahol aCbh azt jelenti, hogy a kongruens b-vel a
C-re nézve), értékkészlete az F félcsoport idedljainak valamely halmaza, és

aCb akkor és csak akkor, ha inf(a, b) €f-(a—Db).

Az ilyen f, fiiggvények teljes jellemzését megadja, s részletesen vizsgdlja kiilonbozd
tipusaikat. Ellentétben a csoportok esetével, az M. halmaz nem hatdrozza meg a
C-t, de van F-nek olyan I f6idedlja, amelyen meghatdrozza, tehdt az I f6idedlban
levd a, b elempédrra aCh akkor és csak akkor teljesiil, ha a—b¢€ M. Az ilyen f6-
idedlok egyesitését nevezi REDEI a C kongruenciareldcié magjdnak. A vizsgdlatok
egyik f6 eredménye az, hogy a végesen generdlt kommutativ félcsoportok osztdlya
(a csoportokhoz és a gyliriikhdz hasonldan) olyan algebrai strukturaosztdly, amely-
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ben a kongruenciareldcidk a struktira bizonyos részhalmazai segitségével egyértel-
miien meghatdrozhatodk.

A koényv behatdan vizsgalja a végesen generdlt kommutativ félcsoportok idedl-
jainak haldjdt, s megdllapitja, hogy az olyan disztributiv hdld, amely eleget tesz a
maximumkdvetelménynek.

7. Félhalok. Az olyan kommutativ félcsoportot, amelyben minden elem idem-
potens is, félhdlénak nevezziik.

A. H. CLIFFORD nyomdn az F félcsoport Snmagdba valé egyértelm{i 2 leképezé-
sét baltranszldcionak nevezziik, ha A(x)-y = A(xy), és jobbtranszldciénak nevezziik,
ha x-A(y) = A(xy) az F minden x, y elempdrjdra; az F transzldcidjan pedig olyan
leképezést értiink, amely az F-nek egyidejlileg bal- és jobbtranszldciéja. Nyilvan-
vald, hogy kommutativ félcsoportnak (specidlisan, félhdlénak) minden baltransz-
ldcidja és jobbtranszldcidja egyszersmind a félcsoport transzldcidja. A 2 baltransz-
laciot specidlisnak mondjuk, ha van olyan ¢ elem F-ben, hogy A(x)=cx minden
x-re; az F specialis jobbtranszldcidja olyan A jobbtranszldcié, amely elGdllithatd
A(x)=uxc alakban, ahol ¢ az F valamely régzitett eleme. CLIFFORD nyomdn a 4
bal- és u jobbtranszldcidt egymdshoz kapcsoltnak nevezzilk, ha x-A(y) = u(a) y
a félcsoport barmely x, y elempdrjdra teljesil.

[25] dolgozatomban megdllapitottam, hogy egy F félhdlé Snmagdba vald
leképezése akkor és csak akkor transzldcid, ha a leképezés idempotens endomor-
fizmus és a képelemek halmaza F-nek idedlja. Tovdbbd kimutattam, hogy az , x=y
akkor és csak akkor, ha xy=y” rendezési reldcidora nézve F minden egyes A transz-
lacidja teljesiti az extenzivitds (azaz, az x=A(x) minden x-re) és a monotonitds
kovetelményét. A vizsgdlatokat SzeNDREI JANossal kozosen folytatva (1. [30]),
ujabb eredményeket sikeriilt elérnlink. Megdllapitottuk, hogy az F félhdlo transz-
ldcidi F-nek pontosan azok az Gnmagdba vald egyértelmil leképezései, amelyek
F minden specidlis transzldcidjdval felcserélhetSk, tovdbbd hogy az F §sszes transz-
ldcioi maguk is félhdlot alkotnak, s ebben a félhdloban a specidlis transzldcidk az
F-fel izomorf idedlt képeznek.

8. Félcsoportok kiilonleges tulajdonsdgi részfélcsoportokkal, illetve idedlokkal.
PoLLAK GYORGY és REDEI LAszLO ko6zds [19] dolgozatukban meghatdroztdk az
Osszes olyan félcsoportokat, amelyeknek minden valddi részfélcsoportjuk csoport.
Kimutattdk, hogy minden ilyen félcsoport sziikségképpen rtorzidfélcsoport, azaz
olyan, amelyben bdarmely a elemhez taldlhat6é olyan m és n természetes szim, hogy
n=m és a"=a". Pontosabban, a vizsgdlt tulajdonsdgi félcsoportok a kovetkezdk:
1. az Osszes torzidcsoportok; 2. az Osszes kételemi félcsoportok; 3. az Gsszes olyan
egy elemmel generdlt félcsoportok, amelyeknek a generdld eleméhez taldlhatd
olyan n>2 természetes szam, hogy a"=a>.

SzAsz FERENC, kordbbi gylriieiméleti eredményeit dltalinositva, az olyan
félcsoportokat hatdrozta meg, amelyekben minden végesen generdlt valddi rész-
félcsoport fGjobbidedl. A [24]-ben kozdlt vizsgdlatok eredményeképpen kideriilt,
hogy pontosan 8 ilyen félcsoport van, s mind legfeljebb négy elemii; kozilik 4
olyan, hogy minden valédi részfélcsoportja elddll a félcsoport alkalmasan vdlasz-
tott elemének és magdnak a félcsoportnak a szorzataként.

REpEl LAszLO algebra kényvének német kiaddsdban’ jellemzi az olyan fél-

7 REDEI LAszLO, Algebra I., Akademische Verlagsgesellschaft, Geest & Portig K.—G., Leipzig,
1959.
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csoportokat, amelyeknek minden részhalmazuk részfélcsoport, s az ilyeneket szér-
tagolhaté félesoportoknak nevezi el. Azutdn felveti a kévetkez8 problémdt: Igaz-e,
hogy ha egy F félcsoport Un. Frattini-féle részfélcsoportia® iires, akkor F széttagol-
hato? Egyidejiileg megjegyzi, hogy legfeljebb hdrom elembdl 4ll6 félcsoportra ez
igaz. A problémdt Lajos SANDOR oldotta meg, kimutatvdn a [6]-ban, hogy nagyobb
szdmossagu félcsoport esetén a vdlasz tagadd.

REDEI, idézett kdnyvében, meghatdrozza az osszes olyan véges nemkommu-
tativ félcsoportokat, amelyeknek minden valddi részfélcsoportjuk kommutativ.

O vezeti be az ilyen félcsoportokra az elséfokiban nemkommutativ félesoport elnevezést
(s hasonlé értelemben beszél mds ,,elséfokban nemkommutativ struktardk”-rél is).

Megjelenés alatt 4ll6 [26] dolgozatomban azokkal a félcsoportokkal foglal-
kozom, amelyeknek minden idedlja, vagy legaldbbis minden f8idedlja prim, azaz
minden [/ idedl (illetve f8idedl) olyan tulajdonsdgi, hogy a félcsoport tetszdleges
x, y elempdrja esetén az xy¢€ [ tartalmazds csak akkor dll fenn, ha x€ 7 és y€l ko-
zil Jegaldbb az egyik teljesiil. Kimutatom, hogy ilyen féicsoport Gsszes idedljai,
illetve Gsszes f6idedljai teljesen rendezett halmazt képeznek a halmazelméleti tar-
talmazds reldcidjdra nézve.

g

5. Félcsoportok bdvitése

Legyen I az F félcsoport idedlja, s tekintsik F-nek azt az osztdlyozdsdt, amelynek
egyik osztdlya I, az I-be nem tartozé minden egyes elem pedig 6nmaga alkot egy
osztdlyt. Kénnyen beldthatd, hogy az osztilyok halmaza, amelyet F//l-vel jeloliink,
az F-nek homomorf képe, s igy szintén félcsoport, mégpedig zéruselemes: zérus-
cleme az [ osztdly. (Mint ismeretes, egy F félcsoport O elemét az F zéruselemének
nevezziik, ha az F minden x elemére x0=0x =0 teljesiil.) A konstrukcid els§ alkal-
mazdjdnak tiszteletére az F/I-t az F félcsoport I szerinti Rees-féle faktorfélcsoport-
jénak nevezziik.

A faktorfélcsoport fogalmdra tdmaszkodva CLIFFORD? kidolgozott egy, a cso-
portok Schreier-féle bgvitésével analdg félcsoportbdvitési eljdrdst. Legyen S és
T két, kozos elem nélkiili félcsoport, s T-nek legyen zéruseleme. Az S-nek T-vel
valé Clifford-féle bévitésén értiink minden olyan F félcsoportot, amely S-et idedl-
ként tartalmazza, s az F/S faktorfélcsoport izomorf T-vel.

REDEI? és vaN LEEUWEN!! gylirlielméleti vizsgdlatainak analdgidjira SzZEND-
REI a [31]-ben bevezette a kettdstranszldcié (mds néven: bitranszldicié) fogalmat.
Ezen az F félcsoport olyan, 6nmagdba valé A=(4,, 4;) leképezéspdrjdt érti, amely-
nek els6 komponense baltranszldcid, masodik komponense jobbtranszldcié F-en,
a A, és A; egymdshoz kapcsoltak és egymdssal felcserélhetdk. A kettSstranszldcidk
valamely halmazdt bardtsdgosnak mondja, ha e halmaz bdrmely két, 21 =(4,, 4,)
és u=(up, p;) clemére Au;=p;A,. Konnyen beldthats, hogy ha egy ilyen halmaz

8 A Frattini-féle részfélcsoportot ugyanigy definidljuk, mint a csoportelméletben a Frat-
tini-féle részcsoportot. .

° A. H. CLiFrorD, Extension of semigroups, Trans. Amer. Math. Soc., 68 (1950), 165—173.

10 REDEI LAszLO, Csoportok és gyiiriik holomorfelmélete, MTA III. Osztdlydnak Koizle-
ményei, 4 (1954), 27—48.

1 L. C. A. vaN LEeuweN, On the holomorphs of a ring, Nederl. Akad. Wet. Proceedings,.
Ser. A, 61 (1958), 162—169.
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maximdlis, akkor félcsoportot alkot; az ilyent éppen ezért maximdlis bardtsdgos
kettostranszldcio-félcsoportnak nevezziik.

Egy félcsoporthoz 4ltaldban t3bb maximdlis bardtsdgos kettGstranszldcio-
félcsoport tartozik. SZENDREI a [31]-ben elegendd, a [32]-ben pedig sziikséges fel-
tételt ad meg arra, hogy egy félcsoportnak csak egyetlen maximdlis bardtsdgos
kettSstranszldcio-félesoportja legyen: elegendd az egyoldali egyszeriisithetGség, vagy
az FF=F fenndllasa; sziikséges, hogy a transzldcidk félcsoportja kommutativ
legyen. Sziikséges és elegendd feltételt is megdllapit: Ti-vel, illetve Tj-vel jelSlve
azoknak a bal-, illetve jobbtranszldcidknak a halmazdt, amelyek legaldbb egy ket-
tdstranszlacio elsd, illetve mdsodik komponenseként fellépnek, bebizonyitja, hogy
egy F félcsoportnak akkor és csak akkor van egyetlen maximadlis bardtsdgos ket-
téstranszldcié-félcsoportja, ha a T; minden eleme a T, bdrmely elemével felcserél-
hetd.

A fenti fogalmak segitségével nyeri két dolgozatdnak f§ eredményeit. A [31]-
ben sziikséges és elegendd feltételt ad meg arra, hogy egy S félcsoportnak 1étezzék
a zéruselemes T félcsoporttal vald Clifford-féle bGvitése. A [32}-ben bevezeti a fél-
csoport holomorfjanak fogalmat, s vizsgdlja annak bizonyos részfélcsoportokkal vald
kapcsolatat: az F félcsoport holomorfjdn az F-nek sajdt maximdlis bardtsdgos
kettOstranszlacioival vald Clifford-féle bGvitéseit értjiik.

6. Rendezett félcsoportok elmélete

Ismeretes, hogy a természetes szdamok N additiv félcsoportjdnak rendezése
kiterjeszthet§ az N-et tartalmazé egész szamok additiv félcsoportjdra. Ennek a
konkrét esetnek dltaldnositdsa a k&vetkez8 probléma. Legyen S teljesen rendezett
félcsoport, T pedig az S-et tartalmazo félcsoport; vajon az S-beli rendezés Kkiter-
jeszthet8-e a T-re? FucHs LAsSzLO az [1]-ben kimutatja, hogy ez lehetséges, mégpedig
egyértelmiien, ha egyrészt a T— S bdrmely o eleméhez van olyan x és y (x, y€.S5),
hogy xa €S és ay€ S, mdsrészt barmely a€ S és &, n€ T elemekre mind az aé =an,
mind a £a=na egyenletbll £ =# koévetkezik.

Egy mdsik dolgozatdban [2] a teljesen rendezett félcsoportok bizonyos specidlis
osztalyaival foglalkozik. A rendezett F félcsoportrol azt mondjuk, hogy

1. pozitiv rendezésii, ha F barmely a, b elemére ab=a, b;

2. negativ rendezésii, ha F barmely a, b clemére ab=a, b;

3. természetes rendezésii, ha F bdrmely a<b elempdrjahoz van olyan c€ F
és de F, hogy b=ca=ad,

4. archimedeszi rendezésii, ha F-ben a"<b minden természetes n-re csak akkor
teljesiilhet, ha a egységelem F-ben.

Tovabba, az F, és F, rendezett félcsoportot rendezésizomorfnak mondjuk, ha F,-
nek van olyan, kolcsondsen egyértelmil ¢ leképezése F,-re, hogy az F; valamely
a, b elempdrjdra a=»5 akkor ¢s csak akkor, ha ¢(a)= ¢(b). FucHs meghatdrozza
az Osszes olyan teljesen.rendezett pozitiv rendezésii félcsoportokat, amelyek ren-
dezésizomorfok a valds szdmok additiv félcsoportjdnak valamely részfélcsoportjd-
val: ilyen, nyilvdnvaldan, az egyelemii rendezett félcsoport, valamint minden olyan,
teljesen és archimedeszien rendezett félcsoport, melynek nincs maximdlis eleme és
nincs olyan (Un. anomdlis) a, b elempdrja, hogy a=b, de a* < b"*! és b* < g"*?
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minden n természetes szdmra. Az archimedeszien rendezett csoportokra vonatkozo
ismert tétel dltaldnositdsaként kimutatja, hogy minden, teljesen és archimedeszien
rendezett természetes rendezésii félcsoport kommutativ, s megadja ezek teljes fel-
soroldsdt. '

A részben-rendezett félcsoportokat vizsgdlva [3], ezeknek egy eléggé széles
osztdlydra vonatkozdlag jellemzi az olyan részben-rendezett csoportokat, amelyek
a tekintett félcsoportosztdlyba tartozo valamely félcsoport homomorf képeként
adddnak, s benniik a rendezés az illet§ félcsoportbeli rendezés koévetkezménye
(azaz, ha a G csoport a részben-rendezett F félcsoport homomorf képe a ¢ homo-
morfizmus szerint és p(a)= ¢(b) a G-ben, akkor a=b az F-ben).

Fucus LAsz16 és STEINFELD OTTO nemrég megjelent kozos [4] dolgozata a
rendezett félcsoportok elemeinek primelemek szorzatdra valé felbonthatdsdgdt vizs-
gilja. Legyen F legalibb két elemet tartalmazo, negativ és természetes rendezési
olyan félcsoport, amelyben bdrmely a; <a, <... ndvekv8 sorozat véges. Tovdbbad,
tartalmazzon F olyan e maximadlis elemet, amely balegységelem F-ben, s F minden
egyes a, b elempdrjdhoz legyen olyan elem — jeloljik, szokds szerint, a:b-vel —
hogy xb=a akkor és csak akkor, ha x=qa:b. FucHs és STEINFELD kimutattdk, hogy
ha még az is teljesiil, hogy az F bdarmely a, b elemére az a=ba(#0) Osszefliiggés-
bll b=e és az ab=0 egyenletbdl a=0 vagy b=0 kovetkezik, akkor e az F-nek
egységeleme és a 0 <a<e feltételnek eleget tevé minden « ¢lem felbonthatd pdron-
ként felcserélhetd primelemekre, s ez a felbontds sorrendtdl eltekintve egyértelmii.
Megjegyzik, hogy gylir{i és félgylirii idedljainak félcsoportjiban a felsorolt kovetel-
mények teljesiilnek.

Egyik legutébbi dolgozatomban ([27], illetve német nyelven [28]) az F fél-
csoport elemeire egy = reldcidt vezettem be a kovetkezdképpen: legyen a=b ak-
kor és csak akkor, ha a€ (b). Ez a reldcid mindig reflexiv és tranzitiv, de nem mindig
antiszimmetrikus; az eredmények éppen arra vonatkoznak, hogy mikor antiszim-
metrikus is ez a reldcid, illetve hogy ha antiszimmetrikus, akkor a félcsoport milyen
kiilénleges tulajdonsagokkal rendelkezik.

7. ZAaré megjegyzés

Ez a dolgozat annak az elGaddsnak a kibGvitése, amelyet a Nyiregyhdzi Tanér-
képz6 Fdiskoldn hazdnk felszabaduldsdnak huszadik évforduldja alkalmdbodl ren-
dezett tudomdnyos iilésszakon tartottam. Az elGadds az iilésszak matematikai-
fizikai szekcidjaban, 1965. dprilis 2-dn hangzott el.
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