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4. §. A sinus- és cosinus-egyenlet, s egy közös általánosításuk 

A tr igonometr ia i függvényegyen le t eknek és á l ta lános í tása inak igen n a g y iro-
d a l m a van , így ezt va lamelyes t rész letesebben kívánjuk ismertetni . 

Már PTOLEMAIOS [55] ismerte, hogy A sin x és cos x függvények kielégítik A 

sin(x—y) — sin x c o s y —cos x sin y 

egyenletet (ezt egy, a húrnégyszögekre vonatkozó arányossági tételből vezette le), s ennek az egyen-
letnek az alapján egy ún. „húrtáblázatot" készített (lényegében az első szögfüggvénytáblázat!), 
tehát a szóban forgó egyenletet a sin x és cos x függvények tényleges meghatározására használta. 
Természetesen nem kívánjuk PTOLEMAios-t a trigonometriai függvényegyenletek első „úttörőjeként" 
emlegetni, de rámutatunk, hogy a trigonometriai függvényegyenletek elméletében fontos és egyben 
ösztönző szerepet játszó gondolat magva már itt megtalálható, ti. hogy az összeadási és kivonási 
tételek bármelyike megfelelő mellékfeltételekkel meghatározza ezeket a függvényeket. 

N . H . ABEL [1] kétszeri d i f ferenc iá lhatóság fe l téte lezésével o ldja m e g az 

S ( x + y ) = S ( x ) C ( j ) + S ( y ) C ( x ) 

egyenletet , e r e d m é n y e a z o n b a n n e m teljes, mert a m e g o l d á s n á l „ e l s i k k a d " a z 
S(x) = cx, C(x) = 1 mego ldáspár . K é s ő b b J. TANNERY [63] (vö . [30]) a 

r C ( x + y) = C ( x ) C ( y ) - S ( x ) S ( y ) , 
( 4 . a) 

l S(x+y) - S(x)C(y) + S(y)C(x) 

egyenletrendszert vizsgálja, majd W . F. OSGOOD [49] f o g l a l k o z i k ezze l az egyenle t -
rendszerrel ; m i n d k e t t e n di í ferenciá lhatósági fe l téte lek mel le t t (vö . [78], [43]). A t o -
v á b b i a k során W. H . WILSON [80] vizsgálatait emel jük ki, aki t ö b b m á s egyenle t te l 
is k a p c s o l a t b a h o z v a , az 

S(x-y) = S(x)C(y)-C(x)S(y), 

C(x-y) = C(x)C{y)-k2S{x)S(y) 

egyenletrendszer m e g o l d á s á t az 

F ( x + j ) = F(x)F(y) 

( F k o m p l e x ) egyenle t mego ldása ira vezeti v issza. 

* A dolgozat első része a MTA Mat. Fiz. Oszt. Közi, 16 (1966), 179—208 oldalain jelent 
meg; az egyes fejezetek, képletek, tételek stb. számozása ehhez csatlakozóan folytatólagos. A 
teljes irodalomjegyzéket is az első részhez csatoltuk. 
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О. PERRON [51] а { С ( х - у ) = C(x)C(y) + S(x)S(y), 
( 4 . b ) 

S ( х - у ) = S (х) С ( у ) — S ( j ) С(х) 
egyenletrendszerhez а 

(4. с ) 

mel lékfe l té te l t v é v e kimutatja , h o g y a m e g o l d á s az F ( x ) = s i n x és C ( x ) = c o s x 
t r igonometr ia i függvénypár , m a j d J. MOLLERUP [47] is a (4. b) egyenle trendszer 
k a p c s á n v é g e z h a s o n l ó a x i o m a t i k u s v i z sgá la tokat ( f o l y t o n o s s á g i fe l tevés mellett) . 
M . KRAFFT [36] az e lőbb iekné l is egyszerűbb fe l téte lek mel le t t [ C ( x ) > 0 a n u l l a p o n t 
k ö r n y e z e t é b e n ] o ldja m e g a (4. a) egyenletrendszert . J. С. H. GERRETSEN [25] ki-
muta t ja (vö . [2]), h o g y a (4. b) rendszer helyett e l e g e n d ő c s u p á n a 

egyenle t te l f og la lkozn i és ha itt (4. c) teljesül, a k k o r a m e g o l d á s i smét a C ( x ) = c o s x , 
F ( x ) = s i n x függvénypár . Ezt az e r e d m é n y t t o v á b b egyszerűsít i és élesíti J. G . 
VAN DER CORPUT [19] és J. RIDDER [56]. 

L. VIETORIS [67] egymástól függetlenül o l d j a m e g a z ö s s z e s t r i g o n o m e t r i a i f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e t ; a m e g o l d á s egy HAMEL-bázis seg í t ségéve l a z 

függvényegyen le t ekre v a l ó v i sszavezetésse l történik, a h o l A(x) és g(x) v a l ó s vá l to -
z ó j ú k o m p l e x f ü g g v é n y e k e t j e lö lnek . V a l ó s v á l t o z ó k r a szor í tkozva L. VIETORIS 
e r e d m é n y e az edd ig ismert l egá l ta lánosabb, bár a m e g o l d á s o k h i á n y o s a k : a 

egyenle tné l a C(x) = A(x)[l ±g(x)], S(x) = A(x)g(x); az 

F ( x + j ) = S(x)C(y) + S(y)C(x) 

egyenle tné l az S(x) = A(x)g(x), C(x) = A (x) ; az 

S ( x - y ) = S (x) C(y) — S ( y ) C(x) 

egyenle tné l ped ig az S(x)=g(x), C(x) = 1 —g(x) m e g o l d á s p á r hiányzik. 
V. ALACI [8] a (4. a) rendszer m e g o l d á s á t végte l en ha tványsor a l a k b a n keresi, 

m a j d ezt az egyenletrendszert TH. ANGHELUTZA [12] a 

egyen le t re v a l ó v isszavezetésse l o ldja meg , a szereplő f ü g g v é n y e k r ő l f o l y t o n o s s á g o t 
f e l t é t e l e z v e (vö. P. MONTEL [48]). J. C. W . LA BERE [16] a s inus add íc iós egyenlete t 
egyszer i d i f ferenc iá lhatóság mel let t o ldja m e g ; h a s o n l ó a n d i f ferenc iá lhatóságot 
f e l t é t e l e z v e tárgyalja S. PARAMESWARAN [50] is az ún. s inus k ivonás i egyenletet . 

( 4 . d ) С ( x - y ) = C(x)C(y) + S(x)S(y) 

A(x+y) = A(x)A(y), 

g(x+y) = g(x)+g(y) 

(4. e) C(x+y) = C ( x ) C ( y ) - S ( x ) S ( y ) 

C(x + у) + C(x - y) = 2 C(x) C(y) 
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S. I. NOVOSELOV [84] (vő. [83]), majd H. E. VAUGHAN [65] ismét foglalkoznak 
a (4. d) egyenlettel, s azt a trigonometriai függvények jellemzésére használják. 

J. ACZÉL [3] egy G. KIRSCHMER [35] által felvetett problémára válaszolva a 

C(u + v) = C(u)C(v)-S(u)S(v), 

S(u + v) = S(u)C(v) + S(v)C(u), 

S(u)2 + C(u)2 = E(u)2, 

E(u+v) = E(u)E(v) 

egyenletrendszert oldja meg komplexben folytonossági feltevés mellett. Ugyancsak 
komplexben folytonossági feltevés mellett vizsgálják E. B. VAN VLECK és F. H ' D o u -
BLER [77] a (4. a) egyenletrendszert, s ezt további általánosabb egyenletek megoldá-
sára használják. 

S. KUREPA [41] (vő. [40]) mérhetőségi feltételek mellett BANACH térben vizs-
gálja a (4. e) egyenletet. 

Mint látható, a nagyszámú vizsgálat és eredmény még ily hézagos és vázlatos 
ismertetése, ill. puszta felsorolása is eléggé terjedelmes. 

A z e §-ban tárgyalandó 

(4. f ) F{x+y) = G(x)H(y) + K(x)L(y) 

egyenlet kapcsán utalunk még C. STEPHANOS [61], T. LEVI-CIVITA [42] és P. STÄCKEL 
[60] munkáira, akik az 

(4-g) F(x + y) = Z Gj(x)Hj(y) 
j= 1 

egyenletet и-szeres differenciálhatóság mellett vizsgálják, de megoldást csak F(x)-re 
nézve adnak. I. FENYŐ [22], az előzó'ektől sokkal általánosabban, megoldási mód-
szert mutat (4. g)-re a disztribúció-elmélet felhasználásával. További általános 
vizsgálatok találhatók W. H. WILSON [79] és R. SATO [58] munkáiban. A (4. g) 
speciális eseteit illetően utalunk még O. HÁJEK [26] és H. P. THIELMAN [64] munkáira 
is. A z F ( x ) = 0 esetén (4. g)-ből előálló egyenlet speciális megoldásaival foglal-
kozik O. SUTO [62], D . S. MITRINOVITCH [45], [46]. J. ACZÉL [3], [2] és O. E. GHEOR-
< J H I U [82], majd legutóbb ACZÉL J. [4] a problémát teljes általánosságban elintézi. 

A (4. f ) egyenlet komplex megoldásait [67]-ben adtuk meg, de az ott követett 
megoldási módszer lényegesen hosszadalmasabb. 

4. 1. Jelöljön a továbbiakban Q2 tetszőleges kvadratikus testet, melyben tehát 
minden x2 =a (a £ Q2) másodfokú egyenletnek van megoldása és tekintsük most az 

(4. 1) S{z2 * z 2 ) = S ( z x ) C ( z 2 ) + S{Z2)C{ZI) 

[ Z l , z 2 , z t * z 2 e Q0 ( * ) ; S(z), C(z) : Q0 ( * ) - Q2] 

függvényegyenletet. Ezt röviden csak „sinus-egyenlet" néven szokás említeni. Fel-
hívjuk a figyelmet arra, hogy mivel e függvényegyenlet jobb oldala a szereplő vál-
tozókban és függvényekben egyaránt szimmetrikus, a megoldás is nehezebbé válik. 
Ezekben az esetekben a művelet asszociativitásának ismételt kihasználása 
vezet célra. Érvényes a 
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4 . 1 . T é t e l . A Q0 ( * ) félcsoporton érvényes ( 4 . 1 ) függvényegyenlet legáltaláno-
sabb megoldásai a következő függvények: 

( M 4 . 1) S(z) = 0, C(z) tetszőleges-, 

(0, ha ZÇQ02, 
( M 4 . 2 ) C ( z ) = 0, S ( z ) = 

( M 4 . 3 ) C ( z ) = g ( z ) , S(zy-

\ tetszőleges, ha zÇ(Q0\Q02),  

[ g ( z ) / ( z ) , ha zÇ (Q0\Qoo)> 

G 0 ( z ) , ha zÇQoq,  

. 0 , ha z € ( 0 o o \ 6 o o ) ;  

( M 4 . 4 ) S ( z ) = a [ g f z ) - g 2 { z ) } , C ( z ) = | [ g 1 ( z ) + g 2 ( z ) ] ; 

ahol az f ( z ) ill. g(z), gx (z), g 2 ( z ) függvények a (2. 23) ill. (2. 26) Cauchy-egyenletet 
elégítik ki, G0(z) a (2. 28 ) -ban definiált függvény, „a" pedig tetszőleges konstans. 
Más megoldások nincsenek. 

B i z o n y í t á s . I smét elég csak annyit b izonyí tanunk, h o g y a f e l soro l takon kívül 
m á s m e g o l d á s o k nincsenek, mivel az ( M 4 . 1 )—(M4. 4) függvények v a l ó b a n m e g -
o ldások . 

Használ juk ki a zx +z2 müve le t asszociat ív és k o m m u t a t í v vo l tá t : 

( 4 . 2 ) S{zx*t*z2) = S(zx * t) C ( z 2 ) + S(z2) C(zx+t) = 

= S{zx)C{z2+t) + S{z2 + t)C{zx), 

tehát a s z o k á s o s je lö lésse l 

(4. 3) A [ 5 ( z t * t), C ( z 2 ) ] + A [C(zx * t), S(z2)] = 0. 

„ B ő v í t s ü k " ezt az egyenletet C(z ) -ve l : 

A l d z x + t ) ; C ( z 2 ) , S ( z 3 ) ] = 0 , 

me ly a 2. 2. koro l lár ium szerint az 

( 4 . 1 . A ) Á(z) = 0 , 

(4. 1. B) C ( z ) = bt S(z), (bt = konst . ) 

(4. 1. C) C ( z * 0 = Ml{t)S{z) + M2(/)C(z) 

esetek egyikét vonja m a g a után. 
4. I.A. A z ОД = 0 esetén tetszőleges C ( z ) függvény kielégíti (4. l ) -et , tehát 

éppen az ( M 4 . 1) mego ldáspárt kaptuk. A t o v á b b i a k b a n fe l tesszük, h o g y S(z)?é 0 . 
4.1. В. H a C{z) = bxS{z), akkor (4. l ) -bő l egy (2. 22) a lakú 

( 4 . 4 ) S{zí+z2) = lblS{zi)S{z2) 

p e x i d e r - e g y e n l e t e t nyerünk. Itt két eset v a n : 

(4. 1 . B 1 ) b2= 0 , 

(4. 1 . B 2 ) b x + 0. 
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4. 1. Bl. Ha bx = 0 , akkor valóban az (M4. 2) megoldáspárt nyerjük. A továb-
biakban S(z)?é 0 egyenló'tlenségen kívül S(zx X-z2)f0 fennállását is feltesszük. 

4. 1. B2. Ha viszont (4. 4)-bcn by akkor az = helyettesítéssel 
2t>j 

a (2.26) CAUCHY-egyenlethez jutunk, továbbá C (z ) = — g(z) . Ezt a megoldáspárt 

(M4. 4) tartalmazza, éspedig a g2(z) = 0 esetben. Ezzel a (4. 1. B) esetet is elintéz-
tük, s a továbbiakban feltehetjük, hogy A(C, S)^ 0 is fennáll. 

4. 1. С. A (4. 1. C) eset vizsgálatánál először a bal oldal szimmetriáját kihasz-. 
nálva a 

( 4 . 5 ) A(Mlt S) + A(M2,C) = 0 

egyenletet írjuk fel, majd ezt S-sel „bővítjük": 

A(M2, C,S) = 0. 

Mivel feltevésünk szerint A(C, 5 ) ^ 0 , innen szükségképpen 

(4. 6) M2 (z) = bxC(z) + b2S(z) (by, b2 = konst.) 

következik. Ennek felhasználásával (4. 5)-ből My (z) is megadható a C(z) és ő ( z ) 
függvények segítségével : 

A (My, S) + A(byC + b2S, C) = A{Mx-b2C, S) = 0, 

tehát S ( z ) f : 0 miatt 

(4. 7) My(z)-b2C(z) = b\S(z) (b3 = konst.) 

adódik. 

M e g j e g y z é s . Csupán e helyen, a ( 4 . 7 ) egyenlet felírásánál, használjuk csak 
ki a Q2 test kvadratikus voltát, ti. hogy a b2 konstans a Q2 test bármely e leme 
lehet. 

A (4. 6) és (4. 7) összefüggésekkel (4. 1. C)-ből a 

(4. 8) C(zx * z 2 ) = blC(zy)C(z2) + b2S(zl)C(z2) + 
+ b2S(z2)C(zy) + b2

3S(zy)S(z2) 
egyenletet nyerjük. 

A bx, b2, b3 konstansokra további megszorításokat nyerünk, ha (4. 8)-at és 
(4. l)-et a ( 4 . 3 ) egyenletbe helyettesítjük (a rövidség kedvéért az S(t) = S' és 
C(t) = С' jelöléseket használjuk): 

3 [ % * 0 , C ( z 2 ) ] + I [ C ( Z l è ( ) , G ( Z 2 ) ] = 

= A(S'C + C'S,C) + A(blC'C + b2S'C + b2C'S+b2
3S'S, S) = 

= C'A (S, C) + (byC' + b2S')A(C, S) = 

= [(by-\)C' + b2S']A(C, S) = 0, 

tehát А (С, S)?á 0 miatt by = í és b2= 0. így a (4. 8) egyenletből 

(4. 9) C(zy * z 2 ) = C(zy)C(z2) + b2
3S(zy)S(z2) 
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adódik, ahol két esetet kell megkülönböztetnünk: 

( 4 . 1 . C l ) b3 = 0, 

(4. 1. C2) b3 + 0 . 

4.1. Cl. H a (4.9)-ben b3= 0, akkor C ( z ) = g ( z ) , ahol g(z) a (2. 26) CAUCHY-
egyenletet elégíti ki. így (4. l ) -ből az 

(4. 10) S(zx * z 2 ) = 5 ( Z l ) ^ ( z 2 ) + Sizjgiz,) 

egyenletet nyerjük. Vezessük be az S(z)=g(z)F(z) helyettesítést, akkor a 

(4. 11) g ( z i ) g ( z 2 ) [ ú z i * z
2 ) - F(zx) - F(z2)] = 0 

egyenlethez jutunk. Tudjuk (vö. 2 . 4 . lemma), hogy g(zx)g(z2) ^ 0 , ha z 1 , z 2 6 
€ ( ß o \ ß o o ) - így (4- l l ) - b ő l látható, hogy e halmazon F ( z ) = / ( z ) , ahol / ( z ) a 
( 2 . 2 3 ) CAUCHY-egyenletet elégíti ki, s ezzel S(z)=g(z)f(z). Legyen most 
z o i , z o 2 £ ö o o , g ( z o i ) = g ( z o 2 ) = 0 és (4. 10) miatt S(z01 * z O 2 ) = 0 is fennáll, tehát 
S(z) = 0 ha z £ ß 0 0 2 . Ezt felhasználva megmutatjuk végül, hogy 

f G o ( , ) , ha z e Q o o , 
( Z ) _ Í 0 , ha z 6 ( ß 0 0 \ ß o o ) , 

ahol G 0 (z)-t (2. 28) értelmezni. 
Válasszunk ki ugyanis egy tetszőleges z 0 6 ( ß 0 0 \ ß 0 0 2 ) e lemet; két eset van: 

zo~zóa€ [(Qoo\Qoo2)\Qoo] у а 8У z0eQoo- A z első esetben értelmezés szerint 
van olyan z a € (ß 0 \ßoo)> hogy z'0a+zaeQ002, tehát (4. 10) szerint 

0 = S(z'0a+za) = S(z'0a)g(za) + S(za)g(z'0a) 

és g(zó a ) = 0, g ( z a ) + 0 miatt S(z'0a) = 0. A második esetben viszont bármely 
z i € ( ß o \ ß o o ) esetén (4. 10)-ből 

S ( z 0 * z i ) = 5 ( z 0 ) g ( z 1 ) + ^ ( z 1 ) g ( z 0 ) = S(z0)g(zx) 

[ z 0 , z0 + z 1 €ßoo> z i 

adódik, amit éppen bizonyítani kívántunk. 
A (4. 1. C l ) esetben tehát valóban az (M4. 3) megoldáspárt nyertük. 
4. 1. C2. Végül a 6 3 + 0 esetben (4. 9) és (4. 1) alapján a 

C(z1*z2) + b3S(z1*z2) = [С(2х) + Ь3Б(21))(С(22)+Ь3Б(22)1 

C(z1*z2)-b3S(zl*z2) = [С(21)-Ъ3Б(г1ЖС(?2)-Ъ38(22)] 

CAUCHY-egyenletpárt nye r jük , t e h á t 

C(z) + b3S(z) = g l ( z ) , 

C(z)-b3S(z) = g2(z), 

ahol gx (z) és g2(z) a (2. 26) egyenletet elégíti ki. Innen, b3+0 miatt, C (z ) és S(z) 
számítható, s valóban az (M4. 4) alakú megoldáspárt nyerjük. 
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M i n d e n esetet megv iz sgá l tunk és csak ( M 4 . 1 ) — ( M 4 . 4) a l a k ú m e g o l d á s o k a t 
ta lá l tunk, tehát a tétel b i zony í tása véget ért. 

4. 2. A k ö v e t k e z ő egyenlet , melye t v izsgálni k ívánunk , a „ c o s i n u s - e g y e n l e t " 
néven ismert 

(4. 12) C(zt * z 2 ) = C ^ C W - Í ^ S f e ) 

[z1,z2,z1*z2dQo(*); C ( z ) , S ( z ) : ß 0 ( * ) - ß 2 ] 

f ü g g v é n y e g y e n l e t . A k ö v e t k e z ő t b izonyí t juk be : 

4 . 2 . T é t e l . A ß 0 ( - x ) Abel-Jélcsoporton érvényes ( 4 . 1 2 ) függvényegyenlet leg-
általánosabb megoldásai a következő függvények: 

í 0, ha zdQ02, 
( M 5 . 1 ) C ( z ) = „, , ч 

{tetszőleges, ha z £ ( ß 0 \ ß 0 2 ) , 

5 ( z ) = flC(z), a 2 = l ; 

( M 5 . 2 ) C(z) = - L [(a + b)g2 (z) - (a - b)gl (z)], 

S(z) = ^ [ g l ( z ) - g 2 ( z ) l a2 — b2 = 1, b* 0 ; 

( M 5 . 3) C ( z ) = 

5 ( z ) = 

g ( z ) [ l ± / ( z ) ] , ha zdQ0\Qoo), 

±G0(z), ha zdQoo, 

0, ha z £ ( ß 0 0 \ ß 0 0 ) , 

g ( z ) / ( z ) , ha zd(Q0\Qoo\ 

G0(z), ha zdQoo, 

0, ha z £ ( ß o o \ ß o o ) ; 

ahol az / ( z ) /7/. g ( z ) , g i ( z ) , g 2 ( z ) függvények a (2. 23) ill. (2. 26) Cauchy-egyenletet 

elégítik ki, G0(z) a (2. 2K)-ban definiált függvény, a és b pedig tetszőleges konstansok 
a feltüntetett megszorítással. Más megoldások nincsenek. 

B i z o n y í t á s . M i v e l az ( M 5 . 1 ) — ( M 5 . 3) f ü g g v é n y e k v a l ó b a n m e g o l d á s o k , itt 
is e lég csak annyit b i zony í tanunk , h o g y a f e l s o r o l t a k o n kívül m á s m e g o l d á s o k n in-
c senek . 

A s z o k á s o s m ó d o n z x 4kz2 asszociat ív vo l tá t k ihaszná lva a 

(4. 13) A [ C ( z ^ t ) , C(Z2)] + A[S(ZI), S ( Z 2 * 0 ] = 0 

e g y e n l e t h e z j u t u n k , melyet C(z ) -ve l „ b ő v í t ü n k " : 

- 4 [ 5 ( ^ * 0 , S(z2), C ( z 3 ) ] = 0. 
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Ez a 2. 2. korollárium szerint csak a 

(4. 2. A) C(z) = 0, 

( 4 . 2 . B) S(z) = b1C(z), ( & ! = konst.) 

(4. 2. C) S(z + t) = M i (?) F(z) + M 2 ( í ) C(z) 

esetekben állhat fenn. 
4.2. A. A C(z) = 0 esetén (4. 12)-ből F ( Z i ) F ( z 2 ) = 0 adódik, tehát F(z) = 0. 

Ezt a megoldáspárt az (M5. 2) а ^ ! ( г ) = ^ 2 ( г ) = 0 ill. (M5. 3) a g (z ) = 0 és G 0 ( z ) = 0 
esetekben tartalmazza. A továbbiakban feltesszük, hogy C ( z ) ^ 0 . 

4.2. В. Ha (4. 12)-ben S(z) = blC(z), akkor a 

(4. 14) C(z3 * z 2 ) = (1 —bj)C(z1)C(z2) 

PEXiDER-egyenlethez j u t u n k , aho l két esetet kell m e g k ü l ö n b ö z t e t n ü n k : 

(4. 2. B l ) 1 - й ? = 0 , 

(4. 2. B2) 1 — è? + 0. 

4.2.B1. На (4. 14)-ben 1—ú 2 = 0 , kapjuk az (M5. 1) megoldáspárt. A to-
vábbiakban C ( z ) ^ 0 mellett C ( z i 4 f r z 2 ) & 0 teljesülését is feltételezzük. 

4. 2. B2. Legyen (4. 14)-ben 1 - b \ + 0, akkor a C(z) = g(z)K\-b\) helyet-
tesítéssel a ( 2 . 2 6 ) СAUCHY-egyenietet nyerjük; továbbá S(z) = blg(z)K 1 - й ? ) . 
E megoldáspárt (M5. 2) tartalmazza, éspedig bl—0 esetén a gl(z)=g2(z), ill. bk + 0 
esetén pedig a g2(z) = 0, a = —(b) +1)/26,, b — (l—b2)/2b1 választással és a 
konstansokra tett megszorítás is teljesül. 

A továbbiakban feltesszük, hogy d ( F , C ) ^ 0 . 
4.2.C. A (4. 2. C) egyenletnél először a zl+z2 művelet kommutativitását 

kihasználva a 
(4. 15) A(MU S) + A(M2, С) = 0, 
majd ezt C-vel „bővítve" a 

A{My, S, C) = 0 

egyenlethez jutunk. Mivel A(S, C ) ^ 0 , ez csak az 
( 4 . 1 6 ) M , ( z ) = bíS(z) + b2C(z) (bltb2 = konst.) 

esetben állhat fenn. Most (4. 16)-ot (4. 15)-be írva M 2 -re adhatunk hasonló kife-
jezést : 

A(btS+b2C, S) + A(M2, C) = A(M2 — b2S, С) = 0, 

tehát C(z) =hé0 miatt 

( 4 . 1 7 ) M2(z)-b2S(z) = b3C(z) (b3 = konst.). 

A (4. 16) és (4. 17) függvényekkel (4. 2. C)-ből az 

( 4 . 1 8 ) F ( z i * z 2 ) = blS(z1)S(z2) + b2S(zl)C(z2) + 

+ b2S(z2) C ( z J + b3C(zJ C(z 2 ) 
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egyenletet nyerjük. A (4. 12) és (4. 18) egyenleteket (4. 13)-ba írva — közben itt 
is a rövidebb C(t) = C' és S(t) = S' jelöléseket használva — a bx,b2, b3 konstan-
sokra kapunk további megszorításokat: 

A[C{zx+t), C(Z2)] + A[S(ZX), S ( z 2 * / ) ] = 

= A(C'C-S'S, C) + A(S,blS'S + b2C'S + b2S'C + b3C'C) = 

= — S'A (S, C) + (b2S' + b3C')A(S, С) v= [(b2-l)S'+ b3C']A(S, С) = 0. 

Mivel d(G, C ) ^ 0 , innen b2 = 1 és b3=0 következik, s így (4. 18)-ból az 

(4. 19) G ( Z l * r 2 ) = bxS(zx)S{z2) + S(zx)C(z2) + S(z2)C(zx) 

egyenletet nyerjük. 
M o s t azt kívánjuk elérni, hogy alkalmas к konstansok megválasztásával 

(4. 20) Cjzx+zj + ksizx+zj = [C (z x) + kS(zf)][C(z2) + к S ( z 2 ) ] 

típusú CAUCHY-egyenleteket írjunk fel. Egyrészt helyettesítsük a (4. 12) és (4. 19) 
egyenleteket (4. 20)-ba, másrészt végezzük el a j obb oldalon a szorzást: 

C ( z x ) C(z 2 ) - S ( z x ) S(z2) + kbxSjzx) S(z2) + к [ S ( z , ) C ( z 2 ) + S(z2) C(zx)] = 

= C ( z . ) C(z 2 ) + к [ S ( z J C(z 2 ) + S(z2) C(Zl)]+k2 S í z , ) S ( z 2 ) , 
I 

tehát 5 ( г ! ) 5 ( г 2 ) ^ 0 miatt a 
( 4 . 2 1 ) k2-bxk+1=0 

egyenlethez jutunk. Feltevésünk szerint a (72 test kvadratikus, tehát a (4. 21) egyen-
letnek is mindig van (legalább egy) megoldása. Két esetet kell megkülönböztetnünk: 
(4. 2. C l ) kl+k2, két különböző megoldása van ( 4 . 2 1 )-nek; 
(4. 2. C2) csak egy k0 megoldása van (4. 21 )-nek. 

4. 2. Cl. Ha kx Ak2 ( 4 . 2 1 ) megoldásai, akkor ( 4 . 2 0 ) miatt 

C(z) + k1S(z) = g l ( z ) , 

C(z) + k2S(z) = g2(z), 

ahol g , (z) és g2(z) a (2. 26) CAUCHY-egyenletet elégítik ki. Bevezetve itt a kx—k2 = 
= 2b + 0, k2 +k2 = 2a jelöléseket 

C(z) = 2 [(a + b)g2(z) - ( a - b)gl (z)], 

S(z) = ^\gl(z)-g2(z)]. 
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E függvényeket (4. 12)-be írva: 

-Y [(a + b)g2 (zx * z2) - (a - b)gx (zx * z2)] = 

= 4^2 [Ű + b)g2 ( z , ) - (a - b)gl(zMa + b)g2 (z2) ~(a~ b)gx (z2)] -

- [Si (zi) - g2 Oi)][Si (z2) - g2 (z2)], 

t e h á t 

J _ [(« + b)2 _ 1 _26(a + b)]g2(zx)g2(z2) + ^ [ ( a - 0 ) 2 - 1 + 2 0 ( a - b)]g1(z1)gl(z2) + 

+ ^ 2 [ - ( a 2 - b 2 ) + l][g2 (z1)g1(z2)+g1(z1)g2 (z 2 ) ] = 

= ^ - T — [Si (zj) - S 2 , (z 2) ~ S 2 ( z 2 ) ] = ( a 2 - 0 2 - l ) 5 ( z 1 ) 5 ( z 2 ) = 0, 

azaz mjatt a2—b2 = \ kell legyen. így valóban az (M5. 2) megoldásrend-
szert nyertük. 

4.2.C2. H a a ( 4 . 2 1 ) egyenletnek csak egy k0( + 0) megoldása van, akkor 
nyilván bx=2k0, k0=l vagy k0= — 1 és (4. 20) miatt 

( 4 . 2 2 ) C(z) + k0S(z) = g(z), 

aho l g(z) a (2. 26) CAUCHY-egyenletet elégíti ki. A (4. 19) és (4. 22) egyenle tből 

S(z1*z2) = (bi-2k0)S(z1)S(z2)+ S(zi)g(z2) + S(z2)g(zx) = 

= 5 ( z i ) g ( z 2 ) + 5 ( z 2 ) g ( z i ) 

következik. Ezt az egyenletet viszont 4. 1. C l . -ben [vö. (4. 10)] a most is érvényes 
é > ( z ) ^ 0 feltétel mellett már megoldottuk, tehát (4. 22)-t is felhasználva a nyert 
megoldások valóban (M5. 3) alakúak. A megoldásokban szereplő ± előjel úgy 
értendő, hogy egy megoldáson belül csak az egyiket vehetjük, mivel lényegében két 
külön esetről van szó. Egyszerű számítás mutatja, hogy az (M5. 3) alakú függvények 
valóban megoldások is. 

Mivel minden esetet megvizsgáltunk, a tétel bizonyítása véget ért. 
4. 3. A (4. 1) és (4. 12), s még több más hasonló típusú függvényegyenlet kö-

zös általánosítása az 
(4. 23) F(zx * z 2 ) = G(Z1)H(Z2) + K(Zi)L(Z2) 

[ z t , z 2 , z , * z 2 e e ; ' ( * ) ; F(z) , G(z), tf(z), K(z), L(z):£ó'(*)-Q2] 

egyenlet, mely (2. 29)-nek speciális esete (n = 2). A z esetszétválasztások nagy számát 
elkerülendő, ennél az egyenletnél két egyszerűsítő feltevéssel élünk. Egyrészt a 
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Q'ó(U ) alaphalmazról feltesszük, hogy bármely z eleme z t %z2 alakban is felírható, 
másrészt a (4. 23) egyenletet csak a 

(4.24) A(G,K, 1 )^0 , 

( 4 . 2 5 ) A(H, L, 1 ) ^ 0 

feltételek teljesülése esetén tárgyaljuk. Ez utóbbi megszorítás azonban n e m csor-
bítja az általánosságot. Ugyan i s ha pl. A(G, K, 1) = 0 , akkor vagy K(z) = k (konst . ) , 
vagy G(z) = k1K(z) + k2 ( k í , k 2 = konst.) , de mindkét esetben (4. 23) a már meg-
oldott (3. 1) egyenlet egy-egy speciális esetére redukálódik: 

F ( z i * z 2 ) = G(zt)H(z2) + kL(z2), 

F ( z 7 * z 2 ) = K(z1)[klH(z2) + L(z2)]+k2H(z2), 

melyek megoldásai t már könnyen felírhatjuk. Teljesen hasonló a helyzet a 
A(H, L, 1) = 0 esetben is. 

4 . 3 . T é t e l . A Qő(fk) Abel-félcsoporton érvényes ( 4 . 2 3 ) függvényegyenlet 
összes olyan megoldásai, melyek a (4. 24) és (4. 25) feltételeket is kielégítik, csak 
a következő alakú függények lehetnek: 

(M6. 1) G(z) = c3Cfiz), 

H(z) = c2Cfiz) + c3Sfiz), 

K(z) = c4Cfiz) + c5Sfiz), 

L(z) = c6Cfiz) + ClSfiz), 

A[CfizJ, Sfiz2) 

(M6. 2) G(z) = Sfiz), 

H(z) = c1S2(z) + c2C2(z), 

K(z) = c3S2(z) + c4C2(z), 

L(z) = csSfiz) + c6C2(z), 

A[S2(Zl), C2(z2)]^0; 

(M6. 3) F (z j * z 2 ) = c1c2gfiz1 * z 2 ) + c5c6g2(z1 * z 2 ) , 

G(z) = Ctgfiz), 

H(z) = c2gfiz) + c3g2(z), 

K(z) = c4gfiz) + c5g2(z), 

L(z) = c6g2(z), 

ctc3+c4ce=0, C , C 2 C 5 C 6 ? Í 0 ; 

dígfizt), g f i z f ) , 
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[с4с1 + 2схс2съ + clc2f(zl * z 2 ) ] g ( z ! * z 2 ) , ha 
zi *z2d(Q'0\Qő0), 

( M 6 . 4) F ( Z J * Z 2 ) = c1c2G0(z1)g(z2), ha z2+z2dQl0 EJ 

_ z 1 € ó ő o . z 2 € ( 6 ő \ 6 ő o ) » 
0, ha Zx+ZidiQloXQlo)', 

G ( z ) = C!C 2 g(z) , 

[c3+f(z)]g(z), ha zd(QŐ\Q'óo), 
H(z) = G0(z), ha zdQ'óo, 

0, /ш z€(ÓŐo\ÖŐo), 

[c^+CGs+C/OOlgOO, ha z€(ßö\ßoo)> 
K(z) = CjGqÍz), ha zdQ'óo, 

0, ha z € ( ß o o \ ß o o ) , 

L(z) = c2g(z), 

A[g(zt), Clc2+0; 

а/ю/ C\(z) és St(z) a (4. 12) cosinus-egyenletet, S2{z) és C2(z) a (4. 1) sinus-egyenletet, 
gj(z), g2(z), és g(z) ill. f ( z ) a (2. 26) Hl. (2. 23) Cauchy-egyenletet kielégítő függ-
vények, a Ci (/'= 1, 2, ..., 6) pedig Q2-beli konstansok. Az (M6. 3) és (M6. 4) alatti 
függvények valóban megoldások is, míg az (M6. 1) és (M6. 2) alatt felsoroltak csak 
a konstansok megfelelő specializálása mellett elégítik ki (4. 22>)-at. A konstansok 
special izálására, v a l a m i n t a h i á n y z ó F ( z , + z 2 ) f ü g g v é n y m e g h a t á r o z á s á r a k é s ő b b 
v isszatérünk. 

B i z o n y í t á s . K ö n n y e n m e g g y ő z ő d h e t ü n k róla, h o g y az ( M 6 . 3) és ( M 6 . 4 ) 
alatti f ü g g v é n y e k v a l ó b a n kielégít ik (4. 23)-at . í g y csak azt kell b i z o n y í t a n u n k , 
h o g y ezeken , t o v á b b á az ( M 6 . 1 ) — ( M 6 . 2) alatt fe l sorol t típusokon kívül m á s m e g -
o l d á s o k n e m lehetnek. 

A (4. 23) egyenlet bal o l d a l á n a k sz immetriája a lapján 

(4. 27) 

m a j d ezt H(z) -ve l bőv í tve 

és (4. 25) miat t csak a 

A(G, H) + A (K, L) 

A(G, H, L) = 0 

0, 

(4. 28) G(z) = bxH(z) + b2L(z) (bx, b2 = konst.) 

eset á l lhat fenn. N y i l v á n bx és b2 egy idejű leg n e m zérus, mert ez e l l e n t m o n d a n a 
(4. 24) -nek. 

A (4. 28)-at (4. 27) -be írjuk. 

A(bxH + b2L, H) + A(K, L) = A(K-b2H,L) = 0, 

tehát (4. 25) mia t t csak a 

(4. 29) K(z) - b2H(z) = b3L(z) (b3 = konst.) 

eset j ö n szóba. A b2 és b3 itt s e m lehet egyidejűleg zérus. 

MTA I I I . O s z t á l - Q K ö z l e m é n y e i 16 (1966) 



e g y á l t a l á n o s m ó d s z e r f ü g g v é n y e g y e n l e t e k n é h á n y o s z t á l y á n a k m e g o l d á s á r a , ii. 3 1 3 

Helyettesítsük a (4. 28) és (4. 29) összefüggéseket (4. 23)-ba: 

(4. 30) F 0 I * z 2 ) = blH(z1)H(z2)+b2H(z1)L(z2) +• 

'+b2H(z2)L'(z1) + b3L(z1)L(z2). 

Most a z x + z 2 müvelet asszociativitása és kommutativitása alapján a szokásos 
m ó d o n a 

(4. 31) Á[blH[zi*t) + b2L(zí*t),H(z2)] + 

+ A[b2H{z1+t) + b3L(zí+t),L{z2)] = 0 

egyenlethez jutunk, melyet L(z)-vel „bővítünk": 

AfixHizx+O + b f f i z x + t ) , H{z2), L (z 3 ) ] = 0. 

Látható, hogy (4. 25) miatt csak a 

(4. 32) bxH{z + t ) + b2L{z + t ) = Ml(t)H{z) + M2(t)L{z) 

megoldást kell vennünk. Ezek szerint viszont 

( 4 . 3 3 ) A{MX,H) + A(M2,L) = 0, 
majd L(z)-vel „bővítve" 

a ( M j , h , l ) = 0 
is fennáll. Innen (4. 25) miatt 

(4. 34) M f z ) = b4H(z) + b5L(z), 
s (4. 33) szerint hasonlóan 

A (b4H + b5L, H) + A(M2,L) = A (M2 — b5H, L) = 0, 

( 4 . 3 5 ) M2(z) — b5H(z) = b6L{z) (b5, b6 = konst.) 

írható. A (4. 34) és (4. 35) egyenletek segítségével (4. 32) már csak két ismeretlen 
függvényt tartalmaz: 

b1H(z*t) + b2L(z*t) = 
* 

= b4H(z)H(t) + bsH(z)L(t) + bsH(t)L(z) + bbL{z)L{t). 

írjuk a rövidség kedvéért ezt az egyenletet a 

(4. 36) bxH" + b2L" = b4HH'+b5{HL'+LH')+b6LL' 
alakba, ahol tehát az M"= M(z + t), M = M(z), M'=M{t) (M = H, L) jelöléseket 
használtuk. 

Most a (4. 36) egyenlet megoldását azzal kezdjük, hogy keresünk olyan dx + 0 , 
d2, d3 elemhármast, mellyel ez az egyenlet a 

( 4 . 3 7 ) d1{b1H" + b2L") = 

= di{b1H + b2L){b1H,+ b2L')-(d2H + d3L){d2H' + d3L') 
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alakba írható át, vagy ha ilyen e lemhármas nincsen akkor o lyan d4, d5 e lempárt , 
mellyel ugyanez az egyenlet a 
( 4 . 3 8 ) b1H" + b2L" = 

= (bxH + b2L)(d4H' +ds LT) + (d4H + ds L) (bxH'+ b2L') 

alakba írható. H a van a m o n d o t t tulajdonságú dx ^ 0 , d2, d3 e lemhármas, akkor az 
mindenesetre kielégíti a (4. 36) és (4. 37) j o b b oldalainak összehasonl í tásából 
A (H, L)=É 0 miatt a d ó d ó 

b j d í - d i = b4dt, 

( 4 . 3 9 ) blb2d}-d2d3 = b5dx, 
b\d2-d2 = b6dx 

egyenletrendszert. Innen ú j - e t kívánjuk kiszámítani, tehát 

( ô i M f - M i ) 2 = {d2d3y = ( В Д - М Ж В Д - M i ) 

d2[dl (bjb4 + b2b6- 2b, b2bs) + (b2
s - b4bb)] = 0. 

Mivel csak 0 mego ldásokat keresünk a 

( 4 . 3 . A ) b \ - b 4 b 6 ^ 0 

( 4 . 3 . B ) b2-b4b6= 0 
eseteket kell vizsgálnunk. 

4.3. A. A b2 — b4b6A0 esetben is csak akkor van dx^0 megoldás , ha 

( 4 . 3 . A I ) b2
2b4 + bjb6-2b1b2b5 * 0, 

s emellett még külön kell vizsgálnunk a 

( 4 . 3 . A 2 ) b2
2b4 + bjb6-2blb2b5 = 0 

esetet is. 
4. 3. Al. Ha tehát van dx AO megoldása a (4. 39) rendszernek, akkor (4. 37)-

ből a 

(4 .40) 
b1H{z) + b2L(z) =J~-C(z), 

d2H(z) + b3L(z) = S(z) 

helyettesítésekkel egy (4. 12) alakú cosinus-egyenletet kapunk, ahol a következő két 
esetet vizsgáljuk: 
( 4 . 3 . A l a ) bxd3-b2d2=0, 

( 4 . 3 . A l b ) bxd3— b2d2 — 0. 

4. 3. Ala. H a (4. 40) mego ldható a H{z) és L(z) függvényekre nézve, akkor 
azok valóban C(z) és 5 ( z ) lineáris kombinációjaként állíthatók elő, ahol a C(z ) 
és S ( z ) függvények a (4. 12) cosinus-egyenletet elégítik ki: 

tf(z) = c2C(z) + c3S(z), 

L(z) = c 6 C ( z ) + c 7 S ( z ) , 
( c 2 c 3 , c 6 , c 7 konst . ) . 
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Egyben (4. 40)-ből látható, hogy A(H, L)f 0 miatt d ( C , is fennáll. E meg-
oldásokkal (4. 28)- ill. (4. 29)-ből 

G(z) = ClC(z), K(z) = c4C(z) + c5S(z) 

lesz. így tehát valóban (M6. 1) típusú megoldásokat nyertünk. 
4. 3. Alb. Könnyen belátható, hogy bxd3—b2d2 = 0 lehetetlen. Szorozzuk meg 

ugyanis a (4. 39) egyenleteket rendre b\, b{b2, b\-tel és írjunk byd3 helyett mindenütt 
b2d2-t, akkor d+X0 miatt 

blbA = byb2b5 = b\b6 

adódik, de ez (4. 3. A l ) miatt lehetetlen. 
4. 3. A2. Megmutatjuk, hogy ha a konstansokra (4. 3. A2) teljesül, akkor a 

(4. 36) egyenlet éppen (4. 38)-ba írható át. Hasonlítsuk össze (4. 36) és (4. 38) j o b b 
oldalait, akkor A(H, miatt a d4,d5 ismeretlenek meghatározására a 

2bxd4 — bA = 0, 

b2d4 + bxd5-b5 = 0, (4. 41) 

2 b2d5 b6 = 0 

egyenletrendszert nyerjük. A d4,d5, 1 ismeretlenekre nézve akkor és csak akkor 
van nem-triviális megoldás, ha 

2bx 0 -b4 

0 
by. 
2 b2 

= - 2 (b\b6 •2bxb2b5) = 0 

fennáll, ez viszont éppen (4. 3. A2). 
A (4. 38) egyenlet megoldásai 

(4. 42) 
b1H(z) + b2L(z) = S(z), 

d4H(z) + d5L(z) = C(z) 

alakúak, ahol az S(z) és C(z) függvények a (4. 1) sinus-egyenletet elégítik ki. Itt is 
kétesetet kell megvizsgálnunk: 
(4. 3. A2a) b x d 5 - b 2 d 4 x 0 , 

(4. 3. A2b) bxd5 —b2d4 = 0. 

4. 3. A2a. Ha (4. 42) megoldható a H(z) és L(z) függvényekre nézve, akkor 
azok valóban S(z) és C(z) lineáris kombinációjaiként állíthatók elő: 

H(z) = clS(z) + c2C(z), 

L(z) = c5S(z) + c6C(z). 

Egyben (4. 42)-ből látható, hogy A(H, L ) ^ 0 miatt A(C, is fennáll. E meg-
oldásokkal (4. 28)- ill. (4. 29)-ből 

G(z) = S(z) , K(z) = c3S(z) + c4C(z) 

adódik. így tehát valóban (M6. 2) típusú megoldásokat nyertünk. 
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4. 3. A2b. Könnyen látható, hogy a bxds—b2d4 = 0 eset nem állhat fenn. 
Ekkor ugyanis a (4. 41) egyenletrendszer alapján 

0 4 0 6 = 4blb2d4d5 = 4b2
2dl = (b2dA + bid5)2 = b\ 

írható, de ez el lentmond (4. 3. A)-nak. 
Ezzel a (4. 3. A) esetet letárgyaltuk. 
4.3. B. A b\—b4b6 = 0 esetnél két alesetet kell vizsgálnunk: 

(4. 3. B l ) 0 4 = O , 

(4. 3. B2) 04 + 0. 

4. 3. Bl. Ha 0 4 = O , akkor 0 5 = O is áll, s (4. 36) a 

(4. 43) b1H(z + t) + b2L(z + t ) = b6L(z)L(t) 

( 2 . 2 6 ) alakú PEXiDER-egyenletre egyszerűsödik. Feltevésünk szerint 0 ő ( + ) - b a n 
bármely z, felírható Z! = z + t alakban is, tehát bxH" + b2L" = 0 maga után 
vonja a kizárt bxH + b2L = 0 (bx,b2 egyidejűleg nem zérus) esetet is. Ezért 0 6 + O . 
így' (4. 43)-ból L(z) = cg(z)?á0 és** 0 , H ( z ) + b2L(z) = b6c2g(z) ^ 0 következik, 
ahol g(z) a (2. 26) CAUCHY-egyenletet elégíti ki. Viszont ekkor A{H, L ) ^ 0 miatt 
szükségképpen 6 t = 0 és 0 2 + 0. Ezeket figyelembe véve (4. 30)-ból 

(4. 44) F ( z , * z 2 ) = b2cH(z1)g(z2) + b2cH(z2)g(zl) + b3c2g(zx * z 2 ) 

adódik. Használjuk most ki a z , + z 2 művelet asszociatív és kommutatív voltát: 

b2cA[H(z1*t),g(z2)] + b2cA[g(t)g(zl), H(z2)] = 0, 
s 0 2 c + 0 miatt 

A[H(z1+t)-g(t)H(zí),g(z2)] = 0, 
tehát g ( z ) ^ 0 folytán 

(4. 45) H(z * t) —g(t)H(z) = M(t)g(z). 

A z%t művelet kommutativitása alapján 

A(g, H) + A(M,g) = A(M-H,g) = 0, 

M ( z ) = H(z) + bg(z) (0 = konst.), 
s ezzel (4. 45)-ből 

H(z + t) + bg(z + t ) = [H(z) + bg(z)]g(t) + [H(t) + bg(t)]g(z) 

lesz, mely pontosan (4. 10) alakú egyenlet. A megoldás tehát, mint 4. 1. C l . - b e n 
láttuk, 

-bg(z) + g(z)f(z), ha z£(Qo\Q'ó 0), 

H (z) = Cg (z), ha z£Ö"ó0, 

0, ha z€ (öőo \ÖŐo)-
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A H(z) függvény ismeretében (4. 44)-ből 

F(zx * z 2 ) 

[ú3 c 2 - 2bb2c + b2cf(zt *z2)]g(z1 z2), ha zx*z2e (Q'ó\QŐo), 

b2cG0(z1)g(z2), ha z L * z 2 6 6 o o , z i £ ó ő o , z2<éQo\Qoo, 

0, ha z1*z2£(Q'óo\Q'óo) 

adódik, továbbá (4. 28) és (4. 29) alapján 

G(z) = b2cg(z), 

K{z) = 

{(b3c-b2b)g(z) + b2g(z)f(z), ha zf(Ql\Ql 0) , 

b2G0(z), zeQŐo,_ 

0, ha z € ( e ő o \ Ö Ő o ) -

E megoldások (4. 23)-at kielégítik és a konstansok megfelelő átírása után valóban 
(M6. 4) alakúak. 

4.3.B2. Legyen végül (4. 36)-ban b4 + 0. Akkor (4. 3. B) miatt 

(4. 46) b4(bxH" +b2L") = (b4H + b5L)(b4H'+b5L') 

adódik, mely (2. 22) alakú PEXiDER-egyenlet. A 2. 4. tételben felsorolt megoldások 
közül az ( M l . 1) és ( M l . 2) figyelmen kívül marad, mivel A(H, L ) ^ 0 . Hasonlóan 
nem jön szóba ( M l . 4) sem, mivel Qő( + )-ban nincs prím elem (tehát nincs k ö z ö m -
bös részhalmaz sem). Az ( M l . 3) megoldás alapján (4. 46)-ból 

b1H(z) + b2L(z) = — g l ( z ) p á 0 , ' 

b4H(z) + b5L(z) = cgx(z) 

adódik, s így A(H, miatt c = bx és cbs=b2b4. Innen 

# ( z ) = 

továbbá (4. 28) és (4. 29) alapján 

(c = konst . ) 

^ g í ( z ) - b f l ( z } , 

G(z) = v - g l ( z ) , 
b4 

írható. E megoldásokkal (4. 23) az 

l ( z ) 

F(zi*z2)-jTgl(z1+z2)--

(2. 22) a l akú PEXiDER-egyenletre egyszerűsödik. 

£ ( z i ) £ ( z 2 ) 
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Látható , h o g y itt а cb3—b\ = 0 eset A(G, K ) f 0 miatt figyelmen kívül marad. 
H a v i szont cb3—b\ X 0, akkor a m e g o l d á s o k 

L(z) = bg2(z), (b= konst . ) 

л с3 , ч (cb3-b2
2)b2 , 

F(zx * z 2 ) = -щ g f z x Ж z2) + — с — g2 ( z j Ж z2), 

aho l g2(z) is (2. 26) -ot kie légítő függvény . 
í g y v a l ó b a n az ( M 6 . 3) m e g o l d á s o k a t nyertük és a kons tansokra tett megszorí -

tások is érvényesek. 
M i n d e n esetet megvizsgá l tunk, így a tétel b izonyí tása véget ért. 
M e g j e g y z é s . S z e m b e t ű n ő , hogy a Q'Ó(X) a lapha lmaznak azt a tulajdonságát , 

h o g y nincs benne prím e lem, csak a (4. 3. B l ) és (4. 3. B2) esetek vizsgálatánál 
használtuk ki. 

5. §. Függvényegyenletek, melyekben ismert függvények is szerepelnek 

K ü l ö n f igyelmet érdemelnek a z o k a (2 .29) t ípusú függvényegyenle tek , melyek-
nél a j o b b o lda lon már ismert tulajdonságú függvények is, vagy csak i lyenek állnak. 
A z ismert tu lajdonság alatt azt f o g j u k érteni, h o g y e függvények egy megadot t 
(az eredetinél á l talában egyszerűbb t ípusú) függvényegyenle te t e légítenek ki, tehát 
a z o k n a k (tetszőleges) mego ldásá t képezik. 

Itt is használni fogjuk az M" — M (z X t), M' = M(t), M = M(z) jelöléseket. 
Az e §-ban tárgyalt egyenletek néhány speciális esete J. A c z é l [2] könyvében ta-
lá lható . 

5. 1. Vizsgáljuk e lőször az 

(5. 1) F ( z X t ) = alC(z)C(t) + a2C(z)S(t) + a3S(z)C(t) + a4S(z)S(t) 

[.F(z), C(z), S(z):Q0(*)~Q] 

függvényegyenlete t , ahol a C, S függvénypár a (4. 12) cos inus-egyenlete t elégíti ki: 

( 5 . 2 ) C(z*t) = C(z)C(t)-S(z)S(t) [ C ( z ) , S ( z ) : ß o ( * ) - ß ] 

ax, a2, a3, a4 pedig kons tansok . N y i l v á n e l egendő arra az esetre szorítkozni , amikor 
A (С, S) 0, k ü l ö n b e n (5. 1) egy (2. 22) a lakú p e x i d e r - e g y e n l e t r e egyszerűsödne. 
A A(C, S ) f 0 esetén v i szont (5. 2)-ből 

( 5 . 3 ) S ( z * t ) = bS(z)S(t) + S(z)C(t) + C(z)S(t) (6 = konst . ) 

következ ik , mint azt 4. 2. C. -ben már láttuk. í g y érvényes az 

5 . 1. T é t e l . Ha a Qn( ж ) Abel-félcsoporton érvényes ( 5 . 2 ) és ( 5 . 3 ) egyenlete-
ket kielégítő C(z), S(z) függvények lineárisan függetlenek, azaz ha A(C, S) f 0, 
s egyidejűleg (5. 1 )-et is kielégítik, akkor az (5. 1) egyenletben szükségképpen a2=a3 

és ax+a4 = ba2, továbbá 

F(z*t) = axC(z*t) + a2S(z*t) 
teljesül. 
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BIZONYÍTÁS. (5. 1) bal o l d a l á n a k sz immetriája a lapján 

A(a2C, S) + A(a3S,C) = (a2-a3)A(C, S) = 0, 

t ehát A (С, S) ^ 0 miat t v a l ó b a n a2=a3. 
Haszná l juk ki m o s t a s z o k á s o s m ó d o n a z + t m ű v e l e t asszoc iat iv i tását is, 

f i g y e l e m b e véve i sméte l ten az (5. 2) és (5. 3) egyen le teke t is: 

A (C", a2C) + A (C", a2S) + A (S", a2C) + A (S", a4S) = 

= A (C'C-S'S, axC) + A (С'С - S ' S , a2S) + 

+ A ( b S ' S + C ' S + S'C, a2C) + A(bS'S+C'S+ S'C, a4S) = 

= - a i S ' A ( S , C) + a2C'A(C, S) + a2bS'd(S, C) + a2C'A(S, C) + a4S'A(C, S) = 

= (űi -a2b + a4)S'A(C, S) = 0, 

a z a z A (С, miat t ax+a4 = a2b köve tkez ik . 

V é g ü l a k o n s t a n s o k r a k a p o t t ö s s z e f ü g g é s e k k e l (5. 1) így a lak í tha tó á t : 

F" = alCC' + a2CS, + a2SC' + (a2b-a1)SS' = 

= axiCC'- SS') + a2(bSS' + CS' + SC') = aiC" + a2S". 

Ezze l a tételt beb izony í to t tuk . 

5. 2. H a s o n l ó tétel m o n d h a t ó ki az 

( 5 . 4 ) F ( z * / ) = alS(z)S(t) + a2S(z)C(t) + a3C(z)S(t) + a4C(z)C(t) 

[F(z ) , G(z) , C ( z ) : Ö 0 ( * ) - £ ] 

egyen le tre is, aho l az S(z), C ( z ) függvénypár a (4. 1) s inus egyen le te t elégít i k i : 

( 5 . 5 ) S(z + t ) = S(z)C(t) + C(z)S(t) [G(z) , C ( z ) : ß 0 ( * ) - ß ] , 

ax, a2, a3, a4 ped ig k o n s t a n s o k . M i v e l a d ( G , C ) s 0 e se tben (5. 4) itt is egy (2. 22 ) 
a lakú PEXIDER-egyenletre egyszerűsödne , e l e g e n d ő csak e g y m á s t ó l l ineár isan f ü g -
get len S(z), C ( z ) függvénypárra szorí tkozni . V i s z o n t A (S, С) + 0 ese tben , a m i n t 
azt (4. 1. C) -ben láttuk, f ennál l a 

(5 . 6) C ( z * t ) = C ( z ) C(t) + bS(z) S(t) (b = k o n s t . ) 

egyen le t is. A következó't b i zony í t juk: 

5. 2. TÉTEL, lia a ß 0 ( X ) Abel-félcsoporton érvényes (5. 5) és (5. 6) egyenleteket 
kielégítő S(z), C ( z ) függvények lineárisan függetlenek, azaz ha A (S, С) X 0 , s egy-
idejűleg (5. 4)-et is kielégítik, akkor az ( 5 . 4 ) egyenletben szükségképpen a2=a3 

és a2 = a4b, továbbá 
F(z + t ) = a2S(z + t ) + a4C(z + t ) 

teljesül. 

BIZONYÍTÁS. (5. 4) bal o l d a l á n a k sz immetr iájából 

A(a2S, C) + A(a3C, S) = (a2-a3)A(S, С) = 0 

köve tkez ik , tehát A (S, С ) ^ 0 miat t a2=a3. 
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M o s t az asszoc iat iv i tás a lapján (5. 4 ) -bő l , figyelemre véve az (5. 5) és (5. 6 ) 
egyenleteket is 

A (S", axS) + A (S", a2C) + A (C", a2S) + А ( С " , a4C) = 

= A{C'S+S'C, aíS) + A(C'S+S'C,a2C) + 

+ Á{C'C + bS'S, a2S) + A{C'C + bS' S, a4C) = 

= axS'A(C, S) + a2C'A (S, C) + a2C'A(C, S) + a4bS'A(S, С) = 

= (-aí+a4b)S'A(S, С) = 0 

k ö v e t k e z i k , tehát 4 ( 5 , C ) ^ 0 miat t v a l ó b a n ax=a4b. 

Végül a k o n s t a n s o k r a nyert megszor í tá sokka l (5. 4)-et átalakítva 

F" = a4bSS'+a2SC' + a2CS' + a4CC' = 

= a2(SC'+ CS') + a4(CC' +bSS') = a2S" + a4C" 

a d ó d i k . Ezzel a tétel b izony í tásá t befejeztük. 
MEGJEGYZÉS. K ü l ö n fe lhívjuk a figyelmet arra, h o g y bár k o r á b b a n az (5. 2) és 

(5. 5) egyenle teket (egyszerűség kedvéért) csak kvadrat ikus tes tben o ldo t tuk meg , az 
5. 1 és 5. 2. tételek te t sző leges Q t e s tben is érvényesek . 

5. 3. A z 5. 1. és 5. 2. téte lek i smere tében már k ö n n y e n v á l a s z o l h a t u n k arra a 
f ü g g ő b e n maradt problémára , h o g y a 4. 3. té te lben az ( М б . 1) és ( M 6 . 2) alatti 
függvényrendszerek mi lyen m e g s z o r í t á s o k k a l vá lnak m e g o l d á s o k k á . Érvényes az 

5. 1. K o r o l l á r i u m . 4 
( М б . 1) G(z) = c 1 C 1 ( z ) , 

H ( z ) = c 2 C 1 ( z ) + c 3 5 1 ( z ) , 

K(z) = c 4 C 1 ( z ) + c 5 5 1 ( z ) , 

L ( z ) = c 6 C 1 ( z ) + c 7 5 1 ( z ) , 

A[Cx{zx), Sx(z2)]jé0; 

függvényrendszer, ahol a szereplő C(z) és S(z) függvények az (5. 2) és (5. 3) egyenlete-
ket is kielégítik, a Q0( + ) Abel-félcsoporton érvényes (4. 23) egyenletnek csak akkor 
megoldása, ha e függvényrendszerben és az (5. 3)-ban szereplő b0 konstansokra 

cxc3 + c4c7 = csc6> ctc2 + C4C6 + C5C7 = b0c5c6 

feltételek teljesülnek; ekkor 

F(zx + z 2 ) = ( c 1 c 2 + c 4 c 6 ) c ( z 1 * z 2 ) + c 5 c 6 5 ( z 1 * z 2 ) . 

B i z o n y í t á s . í r juk az ( М б . 1) alatti f ü g g v é n y e k e t (4. 2 3 ) - b a : 

F" = c1C1{c2C[+c3S,
1) + {c4Cl+c5Sí)(c6C[+c7S'1), 

t ehát az 5. 1. tétel szerint v a l ó b a n 

c1c2 + c4c6 + c5c7 = b0csc6, cxc3+ c4c7 = c 5 c 6 , 
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továbbá F" = (c x c 2 + c4c6)C" + c5c6S". Végül megemlítjük, hogy a 4. 2. C-ben 
látottak alapján világos, hogy b0=2a [(4. 21)-ben két különböző gyök van!], ha 
az (M5. 2) alatti megoldásról van szó; ill. b0 =±2 [(4. 21)-ben két összeeső gyök 
van!], ha az (M5. 3) alatti megoldást választjuk. 

5. 2. KOROLLÁRIUM. A 
(M6. 2) G(z) = Sfiz), 

A(z ) = ClS2(z) + c2C2(z), 

K(z) = c3Sfiz) + c4Cfiz), 

L(z) = c5Sfiz) + c6C2(z), 

A[Sfizt), Cfiz2)]^0; 

függvényrendszer, ahol a szereplő S(z) és C(z) függvények az (5. 5) és (5. 6) egyenlete-
ket is kielégítik, a ß 0 ( -Ж) Abel-félcsoporton érvényes (4. 23) egyenletnek csak akkor 
megoldása, ha e függvényrendszerben és az (5.6)-ban szereplő b = b\ konstansokra 

C2 + c 3 c 6 = c4c5 , + c3c5 = Ь9с4с6 

feltételek teljesülnek; ekkor 

F ( Z ! * Z 2 ) = c4c5S(zt *z2) + c4c6C(z1 * z 2 ) . 

BIZONYÍTÁS. írjuk az (Мб. 1) alatti függvényeket (4. 23)-ba; 

F" = S2(cíS'2 + c2C2) +(c3S2 + c4C2)(c5S2 +c6C2), 

tehát az 5. 2 tétel szerint valóban 

c 2 + c 3 c 6 = c 4 c 5 , c j + C3C5 = bç,c4c6 

továbbá F" = c4c5S" + c4c6C". Végül a 4. 1. C-ben látottak alapján világos, hogy 
b0 = 0 [(4. 1. Cl ) -nek megfelelő eset!], ha az (M4. 3) alatti megoldásról van szó ; 
ill. b0XO esetén a=l/2b0 [(4. 1. C2)-nek megfelelő eset!], ha az (M4. 4) alatti meg-
oldást választjuk. 

5. 4. Érdekes lesz megvizsgálni az 

(5 .7) F ( z * f ) = a í g ( z ) g ( f ) + a2g(z) + a3g(t) [F(z), g(z): Qfi * ) - ß ] 

egyenletet is, ahol g(z) a (2. 26) CAUCHY-egyenletet kielégítő függvény, a3, a2, a3 

pedig konstansok. Nyilván elegendő csak a A(g, 1 ) ^ 0 esetet tekinteni; ellenkező 
esetben csak trivialitásokat kapnánk. Érvényes az 

5. 3. TÉTEL. Ha a Q0( X ) Abel-félcsoporton érvényes (5. 7) függvényegyenletben 
szereplő g(z) függvény kielégíti a (2. 26) Cauchy-egyenletet, továbbá ha a A (g, 1 ) ^ 0 
feltétel is teljesül, akkor (5. l)-ben szükségképpen a2 = a3= 0 és a megoldás pedig 

F(z * t) = aig(z*í). 

BIZONYÍTÁS. AZ F" szimmetriája alapján 

A(a2g, 1) + A(l,a3g) = (a2-a3)A(g, 1) = 0, 
tehát valóban A(g, 1 ) ^ 0 miatt a2 =a3. 
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Kihaszná lva F" a r g u m e n t u m á n a k asszociat ív vol tát a 

Л (g", alg) + A (g", a2) + A (a2, g) = 

= A(g'g, öig) + A(g'g, a2) + A(a2,g) = 

= a2(g'-l)A(g, 1) = 0 

egyenletet kapjuk, azaz A(g, 1 ) ^ 0 miatt a2=0. 

Ekkor v iszont v a l ó b a n (5. 7) -ből F" — axg" következ ik . 

M e g j e g y z é s . K é z e n f e k v ő n e k látszott vo lna a2=a3 m e g k a p á s a után (5. 7)-et az 

F"-axg" = a2g + a2g' 
alakba rendezi. Ez alakját tekintve már (2.21) alakú PEXiDER-egyenlet, tehát a meg-
oldását ismerjük, ami visszahelyettesítés után specializálódik. A tétel gzonban 
közvetlenül azt mondja , hogy ez utóbbi PEXiDER-egyenlet csak triviális (azonosan 
zérus) megoldást tartalmaz. 

5. 5. H a s o n l ó tétel m o n d h a t ó ki az 

( 5 . 8 ) F ( z * 0 = a j { z ) f { t ) + a2f(z) + a3f(t) [ F ( z ) , / ( z ) : £ o ( * ) - < 2 ] 

függvényegyenle tre is, aho l / ( z ) a (2. 23) c a u c h y - e g y e n l e t e t kie légí tő függvény, 
ax,a2, a3 pedig kons tansok . Itt is csak a A(f 1 ) ^ 0 esetre szor í tkozunk, e l l enkező 
esetben f ( z ) = 0 (vő. 2 . 2 . l emma) . Érvényes az 

5 . 4 . T é t e l . Ha a 0 o ( * ) Abel-félcsoporton érvényes ( 5 . 8 ) függvényegyen-
letben szereplő f ( z ) függvény kielégíti a (2. 23) Cauchy-egyenletet, továbbá ha a 
A ( f 1)^0 feltétel is teljesül, akkor (5. 8)-ban szükségképpen ax=0 és a2=a3, a 
megoldás pedig 

F(z*0 * a j ( z * t ) . 

B i z o n y í t á s . A sz immetria és A ( f 1 ) ^ 0 miatt 

A ( f a 2 ) + A(a3,f) = {a2-a3)A(f 1) = 0, 

tehát a2=a3. A z asszociat ivi tás alapján pedig 

A ( f " , a J ) + A(f", a2) + A(a2,f) = 

= A(/+/', a j ) + A(/+/', a2) + A(a2,f) = 

= a J ' A ( \ , f ) + a2A(f 1 ) + a2A{\,f) = aJ'A(\,f) = 0, 

tehát A(f 1 ) ^ 0 miatt ax —0. A nyert kons tansok alapján 

F" = a 2 ( f + f ) - a2f", 
amit bizonyítani k ívántunk. 

5. 6. A z (5. 7) és (5. 8) egyenletek k ö z ö s á l ta lános í tásának tek inthető az 

(5. 9) F(z* t) = a , g ( z ) g ( t ) + a2g(z)f(t) + aj(z)g(t) + a j ( z ) f ( t ) + 

+ a 5 g ( z ) + Ű 6 g ( í ) + ö 7 / ( z ) + a 8 / ( 0 [ F ( z ) , g ( z ) , / ( z ) : Q 0 ( 4 ) - Q ] 
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függvényegyenlet, ahol g(z) ill. / ( z ) a (2. 26) ill. (2. 23) CAUCHY-egyenletet kielégítő 
függvények, ö ; ( / = 1 , 2 , ..., 8) pedig konstansok. Nyilván elegendő a A(g,f 1 ) ^ 0 
esetet vizsgálni; ellenkező esetben (5. 9) az (5. 7) ill. (5. 8) egyikére egyszerűsödik. 

5 . 5 . T é t e l . Ha a Q0( + ) Abel-félcsoporton érvényes ( 5 . 9 ) függvényegyenletben 
szereplő g(z) ill. f ( z ) függvények kielégítik a (2. 26) ill. (2. 23) Cauchy-egyenletet, 
továbbá ha a A(g,f 1) + 0 feltétel is teljesül, akkor (5. 9)-ben szükségképpen 

а2=а3=а4 = а5=а6=0, a7=a8, 
a megoldás pedig 

F(z + t) = a1g(z + t) + a7f(z + í ). 

B i zonyí tás . Először a szokásos módon a szimmetriát használjuk ki, s a kapot t 

A (g, a 2 f ) + A ( f a3g) + A (g, a5) + A (a6, g) + A ( f a7) + A(a8,f) = 

= (a2-a3)A(g,f) + (a5-a6)A(g, 1 ) + (a7 - a8) A ( f 1) = 0 

egyenletet rendre 1 , f g függvényekkel bővít jük; ekkor a következő három egyen-
letet nyerjük: 

(a2-a3)A(g,f 1) = 0, 

(a3-a6)A(g,f 1) = 0, 

(.a7-a8)A(g,f; 1) = 0. 

Mivel A(g,f 1 ) ^ 0 , ezért a2 = a3, a5 = a6 és a7=a8 adódik. 
Vegyük figyelembe a jobb oldal asszociativitását is. Ekkor 

A (g", alg) + A (g", a 2 f ) + A (/", a2g) + A (/", a j ) + 

+ A {g", a5) + A (as, g) + A (/", a7) + A (a7,f ) = 

= A (g' g, a, g) + A (g'g, a j ) + A (/+/', a2 g) + 

+ A ( J + f , a j ) + A (g'g, a5) + A (a5, g) + A (/+/', a7) + A (a7,/) = 

= a2g'A ( g j ) + a2A ( f g)+aJ'A(\, g) + a j A (1,/) + 

+ a5g'A(g, \) + asA(\,g) + a7A(f \) + a7A(\,f) = 

= a2(g'-\)A(g,f) + a5(g'-\)A(g, l) + a J A ( l , g) + a J ' A ( l , f ) = 0. 

„Bőví t sük" ezt az egyenletet rendre az 1 , f g függvényekkel, kapjuk 

a2(g'-\)A(g,f\) = 0, 

afg'-\)A(g,f \) + a J A ( \ , f g ) = 0, 

a J ' A ( \ , f g ) = 0. 

Innen A(g,f 1 ) ^ 0 miatt valóban a2—a5=a4 = 0 adódik. 
Végül a nyert konstansokkal (5. 9) alapján 

F" = aígg'+a7(f+f') = a j ' + a j , 

amit bizonyítanunk kellett. 
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5. 7. K ü l ö n ö s e n gyakran fordulnak e l ő az 

(5. 10) P ( z * 0 = alF(z)F(t) + a2F(z)g(t) + a3g(z)F(t) + a4g(z)g(t) + 
+ a5F(z) + a6F(t) + a7g(z) + a8g(t) + a9 [F(z),g(z): Q0(*)~»Q] 

t ípusú függvényegyenletek , ahol g ( z ) a (2. 26) CAUCHY-egyenletet kie légítő függvény , 
at (г = 1, 2, . . . , 9) pedig kons tansok . Csak a A(F, g, 1 ) ^ 0 eset vizsgálatára k ívánunk 
szorítkozni , e l l enkező ese tben (5. 10) lényegesen egyszerűbb egyenletekre redukáló-
dik, melyeket korábban már mego ldo t tunk . Érvényes az 

5. 6. TÉTEL. Legyen A(F, g, 1 ) + 0 és g(z) elégítse ki a (2. 26) Cauchy-egyenletet 
is. Ekkor a Q0( + ) Abel-félcsoporton érvényes (5. 10) függvényegyenletnek csak abban 
az esetben van megoldása, lia a benne szereplő konstansokra az 

а2=а3, a5 = a6, a7 = as, a2as-a1a7 = 0, 
(5. 11) a\ — ava4 — a2 = 0, a1

5—ala9—a5 = 0, 
a4a5 — a2a7 +a7 = 0, a5a7 — a2a9 — a7 = 0 

feltételek teljesülnek. 

BIZONYÍTÁS. (5. 10) bal o lda lának szimmetriája alapján 

A (F, a2g) + A (g, a3F) + A (F, as) + A(ab,F) + A (g, a7) + Л (a8, g) = 

= (a2-a3)A(F,g) + (a5-a6)A(F, 1 ) + (a7-a8)A(g, 1) = 0 

írható, melyet rendre az 1 , g, F függvényekke l „ b ő v í t v e " 

(a2-a3)A(F,g, 1) = 0, 

(as-a6)A(F,g, 1) = 0, 

(a7-as)A(F,g, 1) = 0 
adódik . Mivel A(F,g, 1 ) ^ 0 , ezért a2=a3,as=a6,a7=a8. E kons tansokka l (5. 10) 
az 

F " = a 1 F F ' + a 2 ( F g 4 g F ' ) + a 4 g g 4 a 5 ( F + F ' ) + a 7 ( g + g ' ) + a 9 

egyenletre egyszerűsödik. 
A Zj + z 2 müvelet asszociat ivi tása és kommutat iv i tása alapján 

A (F", axF) + A (F", a2g) + A (g ", a2F) + A (g ", a4g) + 
+ A(F",a5) + A (a5, F) + A (g", a7) + A (a7, g) = 

= A(a1F'F+a2g'F+a2F'g + a4g'g + a5F+a5F'+a7g + a7g' + a9,aiF) + 
+ A(a1F'F+a2g'F+a2F'g + a4g'g + a5F+a5F'+a7g + a7g'+a9,a2g) + 
+ A(a1F'F+a2g'F+a2F'g + a4g'g + a5F+a5F'+a7g + a7g'+a9,a5) + 

+ A (g\ g, a2F) + A(a3, F) + A (g'g, a7) + A (a7, g) = 
= ( - ala2F'-axa4g'-axa7 + axa2F'+alg'+a2a5 -a2g')A(F, g) + 

+ (-ala5F'— axa7g'— axa9 +ala5F'+a2a5g'+al — a5)A(F, 1) + 
+ (-a2a5F'-a2a7g'-a2a9 + a2a5F'+a4a5g'+a5a7 + a7g'-a7)A(g, 1) = 

= [(aj -axa4- a2)g'+ (a2as - axa7j\ A (F, g) + 
+ [(«2«5 -axa7)g'+ (al - axa9 - a5)] A(F,\) + 

+ [ ( ö 4 a 5 - a 2 Ö 7 + a 7 ) g ' + ( a 5 a 7 - a 2 a 9 - a 7 ) ] z l ( g , 0 = 
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„ B ő v í t s ü k " ezt rendre az 1, g, F függvényekkel , akkor 

[(a%-ala4-a2)g'+(a2a5-a1a1)]A(F,g, 1) = 0, 

[(a2as - axa7)g'+ (а1-аха9-а5)] A (F, g, 1) = 0, 

[(a4a5-a2a7+a7)g'+(a5a7-a2a9-a7)]A(F,g, 1) = 0, 

tehát A(F,g, 1 ) ^ 0 miatt valóban a tételben k imondot t megszorí tásokat nyerjük 
a szereplő konstansokra, s így a bizonyítást befejeztük. 

A z 5. 6. tételből közvetlenül adódik az 

5 . 3 . K o r o l l á r i u m . Ha az ( 5 . 1 0 ) egyenletben szereplő konstansokra az ( 5 . 1 1 ) 

feltételek teljesülnek, továbbá ha 
( 5 . 1 2 ) | e , | + | e 2 | + | e s | > 0 , 

akkor ez a függvényegyenlet az a t = 0 esetben az 

(5. 13) F(z*t)-a4g(z*t) + ag = [F(z)-a4g(z) + ag] + [F(t)-a4g(t) + ag], 

(5. 14) F(z + t)+a4g(z + t) + a7 = [F(z) + a4g(z) + a7]g(t) + [F(t) + a4g(t) + a7]g(z) 

egyenletek egyikébe, a, + 0 esetén pedig az 

(5. 15) axF(z*t) + a2g(z*t) + a5 = [aiF(z) + a2g(z) + a5][alF(t) + a2g(t) + a5] 

Cauchy-egyenletbe írható át. Ezek a visszavezetések a A(F, g, 1) = 0 esetben is érvé-
nyesek. 

B i z o n y í t á s . Ha a ^ O , akkor (5. 11) miatt a 2 a 5 = 0 is áll, tehát (5. 12) miatt 
vagy a 2 = 0 és a 5 + 0, vagy a 5 = 0 és a 2 + 0. A z e lső esetben (5. l l ) - b ő l a5 = 1 és 
a 7 = — a 4 , a másodikban a 2 = 1 és a 9 = — a 7 következik. 

Ha (5. 10)-ben a t = a 2 = 0 , a 5 = 1 és a 7 = — a4, akkor 

F" = a4gg' + F+ F' — a4g — a4g' + a 9 , 

tehát valóban (5. 13) adódik. 

Legyen (5. 10)-ben a t = a 5 = 0 , a 2 = l és a 9 = — a 7 , akkor 

F" = Fg' +gF' + a4gg' + a7g + a7g' - a 7 , 

s ez va lóban (5. 14)-et adja. 

Végül a x + 0 esetben (5. 10) és (5. 11) alapján 

axF" = a\FF' + axa2(Fg' +gFj + (al-a2)gg' + axa5(F+F') + 

+ a 2 a 5 ( g + g ' ) + a | - a 5 

adódik, s ez va lóban (5. 15)-tel ekvivalens, 
(5. 10) összes olyan megoldását , melyre A(F,g, 1 ) ^ 0 áll, (5. 13)—(5. 15) alap-

ján már könnyen felírhatjuk. 
5. 8. A z 5. 6. tételhez hasonló érvényes az 

(5. 16) F(z + t) = a, F(z) F(t) + a2F(z)f(t) + a j ( z ) F(t) + a4f{z)f(t)+ 

+ a5 F(z) + a6 F(t) + a7f(z) + a j ( t ) + a9 [F(z),f(z) : Q0 ( * ) - Q] 
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egyenletre is, ahol / ( z ) a (2. 23) CAUCHY-egyenletet kielégítő függvény, a ; ( i = 1,2, ...,9) 
pedig konstansok. Itt is csak a A{F,f, 1 ) ^ 0 esetre szorítkozunk, mert különben 
(5. 16) már ismert egyenletekre specializálódik. Érvényes az 

5. 7. TÉTEL. Legyen A{F,f 1) + 0 és f{z) elégítse ki a (2. 23) Cauchy-egyenletet 
is. Ekkor a Q0( * ) Abel-félesoporton érvényes (5. 16) függvényegyenletnek csak ab-
ban az esetben van megoldása, ha a benne szereplő konstansokra az 

feltételek teljesülnek. 

B izonyítás . (5. 16) bal oldalának szimmetriája alapján, mint ahogy azt az 
(5. 10) egyenlet esetében is láttuk, nyerjük az a2=a3, a5=a6, a7=as összefüggé-
seket. E konstansokkal (5. 16) az 

egyenletre egyszerűsödik. Innen a z t + z 2 művelet asszociativitása és kommutatí-
vitása alapján 

A (F", atF) + A (F", a 2 f ) + 4 (/", a2F) + A {/", a j ) + 

+ 4{F", a5) + A{as,F) + A(/", a7) + 4(a7,/) = 

= 4 (A, F'F+ a2f'F+a2F'f+ a j ' f + a5F+a5F' + a7f+ a7f + a 9 , a j ) + 

+ A {aJ'F+ a2f'F+ a2F'f+ a j ' f + a5F+a5F' + a7f+ a7f + a9, a j ) + 

+ A {ax F'F+ a2f'F+a2F'f+ a j ' f + a5F+a5F' + a7f+ a7f + a9,a5) + 

+ 4 ( / + / ' , a2F) + A { f + f , a j ) + A(a5, F) + A (/+/', a7) + 4 (a7,f) = 

= ( - aya2F' - axaj' - axa7 + axa2F' + a2J' + a2a5 - a2) A (F,f ) + 

+ ( - axasF' - axa7f - axa9 + a,a5 F' + a2aj' + a\ - a j ' - a5)A (F, 1) + 

+ ( - a2a5 F' - a2a7f - a2a9 + a2a5 F' + a4aj' + aba7 - a j ' + a7- a7)A ( / , 1) = 

„Bővítsük" ezt az egyenletet rendre az \,f F függvényekkel, akkor A(F,f 1)^0 
miatt valóban az (5. 17) megszorításokat nyerjük a szereplő konstansokra, s így 
a tétel bizonyítását is befejeztük. 

Az 5. 7. tételből közvetlenül adódik az 

5.4. K o r o l l á r i u m . Ha az (5. 16) egyenletben szereplő konstansokra az 
(5. 17) feltételek teljesülnek, továbbá ha 

(5 . 17) 

a2 = a3, a5=a6, a7 = ö 8 , a2
2-axa4 = 0, 

a2a5—ala7—a2 = 0, a\ — axa9 — a5 = 0, 
aAa5 — a2a7 — a4 = 0, a5a7—a2a9 = 0 

F" = aJF' + a2 {Ff +fF') + a j f + a5(F+F') + a7 (/'+/') + a9 

= Ka2 - a\aA)f + {a2a5 -axa7- a2)] A {F,f) + 

+ Ka2a5 -aWi- a2)f + {a\-ala9- a5)]4 ( F, 1) + 

+ [(a4a5 - a2a7 - a f ) f + {a5a7 - a2a9)] A{f 1 ). 

(5. 18) l°l| + \a2 I + l a s l 0 
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akkor ez a függvényegyenlet az ax = 0 esetben az 

(5. 19) F ( z * 0 - W ( z * 0 2 + a 9 = [F(z) - \ a j ( z ) 2 + a9] + [ F ( 0 - \ a j ( t ) 2 + a9] 

Cauchy-egyenletbe, axX 0 esetén pedig az 

( 5 . 2 0 ) a i F ( z * t ) + a 2 f ( z * t ) + a5 = [a1F(z) + a 2 f ( z ) + a5][alF(t)+a2f(t) + a5] 

Cauchy-egyenletbe írható át. Ezek a visszavezetések a A(F, g, 1 ) = 0 esetben is érvé-
nyesek. 

B i z o n y í t á s . Legyen a ^ O , akkor ( 5 . 1 7 ) és ( 5 . 1 8 ) alapján a2 = 0, a 5 = l , 
a-j —0 adódik . E kons tansokka l (5. 16) az 

F" = a J f ' + F + F' + a9 

egyenletre egyszerűsödik , mely v a l ó b a n (5. 19)-cel ekvivalens . 

H a viszont (5. 16)-ban a x X 0, akkor az (5. 17) ös sze függésekke l az 

atF" = a\FF' + axa2{ Ff + / F ' ) + a j f f + 

+ oxa5(F+ F') + (a2a5 — a2)(/+/') + a\ -a5 

egyenletet nyerjük, me ly v a l ó b a n megegyez ik (5. 20)-szal . 

6. §. A CAUCHY-függvényegyen le t egy általánosítása 

Ú n . alternatív függvényegyenle tek e lőször J. A c z é l , K. F l a d t és M . H o s s z ú 
[7] k ö z ö s d o l g o z a t á b a n fordulnak elő. Ezt k ö v e t ő e n M. H o s s z ú [28] oldja m e g az 

Лх+у)2 = l f ( x ) + f ( y ) ] 2 

egyenletet fo ly tonosság i fe l tevés mellett . További á l ta lánosabb eredmények a szer-
ző tő l származnak [72], [75], [76]. 

6. 1. Tekintsük az alternatív egyenletek családjába tar tozó 

( 6 . 1 ) f ( z x * z 2 y = [ / ( z , ) + / ( z 2 ) ] " 

[ Z 1 , Z 2 , Z 1 * Z 2 £ Ö 0 ( * ) ; / ( z ) : Ö O ( * ) ^ Ö ] 

függvényegyenle te t , mely nyi lván a (2. 23) c a u c h y - e g y e n l e t egy á l ta lános í tásának 
tek inthető; n természetes szám. Látható , hogy (2. 23)-nak közvet len k ö v e t k e z m é n y e 
(6. 1), de fordítva legfeljebb csak annyi igaz (ha a „ g y ö k v o n á s " a Q testben egy-
általán megengedet t ! ) , h o g y 

/ ( z , * z 2 ) = é>(z l5 z 2 ) [ / ( z , ) + / ( z 2 ) ] 
fennál l , ahol 

e ( z 1 ; z 2 ) " = 1. 

így (6. 1) megoldása i á l ta lánosabbak is lehetnének, s éppen ezért m e g l e p ő a követ -
k e z ő 
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6. 1. TÉTEL. A ß 0 ( X ) Abel-félcsoporton érvényes (6 . 1) és ( 2 . 2 3 ) függvény-
egyenletek, ha n természetes szám, egymással ekvivalensek, azaz (6. 1) minden meg-
oldása (2. 23 ) -a t is kielégíti és megfordítva. 

6.2. A 6. 1. tétel b izonyí tását e l ő k é s z í t e n d ő , e l ő s z ö r két l e m m á t b izony í tunk . 

6. 1. LEMMA. Ha a Q0( + ) félcsoportnak csak véges számú (egymástól külön-
böző) eleme van, akkor sem a (6. 1), sem pedig a (2. 23) egyenletnek az f ( z ) = 0 
(triviális) megoldáson kívül nincs más megoldása. 

BIZONYÍTÁS. Mive l (6. 1) k ö v e t k e z m é n y e (2. 23) -nak, e l e g e n d ő c supán az álta-
l á n o s a b b (6. 1) egyenletre b izonyí tani á l l í tásunkat . N y i l v á n az / ( z ) = 0 egyidejű-
l eg mindkét egyenle tnek m e g o l d á s a , a t o v á b b i a k b a n ezt az esetet kizárjuk. H a 

/ ( z ) ^ 0 , a k k o r van o l y a n z0d ß 0 ( X ) , m e l y r e / ( z o ) + 0. M e g m u t a t j u k , h o g y ez el lent-
m o n d á s r a vezet . 

A l k o s s u k m e g a 

(6. 2) zq = z0 Xz0, zq = zq Xzq, ..., zq = zg Xzö , (k= 1, 2, ...) 

sorozato t . A (6. 1) egyenlet i sméte l t a lka lmazásáva l bármely к ( = 1 , 2, . . . ) -ra 

f ( z f r = I f ( 4 k - 1 ) + f ( z r i ) ] n = 2"f(z2ok-'r = 

= 2"[f(zok ~2) + f ( z о* ~2 )]" = 2 2"f(z2
0

k-2r=... 

(6 .3) f ( z 2 y = 2"J(zor (k= 1 , 2 , . . . ) 
fennál l . 

Legyen ß 0 ( X ) k ü l ö n b ö z ő e l emeinek s z á m a m. E k k o r a ( 6 . 2 ) sorozat e l ső 
m + \ s z á m ú e lemei k ö z ö t t is van már két z1=zq", Z 2 = Z Q ' (p a q) e g y e z ő e lem. 
A z ezekhez tar tozó / ( z j ) " , / ( z 2 ) n függvényér tékek is s z ü k s é g k é p p e n m e g e g y e z n e k , 
tehát (6. 3) miatt 

2p"/(z 0 )" = / ( z , r = f ( z 2 y = 2""f(zor, 

/ ( z 0 ) " ( 2 " " - 2 « " ) = 0, 

s ha itt / ( z 0 ) + 0, a k k o r p + q miatt e l l e n t m o n d á s t kaptunk. Ezzel a b i zony í tás 
véget ért. 

6. 1. KOROLLÁRIUM. Ha az f ( z ) + 0 függvény megoldása a (6 . 1) vagy ( 2 . 2 3 ) 
függvényegyenleteknek, akkor szükségképpen végtelen sok különböző értéket vesz fel. 

BIZONYÍTÁS. Itt is e l e g e n d ő c supán az á l t a l á n o s a b b (6. 1) egyenletet tekinteni . 
A 6. 1. l e m m a alapján vi lágos , h o g y / ( z ) ^ 0 ese tben £ o ( X ) - b a n végtelen sok kü-
l ö n b ö z ő e lem van. Legyen i smét va lamely z 0 Ç ( ? 0 ( + )-ra / ( z o ) + 0 . E k k o r a ( 6 . 2 ) 
sorozat tagjai , k ö v e t k e z é s k é p p e n a hozzájuk tar tozó 

f(z2
0), / ( z 4 ) , ...,f(zlk), ... 

függvényér tékek is mind különbözőek, hisz e l l enkező esetben ugyanúgy j u t n á n k 
e l l entmondásra , mint a 6. 1. l e m m a bizonyí tásánál . Tehát a 6. 1. koro l lár ium igaz. 

MEGJEGYZÉS. A 6. I. l e m m á n á l , ill. koro l lár iumnál a zx+z2 m ű v e l e t n e k s e m 
az asszociat ív , sem pedig a k o m m u t a t í v vo l tá t n e m használ tuk ki, ami l ehetőséget 
nyújtott vo lna áll ításaink l ényegesen á l t a l á n o s a b b f o r m á b a n v a l ó k i m o n d á s á r a is. 

A 6. 1. l e m m á b ó l közvet lenül a d ó d i k a 
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6 . 2 . K o r o l l á r i u m . Ha az f ( z ) f 0 függvény megoldása a (6. 1) vagy ( 2 . 2 3 ) 
függvényegyenletnek, akkor tetszőleges r1,r2,...,rk természetes számok esetén is 

( 6 . 4 ) A [ f ( z i ) r i , f(z2P, • •. , f ( z k r \ f 0. 

Más szóval nincsen olyan m = max(rí, r2, •••, rk)-adfokú konstans együtthatójú al-
gebrai egyenlet, melynek az f ( z ) f 0 függvény összes felvett értéke gyöke lenne. 

B i z o n y í t á s . Ugyanis (6. 4) ellenkezője ellentmondásra vezet, mert a 2. 1. 
korollárium szerint azt jelentené, hogy léteznek olyan ak,a2,...,ak egyidejűleg 
nem zérus ß-bel i konstansok, melyekkel 

(6--5) 2 ^ = 0, i k - l - o 
i=l i=l 

fennáll. Viszont a (6. 5) w = m a x ( r 1 , r2, . . . , r f t)-adfokú algebrai egyenletnek f(z)-re 
nézve ß - b a n legfeljebb m számú különböző megoldása lehet, tehát a 6. 1. korol-
lárium szerint feltevésünkkel ellentétben / ( z ) = 0 következik. 

6.3. Most már következhet a 6. 1. tétel bizonyítása: 
B i z o n y í t á s . Mivel / ( z ) = 0 mind a (6. 1), mind pedig a (2. 23) egyenletnek 

megoldása, a továbbiakban feltehetjük, hogy / ( z ) f 0. Feltesszük továbbá, hogy 
Azt kívánjuk bizonyítani, hogy (6. l ) -ből mindig következik ( 2 . 2 3 ) ; ennek 

fordítottja triviálisan igaz. 
A (6. 1) egyenletet 

f ( z t *z2)n =/(u)"+t2 fyf(zùn-kf(z2)
k+f(z2y 

alakba írjuk és a szokásos m ó d o n kihasználjuk a z , * í * z 2 művelet asszociatív 
és kommutat ív voltát: 

[ / ( u ) " + ? ( " ) / ( 0 - y ( u ) l + / « " ] + 2 1 { n
k ) f ( z u > t - k f ( z 2 ) k + f ( z 2 y = 

=Ли)"+Д { I ) f ( z 2 * t r ^ f i z f f + \f(z2r + [ n
k ) f ( t r - k f ( z 2 ) k + f ( t r ] • 

írjuk ezt az egyenletet a 

(6. 6) 2 AUYi * t ) - k - f ( t y ~ k , f(z2)k] = 0 

determinánsos alakba és „bővítsük" rendre a z / ( z ) , / ( z ) 2 , ...,f(z)"~2 függvényekkel; 
ily m ó d o n nyerjük a 

"l í'l) a [ f ( z l * t y - k - f ( t y ~ k , f ( z 2 y , / ( z 3 ) ] = 0, 
fc=2 V/C7 

2 í " ) Л ^ 2 ) \ Л и ) 2 , f(zAj\ = o, 
fc = 3 V/C/ 

<6 ' 7> L " J 4 [ / ( г х * 0 - / ( 0 , Л ^ ) " " 1 , Л г 3 ) " - 2 , . . . , / ( * • ) ] = 0 
egyenleteket. 
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E „bővítéseknek" természetesen csak akkor van értelme, ha Viszont az 
n = 2 esetben nincs is rá szükség, mert (6. 6) és (6. 7) megegyezik, mindkét esetben a 

( 6 . 8 ) 2 d [ / ( z 1 * 0 ~ / ( 0 , / 0 2 ) ] = 0 

egyenletre egyszerűsödnek. Erre a speciális esetre később még visszatérünk, s a 
továbbiakban feltesszük, hogy 

A (6. 7) egyenlet f(z)yé 0 miatt a 2. I. korollárium szerint csak az 

( 6 . 3 . A ) / ( z r ^ ' l ' w , l > 0 ( k = 1, 2, . . . , л —2), 
i= l i= l 

( 6 . 3 . B) / ( z * 0 - / ( 0 = 2 4 ( 0 / ( 0 ' , 2 ' löffcCO! 

esetekben állhat fenn. 
6. 3. d . Mivel feltevésünk szerint / ( z ) ^ 0 , ezért a (6. 3. A) eset a 6. 2. korol-

lárium alapján figyelmen kívül hagyható. 
6. 3. B. A másik eset vizsgálatát azzal kezdjük, hogy a (6. 6) egyenletet most 

rendre az / ( z ) " - 1 , / ( z ) " ~ 2 , . . . , / ( z ) 2 függvényekkel „bővítjük". így a következő 
egyenleteket nyerjük: 

"z [n, ) л U ( z x * t ) - k - Д О " - 4 , / О , ) " - 1 , / ( z 3 ) 4 = о, 
ft=l 

S 3 ( j ^ / O i *,)-*_/(,)«-*, f { z 2 y - \ f(z3y-2, f ( z A f ] = 0, 

? 

( 6 . 9 ) ) d [ / ( z t * 0 " " 1 - f ( t ) " - \ f(z2y~l, / ( z 3 ) " - 2 , . . . , / ( z„ ) ] = 0. 

Mivel (6. 4) szerint 

A V ( z x y - \ f ( z 2 y ~ 2 , . . . , / ( * „ _ ! ) ] ^ 0, 

ezért (6. 9)-ből a 2. 2. korolláriurr) szerint 

(6.10) / ( z ^ í / ^ - Z O ) " - 1 = 24(0/ (0 ' , "z 10(01 > 0 
i=l >'=1 

következik. Helyettesítsük most a (6. 3. B) egyenletet (6. 10)-be: 

(6.11) Д 0 + 2 4 ( 0 / ( 0 ' Г 1 - Д О " - 1 + 2 4 ( 0 / ( 0 ' , 
ft — 1 i= l 

mely egyenlet tehát minden z, elempárra érvényes. Tekintsük most a 
bal oldalon az / ( z ) függvény legnagyobb kitevőjű hatványát, ez éppen 

a„-l(ty-1f(zyn-1)2; 

ilyen hatvány egyik oldalon sincs több. Ekkor viszont an_x ( 0 = 0 , mert ha volna 
olyan ? 0 £ O o ( * ) , m e l y e « „ - i / o ) d O fennáll, akkor ezt a ?n értéket (6. l l ) - b e 
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• 
helyettesítve azt kapnánk, hogy / (z ) gyöke egy konstans együtthatójú valódi (n — l)2-
fokú algebrai egyenletnek, amit viszont / ( z ) л 0 miatt a 6. 2. korollárium kizár. 
Az a„_1(t) = 0 ismeretében hasonlóan okoskodhatunk ű„_2(í)-re, majd az a„_3( í) , 
ű„_4(í) , ... együttható-függvényekre is mindaddig, míg / (z ) mindenkori legnagyobb 
kitevőjű hatványa csak egy van, s ez éppen 

ajy-vizr»-", 

tehát míg k(n— 1) > n— 1, azaz к S2. így ak(t)= 0, ha кш2 és (6. 3. B) az 

(6.12) / ( z * f ) = a f t ) f ( z ) + f ( t ) 
egyenletre egyszerűsödik. 

Ugyanezt kapjuk az « = 2 esetben is (6.8) alapján, tehát (6. l)-ből bármely 
n ^ 2 természetes szám esetén az / ( z ) ^ 0 feltevéssel a (6. 12) egyenlethez jutunk. 
Innen a bal oldal szimmetriája alapján a szokásos módon 

A I A F Z Y R Z ^ + A U X Z F 1 ] = A K ( Z 1 ) - 1 , / ( Z 2 ) ] = 0 

írható, tehát / ( z ) ^ 0 miatt 
/ 

ax(z) — 1 = af(z) (a = konst.), 
s (6. 12)-ből az 
(6.13) f(zx * z2) = a f i z J J ) + / ( z j ) + / ( z 2 ) 

egyenletet nyerjük. 
Legyen végül (6. 13)-ban zx—z2=z és (6. l)-et is figyelembe véve 

[«/(z)2 + 2/(z)]" = 2"/(z)", 

(6. 14) a"/(z)2" + " 2 2k (" ) a"~kf(z)2n'k = 0 
k= 1 v/ct 

írható, de a 6.2. korollárium szerint / (z ) + 0 esetén 

d t / í z j 2 " , / ^ ) 2 » - 1 , . . . , /(z„)"+ 1] 

is fennáll, tehát (6. 14)-ben szükségképpen a = 0. így (6.13) valóban a (2.23) 
CAUCHY-egyenletre egyszerűsödött, amivel a tétel bizonyítását befejeztük. 

(Beérkezett: 1965. XII. 23.) 
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