. _ EGY ALTALANOS MODSZER
FUGGVENYEGYENLETEK NEHANY OSZTALYANAK
MEGOLDASARA, 1L.*

irta: VINCZE ENDRE

4.8. A sinus- és cosinus-egyenlet, s egy kozos altalanositdsuk

A trigonometriai fliggvényegyenleteknek és dltaldnositdsainak igen nagy iro-
dalma van, igy ezt valamelyest részletesebben kivdnjuk ismertetni.

Maér PToLEMAIOS [55] ismerte, hogy a sin x és cos x figgvények kielégitik a
sin (x—y) = sin x cos y —cos x sin y

egyenletet (ezt egy, a hurnégyszégekre vonatkozd ardnyossagi tételbol vezette le), s ennek az egyen-
letnek az alapjan egy un. ,,hartabldzatot” készitett (lényegében az elsé szogfiiggvénytablazat!),
tehat a szoban forgd egyenletet a sin x és cos x fuggvények tényleges meghatdrozdsdra hasznilta.
Természetesen nem kivanjuk PTOLEMAIOs-t a trigonometriai fiiggvényegyenletek elsé ,,uttordjeként™
emlegetni, de ramutatunk, hogy a trigonometriai fliggvényegyenletek elméletében fontos és egyben
Oszténzd szerepet jatszo gondolat magva mar itt megtalalhatd, ti. hogy az Osszeadasi és kivondsi
tételek bdrmelyike megfelel6 mellékfeltételekkel meghatdrozza ezeket a fliggvényeket.

N. H. ABEL [1] kétszeri differencidlhatdsdg feltételezésével oldja meg az
S(x+y) = SECN+SPNCK)

egyenletet, eredménye azonban nem teljes, mert a megolddsndl ,elsikkad” az
S(x)=cx, C(x)=1 megolddspdr. Késébb J. TANNERY [63] (vO. [30]) a

{ Clx+y) = CHC(H)—S(x)SH),

S(x+y) = SM)CH+S»CKX)

egyenletrendszert vizsgdlja, majd W. F. OsGoop [49] foglalkozik ezzel az egyenlet-
rendszerrel; mindketten differencidlhatdsdgi feltételek mellett (vo. [78], [43]). A to-
vébbiak sordn W. H. WiLsoN [80] vizsgdlatait emeljiik ki, aki t6bb mds egyenlettel
is kapcsolatba hozva, az

S(x—y) = SECHN—CH)S),
C(x—y) = C(X)C(y)—k>Sx)S(»)
egyenletrendszer megolddsdt az

F(x+y) = F(x)F(y)

4. a)

(F komplex) egyenlet megolddsaira vezeti vissza.

* A dolgozat elsd része a MTA Mat. Fiz. Oszt. Kozl., 16 (1966), 179—208 oldalain jelent
meg; az egyes fejezetek, képletek, tételek stb. szimozasa ehhez csatlakozban folytatdlagos. A
teljes irodalomjegyzéket is az elsé részhez csatoltuk.
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O. PErrON [51] a

@) {C(x—y) = CxX)C()+ S Sy,
' SG—) = Sx)C(H)—SG)ICX
egyenletrendszerhez a

4.0 limi(f)— =1
x-0 X

mellékfeltételt véve kimutatja, hogy a megoldds az S(x)=sinx és C(x)=cos x
trigonometriai fiiggvénypdr, majd J. MoLLERUP [47] is a (4. b) egyenletrendszer
kapcsdn végez hasonlé axiomatikus vizsgdlatokat (folytonossdgi feltevés mellett).
M. KRrAFFT [36] azelGbbieknél is egyszeriibb feltételek mellett [C(x) =0 a nullapont
kornyezetében] oldja meg a (4. a) egyenletrendszert. J. C. H. GERRETSEN [25] ki-
mutatja (v6. [2]), hogy a (4. b) rendszer helyett elegendd csupdn a

(4.d) Clx—y) = CNCH)+S)S»)

egyenlettel foglalkozni és ha itt (4. ¢) teljesiil, akkor a megoldds ismét a C(x)=cos x,
S(x)=sin x fiiggvénypdr. Ezt az eredményt tovdbb egyszerisiti és élesiti J. G.
VaN Der Corrur [19] és J. RIDDER [56].

L. VIETORIS [67] egymdstol fiiggetleniil oldja meg az Gsszes trigonometriai fiigg-
vényegyenletet; a megoldds egy HAMEL-bdzis segitségével az

Ax+y) = A(X)A(y),
gx+y) = g(x)+g(»)

fliggvényegyenletekre vald visszavezetéssel torténik, ahol A(x) és g(x) valds vilto-
zéju komplex fiiggvényeket jelolnek. Valds vdltozokra szoritkozva L. VIETORIS
eredménye az eddig ismert legdltaldnosabb, bdr a megolddsok hidnyosak: a

(4.¢) Clx+y) = COCH)-S® S
egyenletnél a C(x) = A(x)[l Teg(x)], Sx)=A4A(x)g(x); az
S(x+y) = SKCH+ S C(x)
egyenletnél az S(x)=A4(x)g(x), C(x)=A4(x); az
Sx—y) = SKCH)-SH»CHx)
egyenletnél pedig az S(x)=g(x), C(x) = 1 —g(x) megolddspar hidnyzik.

V. Aract [8] a (4. a) rendszer megolddsat végtelen hatvdnysor alakban keresi,
majd ezt az egyenletrendszert TH. ANGHELUTZA [12] a

Cx+n+Cx—y) = 2C(x)C(y)

egyenletre vald visszavezetéssel oldja meg, a szerepld fiiggvényekrdl folytonossdgot
feltételezve (v6. P. MONTEL [48]). J. C. W. LA Bere [16] a sinus addicids egyenletet
egyszeri differencidlhatésdg mellett oldja meg; hasonléan differencidlhatdsdgot
feltételezve tdrgyalja S. PARAMESWARAN [50] is az un. sinus kivondsi egyenletet.
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S. I. NovoseLov [84] (v6. [83]), majd H. E. VAUGHAN [65] ismét foglalkoznak
a (4. d) egyenlettel, s azt a trigonometriai fiiggvények jellemzésére haszndljdk.
J. AczfL [3] egy G. KirscHMER [35] dltal felvetett problémdra vdlaszolva a

Clu+v) = Cw)C)— Su) S,
Su+v) = S@C()+ S C),
SW)? + Cu)® = E(u)?,
E(u+v) = EW)E@)

egyenletrendszert oldja meg komplexben folytonossagi feltevés mellett. Ugyancsak
komplexben folytonossdgi feltevés mellett vizsgaljak E. B. VAN VLECK és F. H'Dou-
BLER [77] a (4. a) egyenletrendszert, s ezt tovdbbi dltaldnosabb egyenletek megoldd-
sdra hasznaljak.

S. KUREPA [41] (v6. [40]) mérhetdségi feltételek mellett BANACH térben vizs-
gilja a (4. e) egyenletet.

Mint Idthatd, a nagyszdmu vizsgdlat és eredmény még ily hézagos és vdzlatos
ismertetése, ill. puszta felsoroldsa is eléggé terjedelmes.

Az ¢ §-ban targyalando

(4.1) F(x+y) = GX)H(p)+ K(x)L(y)

egyenlet kapcsdn utalunk még C. STEPHANOS [61], T. LEVI-CivITA [42] és P. STACKEL
[60] munkdira, akik az

“.g) Fi+y) = 2 G,(x) H;(7)

egyenletet n-szeres differencidlhatdsdg mellett vizsgdljak, de megolddst csak F(x)-re
nézve adnak. 1. FENYS [22], az el&z8ektll sokkal dltaldnosabban, megolddsi mdd-
szert mutat (4. g)-re a disztribucid-elmélet felhaszndldsdval. Tovabbi dltaldnos
vizsgdlatok taldlhatok W. H. WiLsoN [79] és R. SaTto [58] munkdiban. A (4. g)
specidlis eseteit illetSen utalunk még O. HAJEK {26] és H. P. THIELMAN [64] munkdira
is. Az F(x)=0 esetén (4. g)-b8l eldlld egyenlet specidlis megolddsaival foglal-
kozik O. Suto [62], D. S. MITRINOVITCH [45], [46]. J. AczEL [3], [2] és O. E. GHEOR-
GHIU [82], majd legutébb AcziL J. [4] a problémdt teljes dltaldnossdgban elintézi.

A (4. ) egyenlet komplex megolddsait [67]-ben adtuk meg, de az ott kovetett
megolddsi mddszer 1ényegesen hosszadalmasabb.

4. 1. Jelolion a tovdbbiakban Q2 tetszéleges kvadratikus testet, melyben tehdt
minden x*=a (a€ Q%) mdsodfokii egyenletnek van megolddsa és tekintsiik most az

“.1) S(z, %z;) = S(z,)C(z;) + S(z,) C(zy)
(24, 25, 21 ¥ 2, € Qo (%); S(2), C(2):Qo(*) Q]

fliggvényegyenletet. Ezt réviden csak ,,sinus-egyenlet” néven szokds emliteni. Fel-
hivjuk a figyelmet arra, hogy mivel e fiiggvényegyenlet jobb oldala a szerepld val-
tozékban és fiiggvényekben egyardnt szimmetrikus, a megoldds is nehezebbé valik.
Ezekben az esetekben a z, %z, miivelet asszociativitdsdnak ismeételt kihaszndldsa
vezet célra. Ervényes a
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4. 1. TETEL. A Qo( %) félcsoporton érvényes (4. 1) fiiggvényegyenlet legdltaldno-
sabb megolddsai a kivetkezd fiiggvények:

M4. 1) S(z)=0, C(z) tetszdleges,
) 0, ha z€Qy,,
(M4.2) c@=0, 5@ = { tetszbleges, ha z € (Qp\Qo2),
g@)f(@), ha z€(Qo\Qoo),
(M4. 3) C(z)=g(2), S(zy=1Go(2), ha z¢€ ng,
‘ 0, ha z€(Q00\Qo0);
(M4. 4) $(z) = algi(2)—5,(2)), C(@) = 8. (2)+8.(2)];

ahol az f(z) ill. g(2), g,(2), g,(2) figgvények a (2.23) ill. (2.26) Cauchy-egyenletet
elégitik ki, Go(z) a (2. 28)-ban definidlt fiiggvény, ,,a” pedig tetszéleges konstans.
Mads megolddsok nincsenek.

BizonyiTAs. Ismét elég csak annyit bizonyitanunk, hogy a felsoroltakon kiviil
mads megolddsok nincsenek, mivel az (M4. 1)—(M4. 4) fliggvények valoban meg-
olddsok.

Haszndljuk ki a z, %z, miivelet asszociativ é&s kommutativ voltat:

4.2) S(zy ¥t %23) = S(zy %) C(22) + S(22) Clzy k1) =
= S(z;)Czy % 1)+ S(z5 % 1) C(zy),
tehdt a szokdsos jeldléssel
4. 3) A[S(z, 1), C(z5)]+4[C(z, % 1), S(z,)] = 0.
,,BOvitsiik™ ezt az egyenletet C(z)-vel:
A[C(zy % 1); C(z23), S(z3)]=0,

mely a 2.2. korolldrium szerint az

@. 1. A) S(z)=0,
4. 1.B) C(z)=b,S(z), (b, =konst)
(4.1.0) Clzx1) = M (t) S2)+ M, (1) C(2)

esetek egyikét vonja maga utdn.
4.1. A. Az S(z)=0 esetén tetszGleges C(z) fiiggvény kielégiti (4. 1)-et, tehdt
éppen az (M4. 1) megolddspart kaptuk. A tovdbbiakban feltessziik, hogy S(z)#0.
4.1. B. Ha C(z)=5,5(z), akkor (4. 1)-bSl egy (2.22) alaku

4.4 S(zy %2;)=2b,5(z1) S(z2)
PexipDER-egyenletet nyeriink. Itt két eset van:

(4. 1. Bl) ' b, =0,

(4.1.B2) by #0.
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4. 1. Bl. Ha b, =0, akkor valdban az (M4. 2) megolddspdrt nyerjik. A tovdb-
biakban S(z)Z0 egyenlStlenségen kiviil S(z; %z,)#0 fenndlldsdt is feltessziik.

4. 1. B2. Ha viszont (4. 4)-ben b, 0, akkor az S(z):%g(z) helyettesitéssel
1

1
a (2.26) CaucHy-egyenlethez jutunk, tovdbba C(z)=—2— g(2). Ezt a megolddspart

(M4. 4) tartalmazza, éspedig a g,(z)=0 esetben. Ezzel a (4. 1. B) esetet is elintéz-
tik, s a tovdbbiakban feltehetjlik, hogy 4(C, S)#0 is fenndll.

4.1. C. A (4. 1. C) eset vizsgalatdndl el§szor a bal oldal szimmetridjdt kihasz-
ndlva a

4.5 AM;, SY+4(M,,C) =0
egyenletet irjuk fel, majd ezt S-sel ,,bGvitjik™:
AM,, C, S)=0.
Mivel feltevésiink szerint 4(C, S)#0, innen sziikségképpen
4. 6) M,(2) = b,C(2)+b,5(2) (b;, b, =konst.)

kovetkezik. Ennek felhaszndldsdval (4. 5)-bSl M, (z) is megadhatd a C(z) és S(z)
fliggvények segitségével:

A(M,, S)+A4(b,C+b,S, C) = A(M, —b,C, S) = 0,
tehdt S(z)0 miatt
@.7 M ()—b,C(z) = b3S(z)  (bs=Kkonst.)
adodik.

MEGIEGYZES. Csupdn e helyen, a (4. 7) egyenlet felirdsdndl, hasznaljuk csak
ki a Q? test kvadratikus voltdt, ti. hogy a b% konstans a Q2 test bdrmely eleme
lehet.

A (4.6) és (4.7) Osszefiiggésekkel (4. 1. C)-bsl a

4.8) C(zy%*2zy) = b;C(z)C(z,) +b,5(z1) C(z5) +

‘ +b,8(2,) C(2,) +535(z,) S(z2)

egyenletet nyerjiik.

A by, b,, by konstansokra tovdbbi megszoritdsokat nyeriink, ha (4. 8)-at és
(4. 1)-et a (4.3) egyenletbe helyettesitjitk (a rovidség kedvéért az S(t)=S" és
C(t)=C’ jeloléseket haszndljuk):

A[S(z, % 1), C(z2)]+4[C(zy % 1), S(z2)] =
= A(S'C+C'S, C)+4(b,C’C+b,S'C+b,C’S+b35’S, S) =
= C’A(S, CO)+ (b, C"+b,5)4(C, S) =
= [(6;—1)C"+b,574(C, S) = 0,

tehdt 4(C, S)20 miatt b, =1 és b, =0. fgy a (4. 8) egyenletbd]

4.9) C(z1 % 25) = C(z,)C(25) +b3S5(21) S(z3)
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adédik, ahol két esetet kell megkiilonbéztetniink: ;
4. 1.C1) by =0,
*.1.C2) - by 0.

4.1.C1. Ha (4.9)-ben b;=0, akkor C(z)=g(z), ahol g(z) a (2. 26) CaucHY-
egyenletet elégiti ki. Igy (4. 1)- bol az

4. 10) S(zy%23) = S(z1)g(z2) + S(z2)g(zy)
egyenletet nyerjiik. Vezessiik be az S(z) =g(z) F(z) helyettesitést, akkor a
4.11) 8(z0)8(z)[F(zy % 22) — F(z,) — F(z,)] = 0

egyenlethez jutunk. Tudjuk (v6. 2.4. lemma), hogy g(z,)g(z,)#0, ha z;,z,¢€
€(0o\000). Igy (4.11)-b81 lithaté, hogy e halmazon F(z)=f(z), ahol f(z) a
(2.23) Caucnay-egyenletet elégiti ki, s ezzel S(z)=g(z)f(z). Legyen most
Zo1s Z02 € Qoo, £(201)=8(202)=0 és (4. 10) miatt S(zy, *zo,)=0 is fenndll, tehdt
S5(z)=0 ha z€ Qqp,. Ezt felhaszndlva megmutatjuk végiil, hogy

Go(z), ha z€Q,
S(z)= {0, ha z€(Q00\Boo)s

ahol Gy(2)-t (2.28) értelmezni.

Vilasszunk ki ugyanis egy tetszéleges 2 €(Qo0\Qo0,) elemet; két eset van:
Z0 =264 € [(Q00\C002)\000] vagy zo€Q000. Az elsd esetben értelmezés szerint
van olyan z,€ (Qo\Qoo), hogy zg, %2.€ Qpo2, tehdt (4. 10) szerint

0= S(ZGH*Z,,) = S(Z(/)a)g(za)+S(Za)g(Z(/)a)

és g(z5,)=0,2(z,) %0 miatt S(z{,)=0. A mdsodik esetben viszont bdrmely
Z1 € (Qo\Qogo) esetén (4. 10)-bsl

S(zo %z;) = S(z0)g(z1) + S(z1)g(z0) = S(z0)g(z1)
{20, 2o %21 € Q005 21 € (Q0\Qo0); &(z1) #0]

adddik, amit éppen bizonyitani kivdntunk.
A (4. 1. C1) esetben tehdt valoban az (M4. 3) megolddspdrt nyertuk

4.1. C2. Végill a by #0 esetben (4.9) és (4. 1) alapjdn a
C(zy % z3) +b35(zy % 25) = [C(zy)+b385(z))[C(z2) + b3 5(22)],
C(zy % 2;) —b35(z, % 22) = [C(z,) —b3S(z)][C(z2) —b35(25)]
CaucHy-egyenletpart nyerjiik, tehdt
C(2)+b35(2) = g1(2),
C(2) —b35(z) = g2(2),

ahol g,(z) és g,(z) a (2. 26) egyenletet elégiti ki. Innen, b, %0 miatt, C(z) és S(2)
szdmithatd, s valoban az (M4. 4) alaku megolddspart nyerjiik.
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Minden esetet megvizsgaltunk és csak (M4. 1)—(M4. 4) alaki megolddsokat
taldltunk, tehdt a tétel bizonyitdsa véget ért.

4.2. A kovetkez§ egyenlet, melyet vizsgdlni kivdnunk, a ,,cosinus-egyenlet”
néven ismert

4. 12) C(zy % 23) = C(z))C(z3) — S(z1) S(z,)
(215 22, 2: %2, € Qo (*); C(2), S(2): Qo (%)~ Q%]
fiiggvényegyenlet. A kovetkezGt bizonyitjuk be:

4.2. TETEL. A Qo(%x) Abel-félcsoporton érvényes (4. 12) fiiggvényegyenlet leg-
dltaldnosabb megolddsai a kévetkezd fiiggvények:

0, ha z€ Qo

(Ms5.1) C2) = {tetszé'legeS, ha z€ (Qo\Qo2),

S() = aC(2), at =1;

M5.2) €@ = g5 (@t B E) — @bz @)
5@ = 5 @ -0@),  @-b =1, bx0;

g1 L1 (2), ha 2€Q0\Qo0);
(M5.3) C(2) =1 +Gy(2), ha z€Qyo,

0, ha z€(Q00\0oo),
g(2)/(2), ha z€(Qo\Qo0)s
S(z) =1Go(2), ha z€Qq,

0, ha z€(Q00\Q00);

ahol az f(z) ill. g(2), g:(2), g,(2) fiiggvények a (2. 23) ill. (2. 26) Cauchy-egyenletet
elégitik ki, Go(2) a (2. 28)-ban definidlt fiiggvény, a és b pedig tetszéleges konstansok
a feltiintetett megszoritdssal. Mds megolddsok nincsenek.

BizonyiTAs. Mivel az (M5. 1)—(MS5. 3) fliggvények valdban megolddsok, itt
is elég csak annyit bizonyitanunk, hogy a felsoroltakon kiviil mds megolddsok nin-
csenck.

A szokdsos moédon z, %z, asszociativ voltdt kihaszndlva a

(4. 13) A[C(z, % 1), C(z2)1+ 4[S(zy), S(z2%2)] = 0
egyenlethez jutunk, melyet C(z)-vel ,,bSvitiink™:
—A[S(zy % 1), S(z2), C(z3)] = 0.
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Ez a 2.2. korolldrium szerint csak a

4.2. A) C(z2)=0,
4.2.B) S(z)=b,C(2), (b, =konst.)
4.2.0) Szxkt) = M, (1)S@)+M,(t)C(2)

esetekben dllhat fenn.

4.2. 4. A C(2)=0 esetén (4. 12)-b6l S(z,)S(z,)=0 adddik, tehdt S(z)=0.
Ezt a megolddspdrt az (M5.2) a g,(2)=g,(z)=0ill. (M5.3) a g(2)=0 és Gy(2)=0
esetekben tartalmazza. A tovdbbiakban feltessziik, hogy C(z)#0.

4.2. B. Ha (4. 12)-ben S(z)=b,C(z), akkor a

4. 14) C(zy%23) = (1 =b1)C(z,)C(z2)
PexiDER-egyenlethez jutunk, ahol két esetet kell megkiilonbdztetniink:
(4. 2. B1) 1- =0,

(4.2. B2) 1—b% = 0.

4.2.Bl. Ha (4. 14)-ben 1—5? = 0, kapjuk az (M5. 1) megolddspdrt. A to-
vdbbiakban C(z)Z0 mellett C(z,; %2z,)Z0 teljesiilését is feltételezziik.

4.2. B2. Legyen (4. 14)-ben 1 —b? = 0, akkor a C(z) = g(2)/(1 —b?) helyet-
tesitéssel a (2.26) CaucHy-egyenletet nyerjiik; tovdbbd S(z) = b,g(z)/(1 —b?).
E megolddspdrt (M5. 2) tartalmazza, éspedig b; =0 esetén a g,(2) =g, (2), ill. b; #0
esetén pedig a g,(z2)=0, a = —(b? +1)/2b,, b = (1 —b})/2b, vdlasztdssal és a
konstansokra tett megszoritds is teljesiil.

A tovdbbiakban feltessziik, hogy A(S, C)#0.

4.2.C. A (4.2.C) egyenletnél el6sz6r a z; %z, miivelet kommutativitdsdt
kihaszndlva a
(4. 15) AM,, S)+4(M,,C) =0,
majd ezt C-vel ,,bGvitve” a

AM,, S,C)=0

egyenlethez jutunk. Mivel A(S, C)#0, ez csak az
(4. 16) M, (2) = b;S(2)+b,C(2) (b,, by =konst.)
esetben dllhat fenn. Most (4. 16)-ot (4. 15)-be irva M,-re adhatunk hasonlé kife-
jezést:
A, S+b,C, SY+4(M,,C) = A(M,—b,S, C) =0,
tehdt C(z)#0 miatt

4. 17) M,(2)—b,S(z) = byC(z)  (by =konst.).
A (4.16) é (4. 17) fiiggvényekkel (4. 2. C)-bdl az
4. 13) S(zy%25) = b;8(2;) S(22) +b,5(z)) C(z,) +

+5,8(2,)C(z,) +b3C(z) C(z,)
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egyenletet nyerjiik. A (4. 12) és (4. 18) egyenleteket (4. 13)-ba irva — kozben itt
is a rovidebb C(r)=C" és S(t)=S" jeloléseket haszndlva — a b,, b,, b, konstan-
sokra kapunk tovabbi megszoritdsokat:
A[C(zy *1), C(z2)] +4[S(zy), Sz *1)] =
= A(C’'C—5'S,C)+4(S, b1 S'S+b,C'S+b,5C+b,C°C) =
= —S8A(S, CO)+ (5,8 +5;,CNA(S, C) = [(b,— 1) S+ b3C"14(S, C) = 0.

Mivel A(S, C)#0, innen b, =1 és b; =0 kovetkezik, s igy (4. 18)-bol az
4. 19) S(zi % 23) = b1S(2,) S(z2) + S(21) C(22) + S(z2) C(zy)

egyenletet nyerjik.
Most azt kivdnjuk elérni, hogy alkalmas k konstansok megvdlasztdsdval

(4.20) C(zy%2;) +kS(zy % 2;) = [C(z) +kS(z)][C(22) +kS(2,)]

tipusi CaucHy-egyenleteket irjunk fel. Egyrészt helyettesitsiik a (4. 12) és (4. 19)
egyenleteket (4. 20)-ba, mdsrészt végezziik el a jobb oldalon a szorzdst:

C(z) C(z3) — S(z1) S(z3) + kb S(21) S(z2) +k[S(z,) C(z2)+ S(2,)C(zy)] =
= C(z,)C(z)) +k[S(z,) C(z2) + S(2,) C(z() 1+ k2 S(z,) S(z,),

-

tehdt S(z,)S(z,)#0 miatt a ,
4.21) K2—bk+1=0

egyenlethez jutunk. Feltevésiink szerint a Q2 test kvadratikus, tehdt a (4. 21) egyen-
letnek is mindig van (legaldbb egy) megolddsa. Két esetet kell megkiildnbéztetniink:

4.2.ChH) ky#k,, két kiilonbéz6 megolddsa van (4. 21)-nek;
“4.2.C2) csak egy ko megolddsa van (4. 21)-nek.
4.2.Cl. Ha k,;#k, (4. 21) megolddsai, akkor (4. 20) miatt

C(2)+kS(2) = g,(2),
C(2)+k,8(2) = g,(2),

ahol g,(z) és g,(z) a (2. 26) CaucHY-egyenletet elégitik ki. Bevezetve itt a k, ——k2 =
=2b # 0, ky +k, = 2a jeloléseket

C(2) = o @+ B)ga2) ~ (a—be (2]

S(2) = 5 [0 8: )]
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E fuggvényeket (4. 12)-be irva:

25 @+ D)E (1 %) — @By (% 20)] =
= 4% [(@+b)g,(z1) —(a—D)g,(z)ll(a+ b)g,(22) —(a—b) g, (z,)] —

— a7 812 — 82 (2l (22) — 22 )
tehat

157 L@+ B2 — 1= 2b(a+D)lga (2182 (22) + gy (@ —5)? = 14 2b(a— B)lgy (z1) s (z2) +

+ ﬁ [— (@ —b*)+ 11[g2(21) 81(22) + 81(21) 82 (22)] =

2 B2
=%—’1‘ [81(z1) —82(21)]l81 (22) — 82(22)] = (a®>—b*— 1)S(z))S(zy) = 0,

azaz S(z)Z0 mjatt a®> —b?>=1 kell legyen. igy valéban az (MS. 2) megolddsrend-
szert nyertiik.

4.2.C2. Ha a (4.21) egyenletnek csak egy ko(0) megolddsa van, akkor
nyilvdn by =2k,, ko =1 vagy ko= —1 és (4. 20) miatt

(4.22) C@2)+koS(2) = g(2), '
ahol g(z) a (2.26) CaucHy-egyenletet elégiti ki. A (4. 19) és (4. 22) egyenletbsl

S(zy %2z3) = (by —2ko) S(21)S(z,) + S(21)8(22) + S(z2)g(zy) =
= S(z,)g(z,) + S(z,)g(z,)

kovetkezik. Ezt az egyenletet viszont 4. 1. Cl.-ben [v8. (4. 10)] a most is érvényes
S(z) 20 feltétel mellett mdr megoldottuk, tehdt (4. 22)-t is felhaszndlva a nyert
megolddsok valéban (MS5. 3) alakuak. A megolddsokban szereplé + elGjel ugy
értendd, hogy egy megolddson beliil csak az egyiket vehetjiik, mivel 1ényegében két
kiilon esetrdl van sz, Egyszer(i szdmitds mutatja, hogy az (MS5. 3) alaku fiiggvények
valoban megolddsok is.

Mivel minden esetet megvizsgaltunk, a tétel bizonyitdsa véget ért.

4.3. A (4. 1) és (4. 12), s még t6bb mds hasonlé tipusu fliggvényegyenlet ko-
z0s dltalanositdsa az

(4.23) F(z, % 2;) = G(z,) H(z,) + K(z,) L(z,)
[Zla Z2a Zl *‘22 E Qg(*)’ F(Z)9 G(Z), H(Z), K(Z), L(Z): Qg(*) _’QZ]

egyenlet, mely (2. 29)-nek specidlis esete (n=2). Az esetszétvdlasztdsok nagy szdmat
elkeriilendS, ennél az egyenletnél két egyszer(isitG feltevéssel éliink. Egyrészt a
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Qo (%) alaphalmazrdl feltessziik, hogy bdrmely z eleme z, %z, alakban is felirhatd,
mdsrészt a (4. 23) egyenletet csak a

(4.24) A(G, K, 1)£0,
(4. 25) AH, L, )#0
feltételek teljesiilése esetén tdargyaljuk. Ez utébbi megszoritds azonban nem csor-
bitja az dltaldnossdgot. Ugyanis ha pl. A(G, K, 1) =0, akkor vagy K(z) =k (konst.),
vagy G(z) = k,K(z)+k, (ky, k; =konst.), de mindkét esetben (4. 23) a mdr meg-
oldott (3. 1) egyenlet egy-egy specidlis esetére redukdlddik:
F(zy %z,) = G(z)) H(z,) + kL(z,),

F(zy % 2;) = K(z,) [k H(z,) + L(z)]1 + k2 H(z,), )
melyek megolddsait mdr koénnyen felirhatjuk. Teljesen hasonld a helyzet a
A(H, L, 1)=0 esetben is.

4.3. TETEL. A Qg(x) Abel-félcsoporton érvényes (4.23) fiiggvényegyenlet
osszes olyan megolddsai, melyek a (4.24) és (4.25) feltételeket is kielégitik, csak
a kovetkezd alaku fiiggények lehetnek:

(Mé6. 1) G(z) = ¢,Cy(2),
H(z) = ¢;,C1(2) +¢35,(2),
K(z) = ¢,Cy(2) +¢55,(2),
L(z) = ¢6Cy(2)+¢75:(2),
A[Cy(zy), S1(z)]#0;
(M6. 2) G(2) = S,(2),
H(z) = ¢,8,(2) +¢,Cy(2),
K(z) = ¢355(2) +¢,Cy(2),
L(z) = ¢55,(2) +¢6Cy(2),
A[S3(z1), Co(z2)] £0;
(Mé. 3) F(zy%z5) = ¢10,8,(21 % 25) + €506 82(21 % 25),
G(z) = c,8,(2),
H(z) = c,8,(2) + ¢38,(2),
K(z) = c,8,(2) +c582(2),
L(z) = cs8:(2),
cicy e c= 0, cyc,05065#0;

A4[g(z1), g2(z2), 11 20;
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[cac +2c,c003 + €10, f(21 % 22)18(21 % 23), ha
zy 9_K‘Zz €(Q6\Q00),
(M6. 4) F(zy %2z3) = §¢16,Go(21)8(23), ha z, *2,€ 0o és
€ Q00> 22 €(Q6\Qoo)s
0, ha zy %2, €(Q60\000); '
G(Z) = C1C2g(Z),
[es +/(2)g(2), ha z€(Q5\0%0),
H(Z_) =1 Gy(2), ha z¢€ Q’éo s
0, ha ZE(ng\ng),
[cacs +cie3+ 1 f(2)1g(2), ha z€ (QS\Q’(;O)’
K(z) =1¢,Gy(2), ha z E_ng ,
0, ha ZE(QE;O\QSO)’

L(Z) = ng(Z),
Alg(zy), 1120, cqc,#0;

ahol C,(2) és S,(z) a (4. 12) cosinus-egyenletet, S,(z) és C,(z) a (4. 1) sinus-egyenletet,
21(2), 25(2), és g(2) ill. f(2) a (2.26) ill. (2.23) Cauchy-egyenletet kielégité fiigg-
vények, a ¢; (i=1,2, ..., 6) pedig Q*-beli konstansok. Az (M6. 3) és (M6. 4) alatti
fiiggvények valdban megolddsok is, mig az (M6. 1) és (M6. 2) alatt felsoroltak csak
a konstansok megfelels specializdldsa mellett elégitik ki (4.23)-at. A konstansok
specializdldsdra, valamint a hidnyzo F(z, %z,) fiiggvény meghatdrozdsdra késébb
visszatériink.

BizoNyiTAs. Koénnyen meggy8zddhetiink rdla, hogy az (M6. 3) és (M6.4)
alatti fiiggvények valoban kielégitik (4. 23)-at. Igy csak azt kell bizonyitanunk,
hogy ezeken, tovdbbd az (M6. 1)—(M6. 2) alatt felsorolt tipusokon kiviil mds meg-
olddsok nem lehetnek.

A (4. 23) egyenlet bal oldaldnak szimmetridja alapjdn

“.27) 4(G, H)+4(K, L) = 0,
majd ezt L(z)-vel bbvitve

A(G, H, L)=0
és (4. 25) miatt csak a
(4. 28) G(z) = biH(z)+b,L(2) (b,, b, =Kkonst.)
eset allhat fenn. Nyilvdn b, és b, egyidejlileg nem zérus, mert ez ellentmondana

(4. 24)-nek.
A (4. 28)-at (4. 27)-be irjuk.

A H+b,L, HY+A(K, L) = A(K—b,H, L) = 0,
tehdt (4. 25) miatt csak a
(4. 29) K(Z)—b,H(z) = b3yL(2) (b3 =konst.)

eset j6n szoba. A b, és b, itt sem lehet egyidejlileg zérus.
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Helyettesitsiik a (4. 28) és (4. 29) Osszefiiggéseket (4. 23)-ba:
(4. 30) F(zy, %z,) = b H(z,)H(z,) + b, H(z{) L(z5) +
+b,H(z3) L(z,) + b3L(z,) L(z,).

Most a z, ¥z, miivelet asszociativitdsa és kommutativitdsa alapjdn a szokdsos
moddon a .

4. 31 Alb H(zy % 1)+ b,L(z, % ¢t), H(z))l+
+A[b,H(zy % t)+bsL(zy %1t), L(z,)] =0
egyenlethez jutunk, melyet L(z)-vel ,,bévitiink”:
AlbyH(z, 1) +b,L(z, %t), H(z;), L(z3)] = 0.
Ldthatd, hogy (4. 25) miatt csak a
(4. 32) b H(zxt)+b,L(zxt) = M (t)H(z)+ M,(t)L(z)
megolddst kell venniink. Ezek szerint viszont

(4.33) A(M,, HY+4(M,, L) = 0,
majd L(z)-vel ,,bGvitve”

AM,H, L) =0
is fennall. Innen (4. 25) miatt

(4. 34) M(z) = b, H(z)+bsL(2),
s (4. 33) szerint hasonldan

A(b4H+b5L’ H)+A(M23L) = A(MZ_bSHa L) = 0’
(4. 35) My(z)—bsH(z) = bgL(z)  (bs, bg=Kkonst.)

frhato. A (4. 34) és (4. 35) egyenletek segitségével (4. 32) mdr csak két ismeretlen
fiiggvényt tartalmaz:
b H(zxt)+b,L(z%t) =

= b,H@ZYH )+ bsH(z)L(t)+bsH(t)L(z)+ b L(z) L(1).
frjuk a révidség kedvéért ezt az egyenletet a
4. 36) byH” +b,L" = byHH'+ bs(HL'+ LH")+bsLL’
alakba, ahol tehdt az M”"= M(zxt), M=M(z), M'=M(t) (M =H, L) jeloléseket
hasznaltuk.

Most a (4. 36) egyenlet megolddsdt azzal kezdjiik, hogy keresiink olyan d; #0,
d,, d; elemhdrmast, mellyel ez az egyenlet a

4.37) di(bH"+b,L") =
= di(bH+b,L)(b,H'+b,L") — (dy H + d3 L) (d, H '+ d3 L")
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alakba irhatdé 4t, vagy ha ilyen elemhdrmas nincsen akkor olyan d,, ds elempdrt,
mellyel ugyanez az egyenlet a

(4. 38) byH” +b,L" =
= (byH+b,L)(dyH" +ds L")+ (dyH +dsL) (b H'+ b, L")

alakba irhaté. Ha van a mondott tulajdonsdgi d, =20, d,, d; elemhdrmas, akkor az
mindenesetre kielégiti a (4. 36) és (4. 37) jobb oldalainak 6sszehasonlitdsdbdl
A(H, L) 0 miatt adodo

b%d% —d22 = b4d1a

(4.39) bibydi —dydy = bsd,,
b3d} —d} = byd,;

egyenletrendszert. Innen d, -et kivdnjuk kiszdmitani, tehdt
(b1b, d12 —bs d1)2 = (d, d3)2 = (b% d12 - b4d1)(b%d% —bedy)
d?[d; (b3bs+brbg—2b,b,bs)+ (b2 —bybs)] = O.
Mivel csak d; =0 megolddsokat kereslink a
4.3.A) b i—bybs % 0

(4.3.B) b2 —b,bs =0
eseteket kell vizsgalnunk.
4.3, A. A b2 —b,bg#0 esetben is csak akkor van d; #0 megoldds, ha

(4.3.Al) bib,+b3bg—2b,b,bs # 0,
s emellett még kiillon kell vizsgdlnunk a
esetet is.

4.3. Al. Ha tehdt van d, #0 megolddsa a (4. 39) rendszernek, akkor (4. 37)-
bél a

1
b H(Z)+b,L(z) =—
(4:40) 1 ? d,
d, H(z)+ b5 L(z) = S(2)
helyettesitésekkel egy (4. 12) alaki cosinus-egyenletet kapunk, ahol a kovetkezd két
esetet vizsgaljuk:
(4.3. Ala) b,dy—b,d, =0,
(4.3. Alb) b,dy—b,d, = 0.

4.3. Ala. Ha (4. 40) megoldhato a H(z) és L(z) fiiggvényekre nézve, akkor
azok valéban C(z) és S(z) linedris kombindcidjaként dllithatdk el8, ahol a C(z)
és S(z) fliggvények a (4. 12) cosinus-egyenletet elégitik ki:

H(z) = ¢, C(2)+¢35(2),
L(z) = ¢xC(2)+¢c45(2),

C(2),

} c,C3,Cq,C7 = konst.).
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Egyben (4. 40)-bSl ldthatd, hogy A(H, L)#0 miatt A(C, S)#0 is fenndll. E meg-
olddsokkal (4. 28)- ill. (4. 29)-bé6l

G(2)=¢,C(2), K(z) = c,C(2)+¢55(2)

lesz. Igy tehdt valéban (M6. 1) tipusii megolddsokat nyertiink.

4. 3. Alb. Koénnyen beldthato, hogy b,d; —b,d, = O lehetetlen. Szorozzuk meg
ugyanis a (4. 39) egyenleteket rendre b2, b,b,, b?-tel és irjunk b,d; helyett mindeniitt
b,d,-t, akkor d; #0 miatt

b3b, = b,b,bs = bb,

adodik, de ez (4. 3. A1) miatt lehetetlen.

4. 3. A2. Megmutatjuk, hogy ha a konstansokra (4. 3. A2) teljesiil, akkor a
(4. 36) egyenlet éppen (4. 38)-ba irhatd dt. Hasonlitsuk Ossze (4. 36) és (4. 38) jobb
oldalait, akkor A(H, L)#0 miatt a d,, ds ismeretlenek meghatdrozdsdra a

2%b,d, —b, =0,
(4. 41) b2d4+b1d5 _bS = 0,
2byds —bg = 0

egyenletrendszert nyerjik. A d,, ds, 1 ismeretlenekre nézve akkor és csak akkor
van nem-trividlis megoldas, ha

|26, 0 —b,
|b, b, —bs|=—2(b3bg+biby—2b,bbs) =0
0 2b, —b,

fenndll, ez viszont éppen (4. 3. A2).
A (4. 38) egyenlet megoldadsai

{b1H(Z)+b2L(Z) = S(2),
d,H(2)+dsL(z) = C(2)

alaktak, ahol az S(z) és C(z) fliggvények a (4. 1) sinus-egyenletet elégitik ki. Itt is
két esetet kell megvizsgdlnunk:

(4. 3. A2a) byds —byd, = 0,
(4. 3. A2b) byds —byd, = 0.

4.3. A2a. Ha (4. 42) megoldhaté a H(z) és L(z) fliggvényekre nézve, akkor
azok valéban S(z) és C(z) linedris kombindcidjaiként dllithatok el§:

H(z) = ¢,5(z)+¢c,C(2),
L(z) = ¢55(2)+ ¢, C(2). .

Egyben (4. 42)-bdl lathatd, hogy A(H, L)Z0 miatt A(C, §)#0 is fenndll. E meg-
olddsokkal (4. 28)- ill. (4. 29)-bdl

G(2) = S(2), K(z) = c35(2)+¢,C(2)
adodik. [gy tehdt valdban (M6. 2) tipusii megolddsokat nyertiink.

(4. 42)
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4.3. A2b. Ko6nnyen ldthaté, hogy a b,ds—b,d, = 0 eset nem 4dllhat fenn,
Ekkor ugyanis a (4. 41) egyenletrendszer alapjan

bibe = 4b byd,ds = 413%‘12 = (b2d4+b1d5)2 = b§

irhatd, de ez ellentmond (4. 3. A)-nak.
Ezzel a (4. 3. A) esetet letargyaltuk.

4.3.B. A b3 —b,bs = O esetnél két alesetet kell vizsgdlnunk:
(4. 3. B1) b,=0,
(4. 3. B2) b, #0.

4.3. Bl. Ha b, =0, akkor bs=0 is dll, s (4. 36) a
(4. 43) biH(zxt)+b,L(zx1t) = bgL(z) L(?)
(2. 26) alakii PExiDER-egyenletre egyszerlisodik. Feltevésiink szerint Qg( % )-ban
bdrmely z, felirhaté z; = z%t alakban is, tehdt b, H”+b,L” = 0 maga utdn
vonja a kizédrt b;H+b,L = 0 (b,, b, egyidejiileg nem zérus) esetet is. Ezért bg 0.
Igy (4.43)-bol L(z)=cg(z)Z0 és b H(z)+b,L(z) = bec?g(z) # 0 kovetkezik,

ahol g(z) a (2. 26) CaucHy-egyenletet elégiti ki. Viszont ekkor A(H, L)Z0 miatt
sziikségképpen b, =0 és b, #0. Ezeket figyelembe véve (4. 30)-bol

4. 44) F(zy %2,) = bycH(z,)g(2,) +bycH(z,)g(2,) + bsc’g(zy % 2,)
adodik. Haszndljuk most ki a z, %z, miivelet asszociativ és kommutativ voltdt:
bycA[H(zy % 1), g(z5)]+ byeAlg(2)g(z,), H(z)] = 0,

s byc#0 miatt

A[H(z, % 1) —g(t) H(z,), g(z2)] = O,
tehdt g(z)Z0 folytdn
(4.45) Hzxt)—g(t)H(z) = M(1)g(2).

A z ¥t miivelet kommutativitisa alapjan
A(g, H)+4(M,g) = 4(M—H,g) =0,

M(z) = H(z)+bg(z)  (b=konst),
s ezzel (4. 45)-bdl

H(zxt)+bg(z k1) = [H(z)+bg(2)lg(1) +[H(t) +bg(1)lg(2)
lesz, mely pontosan (4. 10) alakl egyenlet. A megoldds tehdt, mint 4. 1. Cl.-ben

lattuk,
—bg(2)+8(2)f(2), ha z€(Q5\Qoo),
H(z) = Go(2), ha z€Qgo,
0, ha ZE(QE;O\Q/O,O)~ !
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A H(z) fiiggvény ismeretében (4. 44)-bSl

(b5 c2—2bbyc+bycf(zy % 2,)|g(zi % 2,), ha z;%2,€ (Qo\ ng),
F(zy %z;) = 1b,cGo(z,)g(z,), ha z, *ZzéQoo, 2 EQOO: Zzer\Qoo,
0, ha 2z %z,¢€ (QGO\QOO)
adodik, tovabbd (4. 28) és (4. 29) alapjdn
G(z) =b,cg(2),

(bsc—b2b)g(2) +bag(2)f (), ha  z€(05\ 00,
K() = {6:Go(). €050,

0, ha z€(Qg0\000)-

E megolddsok (4. 23)-at kielégitik és a konstansok megfelelS dtirdsa utdn valéban
(M6. 4) alakuak.
4. 3. B2. Legyen végiil (4. 36)-ban b, 0. Akkor (4. 3. B) miatt

4. 46) by(byH +b,L") = (byH+bsL)(b,H +bsL")
adodik, mely (2. 22) alak( PExiDER-egyenlet. A 2. 4. tételben felsorolt megolddsok
koziil az (M1. 1) és (M1. 2) figyelmen kivil marad, mivel 4(H, L)#0. Hasonloan

nem jon széba (M1. 4) sem, mivel Qg( % )-ban nincs prim elem (tehdt nincs k6zom-
bds részhalmaz sem). Az (M1. 3) megoldds alapjan (4. 46)-bdl

2
by H(D)+b,L(2) = 5-.(2) 20,
4 (c =konst.)

by H(2)+bsL(z) = cg,(2)

adddik, s igy A(H, L)#0 miatt c=b, é cbs=b,b,. Innen

¢ b,
H(z) = E&(z)—?L(Z),
tovabba (4. 28) és (4. 29) alapjan

ch,

(@=f 6@ K@= a@+ L)

irhaté. E megolddsokkal (4. 23) az

c3? ch, — b2
F(zy * Zz)‘g& (2 *22)=+2L(Z1)L(22)

(2. 22) alaku PexiDeEr-egyenletre egyszerlisodik.
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Léthatd, hogy itt a ch, —b3 = 0 eset 4(G, K) # 0 miatt figyelmen kiviil marad.
Ha viszont ¢b; —b3 » 0, akkor a megolddsok

L(z) = bg,(2), (b=konst.)

o3 _p)h2
F(zy % z,) = Z—igl(zl *22)4‘(6‘1)3—6,1)2)‘_82(21 * 2,),
ahol g,(2) is (2. 26)-ot kielégits fiiggvény.

fgy valéban az (M6. 3) megolddsokat nyertiik és a konstansokra tett megszori-
tdsok is érvényesek.

Minden esetet megvizsgdltunk, igy a tétel bizonyitdsa véget ért.

MEGIEGYZES. Szembetiing, hogy a Qg () alaphalmaznak azt a tulajdonsdgdt,
hogy nincs benne prim elem, csak a (4. 3. Bl) és (4. 3. B2) esetek vizsgdlatdndl
hasznaltuk ki.

5.8. Fiiggvényegyenletek, melyekben ismert fiiggvények is szerepelnek

Kiilon figyelmet érdemelnek azok a (2.29) tipusu flggvényegyenletek, melyek-
nél a jobb oldalon madr ismert tulajdonsdgu fiiggvények is, vagy csak ilyenek dllnak.
Az ismert tulajdonsdg alatt azt fogjuk érteni, hogy e fliggvények egy megadott
(az eredetinél dltaliban egyszerlibb tipusu) fliggvényegyenletet elégitenek ki, tehdt
azoknak (tetszSleges) megolddsdt képezik.

Itt is haszndlni fogjuk az M"=M(zxt), M'=M(t), M=M(z) jeloléseket.
Az ¢ §-ban tdrgyalt egyenletek néhdany specidlis esete J. AczEL [2] kényvében ta-
ldlhato.

5. 1. Vizsgdljuk el8szor az

é. 1 F(zxt) = a,C(2)C(t)+a,C(z) S(t) +a3;S(2)C(t) +a,S(z) S(¢)
[F(z2), C(2), S(2): Qo (%) 0]

fliggvényegyenletet, ahol a C, § fiiggvénypar a (4. 12) cosinus-egyenletet elégiti ki:
(5.2 Czx1) = CICH)—S(2)S()  [C(2), S(2):Qo(*) 0]
a,, a,, as, a, pedig konstansok. Nyilvdn elegendd arra az esetre szoritkozni, amikor
4(C, S)#0, kiilonben (5. 1) egy (2.22) alaku PEXIDER-egyenletre egyszeriisddne.
A A(C, S)Z0 esetén viszont (5. 2)-bbl
(5.3) S(zxt) = bS()SE)+ S2)C(t)+C(2) S(¢) (b =konst.)
kovetkezik, mint azt 4. 2. C.-ben mdr lattuk. fgy érvényes az

5.1. TETEL. Ha a Qy(k) Abel-félcsoporton érvényes (5.2) és (5. 3) egyenlete-
ket kielégité C(z), S(z) fiiggvények linedrisan fiiggetlenek, azaz ha A(C, S)z0,

s egyidejiileg (5. 1)-et is kielégitik, akkor az (5. 1) egyenletben szitkségképpen a, =a,
és a, +a, = ba,, tovdbbd

F(zxt) = aC(zxt)+a,S(zxt)
teljesiil.
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BizonyiTAs. (5. 1) bal oldaldnak szimmetridja alapjdn
4(a,C, 8§)+ 4(a3S,C) = (a, —a3)A(C, S) = 0,

tehat A(C, S)®0 miatt valdban a, =a;.
Hasznaljuk ki most a szokdsos modon a zxt milvelet asszomatmtasat is,
figyelembe véve ismételten az (5.2) és (5. 3) egyenleteket is:

A(C", a;C)+ A(C”, a, S)+A4(S”, a,C)+ A(S”, asS) =
= A(C'C—58,a,C)+4(C'C—8'S, a,8) +
+ABS'S+C'S+ 5C,a,C)+A4(bS'S+C’'S+8°C, a,8) =
= —a,;S’A(S, C)+a,C’A(C, S)+a,bS’A(S, C)+a,C'A(S, C)+a,S’4(C, S) =
= (a, —a,b+ay)) S’A(C, S) = 0,

azaz A(C, S)#0 miatt a, +a, = a,b kovetkezik.
Végiil a konstansokra kapott Osszefiiggésekkel (5. 1) igy alakithatd dt:

F” = a,CC"+a,CS’ +a,SC’ +(ab—a,)SS" =
= 4,(CC’ = §8")+a,(bSS’' +CS' + SC") = a,C” +a, 5"

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
5. 2. Hasonlé tétel mondhatd ki az

;.49 Fizxt) = a;S@)St)+a,SE@C()+a3;C(2)S(E)+a,C(z)C(t)
‘ [F(2), S(2), C(2): Qo ()~ Q]

egyenletre is, ahol az S(z), C(z) fliggvénypdr a (4. 1) sinus egyenletet elégiti ki:
(5.5) Szx1) = S@OCH+C@SH)  [S@), C(2):Qo(%)—~0),

a,, a,, as, a, pedig konstansok. Mivel a 4(S, C)=0 esetben (5. 4) itt is egy (2. 22)
alaki PEXIDER-egyenletre egyszerlisGdne, elegend§ csak egymadstdl linedrisan fiig-
getlen S(z), C(z) fluggvénypdrra szoritkozni. Viszont A(S, C)#0 esetben, amint
azt (4. 1. C)-ben ldttuk, fenndll a

(5. 6) Cizxt) = C(2)C(t)+bS(z)S(1) (b =konst.)
egyenlet is. A kovetkezSt bizonyitjuk:

5.2. TETEL. Ha a Qy (k) Abel-félcsoporton érvényes (5. 5) és (5. 6) egyenleteket
kielégité S(z), C(z) fiiggvények linedrisan fiiggetlenek, azaz ha A(S, C)#Z0, s egy-
idejiileg (5. 4)-et is kielégitik, akkor az (5.4) egyenletben sziikségképpen a,=ay
és a, =aub, tovdbbd

F(zxt) = a;S(zxt)+a,C(zx1)
teljesiil.

BizonyiTAs. (5. 4) bal oldaldnak szimmetridjabdl
A(aZSs C) +A(03C9 S) = (a2 —03)A(Sa C) =0
kovetkezik, tehdat 4(S, C)#0 miatt a,=a;.
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Most az asszociativitds alapjan (5. 4)-bél, figyelemre véve az (5.95) és (5. 6)
egyenleteket is

A(S”, a,SY+ 4(S”, a,C) + 4(C”, a, S) +4(C”, a,C) =
= A(C'S+8C,a, )+ 4(C’'S+ 8C, a,C)+
+A(C’C+bS’S,a,S)+A4(C’C+bS’S, a,C) =
= a,84(C, S)+a,C'A(S, C)+a,C’4(C, S)+a,bS’ A(S, C) =
=(—a,+a,b)S’A(S,C) =0
kovetkezik, tehdt A(S, C)Z0 miatt valdban a, =a,b.
Végiil a konstansokra nyert megszoritdsokkal (5. 4)-et dtalakitva
F” =a,bSS"+a,8C"+a,CS" +a,CC" =
= a,(SC’"+CS")+a,(CC"+bSS’) = a, 5" +a,C”

adddik. Ezzel a tétel bizonyitdsdt befejeztiik.

MEecGIEGYZES. Kiilon felhivjuk a figyelmet arra, hogy bdr kordbban az (5. 2) és
(5. 5) egyenleteket (egyszeriiség kedvéért) csak kvadratikus testben oldottuk meg, az
5.1 és 5. 2. tételek tetszGleges QO testben is érvényesek.

5.3. Az 5. 1. és 5. 2. tételek ismeretében mdr kdnnyen vdlaszolhatunk arra a
fiigg6ben maradt problémdra, hogy a 4. 3. tételben az (M6. 1) és (M6. 2) alatti
fliggvényrendszerek milyen megszoritdsokkal vdlnak megoldasokkd. Ervényes az

5. 1. KOROLLARIUM. A
(M6. 1) G(z) = ¢,Ci(2),

H(z) = ¢,Ci(2) +¢35,(2),
K(z) = c,Ci(2)+¢55,(2),
L(z) = ¢sCi(z)+¢754(2),

4[Cy(zy), S1(22)] £ 0;

fiiggvényrendszer, ahol a szereplé C(z) és S(z) filggvények az (5. 2) és (5. 3) egyenlete-
ket is kielégitik, a Q\(x) Abel-félcsoporton érvényes (4. 23) egyenletnek csak akkor
megolddsa, ha e fiiggvényrendszerben és az (5. 3)-ban szereplé b, konstansokra

€1€3+ €407 = Cs5Cq, C1Cp+C4C+CsC7 = bycseq
Seltételek teljesiilnek; ekkor
F(zy %25) = (163 +¢4¢6) C(zy ¥ 23) + €566 S(21 % 23).
Bizonyitas. Trjuk az (M6. 1) alatti fiiggvényeket (4.23)-ba:
F” = ¢;Ci(c;C1 +¢38D) +(cCy +¢581)(e6C1 + ¢757),
tehdt az 5. 1. tétel szerint valéban
€1C3+C4Ce+ C5C7 = boCsCs, €103+ C4C7 = C5Cq,
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tovabbd F” = (c,c;, +¢4¢6) C” +c5c6S”. Végiil megemlitjiik, hogy a 4. 2. C-ben
ldtottak alapjdan vildgos, hogy by =2a [(4. 21)-ben két kiilonbézé gydk van!], ha
az (MS. 2) alatti megolddsrol van szd; ill. by =12 [(4. 21)-ben két dsszeesé gydk
van!], ha az (MS. 3) alatti megolddst valasztjuk.

5.2. KOROLLARIUM. A
(M6. 2) G(z) = Sy(2),
H(z) = ¢, 82(2) +¢,C,(2),
K(z) = ¢35,(2) + ¢4 Cy(2),
L(z) = ¢555(2) + ¢, Cx(2),
A[8x(z1), Cy(2)]1 £0;

Sfiiggvényrendszer, ahol a szereplé S(z) és C(z) fiiggvények az (5. 5) és (5. 6) egyenlete-
ket is kielégitik, a Qo( ) Abel-félcsoporton érvényes (4. 23) egyenletnek csak akkor
megolddsa, ha e fiiggvényrendszerben és az (5. 6)-ban szereplé b=0b3 konstansokra

€yt C3Ce = €4Cs, €1+ 0305 = bicsc
Seltételek teljesiilnek; ekkor
F(z, %2,) = €4€55(zy % 25) +c1¢6C (2 % 25).
BizonyiTas. Irjuk az (M6. 1) alatti fiiggvényeket (4. 23)-ba;
F” = S,(c;85+¢,C3) +(c3S, +¢,Cy)(cs S5 +¢c6C3),
tehdt az 5.2 tétel szerint valoban
€y 036 = €4C5, €1 +C3¢5 = blescg

tovdbbd F” = ¢,¢58” 4 c,c,C”. Végiil a 4. 1. C-ben ldtottak alapjdn vildgos, hogy
by =0 [(4. 1. Cl)-nek megfelelS eset!], ha az (M4. 3) alatti megolddsrél van szd;
ill. by 20 esetén a=1/2b, [(4. 1. C2)-nek megfelels eset!], ha az (M4. 4) alatti meg-
olddst vdlasztjuk.

5.4. Erdekes lesz megvizsgdlni az
(-7 F(zx1) = a,8(0)g(t) +a,8(2) +asg(1)  [F(2), g(2): Qo(*)—~Q]

egyenletet is, ahol g(z) a (2. 26) Caucny-egyenletet kielégitG fliggvény, a,, a,, a;
pedig konstansok. Nyilvdn elegendS csak a 4(g, 1)#Z0 esetet tekinteni; ellenkez8
esetben csak trivialitdsokat kapndnk. Ervényes az

5.3. TETEL. Ha a Qo( %) Abel-féicsoporton érvényes (5. 7) fiiggvényegyenletben
szereplé g(z) fiiggvény kielégiti a (2. 26) Cauchy-egyenletet, tovdbbd ha a A(g, 1) Z0
Sfeltétel is teljesiil, akkor (5.7)-ben sziikségképpen a,=a,=0 és a megoldds pedig

Fzxt) = a;g(z*1).
BizoNyiTAs. Az F” szimmetridja alapjdn
Aayg, D+A(1, asg) = (a,—a3)4(g, 1) = 0,
tehdt valéban A(g, 1) 20 miatt a, =a;.
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Kihaszndlva F” argumentumadnak asszociativ voltdt a
A(g", a,8)+A4(g", ax) +4(ay, 8) =
= A(g’g, a,8)+4(g'g, ay) + 4(az,8) =
=a,(¢g'—14(g; ) =0

egyenletet kapjuk, azaz A(g, 1)#0 miatt a,=0.
Ekkor viszont valdoban (5. 7)-b8l F”=a,g” kovetkezik.

MEGIEGYZES. Kézenfekvinek ldtszott volna a, =a; megkapdsa utdn (5. 7)-et az
F’—a,8" = a,g+ayg’

alakba rendezi. Ez alakjat tekintve mdr (2.21) alakd PExIDER-egyenlet, tehdt a meg-
olddsdt ismerjiik, ami visszahelyettesités utdn specializalodik. A tétel gzonban
kozvetleniil azt mondja, hogy ez utdbbi PEXIDER-egyenlet csak trividlis (azonosan
zérus) megolddst tartalmaz.

5. 5. Hasonlo tétel mondhaté ki az

(5.8)  Fzx1t) = a ff(t) +a,f(2) + a3 /(1) [F(2),/(2): Qo( %)~ 0]

fuggvényegyenletre is, ahol f(z) a (2.23) CaucHY-egyenletet kielégits fliggvény,
a, a;, a; pedig konstansok. Itt is csak a A(f, 1)#0 esetre szoritkozunk, ellenkezd
esetben f(z)=0 (v6. 2. 2. lemma). Ervényes az

5.4. TETEL. Ha a Qy(x) Abel-félcsoporton érvényes (5.8) fiiggvényegyen-
letben szereplé f(z) fiiggvény kielégiti a (2.23) Cauchy-egyenletet, tovdibbd ha a
A(f, )20 feltétel is teljesiil, akkor (5.8)-ban sziikségképpen a, =0 és a,=a;, a
megoldds pedig

F(zxt) = a,f(z%x1).

BizoNYiTAs. A szimmetria és A(f, 1)20 miatt
A(f, a))+ A(as, f) = (a;—a3)4(f, 1) =0,
tehat a, =a5. Az asszociativitds alapjan pedig
A(f7, a f)+A4(7, ap)+4(a,, f) =
= A(f+f,a ) +A(f+f, a)) +4(ay,f) =
= a,f'A(L, f)+ad(f, D +a,A(L, f) = a, f'A(1,f) = 0,

tehdt A(f, 1)Z0 miatt a; =0. A nyert Konstansok alapjdn

F” = a)(f+f) = a,f",

amit bizonyitani kivdntunk.
5.6. Az (5.7) és (5. 8) egyenletek kozos dltaldnositdsdnak tekinthets az

(5.9) F(zx1t) = a,8(2)g(t) +a,8(2)f(1) + a3 f(2)g(t) + a, f(2)f(1) +

+asg(2) +asg(t) +a.f(2) +as f(t) [F(2), 8(2), f(2): Qo(k)—~Q]
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fliggvényegyenlet, ahol g(z) ill. f(z) a (2. 26) ill. (2. 23) CaucHY-egyenletet kielégits
fliggvények, a; (i=1, 2, ..., 8) pedig konstansok. Nyilvdn elegendS a A(g, f, )Z0
esetet vizsgdlni; ellenkez6 esetben (5.9) az (5.7) ill. (5. 8) egyikére egyszer(isodik.

5.5. TETEL. Ha a Q%) Abel-félcsoporton érvényes (5. 9) fiiggvényegyenletben
szereplo g(z) ill. f(z) fiiggvények kielégitik a (2.26) ill. (2.23) Cauchy-egyenletet,
tovabbd ha a A(g, f, 1)Z0 feltétel is teljesiil, akkor (5. 9)-ben sziikségképpen

a,=ay=a,=as=a¢,=0, a;=as,
a megoldds pedig
F(zx1) = a;8(z% 1) +a:/(z*0).

BizoNyiTAs. ElGszor a szokdsos médon a szimmetridt haszndljuk ki, s a kapott
A(g, arf)+A(f, a38)+ A(g, as)+ A(as, 8) + A(f, a;) + 4(as, f) =
= (a;—a3)4(g,f)+(as—as)4(g, 1) +(a; —ag)A(f/; 1) = 0
egyenletet rendre 1, f, g fliggvényekkel bdvitjiik; ekkor a kévetkez8 hdrom egyen-
letet nyerjiik:
(a,—a3)4(g, f, 1) =0,
(as—ag)d(g, f,1) =0,
(a;—ag)d(g, f;1) = 0.

Mivel A(g,f, 1)£0, ezért a, =a;, as=as és a;=ag adddik.
Vegyiik figyelembe a jobb oldal asszociativitdsdt is. Ekkor

4(g", a;8)+4(g", a, /) +A(f7, a28) + A(f”, as f) +
+4(g" as)+4(as, ) +A(f", a;)+4(a7,f) =
= A(g' g, a,8)+4(8'8, a:/)+A(f+[, a,8) +
+A(f+f, a.f)+4(g'g, as)+ A(as, ) + A(f+Sf", a))+ 4(a;.f) =
= a,8'4(g, /) +aA(f, &) +a,f"A(1, ) +a  f'A(1, /) +
+asg’A(g, D+asd(1, 9)+a,4(f, D+ ard(1,f) =
= ay(g'—1)4(g,f)+as(g’—1)A(g, D+a,f'A(1,8)+-a,fA(1,f) = 0.
,,BOvitsiik’ ezt az egyenletet rendre az 1, f, g figgvényekkel, kapjuk
ax(g'-14(g, /. 1) =0,
as(g’—1)4(g. f, D +a,f4(1, £, 8) = 0,
a,f’'A(1, 1,8 = 0.

Innen 4(g,f, 1)#0 miatt valéban a,=a;=a,=0 addédik.
Végil a nyert konstansokkal (5.9) alapjdn

F” = a,88’+a;,(f+f") = a;g" +a:f”,

amit bizonyitanunk kellett.
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5. 7. Kiilénosen gyakran fordulnak el6 az

(5.10)  F(zk1t) = a,F(2)F(t) +a,F(2)g(1) +asg(2)F(1) +a,g(2)g (1) +
+asF(z)+asF(t)+a,g(2) tagg(t)+as [F(z), g(2): Qo) 0]

tipusa fiiggvényegyenletek, ahol g(z)a (2. 26) CaucHY-egyenletet kielégits fliggvény,

a;(i=1,2,...,9) pedig konstansok. Csak a A(F, g, 1) #0 eset vizsgdlatdra kivinunk

szoritkozni, ellenkezS esetben (5. 10) Iényegesen egyszer(ibb egyenletekre redukdlo-
dik, melyeket kordbban mdr megoldottunk. Ervényes az

5.6. TETEL. Legyen A(F, g, 1) Z0 és g(z) elégitse ki a (2. 26) Cauchy-egyenletet
is. Ekkor a Qo( %) Abel-félcsoporton érvényes (5. 10) fiiggvényegyenletnek csak abban
az esetben van megolddsa, ha a benne szereplé konstansokra az

a, =a;, as=4ds a7 =4, ayds—d;d; =70,
5. 1D a:—a,a,—a, =0, ati—a,ay—as =0,
a,as—a,a;+a; =0, asa;,—a,a9—a, =0
Sfeltételek teljesiilnek.
BizonyitAs. (5. 10) bal oldaldnak szimmetridja alapjan
A(F, a,8)+ 4(g, a3F)+ A(F, as) + A(aq, F)+ 4(g, a;) +4(ag, g) =
= (a, —a3)A(F, g) +(as —ag) 4(F, 1) +(a; —ag)4(g, 1) =0
irhatd, melyet rendre az 1, g, F fliggvényekkel ,,bGvitve”
(a;—a3)A(F, g, 1) =0,
(as—ag)d(F, g, 1) =0,
(a;—ag)4(F, g, 1) =0
adddik. Mivel A(F, g, 1)#0, ezért a, =a;, as =agy, a; =ag. E konstansokkal (5. 10)

az
F” = a\FF'+ay,(Fg'+gF')+a,g8'+as(F+ F') +a;(g+g') +a,
egyenletre egyszeriisodik.
A z, %z, miivelet asszociativitdsa és kommutativitdsa alapjdn
A(F”,a,F)+ A(F”, a,8)+4(g”, a, F)+ 4(g”, a,8) +
+A(F”, as5)+A(as, F)+A4(g",a;)+4(a,,8) =
= Aa,F'F+a,g’' F+a,F'g+a,g'g+asF+asF +a,g+a,g"+as,a,F)+
+A(a F'F+a,g'FtaF'g+a,gg+asF+asF'+a,g+a,8"+ay,a,8)+
+ 4@, F'F+a,g' F+a,F'gtasg'g+asF+asF' +a,g+a,8"+ay,as)+
+A(g” ga aZF)+A(a5’ F)+A(g’g3 a7)+A(a7’g) =
= (—a,a,F' —a,a,8’ —a,a, +a,a,F'+a3g’ +a,as —a,g')A(F, g) +
+(—a,asF’ —a,a,8' —a,ao +aasF' +a,asg’+ a2 —as)A(F, 1)+
+(—ayasF' —aya,8' —a,as + a,as F'+asasg’+asa, +a; 8’ —a;)A(g, 1) =
= [(a3 —a,a,—a,)g’+(a,a5 — a,a;)| A(F, g) +
+[(azas _0107)g’+(0§ —a,a9—as)l4(F, 1)+
+[(asas —aya; +a;)g’ +(asa; —azay —a;)14(g, 1) = 0.
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,,BOvitslik™ ezt rendre az 1, g, F fliggvényekkel, akkor
(@3 —a,a, —ay)g'+(a,a5 —a,a7)]A(F, g, 1) = 0,
[(azas —a,a;)g"+ (43 _a-xa9 —as)]4(F, g, 1) = 0,
[(asas —aza; +a;)g" +(asa; —aas —a;)]4(F, g, 1) = 0,

tehdt A(F, g, 1)20 miatt valéban a tételben kimondott megszoritasokat nyerjuk
a szerepld konstansokra, s igy a bizonyitdst befejeztiik.
Az 5. 6. tételbSl kozvetleniil addédik az

5. 3. KoroLLARIUM. Ha az (5. 10) egyenletben szereplé konstansokra az (5. 11)
Sfeltételek teljesiilnek, tovabbd ha

(5. 12) la,|+ az| +|as| =0,

akkor ez a fiiggvényegyenlet az a, =0 esethben az

(5.13) Flzkt)—a,g(z*1)+as = [F(2) —a.g(z) + ag] + [F(1) — a,g(t) +ay)},

(5. 14) Fzx 1) +a,g(z x 1) +a; = [F(2)+a,8(2) +a5]g (1) +[F(1) + a,8 (1) + a;]g(2)
egyenletek egyikébe, a, #0 esetén pedig az

(5.15) a,F(z%t)+a,g(z%t)+as = [a,F(z) +a,g(z) +aslla, F(1) +a,g(t) +as)

Cauchy-egyenletbe irhaté dt. Ezek a visszavezetések a A(F, g,1)=0 esetben is érvé-
" nyesek.

BizoNYITAS. Ha a, =0, akkor (5. 11) miatt a,as;=0 is 4ll, tehdt (5. 12) miatt
vagy a, =0 és a5 =0, vagy as;=0 és a,#0. Az elsS esetben (5. 11)-b8l as=1 és
a; = —a,, a mdsodikban a,=1 és a, = —a, kovetkezik.

Ha (5. 10)-ben a;,=a,=0, as=1 és a, = —a,, akkor

F' = a,g¢’+ F+F —a;g—a,g +a,,

tehdt valdban (5. 13) adddik.
Legyen (5. 10)-ben a, =a5=0, a,=1 és ay = —a,, akkor

F’ = Fg' +gF +a,88 +a,g+a.g" —aq,

s ez valdban (5. 14)-et adja.
Végiil a, #0 esetben (5. 10) és (5.11) alapjdn

a\F" = aiFF' +a,a,(Fg +gF)—l—(a2—a2)gg +a,a5(F+ F)+
+aas(g+¢')+a% —as

adodik, s ez valoban (5. 15)-tel ekvivalens,

(5. 10) 3sszes olyan megolddsdt, melyre A(F, g, 1)Z 0 4dll, (5. 13)—(5. 15) alap-
jan mdr koénnyen felirhatjuk.

5.8. Az 5. 6. tételhez hasonld érvényes az

(5.16)  Fzx1t) = a,F@@) F(t)+ a, F@)f(1) + as f(2) F(1) + a, f(2)f (1) +
+asF(z) +agF{t) +a,f(z) +ag f(t) +ay [F(2), f(2): Qo (%)~ Q]
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egyenletre is, ahol f(z) a (2. 23) CAucHY-egyenletet kielégits fiiggvény, a; (i=1,2,...,9}
pedig konstansok. Itt is csak a A(F,f, 1)#0 esetre szoritkozunk, mert kiilénben
(5. 16) mar ismert egyenletekre specializalédik. Ervényes az

5.7. TETEL. Legyen A(F, f, 1)Z0 és f(z) elégitse ki a (2. 23) Cauchy-egyenletet
is. Ekkor a Qu(*) Abel-félcsoporton érvényes (5. 16) fiiggvényegyenletnek csak ab-
ban az esetben van megolddsa, ha a benne szereplé konstansokra az

_ _ _ 2 _
a4, = a3, 4s =4, a;=4as, a3;—a;d, =0,
5.17 a,as—a,a,—a, =0, a:—a,a9—as; =0,
285 —a,4;—4a; 5—a;49—4as
a4a5'—aza7—‘a4 = 0, (1507—02 (19 = 0

feltételek teljesiilnek.

BizonyiTAs. (5.16) bal oldaldnak szimmetridja alapjan, mint ahogy azt az
(5. 10) egyenlet esetében is lattuk, nyerjiikk az a, =a;, as=aq, a; =ag Osszefiiggé-
seket. E konstansokkal (5. 16) az

F” = a,FF +a,(Ff' +fF)+a.ff’ +as(F+ F)Y+a,(f+f) +as

egyenletre egyszer(isddik. Innen a z; ¥z, mivelet asszociativitisa és kommutati-
vitdsa alapjdn
A(F", a )+ A(F", ayf) + A(f", a F) + A(f”, auf) +

+A(F’,as)y+A(as, F)+A(f", a;)+A(a;,f) =
= A, F'F+a,f ' Ft+a,Ffta,f'f+asF+asF' +a,f+a.f +aq,a,F)+
+d(a,F'Ftaf'Fta,Ff+aff+asFtasF' +a;f+a:f +ag, a,f)+
+d(a,F'Ftayf'F+a, Ff+aff+asF+asF +a:f+a.f" +as, as)+
+A(f+Sf . F) + A(f+f, auf) + Alas, F)+A(f+f", a)) + 4(a;, f) =
=(—a,a,F' —a,a,f" —a,a; +a,a,F’ + a3 f* +ayas —a,) A(F, /) +
+(—a,asF’ —a,a:f’ —aae +a,asF’ + ayasf’ +ak —a,f —as) A(F, 1)+
+(—aasF’ —aza.f" —a,ay +ayas F' +asasf’ +asa, —asf’ +a; —a)A(f, )=
= [(@3 —a;1a)f" +(azas —a,a, —a,)]A(F, f) +
+1(azas —aya; —a))f’" +(a3 —aas —as)]A(F, 1) +
+(asas —aza; —a)f" +(asa; —aas)]A(f; 1).

,,BOVitsiik™ ezt az egyenletet rendre az 1, f, F figgvényekkel, akkor A(F,f, )20
miatt valdban az (5. 17) megszoritasokat nyerjiik a szerepl§ konstansokra, s igy
a tétel bizonyitdsdt is befejeztiik.

Az 5.7. tételb8l kozvetlenil adddik az

5.4. KOROLLARIUM. Ha az (5.16) egyenletben szerepld konstansokra az
(5. 17) feltételek teljesiilnek, tovdabbd ha

(5. 18) lai| + |a;| + |as| = 0,
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akkor ez a fiiggvényegyenlet az a, =0 esetben az

(5.19) Fzxt)—3a,fz*1)* +as = [F(z) ~$a,f(2)> + as] +[F(t) —}a,f(1)* + as]
Cauchy-egyenletbe, a, =0 esetén pedig az

(5.20) a Fzxt)+a,f(zxt)+as = [a,F(2)+a,f(2) +aslla, F(¢) + a, f(¢) + as]

Cauchy-egyenletbe irhato dt. Ezek a visszavezetések a A(F, g, 1) =0 esetben is érvé-
nyesek.

BizonyiTAs. Legyen a,=0, akkor (5.17) és (5. 18) alapjin a,=0, as=1,
a; =0 addédik. E konstansokkal (5. 16) az

F’ = a,ff' + F+F +a,

egyenletre egyszerlisédik, mely valoban (5. 19)-cel ekvivalens.
Ha viszont (5. 16)-ban a, #0, akkor az (5. 17) Osszefliggésekkel az

a,F" = aiFF' +a,a,(Ff’ +fF) + a3ff "+
+ajas(F+ F/)“f‘(azas_az)(f+fl)+a§_as

egyenletet nyerjiik, mely valoban megegyezik (5. 20)-szal.

6.§. A CAUCHY-fiiggvényegvenlet egy altalinositisa

Un. alternativ fiiggvényegyenletek el6szor J. AczfL, K. FLADT és M. Hosszg
{7] k6z6s dolgozatdban fordulnak elS. Ezt kovetGen M. HosszU [28] oldja meg az

fx+y)? = /) +f D)

egyenletet folytonossdgi feltevés mellett. Tovdbbi dltaldnosabb eredmények a szer-
z6t6] szarmaznak [72], [75], [76].
6. 1. Tekintsiik az alternativ egyenletek csalddjdba tartozo

6.1 Sz x2y)" = [f(z) + /()"
{21, 22,2, %2,€ Qo (%); f(2): Qo (%)~ 0]

fiiggvényegyenletet, mely nyilvdn a (2. 23) CaucHYy-egyenlet egy dltaldnositdsdnak
tekinthetG; n természetes szam. Ldthato, hogy (2. 23)-nak kozvetlen kévetkezménye
(6. 1), de forditva legfeljebb csak annyi igaz (ha a ,,gy6kvonds™ a Q testben egy-
altaldn megengedett!), hogy

Sz % 25) = e(zy, z)[f(z)) +£(22)]

ez, z))'=1.

fenndll, ahol

fgy (6. 1) megolddsai dltaldnosabbak is lehetnének, s éppen ezért megleps a kovet--
kezd
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6. 1. TETEL. A Qo(%) Abel-félcsoporton érvényes (6. 1) és (2.23) fiiggvény-
egyenletek, ha n természetes szdm, egymdssal ekvivalensek, azaz (6. 1) minden meg-
olddsa (2. 23)-at is kielégiti és megforditva.

6.2. A 6. 1. tétel bizonyitdsdt elGkészitendd, eldszor két lemmadt bizonyitunk.

6. 1. LemMA. Ha a Q,( k) félesoportnak csak véges szdmu (egymdstol killon-
bdz6) eleme van, akkor sem a (6.1), sem pedig a (2.23) egyenletnek az f(z)=0
(trividlis) megolddson kiviil nincs mds megolddsa.

BizonyiTAs. Mivel (6. 1) kovetkezménye (2. 23)-nak, elegend8 csupdn az dlta-
Idnosabb (6. 1) egyenletre bizonyitani dllitdsunkat. Nyilvdn az f(z)=0 egyideji-
leg mindkét egyenletnek megolddsa, a tovdbbiakban ezt az esetet kizdrjuk. Ha
f(2)#0, akkor van olyan z,€ Qo ( %), melyre f(z,) > 0. Megmutatjuk, hogy ez ellent-
monddsra vezet.

Alkossuk meg a

6.2) 22 = zo%zo, z& = zi3%2z%,...,z8" = ¥ k¥, ... k=1,2,...)
sorozatot. A (6. 1) egyenlet ismételt alkalmazdsdval barmely k (=1, 2, ...)-ra
fEY = [fEg 1)+f(22" 1)]" =2"f(z8"7") =
= 2[f (23 +f(z3 )= 22 (28" ) =
(6.3) f(z3 )":2""f(zo)" k=1,2,..)

fennall.

Legyen Qq() kiilonboz8 elemeinek szdma m. Ekkor a (6. 2) sorozat elsd
m+1 szimU elemei kozdtt is van mdr két z, =z3°, z, =23 (p=q) egyezd elem.
Az ezekhez tartozd f(z,)", f(z,)" fliggvényértékek is sziikségképpen megegyeznek,

tehdt (6. 3) miatt
27f(zo)" = f(z )" = f(z2)" = 27 (20)",
f(zo)y' (27 —=2) = 0,
s ha itt f(zo,) #0, akkor p ¢ miatt ellentmonddst kaptunk. Ezzel a bizonyitds
véget ért.

6. 1. KorOLLARIUM. Ha az f(z)20 fiiggvény megolddisa a (6. 1) vagy (2.23)
fiiggvényegyenleteknek, akkor sziikségképpen végtelen sok kiilonbozé értéket vesz fel.

BizonyiTAs. Itt is elegendd csupdn az dltaldnosabb (6. 1) egyenletet tekinteni.
A 6. 1. lemma alapjdn vildgos, hogy f(z) Z0 esetben Q,( % )-ban végtelen sok kii-
16nb6z8 elem van. Legyen ismét valamely zg€ Qq(%)-ra f(z,) #0. Ekkor a (6 2)
sorozat tagjai, kovetkezésképpen a hozzdjuk tartozé

@), f@), ... (="

fiiggvényértékek is mind killonbézdek, hisz ellenkezd esetben ugyanugy jutndnk
ellentmonddsra, mint a 6. 1. lemma bizonyitdsdndl. Tehat a 6. 1. korolldrium igaz.

MEGIEGYZES. A 6. 1. lemmdnadl, ill. korolldriumndl a z, %z, miiveletnek sem
az asszociativ, sem pedig a kommutativ voltdt nem haszndltuk ki, ami lehet8séget
ny(jtott volna dllitdsaink lényegescn &italdnosabb formdban valé kimonddsdra is.

A 6. 1. lemmadbdl kozvetleniil adodik a
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6. 2. KorROLLARIUM. Ha az f(z)#0 fiiggvény megolddsa a (6. 1) vagy (2.23)
filggvényegyenletnek, akkor tetszbleges vy, r,, ..., F, természetes szamok esetén is

6.4 Alfz)m, fz)™, -, f(z0™] £ 0.
Mds széval nincsen olyan m=max(ry, r,, ..., Fp)-adfoki konstans egyiitthatdji al-
gebrai egyenlet, melynek az f(z)Z0 fiiggvény oOsszes felvett értéke gyidke lenne.

BizonyitAs. Ugyanis (6.4) ellenkezSje ellentmonddsra vezet, mert a 2. 1.
korolldrium szerint azt jelentené, hogy léteznek olyan a,, a,, ..., g, egyidejlileg
nem zérus Q-beli konstansok, melyekkel

(6.5) Z af(@y =0, 2 @] =0

fenndll. Viszont a (6. 5) m=max(r,r,, ..., r,)-adfoki algebrai egyenletnek f(z)-re
nézve Q-ban legfeljebb m szdmu kiilénb6z8 megolddsa lehet, tehdt a 6. 1. korol-
ldrium szerint feltevésiinkkel ellentétben f(z)=0 kovetkezik.

6. 3. Most mdr koévetkezhet a 6. 1. tétel bizonyitdsa:

BizonNyiTAs. Mivel f(z)=0 mind a (6. 1), mind pedig a (2. 23) egyenletnek
megolddsa, a tovdbbiakban feltehetjiik, hogy f(z)0. Feltessziik tovabbd, hogy
n=2. Azt kivdnjuk bizonyitani, hogy (6. 1)-b6l mindig kovetkezik (2. 23); ennek
forditottja trividlisan igaz.

A (6. 1) egyenletet

[k 22)" =f(z)"+ Z( ]f(zl)" “fE) S (z2)

alakba irjuk és a szokdsos mddon kihaszndljuk a z; % %z, miivelet asszociativ
és kommutativ voltdt:

[+ 3 () rorsreosror|+ 3 () e orsreat + e =
=rer+ 3 ()@ xor e+ [fers S () rorerror].

Irjuk ezt az egyenletet a

n-—-1

©.6) 3 (1) auscey s ors - pr s, e =0

k=1
determindnsos alakba és ,,b8vitsiik” rendre az f(z), f(2)?, ..., f(z)"~ 2 fiiggvényekkel;
ily médon nyerjiik a

n—1

5 (3) i sy =0, 7o feall = O,

k=2

: § ( )“[f (2 %~ — f(O %, f(25)5, f(z2)% fza)] = 0,

©.7 ( JAUGk0— 10, 7, 1 o fE = 0
egyenleteket.
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E ,,b8vitéseknek” természetesen csak akkor van értelme, ha n=3. Viszont az
n=2 esetben nincs is rd sziikség, mert (6. 6) és (6. 7) megegyezik, mindkét esetben a

6.8 24[f(z, %) —f(2), f(z)] = 0

egyenletre egyszerlisddnek. Erre a specidlis esetre késGbb még visszatériink, s a
tovdabbiakban feltessziik, hogy n=3.
A (6.7) egyenlet f(z)Z0 miatt a 2. 1. korolldrium szerint csak az

6.3.8) [+ = 2 b2, "f§11bi|>o (k=1,2,...,n—2),

6.3.B) FExD—f@) =2 G (OF @), kz la,(6)] =0
esetekben dilhat fenn. :

6. 3. A. Mivel feltevésiink szerint f(z) 0, ezért a (6. 3. A) eset a 6. 2. korol-
larium alapjdn figyelmen kiviil hagyhatd.

6.3. B. A mdsik eset vizsgdlatdt azzal kezdjiik, hogy a (6. 6) egyenletet most
rendre az f(z)"~ !, f(z)""2, ..., f(z)* fiiggvényekkel ,,bovitjiik”. Igy a kovetkezd
egyenleteket nyerjuk

n—2

5 (1) At s ot — 0t st e = o,

k=1

2 ( ]A[f(zl*’)" —k_ fOPE, Sz, ) Sz = 0,

6.9 ( ] AL %107 = FQP=, Jel™", 2, o f ] = 0.

Mivel (6. 4) szerint
ALfz)" 0 fE)" 2 o, Sz D] 2 0,

ezért (6. 9)-bbl a 2. 2. korolldrium szerint
n—1 . n—1
(6.10) S k=t —fey ! =._Zl b, (01 (z), —21 16 (1)| =0

kovetkezik. Helyettesitsilk most a (6. 3. B) egyenletet (6. 10)-be:

n— n—1
6. 11) f(z)+k,=2:ak<r>f(z)*1"-l =7+ 2 BrG,

mely egyenlet tehdt minden z, 1€ Qq(%) elempdrra érvényes. Tekintsiik most a
bal oldalon az f(z) fiiggvény legnagyobb kitev§jii hatvdnydt, ez éppen

@p- 1 (O LA

ilyen hatvdny egyik oldalon sincs t6bb. Ekkor viszont a,_,(¢) =0, mert ha volna
olyan 1,€Qq(%), melyre a,_;(t,) 0 fenndll, akkor ezt a 1, értéket (6. 11)-be
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helyettesitve azt kapndnk, hogy f(z) gy6ke egy konstans egyiitthatéju valédi (n — 1)3-

foku algebrai egyenletnek, amit viszont f(z)20 miatt a 6. 2. korolldrium kizdr.

Az a,_,(¢) =0 ismeretében hasonléan okoskodhatunk a,_,(¢t)-re, majd az a,_5(¢), .
a,_4(1), ... egylitthaté-fiiggvényekre is mindaddig, mig f(z) mindenkori legnagyobb

kitevgjili hatvdnya csak egy van, s ez éppen

a, (ty"~! f(z)<= 1,
tehdt mig k(n—1) > n—1, azaz k=2. Igy a,(t)=0, ha k=2 és (6. 3. B) az
(6. 12) fz*1t) = a ()f(2)+£(1)
egyenletre egyszeriisodik.
Ugyanezt kapjuk az n=2 esetben is (6. 8) alapjdn, tehdt (6. 1)-b&l bdarmely

n=2 természetes szdm esetén az f(z)Z0 feltevéssel a (6. 12) egyenlethez jutunk.
Innen a bal oldal szimmetridja alapjdn a szokdsos mddon

Ala (1), fE )]+ 41f(z), 1] = Ala;(z1) =1, f(z)] = 0
irhato, tehdt f(z)0 miatt

a,(z2)—-1 = af(z) (a=konst.),
s (6. 12)-b4l az

(6. 13) [z % 22) = af(z)f(z) +f(z,) +1(z2)

egyenletet nyerjiik.
Legyen végil (6. 13)-ban z, =z, =z és (6. 1)-et is figyelembe véve

[af(2)* +2f ()" = 21 (2)",
(6.14) af(z)?" + "2_'1 ok (n) @ )Pk =0
=1 \k

irhatd, de a 6. 2. korolldrium szerint f(z)#0 esetén

A @), f@) o f@)y 1 # 0

is fenndll, tehdt (6. 14)-ben sziikségképpen a=0. Igy (6.13) valéban a (2.23)
Caucny-egyenletre egyszerlisodétt, amivel a tétel bizonyitdsdt befejeztiik.

(Beérkezett: 1965. XII. 23.)
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