VIZSGALATOK A LINEARISAN KOMPAKT GYURUK
ELMELETEBEN, IL*

frta: WIEGANDT RICHARD

II. Linedrisan kompakt radikalmentes gyiiriikr6l

5.8. Féligegyszerii linearisan kompakt gyiiriik jellemzései I.

Ebben a §-ban tulajdonképpeni célunk egy féligegyszer{i linedrisan kompakt
gyliri R-modulusokkal vald jellemzése. Ehhez elGkésziiletként kimutatjuk, hogy
linedrisan kompakt gy(lirlik radikdlja zdrt, tovdbbd ismertetjiik a mdsodik Wedder-
burn—Artin-féle strukturatétel LEPTINtS] szdrmazé dltaldnositdsdt, amely a topold-
gikusan egyszer(i linedrisan kompakt gylriiket jellemzi.

Emlékeztetlink arra, hogy egy R gylirl linedrisan kompakt, ha mint R-modulus
linedrisan kompakt. Minthogy az R-modulusok linedris kompaktsdga az el6z8
§-ban tdrgyaltaknak specidlis esete, azért alkalmazhatjuk az ott bebizonyitott dlli-
tasokat.

5,1. dllitds. ([18] Satz 8) Linedrisan kompakt gyiirii Jacobson-radikdlja zdrt.

Jelolje J az R linedrisan kompakt gy(irli Jacobson-radikdljat. Minthogy J
tartalmazza R-nek Osszes kvdzireguldris balidedljdt, azért elegend§ kimutatni,
hogy J-nek J lezdrtja kvdzireguldris. Az 4llitds bizonyitott lesz, ha kimutatjuk, hogy
J tetszbleges a elemének van bal-kvdziinverze.

Legyen U={U,} az R Osszes nyilt balidedljdbol dlié filter, és tekintsiik az
Osszes

H,={x¢R|x+xacU,}

halmazt. Vildgos, hogy H, balidedl. Minthogy U, nyilt, azért zdrt is, igy ha vala-
milyen y€R elemre y¢ H,, azaz y+yad¢U,, akkor Itezik y+ ya-nak olyan V
kornyezete, amely U,-hoz diszjunkt, az &sszeadds €s a szorzds folytonossdga miatt
tehdt van y-nak olyan W kdornyezete, amely H,-hoz diszjunkt. Ezért H, zdrt bal-
ideal.

Tekintsiik ezutdn minden U,(€U)-hoz az

F,={f,€R|[f,0acU,}

halmazokat. Egyik F, sem lires, ugyanis ¢ €J miatt minden a+ U, mellékosztdly
tartalmaz b€J elemet. b bal-kvaziinverzét f,-val jelolve fenndll

foa =fy+a+fva6fy—|—a+ U,+f,(@a+U) =
=f,+tb+f,b+U, = f,0b+ U, = U,,

* A dolgozat I. része az MTA Mat. Fiz. Oszt. Kozl 16 (1966) 239—267. oldalain jelent meg.
A teljes irodalomjegyzéket is az elsé részhez csatoltuk.
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334 WIEGANDT R.

tehdt valéban f, € F,. Mdsrészt minden F, H,-nak egy mellékosztdlya, mert ha
f, és fy€F,, akkor érvényes

S+ Uy —fa=Ffoa—fieacl,,
és ezért H, definicidja szerint f, —f,€ H,.

Nyilvanvalé, hogy F={F,} filtert alkot, mégpedig zdrt balidedlok szerinti
mellékosztdlyokbdl dllo filtert. Ezért a feltevés szerint van olyan f€ R elem, amelyre
SEIF érvényes. Minthogy bdrmely y indexre f€F,, ezért f felirhaté f = f,+h,
(hyeHy) alakban, és fennadll

foa = (f,+h)oa =f,+h+a+fa+ha=

= fyoa+(h,+ha)cU,.
Mivel ez minden y-ra igaz, azért
foac N U=0
Ueu

érvényes. []
Az 5, 1. dllitdsbol kozvetleniil folyik, hogy bdrmely topoldgikusan egyszerd
linedarisan kompakt gylirli egyuttal féligegyszeri is.

5,2. tétel. ([18] Satz 12). Egy R linedrisan kompakt gyiirii akkor és csak
akkor topolégikusan egyszerii, ha egy ferdetest feletti vektortér teljes endomorfiz-
musgyiiriijével izomorf. Linedrisan kompakt topoldgikusan egyszerii gytirii L-kompakt.

Legyen R topoldgikusan egyszerli. Ekkor R-nek létezik nem bal-kvazireguldris
a eleme. Az

A={y = x+xa| xER}
halmaz R-nek nyilvdn balidedlja. A
P.(x) = x+xa (x€R)

leképezés R-nek A-ra valé folytonos endomorfizmusa, ezért a 4, 7. és 4, 6. dllitds
miatt 4 R-ben zdrt. Mivel a nem bal-kvdzireguldris elem, azért biztosan a§ A4, és
igy létezik olyan L nyilt balidedl, amely maximdlis arra a tulajdonsdgra nézve,
hogy A-t tartalmazza, de a-t nem.

Tegylk fel, hogy egy L’ balidedl tartalmazza L-et valédi mdédon, akkor tehdt
a€cl’. Mdsrészt AS L’ miatt barmely x€ R elemre '

x =(x+xa)—xacL+L = L.

Ezért L’=R és L R-nek maximdlis balidedlja. Jeloljik M-mel az R/L faktormodu-
lust. Ez, L maximalitdsa miatt irreducibilis R-modulus. Tekintsiik minden mée M
elemhez az

N,={réR|rm=0}

halmazt. Kénny( ldtni, hogy ez balidedl, mégpedig L nyilt volta miatt nyilt bal-

idedl. Ezért N=[) N,, zdrt és egyuttal kétoldali idedl is. A feltétel szerint csak
meM

N=0 vagy N=R lehetséges. Az utébbi esetben R?CS L, tehdt R% = R kovetkezne
és R topoldgikus egyszeriisége miatt R2=0 dllna fenn, ami azt jelentené, hogy R
radikdlgyliri. Ezért csak N =0 lehetséges, és igy R elemei M-nek endomorfizmusai.
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Jelslje K M-nek R-rel felcserélhet§ endomorfizmusainak a halmazdt. Minthogy
K elemei R-rel felcserélhetGk, azért feltehet8, hogy K M-nek jobboperdtortartomanya.
Mivel M irreducibilis, azért a felcserélhetGség miatt csak My=0 vagy M(y€K)
lehetséges. Igy a y #0 esetben M-nek 6nmagdra vald leképezését kapjuk. Ker y=0
vagy M miatt pedig vildgos, hogy bdrmely y#0 M-nek automorfizmusa. K tehdt
ferdetest, M pedig egy K feletti vektortér.

Alkalmazzuk JACOBSON siiriiségi tételét (3. 7. tétel), azt kapjuk, hogy R, mint
az M irreducibilis R-modulus endomorfizmusainak a gyiirdje, s{irii M 6sszes K-val
felcserélhetd endomorfizmusainak az R* gyiiriijében. M mint irreducibilis R-mo-
dulus diszkrét és L-kompakt, igy R* éppen M hiperfolytonos endomorfizmusai-
nak a gyfirije, amely a 4, 26. &llitds szerint szintén L-kompakt.

Ha az N,, (m¢€ M) balidedlok dltal generdlt N filtert tekintjiik R-ben bdzis-
filternek, akkor ezéltal ugyanazt a topoldgidt vezetjiikk be R-ben, mint amit az R*
hiperfolytonos endomorfizmusok gyiriijének a topoldgidja R-ben, mint altérben
indukdl. Mivel R eredeti topoldgidjaban minden N,, nyilt volt, azért az N dltal
bevezetett topoldgia az eredetinél durvébb linedrisan kompakt topoldgia. Feltehet-
jik, hogy R-ben régtén a legdurvabb linedrisan kompakt topoldgidt védlasztottuk,
mivel ezdltal a zdrt balidedlok viltozatlanok maradnak (4, 15. dllitds). Most tehadt
a két topoldgia R-ben megegyezik, ezért a 4, 6. dllitds szerint R R*-ban zdrt. Mint-
hogy pedig R R*-ban sir(i, azért R= R*. Azt is lattuk, hogy R L-kompakt.

Legyen most R egy K ferdetest feletti M vektortér teljes endomorfizmusgyitiriije.
M nyilvdn irreducibilis R-modulus és a diszkrét topoldgidban linedrisan kompakt.
A 4,25, dllitds alapjdn R is linedrisan kompakt.

Tekintsiik R-nek egy tetszbleges r 0 elemét. Ekkor 1étezik olyan m¢€ M elem,
hogy rm=0. Ha x>0 ¢és y tetsz8leges M-beli elemek, akkor 1éteznek olyan s, 1€ R
endorfizmusok, hogy sx=m és t(rm)=y legyen, tehdt (¢rs)x=y. Ezért az r elem
dltal generdlt RrR idedlra nézve M irreducibilis. Ismét JACOBSON siiriiségi tételei

alapjan RrR R-nek siir(i részhalmaza, ezért RrR=R és igy R topoldgikusan egy-
szerl. []

5,3. tétel. Legyen R linedrisan kompakt gyiirti. A kovetkezé feltételek ekvi-
valensek: ‘

a) R radikdlmentes;

b) R izomorf ferdetestek feletti vektorterek teljes endomorfizmusgytiriiinek
komplett direkt Gsszegével;

¢) bdrmely unitér* linedrisan kompakt R-modulusban a maximdlis nyilt rész-
modulusok metszete 0,

d) bdrmely unitér linedrisan kompakt R-modulus minimdlis részmodulusok
komplett direkt dsszege;

e) bdarmely

\ 0+-A4A-~-B~C-0

exakt sorozat szétesé, ahol A, B, C unitér linedrisan kompakt R-modulusok, a leké-
pezések pedig folytonos homomorfizmusok;

) bdrmely unitér lineqrisan kompakt R-modulus projektiv;

g) bdrmely unitér linedrisan kompakt R-modulus injektiv.

* Egy M R-modulus unitér, ha R egységelemes, és R-nek e egységelemére teljesiil em=m
(meM).
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Kiegészités: Féligegyszerii linedrisan kompakt gyiirti L-kompakt. Ez az 5, 2.
tétel, az 5, 3. tétel b) feltétele és a 4, 22. dllitds miatt trividlis.

Azdltal, hogy a c)—g) feltételekben szereplé modulusok unitér modulusok,
feltessziik, hogy az R operdtortartomany egységelemes.

Az a), b) és d) feltételek ekvivalencidjat LEpTIN bizonyitotta be ([18] Satz 13 és [19] Satz 1).
Ezek az allitasok a féligegyszeri Artin-gy(iriikre vonatkozd Wedderburn—Artin, illetve Noether-féle
jellemzések altalanositdsai. A féligegyszerii linedrisan kompakt gyliriiknek ¢), e}, f) és g) tulaj-
donsagokkal valo jellemzése a diszkrét esetbdl ismert tételek altalanositasa. (Vo.: JANs [9] 12. oldal
és KerTEsz [14] Satz S és 6 ill. [15] 27. és 28. tétel). A bizonyitasnak a)=>b) és ¢ )=>d) részében lénye-
gében LepTint kovetjiik.

Bizonyitds. a)=b) Az 5, 2. tétel szerint elegendd kimutatni, hogy ha az
R linedrisan kompakt gylir(i radikdlmentes, akkor topoldgikusan egyszerli gyiirik
komplett direkt Osszege. Ennek a bizonyitdsdhoz sziikséglink lesz a kovetkez8
segédtételre.

5,4. segédtétel. Ha Jy, ..., J, az R linedrisan kompakt gyiiriinek kiilonbézé
maximdlis zdrt idedlja, akkor

{Jln‘..n-]i_l,]i} :R (i:2,...,l‘).
Teljes indukdcioval kimutatjuk, hogy érvényes
{Ilm...ﬁji_l,Ji} = R (i:2, ...,r).

Ez az i=2 esetben trivialis. Legyen ezutdn i=>2, és tegyiik fel az allitds helyességét
j=i-re. Tekintsik az {J, N ...NJ;_y, J;} idedlt. A 4, 8. éllitds miatt ez zdrt, és igy
vagy Ji-vel vagy R-rel egyezik meg. Tegyiik fel, hogy J;-vel egyezik meg. Ekkor
az R/J;N...NJ;_, faktorgyliriiben J;/J,N...NJ;_y (j=1,...,i—1) maximdlis
zart idedlok, amelyekre az indukcids feltevés szerint fennall

{(Jl/Jlm..- ml]i_l)m.-- m(]j_l/]lﬂt'tﬂl]i_l),l]j/!]lﬂn-l mJi._l}':R/Jln... mJi_.l
(j=2,...,i—1), tovdbbd érvényes )
(Jl/Jlm...ﬂJi_l)m...m(Ji_l/Jlﬂ...m.]i~1) = 0.

Ezért alkalmazva a 3, 4. éllitdst, azt kapjuk, hogy R/J,MN...MJ;_; algebrailag és
topoldgiailag izomorf az

R/Jlﬂ...ﬂ.]i_l/ R/Jlﬂ...ﬂJ,-_l/

TN N B ® T T 0.0y

direkt Osszeggel, azaz az
RIJ,®...HR/J;-,

gylriivel. Jeloljik ¢-vel R/J, N...NJ;_y-nek R/J; &®...®R/J;_,-re valé izomorf
leképezését és @-vel R/J;...(\J;_;-nek R/J,-re vald felbontdsi homomorfiz-
musdt. J;/J; N...NJ;_ linedrisan kompakt és zart idedl, ezért o(J;/J; N...NJ;_,)
is zdrt idedl R/J;-ben. De R/J; topoldgikusan egyszerti, ezért @(J;/J;MN...NJ;_y)
csak 0 vagy R/J; lehet. A O esetet azonban ki kell zirnunk, mert abbdl J; S J;(j <)
kovetkezne, ami lehetetlen. Ezért minden j-re ¢;(J;/J; N ...NJ;_,) = R/J;. Mds-
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részt R/J;, mint topologikusan egyszerli linedrisan kompakt gyiirli, az 5, 2. tétel
szerint egységelemes. leldljiik ezt e;-vel. Ekkor tehdt érvényes

(p(Ji/Jlm...mJi_l)ej = R/JJ (i = 1, 2, ...,i_l)\
vagyis
(p(Ji/Jlﬂ...ﬂJi_l) = R/Jll@...®R/Ji_1.

Ebbdl viszont J;= R kovetkezik, ami szintén lehetetien.

Most ratériink annak -a bizonyitdsdra, hogy egy R radikdlmentes linedrisan
kompakt gyfirii topoldgikusan egyszeri linedrisan kompakt gyiliriik komplett di-
rekt Osszege.

Tekintsiink egy M irreducibilis topolégikus R-modulust, és jeldljik T-vel
M balannihildtorainak az idedljat, azaz a

T={tcR|tM=0}

halmazt. Ha z¢ T, akkor van olyan mé M elem, amelyre zm =0, és az operdtor-
szorzat folytonossdga miatt létezik z-nek olyan U kornyezete, amelyre 04 Um,
tehat UNT = @, ésigy T zdrt. Az R/T faktorgyiirii az M irreducibilis R/T-modu-~
lusnak endomorfizmusaibdl dll, mi t&bb, figyelembe véve, hogy M és R/T linedrisan
kompakt, a sfirliségi tételbdl kovetkezik, hogy R/T M-nek teljes endomorfizmus-
gylirlije. Ezért R/T topoldgikusan egyszerii, T tehdt R-ben maximadlis zdrt idedl.

Minthogy R radikdlja az Gsszes irreducubilis R-modulus annihildtoridealjanak
a metszete, azért az elGbbick szerint R Osszes maximadlis zart idedljdnak a metszete
benne van R radikdljaban. De R radikdlmentes, ezért a maximadlis zdrt idedlok met-
szete 0.

Tekintsiik R sszes maximalis zdrt idedljanak a I halmazét és jeldljiik R-sal

a > R/J komplett direkt Osszeget. Minthogy (] J=0, azért a 2, 1. tétel miatt
Jer Jer
R izomorf az R/J faktorgyiiriiknek egy szubdirekt Gsszegével. Ha ¢, jeloli R-nek

R/J,ra valé természetes homomorfizmusdt, akkor tehat vildgos, hogy
P(x) = 2 9,(x)

R-nek R-ba valé folytonos homomorfizmusa. Minthogy ¢(x)=0 azt jelenti, hogy

@,(x) =0 minden J,€I'-ra, azért ebben az esetben x¢€ (| J=0 érvényes, és igy
Jer

¢ egy-egyértelmii leképezés. Most megmutatjuk, hogy Im ¢ R-nek sfirli részhal-
maza. Tekintsiik ugyanis I'-nak egy véges J,, ..., J, részhalmazdt és legyenek
V;€R/J; (i=1,...,r) elSre adott tetsz8leges elemek. Minthogy az 5, 4. segédtétel

szerint

{NJ;J} =R

J#i
azért léteznek olyan x,€ NJ; (i=1,...,r) elemek, amelyekre ¢;(x)=y;. Az

j#i

x = x;+...+x, elemre pedig érvényes ¢;(x)=¢;(x;)=y;, tehdt R-ben létezik
olyan x elem, amelyre véges sok i értékre ¢;(x) el6re megadott értékeket vesz fel;
Im ¢ tehdt sliri R-ban.
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Mdsrészt ¢ folytonos homomorfizmus és R linedrisan kompakt azért a 4, 7
és 4, 6. 4llitdsbl kovetkezik, hogy Im ¢ R-nak zdrt részgyfirije. Igy tehdt Im ¢ =

Feltehetd, hogy R-nek a topoldgidja legdurvdbb linedrisan kompakt topo-
16gia. Tekintsiik a I' dltal generdlit C filtert és egy U = {U} R-beli bdzisfiltert. Az U+ C
(UeU, Ce C) balidedlok nyilvdn egy V filtert alkotnak, és |V =0. Ha V-t tekint-
jik R bdzisfilterének, akkor ezaltal az U dltal meghatdrozott topoldgidndl durvdbb
topologiat kaptunk, ezért a feltétel szerint V az U-val ekvivalens topoldgidt indu-
kal; igy minden U, € U balidealjhoz van olyan U 4- C € V balideal, amelyre U+ C S U,
tehdt CS U,. Azt nyertiik, hogy ha U, R-nek tetszéleges nyilt balidedlja, akkor
van véges sok olyan J,, ..., J, maximadlis zdrt idedl, amelyre fenndll J, N...NJ, =
=CcU,.

Az Uo balidedlnak R/J-ben az {U,, J}/J balidedl felel meg, és amennyiben
J=Jy, .. J,, ugy az 5,4. segédtétel miatt {U,y, J}2{(J;N...NJ,), J}=R érvé-
nyes. Ezért 2’ {UO,J}/J R-nek olyan nyilt balidedlja, amelyre fenndll ¢(Ug)=2

=2 2 {Uy, J}/J igy @ nyilt leképezés. Ezzel kimutattuk, hogy R algebrai és topo-

log1a1 értelemben topoldgikusan egyszerli linedrisan kompakt gyliriik komplett
direkt dsszege.
b)=c). Legyen R= 2> R,, ahol R, egy K, ferdetest feletti V, vektortér teljes

endomorfizmusgyliriije, és legyen M egy linedrisan kompakt R-modulus.

Tekintsiik V,-nak egy v elemét és K,-nak vK,-ra torténé homomorfizmusdt; a
v~0 esetben, mivel K, ferdetest, ez izomorfizmus. Jeldlje e € R, azt a linedris transz-
formaciot, amelyre ev =v, azaz vK,-t 6nmagdba viszi, €s az Osszes vK,-n kiviili vek-
tort O-ba képezi le. Kimutatjuk, hogy R,e R-nek minimdlis balidedlja. Ha ugyanis
L olyan balidedl, amelyre 0 L < R.e, akkor L-nek bdarmely /0 elemére /=re
miatt /v#0, / tehdt vK,-nak FV,-ba torténd izomorfizmusa, mikézben az &sszes
t6bbi vektort 0-ba viszi. Jelolje k V,-nak azt az endomorfizmusdt, amely /v-t
v-re képezi, és az Im /-en kiviili vektorokat 0-ba. Ekkor nyilvin e=kI/€ L, ami-
b6l R,e= L kovetkezik. R,-nek tehdt van minimadlis balidedlja. Mivel R, topold-
gikusan egyszerii, és R,-nak B, baltalpa 0-t6} kiilonboz48 idedl, azért B, siirli R -ban.
R,t, és igy R-et is, tehdt minimalis balidedlok generdljak.

Jelslje U M-nek egy tetszdleges nyilt részmodulusdt és legyen O=m’ € M’ =
=M/U. Ha A jeloli az

={reR|rm" =0}

halmazt, akkor A R-nek nyilt balidedlja és R-rel egyiitt R/A-t is minimadlis rész-
modulusai generdljdk. Minthogy R/A = Rm’, ezért Rm’-t és vele egyitt M’-t is
minimdlis részmodulusok generdljdk. Ezért a 4, 10. 4llitds szerint M’ véges sok
minimdlis részmodulus dirckt Gsszege. Igy M- ben van (véges sok) olyan maximadlis
részmodulus, amelynek a metszete 0. Attérve M’-bSl M-re azt kapjuk, hogy M-
nek barmely U nyilt részmodulusa M maximdlis nyilt részmodulusainak a met-
szete. Mivel pedig NU=0, azért M Osszes maximdlis nyilt részmodulusdnak a
metszete 0.

¢)=>d). M maximdlis nyilt részmodulusainak egy A rendszerét fiiggetiennek
nevezziik, ha bdrmely véges sok N,, ..., N,€A4 részmodulusra M/(N,(V...NN,)
minimdlis részmodulusoknak r-tagi direkt Osszege. Fiiggetlen rendszer mindig
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létezik, mert egyetlen maximdlis nyilt részmodulus nyilvdn ilyet alkot. Ha A4 fligget-

len rendszer és (| N=0, akkor A-t kibGvitjiik a koévetkez8képpen egy tovdbbi
Nec4a
maximalis nyilt balidedl hozzdvételével. Legyen N olyan maximdlis nyilt balidedl,

amelyre (| NEN. A feltétel szerint ilyen N létezik, jeldljik A”-vel az N-nel ki-
Ned
egészitett 4 rendszert. 4 barmely véges N,, ..., N, elemeire fenndll ﬂNigN, te-

hdt {C]Ni, N}=M, és érvényes
0= M/N = {ON,—,N}/N = ONi/(O N;NN,)
ezért (]Ni/((]NiﬂN) minimdlis részmodulus. Madsrészt érvényes
M/ONi = {ONi,N}/ri]Ni = N/(ON,- ﬂN,)

és igy A fiiggetlensége miatt N/(NN; N\ N) minimdlis részmodulusoknak r-tagn di-
rekt Gsszege. Minthogy pedig

M/(NN:NN) = N/(NN; N)+ NN/ (NN O N,)

azért M/(NN;NN) minimdlis részmodulusoknak r-+1 tagi direkt Gsszege.

Ezért A’ fliggetlen rendszer. Az eljdrdst folytatva eljutunk egy A4, maximélis fiig-

getlen rendszerhez, amelyre mdr [) N=0 érvényes.
N¢€ 4o
Feltehets, hogy M-ben a t topoldgia a legdurvdbb linedrisan kompakt topo-

l6gia. Jeloljik D-vel a 4, dltal generdlt filtert. {DS (| N=0 miatt D-t tekinthet-
. Ne€do

juk egy 1, topoldgia bazisfilterének, és mivel D elemei t-nyilt részmodulusok, azért

T=1, érvényes, tehdt t=1,. Ekkor a 4, 13, dllitds szerint az M,=M/U, (U,€D)

modulusok olyan Q inverz-rendszert alkotnak, amelynek limesze algebrailag és

topoldgiailag izomorf M-mel. Mdsrészt M, A, fiiggetlensége miatt véges sok mi-

nimdlis részmodulus direkt dsszege. Ha o> f, azaz U, c Uy, akkor feltehetS, hogy
i

. k k
U= N; és U,= [\ N; (k=1; N;€4,). Konnyli ldtni, hogy M,=M/ (|} Nr-nek
i=1 i=1 i=1
! k
My=M/ (| Nyre tortén8 homomorfizmusdndl az M,,= () N,/ ([} N; minimdlis
i=1 j#i i=1
; -
részmodulusnak a képe 0, ha i=/, illetve az My, = [\ N;/ {1 N; minimdlis rész-
i#j=l i=1
modulus, ha i=/. Az M, és M, modulus viszont éppen ezeknek az M,-knek
illetve My -knek a direkt Osszege. lgy az Q rendszer az M-k dltal alkotott €
rendszerek direkt 6sszege. A 3, 5. dllitds kdvetkeztében érvényes

M=1limQ = > limQ,
Minthogy az Q; rendszer modulusai, amennyiben 0-tél kiildnbéznek, izomorf
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egyszeri modulusok, azért lim Q;= M, is egyszerli modulus. KovetkezSleg algebrai

és topoldgiai értelemben é;v_ényes az M= >'M, izomorfia, amivel kimutattuk a
i

d) feltétel teljestlését.

Megjegyezziik, hogy a ¢)=d) bizonyitasanak befejezd részét ugyanigy elvégezhettiikk volna,
mint ahogyan azt az a)=b) bizonyitasianal tettik.

d)=-¢) Tekintsiink egy tetszGleges olyan
0-432BLc-o0

exakt sorozatot, amelyben A, B, C unitér linedrisan kompakt R-modulusok, a le-
képezések pedig folytonosak. Azt kell kimutatnunk, hogy ekkor Kerf=Ima
B-nek direkt Osszeadanddja. MindenekelGtt megjegyezziik a d) feltétel és a 4, 22.
dllitds kovetkeztében a tekintett modulusok L-kompaktok.

Minthogy fenndll B/Ker f==C, azért a feltétel szerint érvényes a

M B/Ker § = > (B,/Ker B)
verl

direkt felbontds, ahol B,/Ker 8 B/Ker fi-nak minimdlis részmodulusa és f folytonos-
sdga miatt B, B-nek zdrt részmodulusa. A feltétel szerint Ker -t és valamennyi
Bt (y€I') minimdlis részmodulusaik generdljdk, ezért Ker fC B, miatt Iétezik
minden B,-hoz egy olyan D, minimdlis részmodulus, amelyre a Ker 8 és D, dltal
algebrailag generdlt {Ker §, D,} benne van B,-ban és Ker fD,=0. Masrészt
B,/Ker f egyszerii, ezért _

(2) {Ker 8, D,} =8B, (yer).

Jelolie D a Dk (y€T) dltal generdlt részmodulus lezdrtjat. A 4, 8. allitds szerint
{Ker B, D} B-ben zirt, ezért figyelembe véve (1)-et és (2)-t el 4ll

{Ker §, D}=B.
Masrészt

{Ker 8, D}/Ker f = B/Ker f = > B,/Ker f = 2> {Ker, D,}/Ker f
yer s€r

miatt egy x€ B elemre x € Ker S D csak akkor dllhat fenn, ha x=0. Ezért Ker §
és D algebrailag direkt Osszeget generadl, tehdt B = Ker f+ D. Minthogy a

p:Ker +D—~B

izomorfizmus nyilvdn folytonos, azért az L-kompaktsdg miatt ¢ nyilt is. Ezzel be-
bizonyitottuk, hogy B-nek Ker f algebrai és topoldgiai értelemben direkt Ossze-
adanddja, azaz a 0~ A4 - B—~C—~0 exakt sorozat szétess.
e)=f) Tekintsiink egy olyan
M

(o

A5 B-~0
diagramot, amelyben az A - B0 sorozat exakt. Ekkor

0—->Kere ~A45B~0
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szintén exakt sorozat, igy a feltevés folytdn szétess. Kovetkezoleg létezik A-nak

Ker a @ B-re tortén8 B nyilt-folytonos izomorfizmusa. fgy a p=! inverz leképezés
is folytonos és az

"

B4 ;'

A>B-0

@

diagram kommutativ, tehdt M projektiv.

fy=a) Jelolje J az R gyfir{i radikdljdt. A feltétel szerint R, mint R-balmodulus
linedrisan kompakt, ezért az 5, 1. dllitds miatt J zdrt és az R/J fektorgylir{i szintén
linedrisan kompakt. Jel6lje ¢ az identikus leképezést, és tekintsiik az

R/J
N
R=R/J -0

diagramot. A feltétel szerint R/J projektiv, azért létezik R/J-nek, mint R-modulus-
nak egy R-be valé ¢ folytonos izomorfizmusa, 0gy, hogy fenndlljon ap =:. Bebi-
zonyitjuk, hogy most érvényes az

3 R=Im¢p+J (J=Ker a)
algebrai direkt felbontds. Legyen ugyanis r E R, ekkor érvényes
po(ry=a€lm ¢
afr—a) = a(r)—oagpa(r) = a(r)—a(r) = 0.

KovetkezSleg r—a€Ker o, és igy minden r€ R elem
r=a+b (aclm g, bcKera)

alakba irhatd. Tegyiik fel, hogy az @'€Im ¢ és b’€Ker a elemekre a’+5" = 0.
Ekkor

0 =a(@+d) = a(@).
Mivel a’€Im ¢, azért létezik olyan R/J-beli ¢ elem, amelyre ¢(c)=da’, és fenndll
O0=ua(a)=ap(c)=c

amibdl a’=@(c)=0 kovetkezik; ekkor azonban b =0 is teljesiil. Ezzel kimutat-
tuk, hogy (3) valéban teljesiil.

Minthogy R egységelemes, azért a (3) moduluselméleti direkt felbontds kévet-
keztében a J radikdlnak van e jobbegységeleme.

Most mdr elegend6 kimutatni a

5,5. segédtételt. Ha egy R gyiirii J radikdlja jobbegységelemes, akkor J=0.

Je‘éljﬁk ugyanis e-vel J jobbegysegelemet Ismeretes, hogy J maga radikal-
gylirli, ezért minden eleméhez, igy —e-hez is, létezik olyan y€J eleme, amelyre
yo(—e)=0, azaz y—e—ye = —e = 0.
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Azt a tényt, hogy R egységelemes és a modulusok unitér modulusok, eddig
csupdn itt haszndltuk fel.
A hdtralevd részben az e¢)=f) és f)=a) részekhez analdég meggondoldsokat

végziink.
e)=g) Tekintslink egy olyan
0~4>8B
*}
M

diagramot, amelyben a 0 -4 — B sorozat exakt. Ekkor
0-A=>B~BIma—~0

is exakt sorozat, ezért a feltétel szerint szétesG, azaz érvényes B=A @ (B/Im ). Je-
16lje B B-nek A-ra torténd felbontdsi homomorfizmusdt. Ez nyilvdn folytonos és a

0-4>%B
of ¥
i A
M,
diagram kommutativ, tehdt M injektiv.

g)—=a) Legyen J ismét R radikalja. A feltétel szerint J injektiv, ezért [étezik egy
olyan ¢ folytonos izomorfizmus, hogy a

0—-J>%R
!lA
J

diagram kommutativ. Kimutathatjuk, hogy most érvényes az
R =Kergp+J (J=Ima)

direkt felbontds. A ¢ leképezés definiciéjdbdl vildgos, hogy Ker ¢ és J R-et gene-
rdlja. Legyen x€lm a N Ker ¢. Ekkor J=Im a miatt x =u(x), tovdbbd

x=u1x=pa(x)=g@(x)=0.
fgy Ima N Ker ¢=0, é R valdban el8dll a Ker ¢-nek és J-nek, mint balmodulu-
soknak a direkt Gsszegeként. E direkt felbontdsbol kovetkezik, hogy R egység-
elemes volta miatt J-nek van jobbegységeleme. Ezért az 5, 5. segédtétel szerint
J=0 és igy R radikdlmentes. []
6.§. Féligegyszerii linedarisan kompakt gyiiritk jellemzései II.
7

Az 5, 3. tétel alkalmazdsdval kénnyen fogjuk nyerni a féligegyszerli linedrisan

kompakt gyliriik gylirlielméleti jellemzéseit. Ehhez azonban sziikségiink lesz a

kovetkez8 dltaldnosabb érvényli segédtételre.
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6, 1. segédtétel. Egy R egységelemes topologikus gytiriinek bdrmely L zdrt
balidedljara a kovetkezd két feltétel ekvivalens:

(i) L jobbegységelemes;
(ii) L R-nek direkt dsszeadandoja.
A bizonyitds a Peirce-féle felbontdson alapul és ezenkiviil még elemi topoldgiai

meggondoldsokat kell tenniink.
(i)=(ii) jelolje e az L jobbegységelemét és tekintsiik az

.

L'={x|x=r—re, r¢R}

balidedlt. e az L’ balidedlt jobbrdl annihilalja, és forditva, ha e az s€ R elemet jobb--

rél annuldlja, akkor fenndll s=s—se, k&vetkezéleg s€ L’. Ha tehdt s¢ L’, akkor
se #0. A szorzds folytonossdga miatt s-nek van olyan U koOrnyezete, hogy Ue
a 0-t nem tartalmazza. EbbSl UNL' =0 kodvetkezik, és igy RL’ nyilt, vagyis
L’ zart.

L=Le-bdl és L'e=0-bol kovetkezik, hogy LNL =0. Mdsrészt érvényes
r = re+(r—re) minden r€ R elemre, ezért érvényes az

R=L+L

direkt felbontds, ahol L és L’ zdrt balidedlok.

Kimutatjuk, hogy ez a felbontds topoldgiai értelemben is fenndll. Ehhez ele-
gendS bebizonyitani, hogy 0-nak bdarmely U, S L és U, S L kornyezetéhez 1é-
tezik R-ben a 0O-nak olyan W kornyezete, amelyre WS U, + U,. Vildgos, hogy
U =UNL é U,=U"NL’" érvényes alkalmas U, U'S R koérnyezetekkel; ezért
feltehets, hogy Uy =U,NL és U,=U,NL" (U,SUNU’) alaku. Vilasszuk meg
ezutdn W-t, Vi-et és V,-t agy, hogy teljesiilignek a

VieSU,, V,—V,5eEU,, WSV NV,
feltételek. Ekkor egy wé€ W elemre érvényes

we€VieNLSU,NL=U,,
wowe€ (Vo= Vae)\L' S UpgNL = Uj.

Ké&vetkezbleg w = we+(w—we)e U, + U,, amivel az dllitdst kimutattuk.

(i) =(i) Jelolje most e R egységelemét, és legyen R=L®L’. Ha e = ¢, + ¢,
(e, €L,e,€L") az egységelem felbontdsa, akkor a komponensek egyértelmiisége
miatt kozvetleniil ldthatd, hogy Le, =0 és igy e, L-nek jobbegységelems. []

Most mdr be tudjuk bizonyitani a kovetkez§

6,2. tételt. Egy R linedrisan kompakt gyiirii akkor és csak akkor féligegyszerd,
ha jobbegységelemes és teljesiil rd az aldabbi feltételek valamelyike:

a) R-ben a maximdlis nyilt balidedlok metszete 0;
b) R minimdlis balidedlok komplett direkt Gsszege;
¢) R-nek minden zdrt balidedlja direkt dsszeadanddja;
d) R-nek minden zdrt balidzdlja jobbegységelemes.
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Az a), b), ¢) feltételek az 5, 3. tétel c), d), e) feltételnek gyiiriclméleti meg-
felelSi; Artin-gylirlik esetében a d) feltétel a féligegyszerliség GOLDMAN—FUCHS—
SzeLe kritériumdt adja ([5], [6]).

Bizonyitds. Alkalmdzzuk az 5, 3. tételt R-re, mint R-modulusra, ekkor a
féligegyszerliségbdl kovetkezik, hogy R jobbegységelemes és teljesiil a). Tovabbd
a)=b)=c) Is igaz.

Ha R jobbegységelemes és J a radikdlja, akkor a c) feltételbSl kovetkezik,
hogy J R-nek direkt &sszeadanddja, vagyis R=J @ K. Jeldlje e R jobbegységelemét
és legyen e = e, +e, (e;€J, e, €K).

Je, SINK=0

miatt minden x€J elemre teljesiil x = xe = x(e; +e,) = xe;, ezért J is jobb-
egysegelemes és igy az 5, 5. segédtétel folytdn J=0. Igy c)-bsl kovetkezik R félig-
egyszerlisége.

d) és e) ekvivalencidja a 6, 1. segédtétel alapjdn trividlis. {]

7.§. Neumann-regularis linearisan kompakt gyiiriik

A Neumann-reguldris linedrisan kompakt gyiriiket Ggy jellemezhetjiik, hogy
minden f&balidedlja lezdrtjanak (roviden zdart f6balidedljdnak) van jobbegység-
eleme. Ez a jellemzés a diszkrét esetben ismert. (v6. SzAsz F. [24] Satz 2, 6, ill.
[25] 5, 4. Alhtas) Beblzonyltjuk tovdbbd, hogy a linedrisan kompakt gyiiriik koziil
a Neumann-reguldrisok éppen a féligegyszeriiek.

7, 1. tétel. Egy R linedrisan kompakt gyiiriire az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

a) R Neumann-reguldris;
b) R féligegyszerii;
c) R minden zdrt fébalidedljdnak van jobbegységeleme.

Bizonyitds. a)=b) Kimutatjuk, hogy minden Neumann-reguldris gyirii
egyuttal féligegyszerii is (JAcoBsoN [7] Theorem 8). Legyen ugyanis a R radikdljd-
nak egy tetszésszerinti eleme. Minthogy R Neumann-reguldris, azért van olyan
XER elem, amelyre fenndll axa=a. a-val egyiitt —ax is eleme R radikdljanak, igy
—ax kvdzireguldris elem, azaz 1étezik olyan y€ R elem, hogy érvényes y —ax —
—yax = 0. Szorozzuk mindkét oldalt jobbrdl a-val, elddll

ya—axa—yaxa = 0,
azaz
ya—a—ya = 0.

Kovetkezdleg a=0 és igy R radikdlmentes.
b)=>c) a 6, 2. tétel alapjdn trividlis. -
c)=>a) Legyen a R-nek tetszSleges eleme és jeldlje (@), az a elem dltal generdlt

zdrt fGbalidedlt, tovdbbd e Z—a_),-nek jobbegységelemét. Tekintsiik g-nak egy tetszs-
leges U, koérnyezetét; feltehetS, hogy U, = a+ U, ahol U R-nek egy nyilt balidedlja.

MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1966)



VIZSGALATOK A LINEARISAN KOMPAKT GYURUK ELMELETEBEN, II. 345

A szorzds folytonossdga miatt létezik olyan V nyilt balidedl R-ben, amelyre fenndll

VS Ués VeCU. ec (LT)I miatt e + V tartalmaz (a),-beli elemet, legyen az e’ = na+ra
(n egész, rc R). Legyen x, = ne’+e’r, ekkor érvényes

x,a = (n(na+ra)+(na+ra)r)a = n*a*+nra* +
+nara+rara = (na+ra)* = e’?’c(e+V)* =

=e+eV+Ve+ V2 C e+ U

Jelolie Z(U) a Z(U)={z€R | za€ U} halmazt. Mivel bdrmely y, z€ Z(U) és r€R
elemre érvényes
(yxz)a = yatzac U,

(rz)a=r(za)e RUC U,

azért Z(U) balidedl. Legyen x¢ Z(U), ekkor van olyan a€ R elem, hogy xa¢ U.
Mivel U nyilt és igy zdrt is, azért x-nek van olyan U, kérnyezete, amelyre U,a N\ U=6,
kovetkezSleg U, NZ(U)=9. Igy Z(U) zdrt balidedl.

Tekintsiikk Z(U)-nak F(U) = x,+ Z(U) mellékosztdlydt. Ha x¢€ F(U), akkor
xa€(x,+ZU))a = x,a+Z(U)aSe+ U,ésigy F(U) bennevanaz {x€ R | xace+ U}
halmazban. A tartalmazds forditva is fenndll, ha ugyanis x€{x¢ R |xace+ U},
akkor (x —x)a = xa—x,a€e+ U—(e+U)CS U és igy x—x,€ Z(U), kbvetkezd leg
x€ F(U).

Legyen U R-nek egy bazisfiltere, és tekintsiik az F={F(U) | U€ U} rendszert,
koénnyi ldtni, hogy F filtert alkot, mégpedig zdrt balidedlok szerinti mellékosztdly-
bol 4ll6 filtert. R linedris kompaktsdga miatt létezik egy x, € |F elem, és érvényes

xoa€[) (e+ U) = e. Ebbdl kovetkezik, hogy axq,a=a. Minthogy pedig a tetszd-
veu

leges elem volt, azért R valéban Neumann-reguldris. []
Itt jegyezziik meg, hogy a)=-c) kovetkeztetés helyessége minden topoldgikus
gylirliben érvényes és kozvetleniil bizonyithatod.

8.§. Lokalisan linearisan kompakt gyiiriikrol

"~ 8,1. definicid. Egy R topoldgikus gylirlit lokdlisan linedrisan kompaktnak
neveziink, ha R-nek van olyan L ;<0 nyilt balidedlja, amely, mint R-modulus, linedri-
san kompakt.

Az aldbbi példa azt mutatja, hogy egy lokdlisan linedrisan kompakt gyfir{i nem
sziikségképpen linedrisan kompakt, még akkor sem, ha torténetesen féligegyszeri is.
Tekintsiink egy R; =0 linedrisan kompakt féligegyszerd gyfir(it és egy R,
gytirit, amely végtelen sok test diszkrét direkt Gsszege. R, a diszkrét topoldgidban
nem linedrisan kompakt, hiszen nem is teljes. Az R = R, ® R, direkt Ssszegben
Ry nulldtdl kiilonb6zd linedrisan kompakt nyilt idedl, R tehdt lokdlisan linedrisan
kompakt. Legyen F R,-ben egy olyan idedlok szerinti mellékosztdlyokbdl 4llé
filter, amelyre {F=0. Mivel F R-nek zdrt idedlok szerinti mellékosztdlyokbdl
allg filtere, azért R nem lehet linedrisan kompakt. Vildgos tovdbbd, hogy R is félig-
egyszerd gylrd.
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Ebben a §-ban az 5, 3. tétel alkalmazdsdval bebizonyitjuk, hogy minden félig-
egyszerit lokalisan linezairisan kompakt gylirlinek van minimadlis balidedlja.

Ezzel a primitiv lokalisan linearisan kompakt gyiiriik leirdsat visszavezettilk a minimalis
balideglt tartalmazd primitiv gylriik leirasira, ez utdbbiakat viszont jellemzi JACOBSON struktira-
tétele 13,8. tétel). Latni fogjuk tovabba, hogy milyen egyszerli szerkezetiick az egyszer(i, illetve -
topologikusan egyszerii lokalisan linedrisan kompakt gy(ir{ik, ellentétben a lokdlisan kompakt
esettel.

8,2. tétel. Ha R féligegyszerii lokdlisan linedrisan kompakt gyiirii, akkor
R tartalmaz minimdlis balidedlt. 7

Bizonyitds. Legyen L R-nek olyan 0-t6l kiilonb6zS nyilt balidedlja, amely
mint R-modulus linedrisan kompakt, és tekintsiik az L balannihildtoraibdl 4lié
A={réR|rL=0} idedlt. Konnyii ldtni, hogy A4 zdrt idedl. Mivel 4 NL R-nek
olyan balidedlja, amely zérogylirii, azért A L benne van R radikdljdban, kovet-
kezésképpen AN L=0.

Tekintslik az R/A4 faktorgyiiriit az R topoldgidja dltal indukdlt 7 topolégidban
és jelolje @ R-nek R/A-ra valé természetes homomorfizmusdt. Mivel LN A =0,
azért @(L)=L" L-lel izomorf R/A-modulus. R/A elemeit tekinthetjiik L hiper-
folytonos endomorfizmusainak, amennyiben az ¥ =r+A€R/A (r€R) és xcL
elemhez az F(x)=rx (€L) elemet rendeljiik hozzd. L hiperfolytonos endomorfiz-
musai H gy{irjének a 4.§-ban leirt topoldgidja egy t* topoldgidt indukdl R/A4-
ban. Ha U*(x,, ..., x,; U) (xy, ..., x,€L; US L) egy t*-nyilt balidedl R/A-ban,
akkor vdlasszuk mega V' R-beli nyilt balidedlt gy, hogy teljestljon V& L, Vx,, ...,
Vx, & U. Most a V' =¢(V) t-nyilt balidedlra nyilvdn teljesiil V'S U*, ezzel azt
kaptuk, hogy 7=rt*. ‘

Jeloljiik O-val R/A-nak H-beli lezartjat. Mivel H a 4, 25. 4liitds szerint linedri-
san kompakt, azért a Q zdrt részgyliri teljes. Ugyanigy, mint a 4, 25. dllitds bizonyi-
tdsdndl beldthatd, hogy Q, mint gylirii linedrisan kompakt.

Kimutatjuk, hogy L’ O-nak zart balidedlja. Legyen q€L’, és tekintsiik g-nak
g+ UF kornyezeteit. Mivel g€ L', azért g€l,+ UF ([,€L’) és fenndll g=4{/, + U}}.
Midsrészt kénnyil ldtni, hogy {/,+UFfNL'} = {(/,+ UF)NL’} filtert alkot. T=1*
miatt ez a filter t-zdrt R/A-részmodulusok szerinti mellékosztdlyokbol dll, ezért
L’ linedris kompaktsiga miatt {{/,+ UfNL}eL’". Kovetkezbleg g€ L', azaz L’
Q-nak t*-zdrt részhalmaza. Legyen ezutdn g€ Q és /€ L’. gl-nek barmely U} kor-
nyezetéhez van g-nak olyan V] kornyezete, amelyre teljesiil VyIS U¥,. Mivel R/A
Q-ban siirii, azért létezik egy r€ R/IANVS elem, és igy ric Uji NL'. Kovetkezbleg
gleL’=L". L’ tehdt valéban Q-nak zért balidedlja.

Ezutdn megmutatjuk, hogy L és L’ mint Q-modulusok operdtorizomorfok.
Ehhez csupdn azt kell beldtnunk, hogy érvényes

plgh=qp()  (9€0Q,/cL).

Legyen U*(x, U,) egy Q-beli nyilt balidedl. Ehhez vdlasszuk meg a V(x, ) R-beli
nyilt balidedlt gy, hogy teljeslilion V(x, ®)x&E U,. gl-nek ¢g/+ V(x, o) kérnyeze-
téhez van g-nak olyan g+ W*(x, «) kérnyezete, hogy teljesiil W*(x, a)/S V(x, a) €s
W+ (x,a) p(I) S U*(x,). Mivel R/ 4 Q-ban siirii, azért létezik egy r, , € (¢+ W*(x,2))
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NR/A elem és igy g+ W*(x,a) =r,,+W*(x,a), tovibbd ¢g/+V(x,a) =

= r,Jd+V(x, o). x é a bsszes lehetséges vdlasztdsa mellett érvényes

gl = N{r.J+V(x, 0)},
ezért fenndll

gla) = N{pe)+o(Vix, )} & N {rep()+ U*(x, ).

Misrészt ¢ = (N {r,,+ W*(x, ®)} miatt érvényes

ap() = N{reu+ W*x, Ole() & N{re.p() + W x, p()}S
S N{re.2()+ UX(x, 0)}

és igy szitkségképpen ¢(q/) =qe ().

Most kimutatjuk, hogy Q is féligegyszerili. Jelolje evégbdl J Q radikdljat. Mint-
hogy L és L’ operdtorizomorfok, ezért ¢~ 1(JL’) kvdzireguldris balidedl L-ben és
igy R féligegyszeriisége miatt ¢~ (JL')=0, vagyis JL’=0. Ezért L és L’ operitor-
izomorf volta miatt fennall

JL-L = o(JL)L = JL'L = 0,

és igy JLEANL=0. Mivel J elemei L-nek endomorfizmusai, azért sziikségkép-
pen J=0.

Minthogy Q linedrisan kompakt féligegyszerd gyiiri, azért 5, 3. b) miatt egy-
ségelemes. L és L’ operdtorizomorf volta miatt L unitér Q-modulus. Mivel Q ele-
mei L-nek hiperfolytonos endomorfizmusai, azért L linedrisan kompakt Q-modu-
lus. gy 5, 3. d) miatt L-nek létezik egy K minimdlis Q-részmodulusa. Ha 0 =K,
(S K) balidedlja R-nek, akkor L’K, #0. Ellenkez$ esetben ugyanis KZ2C LK, =
=L'K,; =0 volna, ami azt jelentené, hogy K; benne van R radikdljaban. Most
tehdt L'K, #0, és érvényes N

K=Q(L'K)=(QL)K,SL'K;=LK,&K;.
K tehdt R-nek minimdlis balidedlja. []

8, 3. korollarium. Minden primitiv lokdlisan linedrisan kompakt gyiiriinek
van minimdlis balidedlja.

Mivel a primitiv gylirlik egyszersmind féligegyszeriiek is, azért az dllitds a
8, 2. tétel alapjdn trivialis.

A 8,3. korollarium tehat visszavezeti a lokalisan linedrisan kompakt gylirlik vizsgilatat a

minimalis balideallal rendelkez6 primitiv gytiriik vizsgdlatara. Ez utdbbi gyliriik részletes leirdsa
megtalalhatdé JacossoN [8] konyvének IV. fejezetében (ldsd még a 3,8. tételt).

Az egyszerii lokdlisan linedrisan kompakt gylirliket a Liroff-tétel jellemzi,
ugyanis érvényes a

8,4. korolldrium. Minden egyszerii lokdlisan linedrisan kompakt R gyiirii
lokdlisan egy S ferdetest feletti mdtrixgyiirii, azaz R-nek minden véges részhalmaza
bedgyazhato egy olyan M részgyiiriibe, amely egy S feletti teljes mdtrixgyiiriivel
izomorf. :
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A 8, 3. tétel alapjdn R-nek van minimaélis balidedlja, igy az allitds kozvetleniil
folyik a Litoff-tételb8l, amely azt mondja ki, hogy egy minimdlis balidedlt tartalmazo
egyszerii gytiril lokdlisan egy ferdetest feletti mdtrixgyiirid. (Erre vonatkozdan ldsd
JacossoN [8] 90. oldal Theorem 3-at; a tételnek elemi koézvetlen bizonyitdsdt adja
Farti—UTuMI [3] cikke.)

8,5. korollarium. Ha R jobbegységelemes egyszerii lokdlisan linedrisan
kompakt gytirii, akkor R egy ferdetest feletti végesrangit mdtrixgyiirtivel izomorf.

A 8, 2. tétel alapjan R-nek van minimalis balidedlja és igy a minimadlis balided-
lok Osszege, R baltalpa 0-tol kiilonb6z$ idedl, tehdt maga R. Ezért, ha e jeloli
R jobbegységelemét, akkor e = e, +... +¢,, ahol az ¢; komponensek L; minimalis
balidedlok elmei (i=1, 2, ..., n). KovetkezGleg R-et véges sok minimalis balidedl
generdlja, és ezek kozil kivdlaszthaté nyilvdn szintén véges sok olyan, amelyeknek
direkt Osszege R-et dllitja ¢lG. Ha viszont egy e jobbegységelemes gy(irli véges sok
minimadlis balidedl direkt Osszege, akkor E. NOETHER Ol ismert tétele szerint R
izomorf egy ferdetest feletti madtrixgyiriivel.

Erdemes itt Osszehasonlitdst tenniink a lokalisan linedrisan kompakt és a lok4lisan kompakt
gyliriik kozott. Mig az eddig latottak alapjan a lokdlisan linearisan kompakt gyiiriik szerkezete
igen attekinthetonek mondhatd, addig a lokdlisan kompakt gyiiriik kérében mdasok a viszonyok.
Legujabban SzkorNyakov [23] konstrudlt egy olyan egységelemes, egyszerii, lokalisan kompakt
— nem diszkrét — gyiiriit, amely nem ferdetest feletti matrixgy{ri.

A kovetkezd tétel két korolldriuma azt mutatja, hogy a topoldgikusan egyszerii
lokdlisan linedrisan kompakt (Hausdorff-terll) gylriik koéziil azok, amelyekben a
topoldgia a legdurvdabb, vagy azok, amelyek jobbegységelemesek, éppen a topold-
gikusan egyszer(i linedrisan kompakt gyliriik.

8,6. tétel. Ha R topoldgikusan egyszerii, lokdlisan linedrisan kompakt gyiirii
és L(20) R-nek nyilt linedrisan kompakt balidedlja, akkor R direkt sszege L-nek,
és egy olyan K diszkrét balidedlnak, amelyet minimdlis balidedlok generdlnak.

Bizonyitds. Mivel a 8, 2. tétel szerint R tartalmaz minimadlis balidedlt, ezért
R-nek a B baltalpa 0-t6] kiilonboz8, tovdbbd B R-ben siiri idedl: R=B. Legyen
L0 R-nek linedrisan kompakt nyilt balidedlja. Ha L =R, akkor a tétel allitasa
trividlis. Az L R esetben tekintsiik mindazokat a minimadlis balidealok dltal gene-
rdlt K, ..., K,, ... balidedlokat, amelyekre K,NL=0. Mivel LR ¢és B=R,
azért létezik legaldbb egy ilyen balideal. Legyen K, EK,,E... ilyen balidedlok-
nak egy felszdllé lanca és legyen K, = | K,,. Vildgos, hogy K, balidedl. Ha a€K,,

ag

akkor a€ K, valamilyen a-re, és igy a benne van véges sok balidedl &sszegében,
kovetkezbleg Ky-at is minimalis balidedlok generdljdk. Mdsrészt tekintsiink egy
b€Ky ML elemet. Minthogy b€ K, valamilyen ajre, azért be K, NL=0, és igy
fenndll K,NL=0 is. Ezért alkalmazhat6 a Kuratowski—Zorn lemma: 1étezik olyan
K balidedl, amelyet minimalis balidedlok generdlnak és amely maximdlis a KN L =0
tulajdonsdgra nézve.

L + K tartalmazza R talpdt, ellenkezb esetben ugyanis volna olyan N minimadlis
balidedl, amelyre NN (L+ K) = 0 teljeslilne. Ekkor fenndllna (N+K)NL = 0,
amib8l egy [ =n+k #0 (€L, n€N, kcK) egyenlet Xkovetkezne, azaz
n =1—k # 0. Ez azt jelentené, hogy NS L + K, ami ellentmondds. Ezért érvényes

R=BSL+K=L +K.
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R teh4t algebrai értelemben L és K direkt Osszege. Mivel L R-ben nyilt is, azért
nyilvdnvaléan R=L® K is érvényes. []

8, 7. korolldrium. Ha az R topoldgikusan egyszerii lokdlisan linedrisan kom-
pakt gyfiriiben a topolégia a legdurvdbb, akkor R linedrisan kompakt.

A 8, 6. tétel szerint R-= L@ K, ahol L0 linedrisan kompakt balidedl, K
pedig olyan diszkrét balidedl amelyet minimdlis balidedlok generdlnak. Mivel
R-ben és igy K-ban is a topoldgia a legdurvdbb, azért K-t véges sok minimalis bal-
idedl generdlja. Ezért K is és vele egyiitt R is linedrisan kompakt.

8, 8. korolldrium. Ha az R topoldgikusan egyszerii, linedrisan kompakt
gytirii jobbegységelemes, akkor R linedrisan kompakst.

A 8, 6. tétel szerint R = LHK és a K balidedlt K, ..., K,, ... minimdlis bal-
idedlok generdlidk. R-nek e jobbegységelemének legyen e = [4(k;+... +k,)
(leL, k;€K,) egy felbontdsa. Mivel a jobbegységelem, azért sziikségképpen K=
={K,, ..., K,}, és igy K is és R is linedrisan kompakt.

Az 5, 2. tétel alapjdn a 8, 7. és 8, 8. korolldrium igy foglalhatd &ssze:

8,9. tétel. Ha az R topoldgikusan egyszerii lokdlisan linedrisan kompakt gylirii-
ben a topolégia a legdurvdbb, vagy R jobbegységelemes, akkor R egy ferdetest feletti
vektortér teljes endomorfizmusgyiirijével izomorf.

I11. Linedrisan kompakt radikalgyiiriikr6l

9.8. Az idealok minimumfeltételét kielégitd nilpotens gyiiriik

A III. részben linedrisan kompakt radikdlgyiiriikkel foglalkozunk. Ezeknek

kielégits jellemzését tudjuk adni abban az esetben, amikor a radikdlgylirli L-kompakt, .

és bizonyos megdllapitdsokat tesziink az dltaldnos esetre vonatkozdan is. Az L-
kompakt radikdlgyiriik leirdsdhoz sziikséglink van az idedlok minimumfeltételé-
nek eleget tevé nilpotens gylirliknek egy ujabb jellemésére, tovdbbd a f-nilpotens
K-kompakt gylirlik meghatdrozdsdra. Ezért elGszor az idedlok minimumfeltételé-
nek eleget tevd nilpotens gy@riiket vizsgdljuk. Ehhez sziikségiink lesz SZELE egy
tételének ([29] Theorem 1) dltaldnositdsira. Ennek a megfogalmazédsdban haszndlni
fogjuk a kovetkezd jelslésmddot. Legyen M egy (R, S)-modulus. R*M-en (k =1, 2, ...)
értjiik az Osszes ry ... rgm (ry, ..., € R;n€ M) alakd elem véges Osszegeit. Vi-
ldgos, hogy R*M M-nek (R, S)-részmodulusa. Hasonldéan definidljuk az MS*
(I=1,2,..) és R*MS' részmodulusokat is.

9,1. 4llitds. Legyen M olyan (R, S)-modulus, amelyben teljesiil az (R, S)-rész-
modulusok minimumfeltétele. Ha léteznek olyan k és | sormészetes egész szdmok,
amelyekre R“M = M S' =0, akkor M-ben teljesiil a részcsoporrok minimumfeliétele is.

Bi;onyités. A k=I=1 esetben RM=MS=0 miatt M-nek minden rész-
csoportja (R, S)-részmodulus is, és az dllitds trividlis. Legyen ezutdn /=1 és k>1,
és_tételezziik fel az 4llitds helyességét k — l-re. Most az R*~ 1M részmodulusra
teljesiil R(R*"'M) =0 és (R*"*M)S=0, igy R*~!M-ben érvényes a részcsoportokra
vonatkozé minimumfeltétel. Tekintsiik ezutdn az M’ = M/R*~'M faktormodulust.
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M’-re teljesiil RF='M’=0 és M’S=0, igy az indukdcids feltevés miatt M’-ben
érvényes a részcsoportok minimumfeltétele. Mivel mind R*~! M-ben, mind M/R*~1 M -
ben teljesiil a részcsoportok minimumfeltétele, azért a 2, 9. segédtétel szerint M-ben
is érvényes a részcsoportok minimumfeltétele.

Legyen végiil k tetszGleges és /=1. Tételezziik fel az dllitds helyességét k-ra és
az I-nél kisebb természetes szdmokra. Tekintsiik az MS'~! részmodulust és az
M*=M/MS"-! faktormodulust. R¥{(MS'"1H)CR*M =0 és (MS'"1)S=0 miatt az
indukcids feltevésb8l kovetkezik, hogy M S'~!-ben teljesiil a részcsoportok mini-
mumfeltétele. Minthogy RFM*=0 és M*S'-1=0, azért az indukciés feltevés
miatt M*-ban is érvényes a részcsoportok minimumfeltétele. Alkalmazva ismét a
2,9. segédtételt, azt kapjuk, hogy M-ben is teljesiil a részcsoportok minimum-
feltétele. []

A 9, 1. dllitdsnak két specidlis esetére lesz sziikségiink. ElGszor tekintsiik azt
az esetet, amikor R=M = S. Ekkor eld4ll

(SzeLE [29] Theorem 1): ha R olyan nilpotens gyiirii, amelyekben teljesiil az idedlok
minimumfeltétele, akkor R-ben teljesiil az additiv részcsoportok minimumfeltétele is.

Midsodszor tekintsiilk azt az esetet, amikor S=0. Ekkor azt kapjuk, hogy

ha az M R-modulusban teljesiil a részmodulusokra vonatkozoé minimumfeltétel és
van olyan k természetes szdm, amelyre R*M =0, akkor M-ben teljesiil a részcsoportok
minimumfeltétele is.

KuUrostdl szarmazik a kévetkezd

9,2. 4llitds. Ha egy G Abel-csoportban teljesiil a részcsoportok minimum-
Sfeltétele, akkor G véges sok pti-edrendii C(p?) ciklikus csoport direkt dsszege, ahol
1=n,=c és C(p~) a Priifer-féle kvdziciklikus csoportot jeloli.

A bizonyitdsra nézve Kuros [16]-ra vagy FucHs [4] 65. oldaldra utalunk.

Egy R gyliriit p-gyiiriinek neveziink, ha additiv csoportja p-csoport, azaz minden
elemének a rendje a p primszdmnak hatvanya.

A 9, 1. és 9, 2. dllitasbol kozvetleniil folyik a

9,3. tétel. Ha R egy, az idedlok minimumfeltételének eleget tevé nilpotens
gytiri, akkor érvényes az
R =R, +..+R,

gylirii elméleti direkt felbontds, ahol az R, (i=1, ..., k) kiilonb6z8 p; primszdmokhoz
tartozo p;-gyiriik egyértelmiien meghatdrozott nilpotens gyliritk, amelyek eleget tesz-
nek az idedlok minimumfeltételének.

A 9, 3. tétel értelmében elegend$ az idedlok minimumfeltételének eleget tevd
nilpotens p-gytlirliket vizsgdlni és jellemezni. Ezekre érvényes a

9,4. dllitds. Legyen R olyan nilpotens p-gyiirii, amely eleget tesz az idedlok
minimumfeltételének. R-nek R* additiv csoportja egy A+ oszthaté Abel-csoportnak
és egy B* véges Abel-csoportnak a direkt dsszege, tovdbbd Bt = C(p™)+ ... + C(p™),
A* a C(p~) kvdziciklikus csoportnak véges sok példdinyban vett direkt Osszege és
A+ elemei R-nek annihildtorai, igy ezek R-nek egy A .idedljdt alkotjik.

A 9,1. és 9,2 allitds kovetkeztében csupdn azt kell kimutatnunk, hogy A*
elemei R-nek annihildtorai. Legyen evégb8l r€ R és acA két tetszGleges elem, és
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jelolje ! r-nek a rendjét, b pedig egy megolddsdt az Ix =a egyenletnek. Most el8all
ar=(b)r=b(lr)=0.
Hasonléan nyerjiik azt, hogy a jobb oldali annihildtor is. []

SzeLE [29] dolgozataban az idedlok minimumfeltételének eleget tevd nilpotens p-gyfiriiket
véges nilpotens p-gyliriikkel jellemezte; ezt roviden vazoljuk. Tekintsiik a 9,4. tételben szereplo
B+ csoport direkt felbontasaban szereplo n; kitevok maximumat és jeloljikk ezt n-nel. Konnyi
latni, hogy R-nek minden olyan r eleme, amelyre teljesiil p"r=0 egy R* véges nilpotens gyfir(it
alkot. R* additiv csoportja nyilvan B+-nak és annyi darab C(p™) ciklikus csoportnak a direkt
Osszege, amennyi A+ direkt felbontdsdban a komponensek szama. R*-ot R egyértelmilen meg-
hatarozza.

Fordltva tekintsiink egy véges nilpotens R* p-gyiir{it és legyen ennek additiv csoportja

ZC (r+ 2 Ci(p™) (m=n), tovabba legyenek a C;(p”) ciklikus csoportok elemei R*-nak an-
=1

mhllatoral Ekkor R*-bdl az R végtelen nilpotens p-gyliriit Ggy nyerjik, hogy az egyes G (p") kom-

ponenseket bedgyazzuk a C;(p™) Priifer-csoportba és R additiv csoportja R+ = ZC (p™) +_ZC (p")

1
lesz. Két r, 5,€ R elem sorozatat pedig ugy definialjuk, hogy har=a-+b és s=c+d (a, ce ZC.(p )s

i=1
b,d € ZCg(p"‘)), akkor rs=(a+b)(c+d) = bd legyen. R-et tehat meghatdrozza R* és az R+
addltlv csoportjabol kivalasztott & darab olyan fiiggetlen elem, amelyek rendje eppen .
SzeLe Tibornak ez a jellemzése igen Konstruktiv. Az R-hez hozzdrendelt R* véges nilpotens
gyliri azonban R-nek nem homomorf invaridnsa, azaz ha R-nek R homomorf képe, akkor R*-

nek a képe ennél a homomorfizmusnal kiilonbozhet az R-hoz hozzérendelt R* véges nilpotens
gyliriitol.

Nekiink a tovdbbiakban az idedlok minimumfeltételét kielégitG nilpotens
p-gylirliknek homomorf invaridnsokkal vald jellemzésére lesz sziikségiink.

9,5. tétel. Legyen R olyan nilpotens p-gyiirii, amely eleget tesz az idedlok
minimumfeltételének. R-hez tartozik egy izomorfidtol eltekintve egyértelmiien meg-
hatdrozott véges nilpotens B p-gyiirii, amit R képének neveziink, és egy N természetes
szdm. Ez a B kép izomorf az R|A faktorgyiiriivel, ahol A R-nek maximadlis oszthatd
idedlja, és A elemei R-nek annihildtorai. A additiv csoportja C(p™) Priifer-csoportok
direkt Osszege, és a komponensek szama éppen N.

Mindazoknak a nilpotens p-gyiiritknek az osztdlya, amelyek eleget tesznek az
idedlok minimumfeltételének és amelyekhez egy adott B kép és N természetes szdm
tartozik, csak véges sok nem izomorf gyirit tartalmaz.

Bizonyitds. A 9,4. allitds alapjdn a tétel els§ fele nyilvdnvald.
Legyen R egy olyan, az idedlok minimumfeltételének eleget tevS nilpotens
p-gyurd, amelyhez a B véges nilpotens p-gylri és az N természetes szam tartozik.

Nyilvanvald, hogy R az A= 2’ C{p™) zérogylirlinek B-vel vald Schreier-bGvitése.

Ezért R clemeit (a, a) (aeB ocEA) elempdroknak tekinthetjiik. Minthogy A+ R*-
nak direkt Gsszeadanddja, és A4 elemei R-nek annihildtorai, azért REDEI [21] 54. §
alapjdn R-ben a kévetkezd miiveleti szabdlyoknak kell fenndllniok:

(@, ) +(b, B) = (a+b, a+p),
(@, 2)(b, B) = (ab,{a, b)) (a,bEB;q, fEA),
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.

ahol az {(a, b) faktorrendszer kielégiti a
0,b) =<a,0) =0,
(ab, ¢) = {a, bc),
(a+b,¢) ={a,c)+{b,c),
{a,b+c)y ={a,by+{a,c) (a,b,c€B)

feltételeket.

Kimutatjuk, hogy A-nak B-vel valé minden ilyen Schreier-bdvitése egy idedlok
minimumfeltételét kielégit6 nilpotens p-gyliriit szolgdltat. Az, hogy minden ilyen
bgvitésben teljesiil az idedlok minimumfeltétele a 2, 8. segédtétel szerint nyilvdanvald;
az is trividlis, hogy a bdvités is p-gyiirii lesz. Jel6lje » B nilpotencia-fok4dt, és tekintsiink
egy n+ 1 tényezds (a,, o;)...(Aps 1, Xyt 1) SZOTZALOL (A, ooy Ay € B3 0y, oony Uy g € A).
Ekkor érvényes

((01, ay)...(ay, O‘n))(anﬂ, Aoi1) = (0, BY(@ps 15 Upy1) = (0’ 0, a,, 1>) = 0.
fgy tehdt a bdvités nilpotens.

Megjegyezziik, hogy a bovités nilpotens volta a Schreier-féle bovitések elmélete nélkil koz-
vetlenil is belathatd, de a Schreier-féle bovitéssel fels6 korlat is adodik a bovités nilpotencia fokara
nézve.

Tekintsiik most a B képpel és N természetes szammal jellemzett gyliriiknek a
[B, N] osztdlyat. A [B, N] osztdlyhoz tartozé nem izomorf gyiiriik szdma a fentiek
szerint legfeljebb annyi, mint ahdnyféleképpen az (a, b) faktorrendszer definidihato.
Minthogy pedig (a, 0)(b, 0) =(ab, (a, b)), azért (a, b)€ A additiv rendje nem halad-
hatja meg B szdmossdgdt, és igy az Osszes lehetséges faktorrendszer mellett az {a, b)
elemek A-nak egy véges A’ részcsoportjdba esnek. Az Gsszes lehetséges faktorrend-
szer szdma viszont legfeljebb annyi, mint a véges B X B halmaznak a véges 4" hal-
mazba t6rténd leképezéseinek a szama, ami viszont véges. KovetkezGleg a [B, N]
osztdly csak véges sok nem izomorf gylirit tartalmaz. [] '

Az idedlok minimumfeltételét kielégitG nilpotens p-gyliriik képe a gyliriiknek
homomorf invaridnsa, pontosabban érvényes a

9,6. tétel. Legyen R, és R, két olyan nilpotens p-gyiirii, amely eleget tesz az
idedlok minimumfeltételének, és jelbolje B; R;-nek a képét (i=1,2). Ha ¢ R,-nek
R,-re torténs homomorfizmusa, akkor létezik B,-nek B,-re térténd olyan iy homo-
morfizmusa, amelyre az

Rl 5 .R2 - O

as} Jaz

B, %B,~0
diagramm kommutativ.
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Bizonyitads. Jelc’ilje A; R;-nek (i=1,2) maximalis oszthato idedljdt. Ekkor
Kera;=A4;(=1,2),és v1lagos hogy ¢(A,)=A,. Felhaszndlva az lzomorﬁateteleket
azt nyerjuk hogy

B, &
0 - RI/AI/

0~ R,/(Kero+4,) > @(Ry)/o(Ker o+ A4,) = Ry/4, ~ 0,

RI/AI/ -0,

Ker ¢+ A4)/A4,

(Ker g+ Apfa,  RalKerpt4s) =0,

0~ R,/A, > B, ~ 0

exakt sorozatok. Ezért W =¢dyB B;-et a kivint mddon fogja B,-re homomorf
méddon leképezni. [] )

Ebben a §-ban jellemeztik az idedlok minimumfeltételét kielégitG nilpotens
gyliriiket.

SzAsz Ferenc hivta fel a figyelmemet arra, hogy ez a gylirliosztdly kiilonbozik
az idedlok minimumfeltételét kielégit6 radikdlgyiiriik osztalyatdl. Igaz ugyan, hogy
minden nilpotens gyfirii radikdlgy(iri, mert barmely r elemének, ha r*=0,r =

n—1
= > (—r) kvaziinverze. Viszont E. SASIADA [22] bebizonyitotta olyan nem-nilpo-
i=1
tens radikdlgyliriik 1étezését, amelyeknek csak trividlis idedljai vannak; egy ilyen
gylirli pedig eleget tesz az idedlok minimumfeltételének, de nem nilpotens. Artin-
gyliriik esetében viszont a radikdlgyiriik nilpotensek is (vo. [30], § 148.).

10. §. z-nilpotens K-kompakt gyiiriik

A 4, 18. definici6 alapjdn egy R topoldgikus gy{ir(it K-kompaktnak neveziink, ha

(1) van idedlokbdl all6 bdzisfiltere,

(2) minden zdrt idedlok szerinti mellekosztalyokbol allé F filterre \F = O,

(3) minden nyilt idedlhoz van minimdlis &t tartalmazé idedl.

A 4,19. dllitds szerint megadhaté a K-kompakt gylir{ikre a kévetkez§ ekvivalens
definicié:

Az R gyiiriit K-kompaktnak nevezzilk, ha R olyan [R,, n§] inverz-rendszer limesze,.
amelyben az R, gyiiriik diszkrétek és eleget tesznek az idedlok minimumfeltételének.

A tovdbbi vizsgdlatokban a K-kompakt gylirliknek ez a definicidja fog a leg-
célszeriibbnek bizonyulni.

Tekintsiink ezutdn egy R K-kompakt gydrit, amelyrsl tehdt feltehetS, hogy
R=Ilim [R,, n§]), ahol az R,k diszkrét, az idedlok minimumfeltételét kielégité
gyl’irﬁ—lz. Ha R t-nilpotens, akkor nyilvdn mindegyik R, nilpotens; jeloljiik n,-val
R, nilpotencia-fokdt. Most érvényes R" C U,, ahol U, azt a nyilt idedlt jeloli, amelyre.
R,=R/U,. Ezek szerint fenndll
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-ahol w az elsd végtelen rendszdmot jelenti. KovetkezSleg teljesiil R=R=0. Kimu-
% [

tatjuk, hogy érvényes R, =R is. Az nyilvdnvald, hogy RS R,,. Minthogy az A4, B

idedlokra a 3,3. &llitds szerint fenndll A-B = A-B, azért R,,;-R"’—R Ebbdl vi-
szont R, & R kovetkezik, tehdt valoban R,=R.

Mivel valamennyi R, gyiiri nilpotens, azért ezek radikdlgyiirtik. Igy a 3,6.
allitdas alapjan R is radikdlgyiir(i. Ezzel bebizonyitottuk a

10,1. tételt. Ha R t-nilpotens K-kompakt gyiirii, akkor R r-nilpotens is és
érvényes R,= R=0. Minden t-nilpotens K-kompakt gyiiri radikdlgyiirii.
w

Most sem igaz az, hogy egy K-kompakt radikalgylir(i sziikségképpen z-nilpotens. SASIADA
[22] eredménye nyilvin most is ellenpéldat szolgaltat.

A kovetkezd§ tétel azt mutatja, hogy elegend§ a #-nilpotens K-kompakt gylir{ik
jellemzésénél csak azokra szoritkozni, amelyek p-gylirik inverz-limeszei. Az egy-
szerlibb beszédmdd kedvéért egy R gyiiriit K,-gyiiriinek neveziink, ha R K- kompakt
és p-gytiriik inverz-limesze.

10,2. tétel. Ha R egy t-mlpotens K-kompakt gyiirii, akkor R t-nilpotens K,-
gytiriik direkt Gsszege algebrai és topoldgiai értelemben.

Bizonyitds. Legyen R= hm [R,, m§l. A 9,3. tétel szerint minden R, egyértel-
miien felbonthaté R,, p- gyuruk ~direkt &sszegére, R, = Z’R Igy az Q=[R,, 7]
inverz-rendszer felbomlik az Q,=[R,,, 05,] mverz-rendszerek direkt Osszegére,

ahol gf, a mj leképezést jelenti R,,-re korldtozva. A 3,5. dllitds felhaszndldsdval
nyerjiik, hogy

R=1mQ=1m > Q,= >limQ,,
\ i ~—p p

ami bizonyitandé volt. []
A t-nilpotens K,-gylirlik a kovetkezd tétellel irhatdk le.

10,3. tétel. Legyen R egy t-nilpotens K,-gylirii. R-hez tartozik egy a szdmos-
sdg, amely véges, vagy nem nagyobb, mint R silya, tovdbbd egy B gyiirii, amely véges
nilpotens p-gyidritk inverz-limesze, és amelyet R képének neveziink. Jelilje A R-nek
maximadlis oszthaté idedljat. A zdrt idedl, amelynek elemei R-nek annihildtorai, és
érvényes az A+ = 2C(p~) direkt felbontds, ahol a komponensek szdmossdga éppen a.

Y
A B gyiirii algebrai és topoldgiai értelemben izomorf az RJA faktorgyfiriivel. Az
R gyiirii A-nak B-vel valé olyan Schreier-bovitése, amelyben az

@) (@, )+ (b, p) = (a+b,a+p),

(5) (a, 0)(b, B) = (ab,{a, b)) (a, bEB; o, fEA)
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miiveleti szabdlyok érvényesek és az (a, b) multiplikativ faktorrendszer kielégiti a
kovetkezo feltételeket:

(6) {ab, ¢) = {a, bc),
(7) {a+b,¢c) =(a,c)+(b, c),
(8) {a, b+c) = {a, by+{a, ¢) (a, b, c€ B).

(9) Minden A-beli U kiornyezethez van olyan V' B-beli kirnyezet, hogy teljesiil
(v, a),{a,v)€ U minden ve€V és a€ B elempdrra.

Forditva, tekintsiink egy a szdmossdgot, egy B-gyiiriit, amely véges nilpotens
p-gyiiriik inverz-limesze. Képezzitk az A= 2 C,(p™) zérdgyiriit, ahol a komponen-

¥
sek szdmossdga a, és tekintsitk A-nak B-vel valé Schreier-bévitései koziil azt, amelyben
a miwveleti szabdlyokat (4) és (5) hatdrozza meg, a faktorrendszer pedig kielégiti a
(6)—(9) feltételeket, jeldljitk ezt R-rel. R t-nilpotens K,-gyirii. Jelolje [B,a] a B és
a invariansokkal jellemzett t-nilpotens K ,-gyiiriiknek az osztdlydt és b a B szamossdgdt.
[B, a] legfeljebb 2 nemizomorf gyiiriit tartalmaz, ahol ¢ =max(a, b).

Bizonyitds. Legyen R egy t-nilpotens K|, gy(liri. Most fenndll R—hm[Ra,nﬂ],

ahol minden R, olyan nilpotens p-gyfird, amely kielégiti az idedlok minimumfel-
tételét. A 9, 5. tetel szerint minden R, :hoz tartozik egy B, kép és egy N, természetes
szdm. A 9, 6. tétel kovetkeztében a B‘x képek egy [B,, Q,‘}] inverz-rendszert alkotnak,
jeldljiik ennek inverz-limeszét B-vel. R, illetve B elemei

[ra] (n;ra=rﬂ’ rozERaz)’
[ba] (Q;ba:bﬂb baEBa)

alaka vektorok. Jelentse g, R,-nak B,-ra tortén§ homomorfizmusdt és tekintsiik a
o: {r,]—~lo,r]
leképezést. Nyilvdnvalé, hogy ¢ R-nek B-re valé homomorfizmusa. Tekintsiik
B-ben a 0 elemnek egy U kornyezetét. Feltehet§, hogy U mindazoknak az elemeknek
a halmaza, amelyekben az o;-ik komponensek 0-k, régzitett véges sok o, ..., o
index mellett. Jeldlje most V a
V={lr]JéR|r,=...=r, =0}

K

halmazt. Vildgos, hogy ¥ R-nek olyan nyilt kérnyezete, amelyre teljesiil oV =U.
Kovetkezlleg a ¢ leképezés nyilt is és folytonos is, igy érvényes a homomorfia-
tétel algebrai és topoldgiai értelemben, tehdt

(10) R/Ker 6= B.

Jelsljiik Ker g-t A-val, Ker g,-t A4,-val, és nj-nak A,-ra vald korldtozdsdt wj-val.
Bebizonyitjuk, hogy érvényes A -—hm [4,, wj]. Mlndenekelott vildgos, hogy [4,, wj]

egy inverz-rendszert képez. Mivel a(hm[Aa, wf])=0, azért lim(4,, wf] € 4. Mds-

részt ha ¢ ([r,]) =0, akkor minden r, -nak 4 ~ban kell fekiidnie, ami azt jelenti, hogy
[r]€lim[4,, f].
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Minthogy minden A4, R,-nak maximadlis oszthaté idedlja, azért A R-nek maxi-
malis oszthaté idedlja. Az 4,-k C(p~) kvaziciklikus csoportok véges dirckt Osszegei,
igy A is C(p~) kvaziciklikus csoportok direkt &sszege. Mivel 4 stulya megegyezik
direkt komponenseinek a szdmossdgdval, ezért ez nem haladhatja meg R sulydt.

Kimutatjuk, hogy A4 elemei R-nek annihildtorai. Legyen evégbdl a=[a,] és
r=[r,] két tetsz8leges elem A-bdl illetve R-bSl. Mivel minden A4, R,-nak annihi-
ldtoraibdl 4ll, azért fenndll [a,}{r,] =[r,]{a,] =0, kovetkezSleg az A idedl benne van
R annihildtoridedljaban.

A (10) izomorfia azt mutatja, hogy az R gylirli A-nak B-vel valé Schreier-bé-
vitése, igy feltehetd, hogy R elemei az (a, a) (@€ B, a € A) alaku parok. A* oszthato
csoport 1évén, R*-nak direkt Osszeadanddja. Figyelembe véve ezt, és azt a koril-
ményt, hogy A4 elemei R annihildtorai, azt kapjuk, hogy R-ben érvényes az Ossze-
addsra és a szorzdsra vonatkozd (4) és (5) miiveleti szabdly, tovdbbd az (a, b) faktor-
rendszer kielégiti a (6), (7) és (8) feltételeket.

Most megmutatjuk, hogy {a, b)-re teljesiil a (9) feltétel is. Legyen e végbdl
U egy tetszbleges A-beli 0-kérnyezet. Feltehetd, hogy U=AN W, ahol W R-nek
alkalmas nyilt idedlja. Jeloljik o W-t V-vel, V B-nek 0-kornyezete. Most tehdt bdr-
mely W-beli elem (v, u) (v€ V, uc U) alakli. Minthogy W idedl R-ben, azért az Osszes
(a, x)(v, u) és (v,u)(a, o) szorzat W-ben fekszik, kovetkezbleg (a,v), (v, a)e U,
vagyis {a, b)-re teljestil a (9) feltétel is.

Tekintsiink ezutdn egy a tetszGleges szdmossdgot és egy olyan B gy{iriit, amely
véges nilpotens p-gylirlik inverz-limesze. Képezziikk a C(p™) csoportnak a példdny-
ban vett komplett direkt Osszegét, az erre épitett zérégylirit jeloljik A-val, és
vezessitk be A-ban a Tyihonov-topoldgidt. Az (a, o) (a€ B, a € A) elempdrok dltal
alkotott R= BX A4 szorzattérben értelmezziik a miiveleteket a (4) és (5) képletekkel,
ugy, hogy az (a, b) faktorrendszer teljesitse a (6)—(9) feltételeket. (9) kovetkezté-

ben fennall
(0, @), (a,0)e N U,=0,
7

ezért REDEL [21] 54. § szerint R az A gyiirinek B-vel vald Schreier-bSvitése.

Tekintsiik A-nak egy U={U,} idedlokbdl dll6 bazisfilterét. Ekkor a (9) fel-
tétel miatt minden U, €U idedlhoz van B-nek olyan V,={V;} idedlokbol dllé
bézisfiltere, amelyre ervcnyes (v, @), {a,v)€ U, minden V€V, idedlnak bdrmely
v elemére. Jeldlje V az 8sszes V, dltal generdlt filtert, nyllvanvalo hogy B-nek V
is bazisfiltere. Alkossuk meg

W={(V,5, U} ={W,} ((V, ))={(v,u) [vEV,ucU})

rendszert, a 7y, indexpdrok minden lehetséges értékeire. Vildgos, hogy W egy
filtert alkot, amelyet tekinthetiink R bdzisfilterének. W elemei R-nek 1dealja1 Mi-
vel 4 és B is teljes topoldgikus gyiirlik, azért az R=B X A szorzattér is teljes. fgy
a 4, 13. dllitds szerint R izomorf az [R,, n§] inverz-rendszer limeszével, ahol R,
az R/ W, (W,€W) faktorgyiiriit jeloli.

Most bebizonyitjuk, hogy R t-nilpotens K,-gylird. Ehhez azt kell kimutatni,
hogy minden R, p-gylrii és eleget tesz az idedlok minimumfeltételénck. Az, hogy
minden R, p-gyfird, (4) és a 3, 5. 4llitds miatt nyilvdnvald. Legyen 4, = {4, W, }/W,.
Az

(A4, WY W= AIANW,= 5 Ci(p”)
i=1
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izomorfia miatt nyilvdnvalo, hogy minden A,-ban teljesiil az idedlok minimum-
feltétele. Tegyiik fel, hogy B a B, véges nilpotens p-gyiiriik inverz-limesze. B>~ R/A
és a 4, 13. dllitds miatt B,-nak R/A/{4, W, }/A (W,€W) vehetd.

Minthogy fenndll

‘_Ra/Wa —
RIA=T 4w (4, Wy a=

azért R,/A,-ban is teljesiil az idedlok minimumfeltétele. Igy tehdt mind A,-ban,
mind R,/4,-ban érvényes az idedlok minimumfeltétele, ezért a 2, 8. segédtétel sze- -
rint R,-ban is érvényes. Ezzel kimutattuk, hogy R K -gyfiri.

Ezekutdn azt mutatjuk ki, hogy R r-nilpotens. Legyen evégbdl W,=(V,, U,)€W.
Minthogy B,= B/V, nilpotens, azért minden «-hoz létezik olyan n, természetes
szdm, amelyre Bi=< V, érvényes. Ezért (9) felhaszndldsdval elGdll

Ry = (B, H"RES (V,, HRES (V,, U,) = W,,

ahol (X, Y) az Gsszes (x, y) (x€ X, y€ Y) alakt elempdrok halmazdt jelenti. Kovet-
kezGleg érvényes

= R/{4, W)= R/A/

R=NRCSNR1SNW, =0,
* i=1 a a

amivel kimutattuk, hogy R ¢-nilpotens. Ha a és b (B szdmossdga) véges, akkor
a 9,5. tétel szerint a B és a invaridnsokkal jellemzett K, -gyliriik [B, a] osztdlya
csak véges sok nem izomorf gyliriit tartalmaz, és ez a szdm, az ott tett meggondola-
sok szerint nem haladhatja meg 2¢-t, ahol ¢ = max(a, b). Legyen ezutdn ¢ = max(a, b)
végtelen, akkor ez nyilvdn éppen R sulya, és igy az Gsszes R, szdmossdga éppen ¢.
A 9, 5. tétel szerint R, egy [B,, N, gyliriosztilyhoz tartozik, és ez az osztdly leg-
feljebb véges sok nemizomorf gyfiriit tartalmaz. Ezért a [B, a] gylir{iosztdly legfel-
jebb 2¢ nemizomorf gyiiriit tartalmazhat. []

E § végén megemlitjiik, hogy egyes diszkrét r-nilpotens gylirlik bedgyazhatok
t-nilpotens K-kompakt gylirlikbe siiri részgyliriiként.

Legyen R egy olyan diszkrét gylirli, amely rendelkezik a kovetkez$ tulajdon-
sagokkal:

(10) N R"=0,
n=1

(11) Az R/R" (n=1,2,...) faktorgyiiriikben teljesiil az idedlok minimumfel-
tétele. .
10, 4. tétel. Minden olyan R gyiirli, amely eleget tesz a (10) és (11) feltéte-
leknek, siirii részgyiiritként bedgyazhaté egy t-nilpotens K-kompakt gyiiriibe.
Bizonyitds. Definidljunk R-ben egy topoldgidt az {R"} bdzisfilterrel. Vild-
gos, hogy R topoldgikus gyiiri lesz. A 4, 14. dllitds szerint R-nek R teljes burka
algebrailag és topoldgiailag izomorf az R/R" faktorgyliriik inverz-limeszével. []

11. § z-nilpotens L-kompakt gyiiriik
Megismételjiik, hogy egy R topoldgikus gyiir(it L-kompaktnak neveziink, ha
(1) van balidedlokbdl dilé bdzisfiltere,
(2) minden zdrt balidedlok szerinti mellékosztdlyokbdl 4lié F filterre {F =0,

(3) minden nyilt balidedlhoz van minimdlis 6t tartalmazo balidedl.
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Ezzel ekvivalens definicid:

Az R gyiirii L-kompakt, ha R eloall olyan [M,, n§] inverz-rendszer limeszeként,
amelyben az M-k diszkrét R-modulusok és eleget tesznek a részmodulusok minimum-
Seltételének.

Ebben a §-ban jellemezziik a r-nilpotens L-kompakt gyliriket oly mddon,
hogy minden ilyen R gylirih6z hozzdrendeliink egy C zdrt idedlt és a B=R/C
gylriit, ahol C3=0 és B mar K-kompakt gyiiri (s6t ldtni fogjuk, hogy ezeknél
tobb is igaz). Bebizonyitjuk tovdbbd, hogy az L-kompakt gyiiriik osztdlydban a
t-nilpotens gyfiriik éppen a radikalgylriik. Azt is ldtni fogjuk, hogy egy #-nilpotens
linedrisan kompakt gylird legdurvdbb linedrisan kompakt topoldgidjiban mindig
L- kompakt és igy radikdlgy(irii is.

11, 1. tétel. Legyen R egy t-nilpotens L-kompakt gyiirii. Jelélje A R-nek maxi-
mdlis oszthatd idedljat és C a
C={xcR|xRS 4}

halmazt, amit R magjdnak fogunk nevezni. C R-nek zdrt idedlja, és igy L-kompakt
gyiirii, tovdbbd érvényes CR?*=0. A C|A faktorgyiirii véges zérdgyiiriik inverz-li-
mesze, ezért maga is zérogyiirii. A B= R/C faktorgyiirii, amit R képének neveziink,
véges nilpotens gyiiriik inverz-limesze, igy B egyuttal K-kompakt is.

Jeloljon R egy linedrisan topologikus gyfiriit és legyen C a magja és B a képe.
Tegyiik fel, hogy C olyan zdrt idedl, amely az indukdlt topoldgidban L-kompakt és
amelyre teljesiil CR?=0, tovdbbd legyen B véges nilpotens gyfiritk inverz-limesze.
Ekkor R t-nilpotens L-kompakt gyiirii.

Bizonyitds. Tekintsiik egy r-nilpotens L-kompakt R gyiir(it. Ha U={U,}
jelenti R-nek egy bazisfilterét, akkor M,= R/U, minimumfeltételnek eleget tevo
diszkrét R-modulus minden U,€U balidedl mellett. A minimumfeltétel kdvetkez-
tében minden « indexhez van olyan n, természetes szdm, amelyre teljesiil R=M, =
=Rr=R%=M,. Mivel R t-nilpotens, azért elG4ll

R=M, = RM, = 0.
*

Ezért a 9, 1. dllitds miatt M, -ban teljesiil a részcsoportok minimumfeltétele is, és.
igy a 9, 2. allitas szerint M,, mint csoport felbonthatd véges sok ciklikus, vagy
kvdziciklikus p-csoport direkt Gsszegére, azaz

ko
G M, = =21 Ci(pa)  (I=ny=co)

érvényes.

Most kimutatjuk, hogy A elemei R-nek balannihildtorai. Tekintsiink evégbél
egy tetszGleges ac A és m, € M, elemet. Jeloljik /-val m, rendjét, [, (4) kovetkez-
tében véges. Minthogy A oszthato, azért 1étezik olyan a,€ 4 elem, amelyre /.a,=a.
Azt nyerjiik, hogy

am, =(,a,)m, =a,(Im,) =0,
tehdt valoban 4 benne van R balannihilatoridedljdban.

Ezutdn bebizonyitjuk, hogy 4 zdrt. Legyen d¢ A egy tetszSleges elem. Fkkor
minden U, €U balidedl esetén d + U, tartalmaz A-beli elemet, azaz (d+ U, )N A =d.
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A oszthatésdga miatt tetszleges n egészszdmhoz létezik olyan x,€A4 elem, a--

melyre nx,cd+ U,. Jeloljik Z(n, o)-val a
Z(n,0)={x€A | nxeU,}
halmazt. Minthogy U,NACS Z(n, ) azért Z(n, «) A-ban nyilt, kovetkezésképpen

zdrt R-modulusa A- nak Vildgos, hogy az nx€d+ U, reldciénak Osszes x€ A meg--

olddsa egy x,+ Z(n, o) mellékosztdlyt alkot. Mivel pedlg U,S U, NUg-bdl
nx,€d+ U, S(d+ U)N(d+ Up)

kovetkezik, azért Z = {x,+Z(n, o)} zdrt részmodulusokbdl &ll6 filtert alkot.
De A, mint R zirt R-modulusa, a 4, 5. dllitds szerint linedrisan kompakt, ezért
VZ #, és egy xo€{Z elemre fenndll nx,€ ((d+ U,) = d, és xq€ A. Ez azt jelenti,

hogy A-ban minden nx=a (a€ A) egyenlet megoldhatd, vagyis A additiv csoportja
oszthato. Ezért A maximalitdsdbdl azt kapjuk, hogy A& A, amivel kimutattuk,
hogy A zirt.

AR =0 miatt CR?=0 nyilvdnvaldan igaz. A zdrtsigdnak pedig trividlis kdvet- -

kezménye, hogy C zdrt idedl R-ben. Ezért a 4, 20. 4llitds szerint C is L-kompakt
és igy olyan C, diszkrét R-modulusok inverz-limesze, amelyek eleget tesznek a rész-
modulusok minimumfeltételének. Figyelembe véve, hogy C3=0, a 9, 1. dllitds sze-
rint minden C,-ban teljeslil a részcsoportok minimumfeltétele és igy a C gyirii
(C mint C-modulus) L-kompakt.

C.-CSCRE A miatt C/A zérdégyliri. Minthogy a C/A faktorgyilirii, mint
C-modulus szintén L-kompakt, azért a 9, 2. dllitds alapjdn, figyelembe véve, hogy
A C-nek is maximadlis oszthatd idedlja, C/A4 véges zérdgylriik inverz-limesze.

Tekintsiik most az N,= R/{U,, A} faktormodulusokat minden U, €U balidedl
mellett. A (4) felbontds értelmében valamennyi N, véges. Vildgos, hogy a

C.={x€¢R|xRS{U,, 4}}  (U,€U)

halmazok zdrt idedlt alkotnak. Ha egy x¢ R elemre xN,=0, akkor x-re teljesiil
xRE{U,, A}, vagyis x€C,; kovetkezSleg a B,= R/C, faktorgyiiriit felfoghatjuk
ugy, mint N,-nak egy endomorfizmusgy(ir@ijét. Mivel pedig N, véges, azért sziikség-
képpen B, is véges és diszkrét. Kovetkez8leg C, R-nek nyilt idedlja és R/C-ben
{C,/C}=C nyilt idedloknak egy olyan filterét alkotja, amelyre {C=0. A C dltal
indukdlt topoldgia R/C topoldgidjandl durvdbb, de R/C-ben, mint L-kompakt
R-modulusban a topoldgia a legdurvdbb, kovetkezésképpen C tekinthet§ R/C
bazisfilterének. Ezért a 4, 13. dllitds szerint fenndll

B = R/C = lim[R/C/C,/C, nj] = lim [B,, ¢},

ahol n} és of a természetes modon el8dllé leképezésrendszereket jel6li. Mivel R
t-nilpotens és B,= R/C, véges, azért minden B, nilpotens. Ezzel bebizonyitottuk,
hogy B véges nilpotens gyiirik inverz-limesze.

Legyen végiil R egy olyan linedrisan topoldgikus gy(ir(i, amelynek C magja és
B képe teljesiti a tételben kimondott feltételeket. C a 4, 6. dllitds szerint zdrt R-ben,
ezért alkalmazhdté a 4, 23. dllitds a C és R/C L-kompakt faktormodulusokra és
igy R L-kompakt gyird.
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Mivel B egyuttal K-kompakt gyfirii is, és z-nilpotens, azért a 10, 1. tétel szerint
B,=0. B=R/C miatt tehdt R, S C, és CR? =0 kovetkeztében el84ll

R,., =R, RS CR*=0.

Ezzel kimutattuk, hogy R r- és egytttal t-nilpotens gyird. []
A kovetkez8 tétel azt mutatja, hogy az L-kompakt radikdlgyiiriiket éppen a
11, 1. tételben irtuk le.

11. 2. tétel. Egy R L-kompakt gyliriire az alibbi feltételek ekvivalensek:
a) R radikdlgyiiri;

b) R r-nilpotens gyiirii;

¢) R t-nilpotens gyfirii.

Bizonyitds. a)=b) Ez az allitds specidlis esete LEPTIN [18] Satz 9-nek, amely
szerint egy L-kompakt gyliri radikdlja r-nilpotens. Itt csak ebben a specidlis eset-
ben bizonyitjuk be ezt az dllitdst. Ha R radidlgytirli, akkor a radikél definicidja
szerint R minden M irreducibilis R-modulust annihildl, azaz RM =0.

Tekintsiik R-nek egy L nyiit balidedljat, és az

L’={r€R | R*rgL}

halmazt. Mivel R, idedl, azért vildgos, hogy L’ balidedl, tovdbbd L < L’ miatt L’
nyilt. Most két eset lehetséges:

(i) minden L nyilt balidedl esetén L’ =R, vagy
(ii) van olyan L nyilt balidedl, amelyre L” valddi része R-nek.

Kimutatjuk, hogy az (ii) eset nem 4dllhat fenn, feltételezése ellentmonddshoz
vezet. Jel6ljon ugyanis ebben az esetben K egy minimdlis L’-t tartalmazé balidedlt
R-ben. Minthogy R a feltétel szerint L-kompakt, azért ilyen K mindig 1étezik. Most
a K/L” R-modulus irreducibilis, ezért sziikségképpen RKS L’. Ennek kovetkeztében
fenndll

RRKE R, LS L.
Tekintsik a
D={reR|rkKSL}

halmazt. Vildgos, hogy Ry RS D. D-r8l kénnyii latni, hogy zdrt idedlt alkot, ezért
teljesiil Ry=R RS D is. KovetkezSleg fenndll RyKS L, azaz KS L', ami ellent-
mondds. Igy tehdt csak az (i) eset lehetséges. Ez azt jelenti, hogy R,RC L érvényes
minden L nyilt balidedlra, ezért R,RS ML =0, tehdt R, =0, amivel kimutattuk,
hogy R r-nilpotens.

b)=>c¢) Ez trividlis.

c¢)=a) Tegyik fel, hogy R r-nilpotens L-kompakt gylirii, de nem radikélgyrii.
Legyen J R radikdlja. J az 5, 1. tétel szerint zdrt R-ben. Az R/J =0 faktorgy(irii
linedrisan kompakt féligegyszerii gyiirli, ezért az 5, 3. tétel alapjdn egységelemes.
Egységelemes gylirli azonban nem_lehet f-nilpotens, ennek megfeleléen REJ sem

*

dllhat fenn, ami ellentmond annak a feltevésnek, hogy R=0. []
*
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A 11, 2. tétel dllitdsa linedrisan kompakt gylirlikre mdr nem dltaldnosithatd.
LepTIN ([19] 2. §) konstrudlt tobbek kozétt olyan linedrisan kompakt gyfiriiket,
amelyeknek a radikdlja idempotens. Ennek tdrgyaldsdra, mivel igen hosszadalmas
lenne, nem tériink ki.

A 4. §-ban definidlt kiil6nb6z8 tipush linedris kompaktsdgi fogalmak szem-
pontjabdl alapvetS fontossdgu lesz a kovetkezd példa. Ldtni fogjuk, hogy:

a) a kiilonbdz8 tipusu linedrisan kompakt modulusok osztdlyai dltalaban
kiilonb6zs gyfirtiosztdlyok, s6t még a kiilonboz8 tipust sziikebb értelemben vett
linedrisan kompakt modulusok osztdlyai is kiilénbdz8 egymdst nem tartalmazd
osztdlyok. A SASIADA [22] dltal konstrudlt csak trividlis idedllal rendelkez8 radikdl-
gylirik K-kompaktak, de mivel nem t-nilpotensek azért a 11, 2. tétel szerint nem
lehetnek L-kompakt gyiirlik. Az aldbbi példa olyan gyliriit szolgdltat, amely L-
kompakt, de nem K-kompakt. Tovabbag:

b) Egymdst nem tartalmazod osztilyok a K-kompakt és L-kompakt radikdl-
gylirk osztdlyai is. A példdban szereplé gyliri ugyanis #-nilpotens L-kompakt
gylirli lesz, azaz L-kompakt radikdlgy(irli, amely nem K-kompakt. .

¢) A t-nilpotens L-kompakt gyliriik osztdlya valddi mddon tartalmazza a
t-nilpotens K-kompakt gylirlik osztdlydt. Az ugyanis, hogy minden ¢-nilpotens
K-kompakt gylirii egyben L-kompakt is, ez a 10, 2. és a 10, 3. tételek alapjdn vildgos.

11, 3. példa. Jeldlje P a p-adikus egészszdmokat elldtva a p-adikus topoldgid-
val és legyen P;=p'P (i=1,2, ...). Tekintsiik ugy, hogy P a C(p~) kvéziciklikus
csoportnak a teljes endomorfizmusgytiriije. A P{ + C(p~) csoportelméleti direkt
Osszeg felett definidljuk a szorzdst a kovetkezdképpen:

(a+a)(b+ph) = ab+ap (a, b€ Py; a, B C(p™)).

Egyszerli szimoldssal meggy8z8dhetiink réla, hogy ez a szorzds asszociativ, tovdbbd
az Osszeaddssal szemben disztributiv is. Jeloljiik az igy el§dllt gyfiriit R-rel. A szor-
zds definicidjdbdl vildgos, hogy a P; (i=1, 2, ...) halmazok R-nek balidedljai. Ve-
zesslink be R-be egy linedris topoldgidt igy, hogy {P;}-t R bdzisfilterének tekint-
jik. Ahhoz, hogy ezliton R topoldgikus gyfiri lett, elegendS kimutatni a jobb szor-
zds folytonossdgdt, azaz ha ab+af + P; az (a+o)(b+ ) szorzatnak egy kdrnye-
zete, akkor létezik olyan P, balidedl, amelyre (¢ +a+ P)(b+ ) & ab+af + P,;.
Vilasszuk k-t ugy, hogy fenndlljon p* =max(p’, 0(B)), ekkor érvényes

(@a+a+P)b+p) = ab+af+Pb+ P S ab+af+ Py,

tehdt R topoldgikus gyilirli. Mivel P; és C(p™) = R/P, egyarant L-kompakt, azért
a 4, 23. dllitds szerint R is L-kompakt.

Ezzel szemben R nem K-kompakt, bar mind P,, mind C(p~) K-kompakt
gylirtik. Ezt gy ldthatjuk be, hogy kimutatjuk a C(p~) < tartalmazdst R barmely
I nyilt idedljdra. Ha ugyanis I nyilt idedl, akkor P, NI P;-ben nyilt, kévetkezSleg
van olyan »n természetes szdm, amelyre P, S 1. [ idedl voltdbdl pedig C(p~)=
=P,C(p~) S kovetkezik, ezért R-nek nem lehet idedlokbdl dllé bazisfiltere.

Végiil kimutatjuk, hogy R f-nilpotens. R balannihildtoridedlja és magja ép-
pen C(p™). Ezt felhaszndlva kapjuk:

R S Rys1 = Ry*R= N(P,+C(p7))-R=C(p7)-R=0,
n=1

w+1
amiért is R t-nilpotens és a 11, 2 tétel szerint radikdlgy{ir(i is.
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Bebizonyitjuk, hogy a 11, 1. tétellel bizonyos r-nilpotens linedrisan kompakt
gyliriiket is jellemeztiink, ugyanis érvényes a

11, 4. tétel. Egy t-nilpotens linedrisan kompakt gyirii a legdurvabb linedrisan
kompakt topolégidban L-kompakt.

Bizonyitds. A bizonyitdsban felhaszndljuk azt az 4dllitdst, hogy egy R L-
kompakt gyirii feletti linedrisan kompakt M R-modulus is L-kompakt. Ennek a bi-
zonyitdsdhoz azt kell megmutatnunk, hogy birmely US M nyilt részmodulus
esetén az M/U faktormodulusban van minimdlis részmodulus. Ha R(M/U)=0,
akkor tekintsiik M/U-nak egy m#=0 elemét. Megmutatjuk, hogy m véges rendii.
Ellenkezs esetben a diszkrét linedrisan kompakt M/U modulusnak {m} olyan
végtelen ciklikus részcsoportja, amelynek linedrisan kompaktnak kell lennie. Te-
5 ! m+ {3"m} (n=1, 2, ...) mellékosztdlyokbdl dll6 F filtert. F elemei
fogy6 lancot alkotnak, és |F =@, ami ellentmonddsban van azzal, hogy {m} linedri-
san kompakt. Ko6vetkezSleg m véges rendli elem. EbbGl trividlisan kovetkezik,
hogy {m}-nek és igy M/U-nak van minimdlis részmodulusa. Az R(M/U)=0 eset-
ben tekintsiik M-nek egy olyan x elemét, amelyre RxE U, és az

kinstik a

L={reR|rxeU}
halmazt. Nyilvdnvald, hogy L R-nek nyilt balidedlja, tovdbbd érvényes az
R/L={Rx, U}JUS M|U

izomorfia. Mivel pedig R L-kompakt, azért R/L-nek, kovetkezésképpen M/U-
nak is van minimadlis részmodulusa.
Most bebizonyitjuk, hogy R/R a legdurvibb linedrisan kompakt topolégidban
*

L-kompakt. Ehhez transzfinit indukcidval azt mutatjuk ki, hogy minden p rend-
szdmhoz R/R L-kompakt. u=0-ra R= R miatt R/ R trividlisan L-kompakt. Tegyiik

fel ezutén, hogy a p rendszdmra R/R L kompakt Most érvényes

R/RgR{tIEl/R/R

putl

Kimutatjuk, hogy R/ R is L-kompakt. Minthogy R(R/ R) 0, azért R/ R -et te-
patl

kinthetjiik R/R modulusnak De R/ R az indukcids felteves miatt L-kompakt, azért
az el6z6ek szermt R/R is L- kompakt Alkalmazva a 4, 23. dllitdst azt nyerjiik,
g ptl

hogy R/ R is L-kompakt.

Ha pedlg A limesz-szdm, akkor a 4, 13. dllitdshoz hasonléan beldthatd, hogy
R/R algebrailag izomorf az R/R (u<2) faktorgyuruk S inverz-limeszével. S, mint

az R/R L-kompakt gytiriik komplett direkt osszegenek zdrt részgylriije a 4, 22.
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allitds szerint szintén L-kompakt. Jeloljiik ¢-vel R/R-nek S-re valé izomorfizmu-

sdt, és U-val R-nek egy balidedlokbdl 4116 bézisﬁltergt. Mivel R/R-ben az {U,R}/R

(U€U) alaka balidedlok bazisfiltert alkotnak, azért a ! L
V,={xeSlnxe{l, {f}/f}

alaku balidedlok S-nek egy V bdzisfilterét alkotjdk. V-nek a ¢~! lekepezesénel
R/R -ban az {U, R}/R balidedl felel meg, vildgos, hogy {U, R}/RC{U R}/R Az

R= {R/R},,< 2 ﬁlterre teljesul {R =0, azért R/R nek a legdurvabb lmearlsan kompakt

topologlajaban a 4, 15. dllitas szerint lim R= 0 is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy léte-
zik olyan v rendszam amelyre R/RS{U, R}/R teljesiil. KovetkezSleg fenndll
v A A A

{U, R}/ RS {U, R}/R is. Ezek a meggondoldsok azt mutatjék, hogy ¢ nyilt-folytonos

v A A A
leképezés, és igy R/R L-kompakt.

A
Ezzel kimutattuk, hogy R/R a legdurvdbb linedrisan kompakt topoldgidban
*
L-kompakt. Minthogy pedig R #-nilpotens, azért R= R/R L-kompakt. []
*

A 11,4. és 11, 2. tételekbdl kozvetleniil folyik a

11, 5. korollarium. Egy t-nilpotens linedrisan kompakt gyiirii mindig radi-
kdlgyiiri.

Ez a korolldrium é&ltaldnositisa annak az éllitdsnak, amely szerint egy nil-
potens Artin-gylr{i radikdlgy{ird.

Miként azt a 11, 2. tétel bizonyitdsa utdn mdr megemlitettiik, LepTIN [19]
2. §-dnak eredményei mutatjdk, hogy ennek a korolldriumnak a megforditdsa
nem érvényes; egy linedrisan kompakt radikdlgyiirii nem sziikségképpen z-nilpotens,
és igy nem sziikségképpen L-kompakt a legdurvdbb linedrisan kompakt topologia-
ban.

A 11, 4. tétel bizonyitdsdndl ldttuk, hogy egy R linedrisan kompakt gytri
R/R faktorgylirije a legdurvabb linedrisan kompakt topolégidban L-kompakt,
*

tovabba az is igaz, hogy R/R t-nilpotens. Ezzel el8dllt a
%
11, 6. korolldrium. Egy R linedrisan kompakt radikdlgyiirii az R linedrisan

kompakt idempotens radikdlgyiiriinek az R/R t-nilpotens linedrisan kompakt gyliri-
vel valé Schreier-bovitése.

(Beérkezett: 1966. 1. 17.)
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