MEGJEGYZES AZ EGYSEGELEMES FELCSOPORTOKROL
frta: SZASZ FERENC

A kozelmiltban e Kozleményekben jelent meg LAsos SANDOR és SzEp JENG [5]
koz6s cikke az egységelemes félcsoportok néhdny 1j jellemzésérdl az Gsszes fél-
csoport osztdlydn belil. Ebben a dolgozatban is olyan feltételek megdllapitdsa
szerepel, amelyek az egységelemes félcsoportokat az Osszes félcsoport osztdlydn
beliil jellemzik.

Félcsoporton (vagy mads széval asszociativ rendszeren) tudvalevSleg olyan F
halmazt értiink, amelyben minden x, y€ F elempdrra értelmezve van egy x-y€F
szorzat Ugy, hogy minden x,y,z€ F elemhdrmasra (x-y)-z ="x-(y-z) teljesil.
Egy F félcsoportot balegységelemesnek, ill. jobbegységelemesnek nevezziik, ha F-ben
létezik olyan e, illetve e, elem, hogy minden x és y(€ F) elemre e, x = x, illetve ye, =y
fennall. Az F félcsoportot egységelemesnek nevezziik, ha F-nek van olyan eleme,
amelyik egyidejiileg balegységelem és jobbegységelem is. Vildgos, hogy ha egy F
félcsoportban létezik egy e, balegységelem és egy e, jobbegységelem, akkor sziik-
ségképpen e, =e, és igy az e=¢,; =e, elem F-nek egységeleme. Egy z€ F elemet a
félcsoport zérusdnak nevezziik, ha minden x€ F elemre xz=zx=z teljesil. Ha
létezik egy F félcsoportban zérus, akkor ez egyértelmiien meg van hatarozva. Vild-
gos, hogy minden félcsoportnak létezik zéruselemes félcsoport bdvitése. Egy z
zéruselemes F félcsoportnak a b elemét F balannihildtordnak (illetve j elemét jobb-
annihilatoranak) hivjuk, ha bx=z (illetve xj=2z) teljesil minden x€ F elemre.
Vildgos, hogy maga a z zéruselem, ha létezik ilyen F-ben, F-nek mind bal oldali,
mind jobb oldali annihildtora. Abban a félcsoportban, amelyben barmely két elem
szorzata egy el6re kijelolt rogzitett elemmel egyenld, minden elem egyidejlileg bal-
és jobbannihildtor, és a kijellt rogzitett elem a félcsoport zérusa. Ebben az utdbbi
F félcsoportban |F|=2 esetén mindig van olyan x, y, z elemhdrmas, hogy x #y,
de xz=yz vagy zx =zy. Valamilyen F félcsoportban az felemet balreguldrisnak (ill.
jobbreguldrisnak) nevezzilk, ha minden fx=fy (x,y€F) egyenletbdl (illetve
minden xf=yf egyenletb6l) mdr x =y is folyik. Az egyidejiileg bal- és jobbreguldris
elemet reguldrisnak nevezziik. Az F félcsoport egy L részhalmaza (ill. R részhalmaza)
balideal (jobbidedl) F-ben, hogyha fennall FLS L (illetve RFS R). Az I részhalmaz
F-nek idedlja, ha I egyidejfileg mind balidedl, mind pedig jobbidedl F-ben. Egy
z zéruselemes F félcsoportbdl egy olyan F’ faktorfélcsoport készithetd F-nek bdr-
mely [ idedlja szerint, amely az Gsszes f” elembdl 4ll, ahol f€ F, és ¢ I esetén f' =f,
mig f€l esetén f==z’, ahol z az F-nek, z’ az F’-nek a zérusa, és F” homomorf képe
F-nek. Ehhez megjegyezziik, hogy az F’ faktorfélcsoportot az F-nek az [ idedlja
szerint vett Rees-féle faktorfélcsoportjidnak nevezik, és dltaldban egy olyan ¢ egy-
véltozos fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomdnya egy F félcsoport, értékkész-
lete egy F’ félcsoportnak egy részhalmaza, és amelyre ¢(x-y) = @(x)-p(y) telje-
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siil minden x, y€ F elempdrra, az F félcsoport F’-be (tehdt F’ egy részhalmazdra)
valé homomorfizmusdnak nevezziikk. F-nek a centruma mindazon x-ek halmaza,
amelyekre minden y elemre xy=yx teljesiil (x, y€ F).

A félcsoportok tovdbbi tulajdonsdgaira, tovdbba specidlis félcsoportok ti.
csoportok és gylirlik definicidjdra és alapvet$ tulajdonsdgaira nézve utalunk REDEI
LAszLO [8] magyar nyelvii tankényvére.

Kozismert dolog, hogy a félcsoportok az algebrdban, tovibbd a matematika
egyéb dgaiban és az automatdk absztrakt elméletében milyen fontos szerepet jat-
szanak (ldsd pl. LiAPIN [6], HILLE [4], GLuUsKoV [2]). E fontos szerep betdltésének
oka fGleg az, hogy bdrmely H halmaz 6nmagdba valé egyértelmili leképezéseinek
F halmaza, a leképezések szorzatdnak a szokdsos (@,@,)h=¢@,(p,h), @€ H,
h€ H és ;€ F értelmezését alapul véve, nyilvdn egy egységelemes félcsoport. Ezen
kiviil igen sok fontos matematikai objektum, mint pl. egy topoldgikus tér 6nmagaba
valé folytonos (egyértelmii) leképezéseinek a halmaza, vagy egy ferdetest feletti
adott n X n tipust Osszes négyzetes matrix halmaza a leképezések, ill. matrixok szor-
zdsdnak szokdsos értelmezésével nyilvdn félcsoportot alkot. Mindhdrom példa
egyszersmind egységelemes félcsoportot ad. Ha azonban adott n-re nem az &sszes
nXn tipusi négyzetes matrixot tekintjitk, konnyen kaphatunk példdt nem egység-
elemes félcsoportra. Tekintsiik ugyanis pl. a racionalis szdmtest felett vett

01 0 0 0 1 0 0 0
e=|0 1 o, z=10 0 of ¢ o=10 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0

3 X3 tipusi matrixokat a szokdsos matrix-szorzdssal. Ekkor az F={g, z, 6} hal-
maz olyan félcsoport, amely nem egységelemes, és amelyben € jobbegységelem,
Z jobbannihildtor és & zéruselem. Hasonldan a raciondlis szdmtest feletti
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0 0
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- o O

0
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1

matrixokkal generdlt F, ={f, g, 0} félcsoport szintén nem egységelemes, de F;-ben
f balegységelem, g balannihildtor és & zéruselem. F;-nek az F, = {g, 6} részhalmaza
példa olyan félcsoportra, amelyben nincs sem balegységelem, sem jobbegységelem.

Mir az eddig elmondottakbdl is kovetkezik a félcsoport egységelemének nagy
szerepe, de topologikus terek tovabbi leképezéseinek, ill. Banach-terek operatorai-
nak halmazaival lehetne még jobban megvilagitani a egységelemes félcsoportok
fontossdgdt. Ezért kézenfekvOnek és célszerlinek ldtszik egy tetsz&leges absztrakt
F félcsoportban az egységelem létezésére sziikséges és elegend§ feltételeket meg-
dllapitani. Minthogy az Osszes asszociativ gyiiri osztdlydban az egységelemes gy(iriik
mind direktfelbontdsok, mind pedig moduluselméleti szempontbdl kitiintetett sze-
repet jdtszanak, gy(iriikben is célszerli végezni és végeztek is vizsgdlatokat olyan
kritériumok megdllapitdsdra, amelyek ekvivalensek a gylir(i egységelemének a 1¢é-
tezésével. Az egységelem létezésére vonatkozo ilyen jellegii bizonyos vizsgdlatokat
taldlhatunk pl. gylirlik esetében R. BAER [1], J. N. HERSTEIN [3], G. MICHLER [7]
és szerz6 [9], [10] dolgozataiban, vagy félcsoportok esetében, pl. Lajos S. és SzEp J.
[5] dolgozatdban.
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A jelen dolgozatnak a célja tovdbbi olyan kritériumnak a megdllapitdsa, amely
ekvivalens egy F félcsoport egységelemének a létezésével. Dolgozatomban meg-
emlitem még e kritériumnak néhdny kovetkezményét, amelyek konkrét esetekben
valészinlileg hasznosnak bizonyulnak. Megjegyzem egyébként, hogy az aldbbi tétel
ugyis tekinthet8, mint szerz§ [10] dolgozata 3. 2. 1 gylirielméleti tételének egyik fél-
csoportelméleti analogonja, ez az analégia azonban nem teljes, a félcsoportban
a kivonds korlétlan elvégezhet8ségének a hidnya miatt. Ervényes tehdt a kovetkez§:

TETeEL. Egy F félcsoportra nézve egymdssal ekvivalens az alibbi két feltétel:

a) F egységelemes félcsoport;

b) F tartalmaz olyan [, balreguldris elemet és f, jobbreguldris elemet, amelyekre
Ff, C©fiF és fL FS Ff, fenndll, tovdbbd F olyan félcsoport, amelynek az F’ legsziikebb
zéruselemes bdvitésére egyidejilleg teljesiil az aldbbi két feltétel:

(*) F’-nek minden homomorf képe balannihildtormentes (azaz a zérus az F’
minden homomorf képének egyetlen balannihildtora),

(**) F’-nek minden homomorf képe jobbannihilitormentes, (azaz a zérus az
F’ minden homomorf képéneck egyetlen jobbannihildtora).

1. KOVvETKEZMENY. Egy F félcsoport akkor és csak akkor egységelemes, ha F
tartalmaz centrumbeli reguldris elemet, és F-nek az F’ legsziikkebb zéruselemes bg-
vitésére teljesiil (*) és (**).

2. KOveTkEZMENY. Egy olyan F félcsoport, amelynek minden nem-zérus eleme
reguldris, akkor és csak akkor egységelemes, ha F centruma nem az Fzéruseleme, és
ha az F’ legsziikebb zéruselemes bGvitésére (*) és (**) teljesiil.

3. KOVETKEZMENY. Egy olyan kommutativ félcsoport, amelynek minden nem-
zérus eleme reguldris, akkor és csak akkor egységelemes, ha F-nek az F’ legsziilkebb
zéruselemes bdvitésére (*) és (¥*) teljesiil.

Bizonyitds. Minthogy b) nyilvdnvaldan folyik a)-bdl, elegendd megmutatni,
hogy a) is kovetkezik a b) feltételbGl. Legyen tehdt F tetsz6leges olyan félcsoport,
amelyre teljesiil a tételben szerepl§ b) feltétel, és be fogjuk bizonyitani, hogy léte-
zik F-ben egységelem. Legyen L az F tetszGleges balidedlja. Minthogy LF idedl és
az F/LF Rees-féle faktorfélcsoport balannihildtormentes (*) miatt, ezért LS LF.
Specidlisan L= F esetére adédik FC F?C F, tehdt F? = F,migaz L =fU Ff specidlis
esetre azt kapjuk, hogy f€fFU FfF, minden f¢€ F elemre. Hasonldéan (xx) miatt
RC FR érvényes F minden R jobbidedljdra, tehdt specidlisan f€ FfU FfF teljesiil
minden f€ F elemre. Amde a b) feltételei szerint létezik olyan f; balreguldris elem
és olyan f, jobbreguldris elem, amelyekre fenndll Ff,Sf\F és f,F< Ff,. Ezért,
és mivel F2=F, tovabbd minden f¢ F elemre f¢ (FfU EfF)N(fFU FfF) teljesiil,
szilkségképpen adddik f,efiFNEAFSfiFUfiF2=fF és hasonldan f,€Ff,.
Létezik tehat olyan g,, g, € F elempdr, amelyre f, =f,g, és f,=g,f,. Ez egyen-
letek ko6zil az els6t tetszGleges x € F elemmel jobbrol szorozva és a balreguldris
f; elemmel balrdl egyszeriisitve x =g,x, a masodik egyenletet x-szel balrél szorozva
és a jobbreguldris f, elemmel jobbrol egyszer(isitve x =xg, nyerhetS. Specidlisan
tehdt g, =g,2, és g, =g,g,, tehdt g, =g, adddik. Ennélfogva F-neck az e=g, =g,
elemére és minden x € F elemre ex = xe =x adodik, tehdt e egységelem F-ben. Ezzel
kimutattuk azt, hogy az a) és b) feltételek ekvivalensek, amivel a tétel bizonyitdst
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nyert. Minthogy az 1., 2. és 3. Kovetkezmény nyilvanvaldan folyik a tételbdl, ezek
nem igényelnek kulon bizonyit4st.

Erdemes volna megvizsgilni azt, hogy a tételben szerepld b) feltétel formdlisan
hogyan enyhithet8 egy b’) feltétellé ugy, hogy b’) még ekvivalens maradjon tartal-
milag b)-vel, tehdt az a) feltétellel is. Gyiir{iknél ugyanis elegendS a bal-jobb szim-
metrikus b) feltételnek bizonyos értelemben csak a ,,bal felét” vagy a ,,jobb felét”
venni ahhoz, hogy a feltétel az egységelemes gyiiriiket adja. De félcsoportokndl a
kivonds értelmezésének hidnya akadalyt latszik dllitani ahhoz, hogy b)-nek pl. csak
a ,,bal fele” (azaz létezik olyan f; balreguldris elem, amelyre fenndll Ff; Sf F és
F’-re teljesiil (*)) elegend8 legyen az a)-val valé ekvivalencidhoz.
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(Beérkezett: 1966. VI. 3.)

EINE BEMERKUNG UBER DIE HALBGRUPPEN
MIT ZWEISEITIGEM EINSELEMENT

Von
F. SzAsz

ZUSAMMENFASSUNG

Verfasser gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Einselementes
einer Halbgruppe H an. Es gilt nimlich der folgende.

SATZ. Fiir eine Halbgruppe H sind die folgenden zweien Aussagen untereinander dquivalent:

a) H enthidlt zweiseitiges Einselement

b) H enthilt ein linksregulares Element f; und ein rechtsreguiares Element f> mit den Be-
dingungen HfiSfiH und foHS Hf2, weiterhin sind fiir die engste Halbgruppenerweiterung H’
von H mit der Adjunktion eines Nullelementes die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

(*) jedes homomorphe Bild H'¢ von H’ besitzt keinen von Null verschiedenen Linksanni-

hilator;
(**) jedes homomorphe Bild H'¢ von H’ besitzt keinen von Null verschiedenen Rechtsan-

nihilator.
Dieser Satz kann, als eine teilweise Verallgemeinerung eines ringtheoretischen Satzes aus
[10] angesehen werden.
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