EGY ALTALANOS MODSZER FUGGVENY-
EGYENLETEK NEHANY OSZTALYANAK
MEGOLDASARA, III.*

frta: VINCZE ENDRE

7. 8. Két specidlis fiiggvényegyenletrendszer megoldhatosaganak feltételei

7. 1. A késébbiekben rd fogunk mutatni, hogy e determindnsos modszerrel
(2. 29) tipusi egyenletekbdl dll6 fliggvényegyenletrendszerek is minden elvi nehéz-
ség nélkill megoldhatok. Itt csupdn két specidlis egyenletrendszert kivdnunk tédr-
gyalni; gyakori felbukkandsuk irdnyitotta rd a figyelmet. Az e §-ban targyaltakhoz
hasonld fiiggvényegyenletrendszer J. AczEL és Z. DAROCZY [6] k6z6s munkdjdban
szerepel.

7. 2. Tekintsiik a Qy( %) félcsoporton érvényes
(7. 1) G(zx 1) = a,G(2)G(t) +a,G(2)H(t) + as H(2)G (1) +a, H(2)H(t) + G(z) + G(1),
(7.2) H(zx 1) = asG(2)G(t) +a,G(2)H(t) + a; H(z)G(t) + as H)H(t) + H(z) + H(¢),
[G(2), H(z): Qo(*)—~ Q]
egyenletekbdl 4116 egyenletrendszert. Ervényes a

7. 1. TETeL. Ha a Qu(*) ABEL-félcsoporton érvényes (7. 1) és (7. 2) egyenletek-
bél dllé egyenletrendszerben a G(z) és H(z) fiiggvényekre

(7.3) 4(G, H)#0

teljesiil, akkor ennek az egyenletrendszernek csak abban az esetben van megolddsa,
ha a benne szereplé konstansok kielégitik az

a, =4z, ag=dq;

‘ ‘ , ‘
a 4as a, a,—as 185 a;—4ag
I ‘ = 0, : l =0, : \ =0
'a4 a6| a4 az—as‘ a6 az—‘as‘

feltételi egyenleteket.

MEGIEGYZES. A A(G, H)=0 esetben (7.1) és (7. 2) csak egy ismeretlen fiiggvényt
tartalmazé egyenletekre egyszerilisédik; hasonld tipusokat az elGz8ekben médr tdr-
gyaltunk. A bizonyitds soran az M”"=M(z%t), M'= M(t), M=M(z)[M =G, H]
jeloléseket ismételten haszndlni fogjuk.

* A dolgozat elsd és masodik része az MTA Mat. Fiz. Oszt. Kozl., 16 (1966), 179—208 és
301—331 oldalain jelent meg; az egyes fejezetek, képletek, tételek stb. szamozisa ezekhez csatla-
kozoban folytatblagos. A teljes irodalomjegyzéket is az elsd részhez csatoltuk.
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BizonyiTAS. A bal oldalak szimmetridja alapjan
a,4(G, H) +a34(H, G)=(a, —a3)4(G, H) = 0,
as MG, HY+ a,;4(H, G)=(ag —a)A(G, H) = 0,

tehdt (7. 3) miatt valdban a, =a; és ag=a;.
Az asszociativitds folytan pedig (7. 1) és (7. 2) ismételt felhaszndldsdval (7. 1)-bG1

A(G”, a,G)+ MG”, a, H) + A(H", a,G) + A(H", a,H) + A(G”, 1)+ 4(1, G) =
= 4Me,GG+a,HG+a,G'H+a,HH+G+G,a,G)+
+4(a,6'G+a,H'G+a,G'H ta HH+ G+ G, a,H) +
+4(asG’G+asH'G+asGH+asH'H+H+H', a,G)+
+MasG'G+agH'G+asG’'H+agH'H+H+ H',a,H) -+
+4a,GGH+a,H'G+a,GH+a,HH+G+ G, 1)+ 4(1, G)=0,

azaz rovid szdmitds utdn

7.4 [(ayas—ayas) G’ + (a3 —a,a,—a,as + a,a)H')A(G, H) = 0

adodik, tehdt (7. 3) miatt valoban

a, as, a, 4a,—ag]
| =0
e |

1

iad a;-—dag =0

7

Vegyiik észre tovabbd, hogy a (7. 1)—(7. 2) egyenletrendszer bizonyos szimmetridt
mutat, éspedig abban az értelemben, hogy a

7.5 G(2)~ H(z), a;~ag, a(=az)~ag(=a,), a,< as

egyidejii cserékkel (7. 1)-b8l (7.2), ill. (7.2)-b6l (7. 1) adodik. Igy az asszociati-
vitds kihaszndldsa (7. 2)-ben ugyanazt eredményezi, mint ha (7. 4)-ben, ill. a belsle
felirt determindnsokban az emlitett cseréket végrehajtjuk:

‘ag A, lag dg—a,'
}as az\ as 06_013——_0.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
7. 3. Hasonl6 tétel érvényes a
(1.6 GE*1) = GG +a6@H () +asHEG() +aHAH),
amn Hiz¥t)=asG(2)G(t)+acsG()H()+a;H(Z)G(t)+agH(z)H(1)

[G(2), H(z): Qo(*) Q]

egyenletekbdl allé egyenletrendszerre is.
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7.2. TETEL. Ha a Qu(*) ABEL~félcsoporton érvényes (7. 6) és (7. 7) egyenletek-
bol allo egyenletrendszerben a G és H fiiggvényekre

A(G, HY#0

teljesiil, akkor ennek az egyenletrendszernek csak abban az esetben van megolddsa,
ha a benne szerepld konstansok kielégitik az

a,=daz, d¢=ds,

a, das, a, a;—ag| as a;—ag
[— O, ' = 0, I =0
‘a, ag' a, a,—ag ‘

Seltételi egyenletrendszert.

MEGIEGYZES. A A(G, H)=0 eset figyelmen kivil hagyhatd, mert ekkor (7. 6),
ill. (7. 7) egy-egy specidlis esetét képezi a mar részletesen vizsgdlt (4. 23) egyenletnek.

BizonyiTAs. A bal oldalak szimmetridjdbdl a szokdsos médon most is a, =a3
és ag=a,; adddik.

Az asszociativitdst kihaszndlva (7. 6) alapjdn egyrészt
A(G”, a,G)+ A(G”, a, HY+A(H", a,G)+ A(H”, a,H) =
= A(a,G’'G+a,HG+a,GH+a,HH,a,G)+
+4(a,G'G+a,H'G+a,G'H+a,HH, a,H)+
+MasG'G+agH'G+acG'H+agH' H, a,G)+
+A4(asG’'G+agH'G+agG'H+agH' H, a,H)=
= [(ayas — a,a4) G + (@3 — aa, — azag + asas) H'JA(G, H) = 0
adodik, tehdt A(G, H)#0 miatt valoban

, . .
‘a, a ld, a;—ag|
2 s, D Y
a, ag! ‘ay a—ag

Madsrészt az el6z6 tétel bizonyitdsdndl emlitett szimmetriaviszonyok [v6. (7. 5))
itt is fenndllnak, igy .

dg a4 Qg ag—d,

: =0, =0
14s  ay | ds dg—4ay:

is teljesiil, s ezzel a tételt igazoltuk.

7. 4. Erdekes megjegyezni, hogy a (7. 1)—(7. 2), ill. (7.6)—(7.7) egyenlet-
rendszerben a konstansokra ugyanazok a reldciok érvényesek, noha a két egyenlet-
rendszer nemcsak hogy nem ekvivalens, de dltaldban nem is irhaté egymdsba.
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8.8§. Az n-edrendii linearis fiiggvényegyenlet visszavezetése alacsonyabbrendii
fiiggvényegyenletekre

E § el6zményeit lényegében mar a (4. f) és (4. g) egyenletek kapcsan az el6z6ek-
ben emlitettiik. Legutdbb G. N. Sakovits [85] foglalkozottennek az egyenletnek
tobb fontos specidlis esetével.

8. 1. Utmutatést kivinunk adni az

8. 1) F(zy%z;) = 2, Gilzy) Hy(25)
k=1

[ZI’ZZ’ZI*ZZEQO(*); F(Z)’ Gk(z)a Hk(Z)QO('*)_’Qy k= l: 2» ...,Il]

tipusu fliggvényegyenletek vizsgdlatdhoz, ill. megolddsdhoz tetszGleges n természetes
szdm esetén is, ahol az F, G, H, (k=1, 2, ..., n) fiiggvények ko6z6tt van (legalibb
egy) ismeretlen fiiggvény is.

8. 1. DErFINicIO. Ha (8. 1)-ben a
(8.2) 4(G4, Gy, ..., G)ZO,
(8.3) A(H,, H,, ..., H)#0
feltételek egyidejiileg teljesiilnek, akkor (8. 1)-et ,,a Qo( * ) ABEL-félcsoporton pontosan

n-edrendii linedris fiiggvényegyenletnek™ nevezziik.

8.2. DEFINICIO. Az F, F5, ..., F, [Fi:Q,~0;k=1,2,...,m] figgvények
tetszdleges Q halmazon vannak értelmezve. Azt mondjuk, hogy e fiiggvényrendszer
@ Q1 halmazon pontosan m-edrangit”, ha linedrisan fiiggetlenek, azaz ha

A(Fl E] FZ, (R Fm)7—é0
" Legyen e fiiggvényrendszer linedrisan fiiggd, tehdt
(8 4) A(F13F259 En)EO

Ha (8. 4)-nek minden (r + 1)-edrendii aldetermindnsa azonosan elttinik, de van (leg-
aldbb egy) nem azonosan eltiing r-edrendii aldetermindnsa, akkor ,,a fiiggvényrendszer
a Q, halmazon pontosan r-edrangit” (r=0). Az F,=F,=...=F, =0 fiiggvényrend-
szer és csak ez O-adrangu.

8. 1. LEMMA. Legyen a (8. 1) egyenletben szereplé {G,} ill. {H,} filggvényrendszer
rangja r(G), ill. r(Hy). Ha n=>r=min (r(Gy), r(H,)) =0 fenndll, akkor (8. 1) mindig
visszavezethets egy legfeljebb r-edrendil linedris fiiggvényegyenletre.

BizoNyiTAs. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehet8, hogy a fiiggvénye-
gyenlet rangja éppen r =r(G,), tovdbbd, hogy a G, fliggvények indexelését ugy vé-
geztiik, hogy

A4(G,, G,,...,G,)#0
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fenndll. Mivel n=>r, ezért
11((;b (;1:(;25"-,(;r)550’

Gi=r+1,..,n),
azaz
Gi = a“Gl +ai2G2+...+ai,G,. (n §i§r+l).

frjuk e fiiggvényeket (8. 1)-be, akkor az

Mﬁm=§mwm@+2ﬂ2%wdhmb

i=r+1 Lk=1

= k;l' Gi(zy) | Hy(z)) + _=Z+vl aikHi(ZZ)] = k;; Gy (z,) Ki(22)

egyenletet nyerjik. A

n

Ki(z) = Hy(2) + ax H;(2) k=12,..71) .
1

i=r+

fiiggvényrendszer rangja dltaldban r(K,)=r. Ezzel a 8. 1. lemmadt igazoltuk.
Nyilvanvald, hogy a 8.1. lemma ismételt felhaszndldsdaval minden esetben
elérhetd, hogy a (8. 1) egyenlet vagy az

F(z; % 2,)=0,
vagy pedig egy

(8.5) Fz % 2) = 2, GuznHi(z)
alaku linedris egyenletre egyszeriisédik, ahol
- A(Gy, G,, ..., Ga)#O0,
AH,,H,, ..., H)Z0,
tehdt pontosan n-edrendii linedris fiiggvényegyenlet. Ezért a kovetkezGkben feltehet-

jik, hogy (8. 1) pontosan n-edrendii.
8. 2. Sziikségiink lesz a kovetkez8 lemmadra:

8.2. LEMMA. Ha az a,; konstansok szimmetrikusak, azaz a,;=a;,, akkor
tetszéleges H,, H,, ..., H, fiiggvényrendszerre

|
—-

k

|
-

p

(8.6) @ A(Hy, H Hy s s H) +
k=2 i=1 -
p—-2 p—-1
+ Z Z a ;AH;  H, Hy oy, ..., H) =0
k=1 j=k+1
érvényes.
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BizonyiTAs. Vegylik észre, hogy (8. 6) elsG kett8s 8sszege — az indexek alkal-
mas dtirdsa utdn — a kovetkez8képpen alakul:

p—1 i~1 .
.iA(Hi’Hk’ Hp+1’ “'aHn) = 2 Zai.kA(Hks Hi’Hp+1’ ""Hn) =

i=2 k=1

_M'

p—-2 p-1
= Z 2 aj.kA(Hk: Hj, H,,+1, ...,H") =
j=k+1

k=1 j
p—2 p-1
=—2 2 ak,jA(HjsHk,Hp.(..l,..-,Hn).
k=1 j=k+1

Ilyen dtalakitdsok utdn (8. 6) helyessége nyilvdnvald, amivel a lemmat igazoltuk.
A 8. 2. lemmdt felhaszndlva bizonyithaté a

8. 1. TETEL.‘ Ha a (8. 1) fiiggvényegyenletet kielégits {H,(2)} fiiggvényrendszer
rangjo pontosan n=r(H,), akkor

8.7 . 'G,(2) = Za,,,H(z) (p=12,..,n),

ahol az a,; egyiitthatok szimmetrikusak: a,;=a;, (i,p=1,2, ..., n).

MEGIEGYZES. A bizonyitasbol ki fog tiinni, hogy a tétel nem asszociativ z, % z,
miivelet esetén is érvényes. .

BizonyitAs. A (8. 1) egyenletbll a z, ¥z, miivelet kommutatmtasa alapydn
a szokdsos mddon a

k_Zl A(Ge, H) =0

egyenletet nyerjiik. ,,BGvitsitk” most ezt az egyenletet rendre a H,, H;,_l, s Hy
figgvényekkel, akkor a koévetkez8ket kapjuk:

n—1

2 A(Gk’Hkan) = 0,
k=1

ceey

P
(8- 8) & (Gk’Hk’Hp+1’Hp+2""’Hﬂ):0’
2
8.9) 2 AGy, Hy, Hy, Hy, ..., H,) = 0,
k=1

A(GI’HI’HZ’ H3, ceny H") = 0‘
E legutolsé egyenletbdl A(H,, H;, ..., H,) #0 miatt

(8. 10) G,= > a,;H; (a,;=konst; i=1,2,..,n)
i=1
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k ovetkezik. Irjuk ezt (8. 9)-be:

A [Zal,iHi, H,, H,, ...,H,,].+A(G2, H,,H,,. .  H)=
i=1
= A(al.ZHZ’ H17H3’ ~"’Hn)+A'(G25H29H3s ---aHn) =

= A(Gz-'al,zHl,H2, H3, aeay H") = 0,
tehat A(H,, H;, ..., H,)#0 miatt

(8.11) Gy—a,,H, = Zaz,‘-H,- (a,; = konst; i=2,3,...,n).
i=2

Mivel a jobb oldalon a, ; konstans nem szerepel, megdllapodhatunk abban, hogy
;=03 legyen s igy (8. 11) helyett

G, = Zaz iH
irhatd.

Tegylik most fel, hogy a (p—1)-edik lépésig bezdrélag (8. 11)-hez hasonld
alaku kifejezést nyertiink minden G,-ra (k=2,3,...,p—1=n—1), azaz

k-1 n n
(8.12) Gy = 2, a  H; + Zak,jHj = Zak,iHia
=1 ey =1

[aif: jl;ljsk k=2,3,. .,p—1=n—-1],

akkor ebb6l kdvetkezni fog, hogy G, is hasonld alak. lrjuk ugyanis a (8. 10) és
(8. 12) alatti fiiggvényeket (8. 8)-ba, tehat a 8. 2. lemmat is felhaszndlva

2 [gak,iH,.,Hk,HpH,...,H,,]+A(G,,,H,,,Hp+1,...,H"):

Z[Z ktA(HisHkaHp+1s°“’Hn)+ Z ak,jA(Hj’HkﬂHp+19~-'3Hn)+

j=k+1

+ak"pA(Hp,Hk, Hp+1, °"’H"):I+A(GP’HI7’ Hp+1, ...,H") =

p=1k—-1 -2 =1
=k22~ ) @id(His Hi Hyys o ")+Zl LZ a  AH; Hy, Hyy gy o Hy) +
=2 i= J=k+1

p—1
+4 [H,,,k_Z1 ay yHis Hypiy s ...,H,,]+A(G,,,H,,,H,,+1, s Hy) =

p—-1
=4 [Gp—k_z1 @ Hi, Hyy Hy i oy oo H,,] =0
adodik, azaz

p—1 n
G,— Z a Hy = Zap,iHi (@, = konst; i=p,p+1,..,n).
k=1 i=p .
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Mivel a jobb oldalon az g, (k=1,2,...,p—1) konstansok 'nem szerepelnek,
legyen a, ,=a,, (k=1,2,...,p—1), s igy valdban

n
G, = Z;ap,iHi Ly =a5: 1) =1
i

is fenndll. Ez az eljdrds nyilvan p =n-ig folytathato. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
A 8. 1. tétel segitségével tehdt a (8. 1)-ben szereplS G, (z) fiiggvények kifejez-
het6k a {H,(z)} fliggvényrendszerrel és (8.1) helyett

(8.13) F(z,%zy) = k;; [;1' ak,iHi(Zl)] Hi(z,) = k;: ;;ak,iHi(Zl)Hk(Zz)

" irhatd.
8.3. A kovetkez6kben csupin a {Gy(z)} és {H,(z)} fiiggvényrendszerekre
vonatkozé fiiggvényegyenleteket kivanunk nyerni. Ervényes a

8.2 TETEL. Ha a (8. 1) egyenletet kielégité {f(2)} fiiggvényrendszer rangja
n=r(H,), akkor minden 1=p=n-re

(8. 14) G,(z,%12,) = Z Z al?) H(z,) Hy(z,)

i=1 j=1
Senndll, ahol af?) :aj‘-f’,-’ (szimmetrikus) konstansok.

BizonyiTAs. A (8. 1) egyenletbdl a z, ¥z, miivelet asszociativ és kommutativ
voltdt kihaszndlva

(8.15) 2 AGY, H) =0
k=1
irhato, ahol Gy = G(z % t) kordbbi jelslést haszndltuk. ,,Bévitsiikk™ ezt az egyenletet
rendre a H,, ..., H,_,, H,,,, ..., H, fiiggvényekkel, akkor végil is a
A(G,,H,H,, ..., H)=0
egyenlethez jutunk. Innen A(H,, H,, ..., H,)Z0 miatt

(8. 16) G, =2 M, H;

kovetkezik, ahol M, ;= M, (1).
A (8.16) egyenlet V1szont ismét (8. 1) tipusu, s mivel a {H (z)} fiiggvényrend-
szer rangja feltevésiink szerint r(H,) =n, ezért alkalmazhaté rd a 8. 1. tétel. Eszerint

M, (1) = Za“”H O (=120,

ahol a{) szimmetrikus konstansok. Igy (8. 16) helyett

8.17) ZZMmm wwmezmwﬂ

i=1j=

irhatd. Ez nyilvdan minden 1=p=n egész szdmra elvégezhetd, igy a tételt bebizo-
nyitottuk. :
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A (8.17)-ben szerepl6 aff) konstansokra tovdbbi megszoritdsokat nyerhet-
nénk, ha (8. 17)-et (8. 15)-be helyette31tenenk ezt azonban itt nem sziikséges elvé-

gezniink.
8.4. A 8.1, és 8. 2. tételbbl kozvetleniil adodlk a

8. 1. KOrROLLARIUM. Ha a (8. 1) egyenletet kielégité {G (2)} és {H(2)} fiiggvény-
rendszer rangja n=r(G)=r(H,), akkor (8. 1)-b4l a

(8.18) 2 a;, , Hy(z, % 2,) = Z Z aPH (z)H(z) (p=1,2,...,n)

i=1j=1
egyenletrendszer kovetkezik, ahol az [a,,;) (i, p=1,2, ...,m) és5 [afP]1 (i, j=1,2, ..., n)
egyiltthaté-mdtrixok szimmetrikusak, tovdbbd
(8.19) det [a; ,]#0,
det[a{P)] # O (p=12,..,n).

BizonyitAs. Feltevésiink szerint A(H,, H,, ... H,)#0, tehdt (8.7) és (8. 14)
6sszehasonlitdsdbol azonnal (8. 18) adddik. Az egyiitthaté-mdtrixok determindnsaira
felirt egyenlStlenségek is nyilvan teljesiilnek, ha ugyanis ezek egyike is nem telje-
siilne, akkor (8. 7) vagy (8. 14) alapjan a kizdrt A(G,, G,, ..., G,) =0 koévetkezne.

Ervényes tovdbbd a

8. 2. KoROLLARIUM. Ha (8. 18) és (8. 19) egyidejiileg fenndll, akkor

(.20 Hyzikz) = 2 Zb"”H(q)H(Zz) (P=12..,7)

i=1j=1
is kovetkezik, ahol a [b{R)] (i, j=1, 2, ..., n) egyiitthato-mdtrix szimmetrikus.

(8.19) esctén ugyanis (8. 18) tetszBleges H,(z%z,)-re megoldhaté; a b
konstansok szimmetrikus volta nyilvdnvald.

8. 5. Keressiink most olyan A4,, 4,, ..., 4, nem mind zérus konstansokat,
melyekkel a (8. 20) alatti egyenleteket rendre megszorozva és dsszeadva

®21) D AH k)= D [2’ Bs“Hi(zl)] [2 C}">H,-(22)]
p=1 k=1 Li=1 =1 :

alaku legfeljebb m(<mn)-edrendii linedris fiiggvényegyenletet nyeriink. Ilyen kons-
tansok akkor Iéteznek, ha a (8. 20) és (8. 21) sszehasonlitdsdbdl adédo

&H

8.22) 2 BPCP -~ DA =0 (,j=1,2,...,n; m<n)
k=1 p=1

egyenletrendszernek van nem trividlis megolddsa, melyen itt azt értjiik, hogy

m

(8.23) : [2 |A,,|] 1 [Z |B<"’|] [ 2 |c<"’|] # 0.
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A (8. 22) egyenletrendszer n* szdmu egyenletbdl dll. Tekintsiik ismeretlennek
csak az A,, B¥ konstansokat, akkor az ismeretlenek szdma mn+n, s a (8.22)
homogén linedris egyenletrendszer matrixa pedig

e 0 —57)] ]
( (
S ZE =12
(8.24) el — by, (k=1,2,...,m<n)

(pr=12,...,n)

alaku. Az egyes ,,blokkokban” szerepld fels6 indexek oszlopot, az alsék sort jelol-
nek, igy

e c® ... cm
1 (2 (
|C}")l _|CY e (m=n)

cH Cc@ ...cm

1 2
T BTy
2
o] = |0 —o o3
3, J >
2
b —b) ... -5

a blokkokon Kkiviil pedig csak zérusok dllnak.

A (8. 24) métrixban, eltekintve a (8. 23) megszoritdstol, a C{* ismeretlenck fo16tt
szabadon rendelkezhetiink, s ezek alkalmas vdlasztdsdval (legaldbb) az m=n—1
esetben mindig elérhet§, hogy a (8.22) homogén linedris egyenletrendszernek
legyen a trividlistol kiilonb6z6 megolddsa, ehhez ti. az m=n—1 esetben csak az
sziikséges, hogy (8. 24) determindnsa eltlinjon.

Ez pl. a kovetkez8képpen érhetd el: A (8. 24) mdtrix determindnsét kifejtjiik
és zérussal tessziik egyenl8vé; barmely C{¥ ismeretlen a kifejtésben legfeljebb n-edik
hatvdnyon fordul el8. Az 6sszesen (n— 1)n szdmi C® ismeretlenek kozil valamely
kivdlasztott C%™ kivételével a tobbi n> — n— 1 szamit, figyelembe véve (8. 23)-at is,
tetszGlegesen el8irjuk, s az igy elGdllo CY™-ra n-edrendii kozonséges algebrai egyen-
letet pedig megoldjuk. Mivel a tdbbi #* — n—1 szdmi C{® konstansot tetszélegesen
irtuk el8, ez az eljdrds feltételezi, hogy az alapul vilasztott Q testben [vd. (8. 1)]
minden, legfeljebb n-edrendii algebrai egyenletnek van megolddsa.

fgy a (8.20) alatti egyenletrendszer mindig visszavezethet6 (8. 21)-re, ahol
m<nés a A(H,, H,, ..., H)# 0 megszoritds, tovabbd (8. 23) miatt ez az egyenlet
pontosan m( < n)-edrendli linedris fiiggvényegyenlet.

Figyelembe véve a 8. 1. lemmadt is a kovetkez6t mondhatjuk:

8.3. TETEL. Ha a Q testben minden legfeljebb n-edrendii algebrai egyenletnek
van megolddsa, akkor bdrmely (8. 1) tipusi fiiggvényegyenlet mindig visszavezetheté
egy legfeliebb n—l-edrendi linedris fiiggvényegyenletre. )
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8. 6. Az el6z6ek alapjan mdr nyilvdnvalo, hogy tetszbleges (8. 1) tipusi egyenlet
teljes megolddsrendszerének felirdsdhoz konkrét modszer dll rendelkezésiinkre.
Ha (8. 1)-ben valamennyi fliggvényt ismeretlennek tekintjiik, akkor (8.1) teljes
megolddsa azt jelenti, hogy minden (8. 1) tipust legfeljebb n-edrendii linedris filigg-
vényegyenletet meg kell oldanunk. gy természetesnek mondhaté az a torekvés,
melyet az dltaldnos eset vizsgdlatdndl az el§zGekben végig megvaldsitottunk, ti.
hogy a megolddst az eredetinél alacsonyabbrendli egyenletek segitségével allitsuk
el6. Természetesen egy-egy konkrét esetben, amikor a szerepld fiiggvények nem
mindegyike ismeretlen, vagy a szereplS fiiggvények kozott linedris fliggSséget vagy
fiiggetlenséget dllapithatunk meg, a megoldds kordntsem - olyan hosszadalmas,
mint az &dltaldnos esetben.

Az elmondottakbdl az is kitlinik, hogy e modszerrel minden, a (8. 1) tipust
egyenletekbdl felépitett figgvényegyenlet-rendszer is megoldhatd, hisz az egyes
egyenleteket kiilon-kiil6n megoldva, s a megolddsokat az eredeti egyenletrendszerbe
visszahelyettesitve, legfeljebb a megolddsok specializalodnak.

9.§. A D'Alembert— Poisson-féle fiiggvényegyenlet
Az alkalmazdsi lehetGségek nagy szdma miatt is a
9. 2) Clx+p)+C(x—y) =2C(x)C(y)

egyenlet szerepel a legtébbet a trigonometriai fliggvényegyenletek irodalmdban.
Csupdn néhdny eredmény vdzoldsdra szoritkozva a kovetkezSket emlitjik: J.
D’ALEMBERT [9], [10] és S. D. PoissoN [53] analicitdsi feltételek mellett vizsgdlidk;
A. L. Caucnhy [18], J. L. W. V. JEnseN [31] és J. ANDRADE [11] folytonossdgi felté-
telek mellett oldjak meg; E. HopF [27] kimutatja, hogy az |y|=1 ill. y=1 tarto-
mdnyokban a nem folytonos megolddsok grafja mindeniitt siir{i; I. CArRsTOIU [17]
a LapLAcE-transzformdcid segitségével oldja meg; G. ARRIGHI [14] kimutatja, hogy
ha C(x) valamely x helyen. pl. jobbrdl folytonos, akkor mindeniitt folytonos;
TH. ANGHELUTZA [13] tovabbi megolddsokat mutat differencidlhatdsdgot feltételezve;
L. ViEToris [66] megadja a legdltaldnosabb valds vdltozdjo komplex megolddst;
S. Kurepa [39] (v6. [37], [38]) HiLBERT-térben mérhetSségi feltételek mellett vizs-
gdlja; 1. FENYO [22] disztriblcid-mddszere itt is alkalmazhato.

A konkrét alkalmazdsokra nem tériink ki részietesen.

9. 1. Legyen Qo(+) tetszdleges (additiv mdédon irt) ABEL-csoport és Q tovabbra
is tetszoleges test. Legyen tovdbbd Q' olyan test, mely Q-bdél az dsszes olyan x elem
béritésével dll els, mely megolddsa az x*(a®> —1)=1 egyenletnek, mikézben a= +1
a Q test elemeit futja be. A Qy(+)-ban értelmezett ,,6sszeadds” dltaldban nem
egyezik meg a Q-ban, ill. Q’-ben levivel, de mégsem fog félreértésre vezetni, ha
mindkettdt egyformdn jeldljiikk, mert Qy(+ )-beli elemekkel csak a szereplS fiigg-
vények argumentumdban, a Q-ban (vagy Q’-ben) levdkkel pedig csak azon kiviil
fogunk taldlkozni.

Tekintsiik a
©.1 C(z +2z)+C(zy —2,) = 2C(2)C(z,)

lz1,2y,2y4+23,2; =2, €Qo(+); C(2): Qo +) 0]

%]

MTA III. Osztdly Kozieményel 16 (1966)



434 VINCZE E.

fiiggvényegyenletet, melyet csak egyszerlien D’ALEMBERT—POIsSON-egyenlet néven
tart szdmon az irodalom. Célunk megmutatni, hogy az el6z8ekben mdr kérvona-
lazott determindnsos megolddsi mddszer erre az egyenletre is alkalmazhaté, s éppen
ezért az eddigieknél 1ényegesen dltaldnosabb eredményt kapunk. Egyszerl’i szamitds
mutatja, hogy a z, +z, € Qo( +) miivelet kommutativitdsdbdl csupdn C(z) C(—2)
[z € Qo(+)] adddik (a C(z) fuggvényt az analizisbdl vett mintdra tovdbbra is »»PAros
fuggvénynek™ fogjuk nevezni), az asszociativitds kihaszndldsdbol pedig éppenséggel
semmit nem nyerink. A mddszer mégis gy lesz alkalmazhato, hogy észrevesszik
a bal oldal mindkét argumentumdnak biszimmetrikus voltdt és ennek alapjin
irunk fel determindnsos egyenletet; ismeretes, hogy a B(u, v) fiiggvényt akkor ne-
vezziik biszimmetrikusnak, ha kielégiti a

B[B(uy, uy), B(uz, u)}= B[B(uy, u3), B(u,, uy)]

fiiggvényegyenletet.
Ervényes a kovetkezd

9. 1. TETEL. A Qu(+) ABEL-csoporion érvényes (9. 1) fiiggvényegyenlet ésszes
megolddsai a kovetkezé fiiggvények :

(M7.1) C(2)=0,

(M7.2) Cz)=1%[g(2) +g()~'L;
ahol g(z)#0 a (2.26) tipusi

(9/2. 26) 8(z1+22)=8(21)8(z2)

(21,22, 2/ + 2, € Qo(+); 8(2): Qo(+) > Q']
CaucnHy-egyenlet olyan megolddsa, melyre
He@+8@)™ ) Qo(+) >0 [2€Q0(+)]
teljesiil. Mds megolddsok nincsenek.

MEGIEGYZES. Szembetilind, hogy a (9. 1) egyenlet Osszes Q-beli megolddsai
csak olyan g(z) fuggvények seg1tsegeve1 dllithatdk el8, melyek a Q-ba nem tartozo
értékeket is felvehetnek.

BizonyiTAs. Alkalmazzuk a (9. 1) egyenletet a (z;, +u+v+2,)€ Qo(+) Osz-
szegre kétféle modon:

Cizy+u+v+z,) = 2C(z; +u)C(v+2,) —C(zy Fu—v—2,)=
=2C(z,+uw)C(z,+v) —2C(z; —v)C(u—2z,) + C(z; —v—u+2z,),
Clzy+v+u+z,) =2C0, +0)Cu+2,)—C(z, tv—u—zy)=
=2C(z, +v)C(z, +u)—2C(z; —u)C(v—2,) + C(z; —u —v+2,),
tehdt a C(z) fliggvény pdros voltdt is figyelembe véve a
A4[C(z, +u), C(z, +0)]+ 4[C(z, —u), C(z, —v)] =0
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egyenlet irhatd fel. Ezt (9. 1) alapjdn a késGbbiek szempontjdbdl még kdénnyebben
kezelhet§ formdba irjuk dt, azaz

A[C(z; +u), Cz; +0)] + A2C(2)C(W) — C(z, +u), 2C(2,)C(0) — Cz2 +0)} =
= A[C(z, +u), Clz2 +0)] +A[ - C(z, + ), 2C(2)C()]} +

+ 4[2C(z,)C(w), — C(z; o)} +4[— C(z, +u), — C(z; +0)] =0,
tehdt
9.2 A[C(z, +u), C(z, +0)] — A[C(z, +u), C(v)C(z,)] +

+4[C(z, +v), C(u)C(22)]=0
addodik. ,,Bovitsiik™ most ezt az egyenletet a szokdsos mddon C(z)-vel, akkor a
©.3) A[C(zy +u), C(z, +v), C(z3)] = 0
azor;ossaigot kapjuk, ahol két esetet fogunk megkiilénboztetni.

MEGIEGYZES. Ldthato, hogy (9. 3)-ban az eddigiekt&l eltérGen kér paraméter
is szerepel. Ez egyrészt kedvezd, mert (9. 3) ezdltal ,,erGsebb” megszoritdst jelol ki
C(z)-re nézve, mint a kordbbi hasonld tipust (de csak egy paramétert tartalmazo)
determindnsos egyenletek, tehdt a megoldds ezért ,,elvileg” kénnyebbé vélik. Mads-
részt azonban a (9. 3)-bdl a 2. 2. tétel alapjdn kovetkezd

M (u, V)C(z + u) + M, (u, v)C(z +v) + M;3(u, v)C(z) = 0,

3
; |M;(u, v)| >0

azonossdg tul dltaldnos, tehdt tdl sok (s az esetek nagy tObbségében megoldast
nem ado) aleset vizsgdlatdt igényelné, de mindenesetre jarhato 1t lenne, ha a szokdsos
modon vizsgdlndnk a C(z+u), C(z+v) és C(z) fiiggvények ,,z szerinti” linedris
fugglségét. Nyilvan (9. 3) alkalmas specializdldsa konnyit a helyzeten.

Folytatva a 9. 1. tétel bizonyitasat, vildgos, hogy (9. 3) a
9. 1A) A[C(z, +v), C(z,)]=0

esetben teljesiil. Ha viszont A[C(z, +v), C(z,)]£0, akkor van olyan v =v4€ Qo(+)
régzitett elem, melyre
4[C(z, +u), C(z; +vo), C(z3)] =0,
(9. 1B)
A[C(zy +1,), C(z)) 20

fenndll. E két eset vizsgdlata kimeriti az 6sszes lehet§séget.
9. 14. Lithaté, hogy (9. 1A)-bédl a

(9. 1A1) Ciz) =0,
(9. 1.LA2) C(z+v) = M(v)C(2)
esetek egyike kovetkezik.
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9.1. Al. A C(z)=0 valdban megolddsa (9. 1}-nek. A tovdbbiakban feltesz-
sziik, hogy C(z)#0.

9.1.42. Ha C(z+v)=M(v)C(z), akkor A(M, C)=0 és a feltételezett C(z)z0
alapjan M(z) =kC(z), tehat '
9. 4) C(zy +2,) =kC(z,)C(z,).

A Qy(+) csoporttulajdonsaga folytdn z, +z, a teljes Qy(+) halmazt befutja,

igy C(z, +2z,)=0-bdl C(z)=0 is kovetkezne. Feltehet§ tehdt, hogy (9. 4)-ben k #0.
Helyettesitsiik (9. 4)-et az eredeti (9. 1)-be, akkor a nyert

kC(z)C(z;) +kC(z)C(—2z,) = 2C(z,)C(z,)

egyenletbdl C(z)=C(—2z)2Z0 miatt k=1 kovetkezik. Igy C(z) egy, a (2. 26) alakit
CaucHy-egyenletet kielégitd pdros fiiggvény. Ezt a megolddst (M 7.2) a g(z)’=1
esetben tartalmazza. Ugyanis, ha C(z)20 multiplikativ, akkor sehol sem zérus,

s ha pdros is, akkor C(z)?= C(z)C(—z)=C(z)C(z)"' = 1. A tovdbbiakban fel-
tehetjiik, hogy
6.5 A[C(z; +vo), C(z ) Z0.

MEGIEGYZES. Az a tény, hogy a C(z) fiiggvény lehet egyidejiileg pdros és multip-
likativ, s mégsem azonosan konstans fliggvény, elsé pillanatra meglep8. De valo-
ban a

C(z, +2,)=C(2))C(z,) =C(z;)C(—z,) =C(z, — z,) [z,,2,€0,(+)]

azonossdgbol C(z)=konst. csak akkor kovetkezik, ha minden u,v€Qq(+) elem-
pdrhoz taldlhaté olyan z,, z, € Qy(+), melyek a z,4+z,=u, z; —z,=v egyenlet-
rendszert kielégitik. Pl. az egész szamok additiv csoportjdban a mondott egyenlet-
rendszer nem oldhaté meg korldtlanul, és ezen a csoporton meg is adhaté olyan
C(z)# konst., mely egyidejlileg pdros és multiplikativ: C(2n)=1, C2n—1) = —1,
ha n egész. ' :

9. 1. B. A (9. 1. B) esetben mdr csak az

9. 6) Cz+u)=M ()C(z+rvy) + M, (u)C(2)
egyenletet kell megvizsgdlnunk. A valtozdk szimmetridja miatt innen
9.7 A[My(z,), Clzy +1vo)l+ A[My(z,), C(2)] = 0,

A[Ml(zl)9 C(ZZ +l~0)’ C(ZS)] - Oa
tehdt (9. 5) miatt
9. 8) M (z) = k,C(z+1vy) +£,C(2) (k,, k; =konst.),

tovdbbd (9. 7)-b6l C(z)0 alapjdn
Ak C(z, +vy) +k,2C(24), Clzy +ro)] - A[My(2)), C(z,)] =
= AMM,(z)) —k,C(zy +1y), C(2,)] = 0
9.9) M,(2) = k,C(z +vo) + k3C(2) (k3 =konst.)
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kovetkezik. Ezeket fethaszndlva (9. 6) szerint
9. 10) TC(zHu) = kyC(z +vo)Clu+10) + k,C(z +00)Cu) +
+k,C(2)C(u +10) + k3C(2)Cu).

A ki, k,, k3 konstansokra tovdbbi megszoritdsokat nyerhetiink a szokdsos
modon is, azaz ha (9. 6)-ot (9. 2)-be irjuk. Itt azonban mar letériink a szokdsos
uatrol, mert a Qu( +) alaphalmaz csoporttulajdonsdga lényegesen nagyobb szabad-
sdgot biztosit, mint az eddigiekben és igy konnyebben is ériink célt. Legyen ugyanis
(9. 10)-ben u =0, akkor [C(2)Z0 miatt C(0)=1; v&. (9. 1)]

C(z) = kC(vo)C(z +vg) + k,C(z +10) + k,C(ro)C(z) + k3C(2),

tehdt (9. 5) miatt
kiC(rg)+k,= 0,

k,C(tg) +k;—1=0
adodik. E konstansokkal (9. 10) a
9. 11) C(z +u)=k,[C(z +v5) — C(v) CNC (1 + ) — Cro)C(u)] + C(2)C(u)
egyenletre egyszeriisodik. (9. 1) szerint tovdbbad

C(u+ 2vy) =2C (1 +v9)C(vy) — Clu),
s ha most (9. 11)-ben u helyett (i +v,)-t irunk, nyerjiik a
C(z+u+vy) = k{[C(z +vg) — C(rg)C(2)] [2C(00) C(u +vg) — C(1) — C(v)Cu +vg)] +
+ C(2)C(u + 1)

egyenletet. A bal oldal szimmetridja és (9. 5) alapjdn itt szliikségképpen

. 12) —k Cwo? +1 = —k,,
tehdt
9. 13) Clz4+u+vy) = k,Cvg)[Cz +v)C(u +vo) + C(2)C(u)] —

C—k[C(z +ve)Cw) + C(2)C(u +vg))-
Végil (9. 11), (9. 12), (9. 13) szerint
Cz+u+vy)—Cre)C(z+u) = [k;C(ry) — Cro) — k1 C(v0)*1C(2)C(u) +
~ +k 1 (v6)? — k1 1[C(z +v0)C(u) + C(2)Clu + 1)),
(9. 14) C(z +u+vy) — C(0g)C(z +u) = [C(z+10) — C(re)C(2)]C(u) +
+[Clu +1o) — C(v) CW)C(2).

Az eddigiek sordn a vg€ Qo(+) helyrSl csupdn annyit tételeztiink fel, hogy
alkalmasan megvalasztva (9. 5) fenndll. A (9. 11)-ben szerepl6 k, ,.konstans” ter-
mészetszerlileg fiigg vo-tol, vé. (9. 12); innen az is 1dthatd, hogy C(vy)? = 1. Tegyiik
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fel most, hogy létezik olyan vy € Qo(+), melyre egyidejiileg (9. 5) és a (9. 12)-bdl
adodé
l 2 .

(9.15) k’_‘C(vo)z—l =k (k€Q; k=0)
is fenndll, ahol tehdt — hangsalyozzuk — a (9. 15) egyenletnek van Q-ban k-ra
nézve megolddsa. Bizonyitjuk, hogy ekkor (9. 1) minden megolddsa (M7. 2) alakd
és a szerepl6 g(z) fiiggvény is Qq(+)-t Q-ba képezi le, mds széval (9. 1)-nek az
(M7. 2) tipust megolddsai koziil csak azok 4dllithatdk el8 csupdn Q-beli értékeket
felvevd g(z) fiiggvényekkel, mely megolddsok értékkészletében létezik olyan C(vy),
hogy (9. 5) és (9. 15) egyidejiileg fenndll.

Ha ugyanis (9. 15) fennall, akkor (9. 11) és (9. 14) szerint

kC(z+u+rve)+[1 —kC(vy)]C(z+u) =
= [kC(z +vo) + (1 — kC(to))C(KkC(u +14) + (1 — kC(ro))C(w)],
—kC(z+u+rvy) +[1 +kClvy)|C(z+u) =
= [ —kC(z +vo) + (1 + kC(0e))C(2)[ — kC(ut + o) + (1 + kC(re))C(w)],
azaz két (2.26) alaki CaucHy-egyenletet nyertiink, tehdt
kC(z +vo) +[1 —kC(ro)IC(2) = g(2),
—kC(z +1o) +-[1 +kC(2o)]C(2) = g2(2),

s a g.(2), g,(z) fliggvények — értelmezésiik folytin — csak Q-beli értékeket vesz-
nek fel. Ldthat6 tovdbbd, hogy (9. 5) miatt A(g,, g,)Z0 is fenndll. Helyettesitsiik

most a kapott
C(z) =1[g:1(z) + g2(2)]
megolddst a (9. 1)-bSl kovetkezd C(2z)+ 1 =2C(z2)? egyenletbe, akkor
Hg1(2)? +822°]+ 1 = $[81(2)* +28,(2)g2(2) + £2(2)*),
g1(2)g,(2)=1.

Innen lathato, hogy Qo(+) csoporttulajdonséga és a C(2)Z0 feltevés g,(2)g,(2) #0
fenndlldsat minden z € Qu(+)-ra mér eleve blztosntotta ezért valoban az (M7.2)
megolddst nyertiik.

Ha viszont a (9. 15) egyenlet nem oldhaté meg Q-ban, akkor bdvitve Q-t a
k (k* =k ,)elemmel oly médon, hogy a bdvitett Q’ halmaz tovdbbra is testet al-
kosson, az el6z8 gondolatmenet tovdbbra is érvényes, csupdn a g,(z) fiiggvény, ér-
telmezése folytdn, értékeit Q’-bsl veszi azzal a megszoritdssal, hogy

C(2)=3[g1(@2+8:(2)7']: Qo(+) - Q

minden z € Qy(-+)-ra igaz. Mivel (9. 15)-ben C(v,) a kizdrt C(ry)? #1 esettdl elte-
kintve bdrmely Q-beli értéket felvehet, ezért (9. 1) dsszes megolddsa csak akkor
adhaté meg (2.26) tipusu CaucHy-egyenletet kielégitd g(z) fiiggvények segitsé-
gével, ha Q-t az Jsszes olyan x elemmel bdvitjiik, mely megolddsa az xXa@?- =1
(@€ Q; a* #1) egyenletnek.
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A felsorolt fiiggvények valoban megolddsok, igy a tétel bizonyitdsdt befejeztiik.
9.2. A most bizonyitott tétel alapjan mdr kdnnyen beldthaté a kovetkez§ is:

9.2. TETeL. Legyen C(2)#0 és C(2)*Z1, s elégitse ki a (9.1) egyenletet.
Ha létezik olyan vq € Qo(+) elem C(z) értelmezési tartomdnydban, melyre a

.5) A[C(zy +vp), C(z,)]£0
feltétel teljesiil, tovdbbd van olyan k€ Q, mellyel

(9. 16) K2 [C(vp)*> — 1] =1 (k€Q)
Senndll, akkor és csak akkor (9.1) megolddsai

0. 17 C2)=1%[g(2) +g(2)7 "]

g(z,+2,)=g(z1)g(z2) %0
[z2€Q0(+); 8(2): Qo(+) Q]
alakvak, ahol tehdt a g(2) fiiggvény is csak Q-beli értékeket vesz fel.

BizoNYITAS. A (9. 5) és (9. 16) feltételek elégséges volta a megel6zd tétel bizo-
nyitasdbol nyilvdnvald. A feltételek sziikségességének beldtdsdra elég azt kimutat-
nunk, hogy bdarmely (9. 17) megoldds esetén van olyan vy € Qo(+), mellyel (9. 5)
és (9. 16) egyidejiileg fenndll. S6t t6bb is igaz, minden olyan vy € Qo(+), melyre
Cwe)* = 1, a mondott tulajdonsdgu.

Egyrészt, ha C(z)>#1 és (9. 17) alakil, akkor g(z)>#1 is fenndll. Ugyanis
g(2)? =1-bél

[ g@+g@-t P [g2)?+1]?
C(Z)z‘[ 2 ] IO

miatt C(z)% =1 kévetkezne; nyilvdn ugyanigy C(vo)? # 1 esetben g(vo)? 1 is kovet-
kezik. Mdsrészt g(z)*#a (konst), mivel ellenkez8 esetben g(z,+2z,)% =
=g(z,)%g(z,)* #0 miatt a=a?, azaz a=g(z)’=1 adddna.
Kiszdmitjuk a (9. 5)-ben szerepld determindns értékét, igy
'

4[C(zy + o), C(z2)] = %A[g(zl)g(vo)+g(21)‘1g(vo)‘1,g(;2)+g(22)“] =

1 ge)’ —1 g(z,)* —g(2,)’
= — Vo) — v -1 A Z4)s 4 -1 = ; 0
4 [g( 0) g( 0) ] [g( 1) g( 2) ] 4g(vo) g(Zl)g(Zz)
a kizdrt g(z)>#a miatt valdban igaz minden olyan vy € Qu(+)-ra, mely esetén
g(wo)? #1, azaz C(vp)? = 1 4ll. Tehdt (9. 5) sziikségképpen teljesiil.
Végiil (9.16) abbd] koévetkezik, hogy (9. 17) esetén minden C(vg)> — 10
Q-ban teljes négyzet:

Cloo 1 = 7 [goo)+8(00) 12— 1 = [

g(vo)’—11?
LAY %
28 (50) 0

Ezzel mindent bizonyitottunk.
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10.§. A D’Alembert— Poisson-féle fiiggvényegyenlet altalinositasanak
megoldhatosiga

A (9a) egyenlet altaldnositasaival kapcsolatosan W. H. WiLsoN [80], VAN DER
Ly~ [44], D. V. lonescu [32] és 1. FENYO [22], [23] munkadit emlitjiik, R. SATO [57]
pedig a (C) tipusu egyenleteket vizsgdlja (de megolddst nem ad). Ide sorolhaté még
a [68] dolgozat is.

10. 1. A (9. 1) fiiggvényegyenlet egyik dltalanositdsa az
(10. 1) FE+0)+G(iz—1) = D F ()G
k=t

’ [Z: t,Z+t,Z—[EQ0(+); F(Z)’ G(Z)a Fk(z)’ GK(Z)Z QO(J_)")Qs k = 1’23“'9’1]

egyenlet;. Qo(+) itt is tetszéleges (additiv mddon irt) ABEL-csoportot jelent. Fel-
tessziik, hogy (10. 1)-ben legaldbb egy ismeretlen fliggvény is szerepel. Célunk
megmutatni, hogy (10. 1) mindig visszavezethetd (8. 1) tipusu egyenletek megolddsdra,
igy (10. 1) tipusui egyenletek megolddsit is a determindnsos moddszerrel meg-
adhatjuk. Ervényes a

10. 1. TETEL. A Qy(+) ABEL-csoporton érteimezetr (10. 1) fiiggvényegyenlet
visszavezethetd az

Az+D+A@z—1) =2 D P (2)R.(D),
k=1

B(z+t)—B(z—1) =2 Z 0.(2) S (1),
(10. 1) k=

Cz+0)—C(z—1) =2 D P (2)S, (1),
k=1

D(z+0)+D(z—1) = 2k=21 R, (2) 0 (1)

fiiggvényegyenlet-rendszerre, ahol az A(z), B(z), P(z) és R(z) (k=1,2,...,n) fiigg-
vények pdrosak, a C(z), D(z), Qi(z) és S(z) (k=1, 2, ..., n) fiiggvények pedig pdrat-
lanok, s e fiiggvények segitségével a (10. 1)-ben szereplé fiiggvények a kivetkezé-
képpen dllithatok eld:

F(z)=%[4(2) + B(z) + C(2) + D(2)],

G(z) =3{A(2) — B(z) + C(z2) — D(2)],
Fi(2) = P(2) + Qu(2), G(2) = R(2) + Si(2)
*k=12,...,n).

BizonyiTAs. Bdrmely, a Qq(+) ABEL-csoporton érteimezett M (z) [Qo(+) O]
figgvény felbonthatd egy pdros és pdratlan fliggvény Gsszegére; ugyanis az

M(2)=3[M(2)+ M(—2)]+31[M(z) - M(—2)]
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felbontdsban az elsG rész nyilvdn pdros, a mdsodik pedig pdratlan. Bontsuk fel
a (10. 1)-ben szerepld F, G, F,, G, (k=1, 2, ..., n) fliiggvényeket is ily mddon:

F(z) = P(z)+0Q(z), P()=P(-z2), Q()=-0(—2),
G(z) = R(2)+ 5 (2), R(z) = R(-2), S(2)=-5(—2);
(10.2) VI (@) = P+ 0u(2), Pu(2) = Pu(—2), Ou(2) = — Ou(—2),
G(2) = R()+ S, (2), Ri(2) = Ri(—2), S (2) = —Si(—2),
tk=1,2,...,n).
irjuk most fel (10. 1) és (10. 2) alapjén az

n

(10. 1a) P+1)+QE+1)+R(z—1)+S(z—1) = k=21 [Pu(2) + 0L (D] [R(D) + Sk ()],
(10.3) Fe—0+G(z+1) = gnl Fi(2)G,(—1),

" (10.3a) P(z—1)+Q(z—1)+ R(z+1)+SEz+1) =k=2"1 [Pe(2)+ QL (@] [Re () — S (1]
(10. 4) F(—=z4+0+G(—z—1) = k;n:Fk(—z)Gk(z),

(10.4a) P(z—1)—Q(z—0+R(z+1)—S(z+1) = é,; [P (2) — QL (][R (1) + S (D],

(10. 5) F(—z—0)4+G(—z+1) = é F (—2)G,(=0),

(10.53) Pz+0D—-Q(z+0N+R(Ez—1N—-Sz—1) = k=21 [Pi(2) — Qk(2)] [R (1) — Si ()]

egyenleteket. Végezziik el tovabbd a ,,(10. 1a) 4-(10. 3a)+ (10. 4a) + (10. 5a)” Ossze-
vondsokat:
2P(z+1)+2P(z—1)+2R(z+1)+2R(z—1) =

= k;; {[Pe(2) + Q@I R (D) + S (D] + [P(2) + Qx D[R (1) — S ()] +

+[Pe(2) — QD[R (1) + Sy (D] + [Pr(2) — Qu(@)] [Re (1) — S} = 4 k;: P (2) Ri(D),

azaz bevezetve az

(10. 6) A)E P(z) + R(2)

jelolést az

(10.7) AG+D+AGE—1) =2 2 P2 R(2)
k=1

egyenletet nyerjiik, ahol A(z) értelmezésébdl kifolydlag pdros fiiggvény.
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Hasonl6an nyerjiik ,,(10. 1a) —(10. 3a) —(10. 4a) +(10. 5a)” sszevondsokkal a
Y 2PG@+0)—2P(z—0)+2R(z—H-2R(z+1) =
= k;"; {[Pi(2) + Q@] [Ri (1) + S (D] — [Pi(2) + Ox (D) [Ri (1) - Si(1)]—
—[Py(2) = Q@R (1) + S (D] + [P (2) — Q@] [Re (1) = S (1)]} = 4 k;n: 0. (2)Si(0)

egyenletet, azaz a

(10. 8) B(z) & P(z)— R(2)
jeloléssel
(10.9) B(z+t)—B(z—1) = 2k=21 0.(2) S, (1)

irhatd, ahol B(z) nyilvdn pdros fiiggvény.
Ugyanigy kapjuk a ,,(10. 1a)—(10. 3a) +(10. 4a) —(10. 5a)” Osszevondsok
Gtjdn a
20z +1)—20(G—1)+2S(z—1) =28 +1) =

= k;n: {{Pc(@) + QN [Ri (1) + Sk (D] — [Pe(2) + O (D] [Re () — S (D] +

+[Pr(2) = Q@R (1) + S (D] = [Pi(2) — QD[R () — S, (D]} = 4 k;: P(2)Si (1)
egyenletet, tehat

(10. 10) C) ¥ 0(z)— S(z)
(10.11) Cz+N~Cz—1) =2 Z P(2) S, ()
k=1

adddik, ahol C(z) pdratlan fiiggvény. )
Végiil a ,,(10. 12} +(10. 3a) —(10. 4a) — (10. 5a)” Osszevondsok alapjdn

20z + 1) +28(z+1) +20(z— 1)+ 28(z—1t) =
= k;; {[Pi(2) + Q@ [R () + S (D] + [Pi(2) + QD[R () — S, (D] —

~[Pe(2) — Q@R (D) + Si ()] — [Py (2) — Gk I [R () — S, (D]} = 4 k;; R (2) O« (1)
adddik, melyet a

(10. 12) D) ¥ 0(z) + S(2)
jeloléssel a
(10. 13) D+ +D(z—1) = 2k_21 R.(2) QD)

alakba firhatunk, ahol D(z) pdratlan fiiggvény.
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Konnyen ldthaté tovabbd, hogy a (10.7), (10.9), (10. 11) és (10.13) egyen-
letekbdl dll6 egyenletrendszer megolddsa utdn (10.2), (10. 6), (10. 8), (10. 10) és
(10. 12) alapijdn

F(z)=4[4(2) + B(z)+ C(2) + D(2)],

G(z)=1[4(2) - B(z) + C(z) — D(2)I.

Végiil (10.2)-b8l az F(z), Gi(z) fiiggvények is adottak. Ezzel a tételt igazoltuk.
10.2. A 10. 1. tételbSl kozvetleniil adédik a

10. 1. KorROLLARIUM. A (10. V') alatti egyenletrendszerbdl a

Ciz+1) = k:ZI [Pi(2) Sk () + P (1) Sk (2)),
(10. 14) .

D(z+1) = é [Re(2) Q() + Ry (1) Qi (2)]
egyenletek kovetkeznek.

BizonyiTAs. Cseréljiik fel ugyanis a (10. 1) utoisé két egyenletében a z és ¢
vdltozokat, majd adjuk Sssze a kapott egyenleteket. Mivel a C(z) és D(z) fiiggvények
pdratlanok, ezért valdban a (10. 14) egyenletekhez jutunk. Ezek mdr ténylegesen
(8. 1) tipusuak.

A Py2), Oi(2), Ri(2), Sz) (k=1,2,...,n) fliggvények ismeretében egyrészt
az Fi(z) és Gi(z) (k=1, 2, ..., n) fliggvények, mdsrészt a (10. 1”)-ben szerepld A(z)
és B(z) fiiggvények is meghatdrozhatok, igy az F(z) és G(z) is ismertnek tekinthet6.

Megjegyezni kivanjuk, hogy a (10.14) egyenletek megolddsdt /lényegesen
koOnnyiti az a tény, hogy a benniik szerepld fliggvények mindegyike pdros, ill. pdrat-
lan. Részleteiben a megolddssal itt nem kivdnunk foglatkozni.

(Beérkezett: 1966. VI. 19)

EINE ALLGEMEINE METHODE ZUR LOSUNG EINIGER KLASSEN
VON FUNKTIONALGLEICHUNGEN, I-—IH—IIl.

Von

E. ViNnczE

Die aus drei Teilen bestehende Arbeit skizziert eine allgemeine Losungsmethode fiir Funktional-
gleichungen von Typen :

(A) F(x+y) =._21 Gi(x) H(y),

® F(x+y)+(x—y) = _2l H(K(),

(©) Fx+y) = 2 Gix) H,-(y)/ 2 KL
i= j=

auf. Man kann aber diese sogennante Determinantenmethode auch fiir solche F unktionalgleichungs-
systeme anwenden, die die oben genannten Gleichungen (A), (B), (C) bilden.
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Im Kapitel 1 wurde darauf hingewiesen, dass diese (vom gewissen Gesichtspunkte aus elemen-
tare) Methode auch im Falle angewendet werden kann, als es fir den Definitionsbereich nur Halb-
gruppen- (eventuell Gruppen-) Eigenschaften bzw. fiir die Funktionswerte nur Korpereigenschaften
vorausgesetzt werden. Im Kapitel 2 wurde eine allgemeinere Definition der linearen Abhingigkeit
von Funktionen und einige daraus folgende Eigenschaften angegeben. Ebenda ist auch die Pexider-
sche Funktionalgleichung

2.22) , F(zi*2z2) = G(z:) H{(z2)
[z1, 22,21 %22 € Qo(*); F(2), G(2), H(2):Qo—~Q'(*)]

geldst (Satz 2. 4.), wobei Qo (%) eine beliebige kommutative Halbgruppe ist, bzw. Q’ () die auch
mit Nullelement ,,erweiterte” multiplikative Gruppe eines Koérpers Q (der Charakteristik 0) be-
zeichnet.

Im Kapitel 3 sind die Funktionalgleichungen (3. 1) und (3. 23) gelost (vgl. Sdtze 3. 1. und 3. 2.),
die je eine Verallgemeinerung von (2. 22) sind. Im Kapitel 4 sind die sogenannte Sinusgleichung
(4. 1) und die Cosinusgleichung (4. 12) voneinander unabhidngig im quadratischen Korper Q* be-
handelt (vgl. Sétze 4. 1. und 4. 2.). Ebenda wurde auch eine gemeinsame Verallgemeinerung von
vorigen Gleichungen (4. 1) und (4. 12) geldst (vgl. Satz 4. 3.). Im Kapitel 5 sind Funktionalgleichungen
mit Funktionen der ,,bekannten” Eigenschaften untersucht (vgl. Sidtze 5. 1—5. 7.).

Im Kapitel 6 ist die Aquivalenz der Funktionalgleichungen (6. 1) und (2. 23) bewiesen, wobei
n eine natiirliche Zahl bezeichnet. In den Kapiteln 7 und 8 sind Funktionalgleichungssysteme bzw.
die allgemeine Gleichung (A) untersucht. Schliesslich wurde die Determinantenmethode in den
Kapiteln 9 und 10 auch fiir die Gleichungen (B) angewendet (vgl. Sidtze 9. 1. und 10. 1.), inzwischen
auch ein bisher ungeldstes Problem von S. Kurepa beziiglich der Gleichung (9. 1) gelost ist (vgl.
Satz 9. 2.). Wir betonen, dass die Lésungen der simtlichen hier vorkommenden Funktionalgleichun-
gen auf die (frither schon gelésten) Cauchyschen Gleichungen zuriickgefiihrt wurden. Das ganze
Literaturverzeichnis wurde zum ersten Teile beigeftigt. '

MTA III. Osztdly Kozleményei 16 (1966)



	16. kötet / 4. sz.

	VINCZE ENDRE: Egy általános módszer függvényegyenletek néhány osztályának megoldására, III.��������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	4_423������������
	4_424������������
	4_425������������
	4_426������������
	4_427������������
	4_428������������
	4_429������������
	4_430������������
	4_431������������
	4_432������������
	4_433������������
	4_434������������
	4_435������������
	4_436������������
	4_437������������
	4_438������������
	4_439������������
	4_440������������
	4_441������������
	4_442������������
	4_443������������
	4_444������������


