GYURUK JACOBSON-FELE RADIKALJAROL

Ctt-Heinrich Keller 60. sziletésnapjara tisztelettel és meleg baratsaggal

Irta: KERTESZ ANDOR

1.§. Bevezetés

A véges rangi asszociativ algebrdk elméletében, amelyet a nem-kommutativ
gylirielmélet kiinduldopontjanak tekinthetiink, igen fontos szerepet jdtszik a radikdl
fogalma. A radikdl az algebra 4sszes nilpotens jobbidedljinak az egyesitése, mely
olyan egyértclmiien meghatdrozott kétoldali idedl, amelynek nagysdga bizonyos
értelemben az algebra ,,irregularitdsdt™ méri. Minél kisebb a radikdl, anndl kevésbé
»irreguldris” az algebra. Ha a radikdl a lehet§ legkisebb, vagyis a nullidedl, akkor
az algebra ,,reguldris”, s szerkezetét jol leirja a WEDDERBURN-féle strukturatétel.
Emellett még igaz, hogy a radikadl szerinti faktoralgebra radikdlja a nullidedl.

ARTIN [1] nevéhez fiiz8dik az a felismerés, hogy a véges rangl asszociativ
algebrak elméletének jelent8s része dtvihetd olyan gyliiriik esetére, amelyek jobb-
idedljaikra nézve a minimumkdvetelménynek tesznek eleget. Ebben az esetben még a
klasszikus radikdlfogalom is kielégit6 marad. Nem felel meg azonban a célnak
ez a radikdlfogalom, ha tetszSleges asszociativ gyfiriiket tekintiink. Eppen ezért
természetes, hogy tGbben kisérletet tettek a radikdlfogalom dltaldnositdsdra. A fel-
adat megolddsa nem egyértelmii. Az irodalomban ma mdr szdmos radikdlfogalom.
szerepel, amelyek mindegyike egybeesik a klasszikus radikéllal, ha a gy{iria minimum-
kovetelménynek tesz eleget.

A kiilonb6z6 radikdlok koziil taldn a JacoBson-féle radikdl bizonyult a leg-
hasznosabbnak a gyiiriielméletben. E dolgozat célja, hogy a nem kifejezetten algebra-
érdekl8désii olvasé szdmdra is kozel hozzuk a gylirielmélet e fontos fogalomalkotdsdt,
és roviden Osszefoglaljuk a Jacosson-féle radikdlra vonatkozo legfontosabb isme-
reteket. A dolgozat f6forrdsa természetesen Jacopson [4] dolgozata és [5] konyve.
Badr a dolgozat 6sszefoglald jellegii, néhdny 0j megallapitdst is tartalmaz. A radikal-
nak a 12. tételben adott jellemzései koziil 0j az (f) és (g) jellemzés (ezek koziil
az (f) kordbban idegen nyelven publikdlva, ldsd [7]), tovdbbd (j a féligegyszerii
gylirfiket jellemzd 15. tétel.

Végil megjegyezziik, hogy a- kdvetkez8kben radikdlon mindig a JACOBSON-féle
radikdlt fogjuk érteni. '

2.§. Eldkészités

Ebben a paragrafusban elSrebocsdtjuk a késébbiek -sordan haszndlt alapfogal-
makat és jeloléseket.

Gyiirlin mindig asszociativ gy(rit értink. Ha azt mondjuk, hogy G R-modulus,
az azt jelenti, hogy a G additiv csoport az R gylirlivel mint jobb oldali operétor-
tartomdnnyal van elldtva. A csoport, operdtormodulus és gyiiri fogalmdra vonat-
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kozd alapvetG fontossdgli elemi tényeket ismertnek tételezzitkk fel. (Erre vonat-
kozdlag lasd pl. REpE [8].)

Ha R egységelemes gyfirli (1€ R) és G olyan R-modulus, hogy G barmely g
elemére fenndll a

g l=g

egyenl@ség, akkor a G operatormodulust (BOURBAKI [3] szerint) unitér R-modulusnak
nevezziik.

Ha G olyan R-modulus, amely egyetlen, mondjuk g elemmel van generalva,
akkor ciklikus R-modulusnak nevezziik. Ekkor G nyilvdnvaléan az Gsszes

gr+gn (reR)

alakt elemekb6l dll, ahol » raciondlis egész szdm. Ha a G unitér R-modulust a g
elem generdlja, akkor G-t mdr a gr (r € R) alakil elemek kimeritik. A ciklikus modulus
fogalmdnak egy finomitasdt adja a k6vetkezG definicio: Egy G R-modulust szigoruan
ciklikusnak hivnak, ha valamely g€ G elemre

gR=0G.

Unitér modulusok esetében ,,ciklikus™ és ,,szigoruan ciklikus™ ugyanazt jelenti.

Legyen H a G R-modulus valamely részmodulusa és Q a G tetszGleges rész-
halmaza. A (H: Q) hédnyadoson az R {sszes olvan r elemének halmazdt értjiik,
amelyekre Qr& H, azaz

(H: Q)d=ef rlr€R; g€ER; gre H minden gcQ-ra}.

(H: Q) az R gyiirii egy jol meghatdrozott jobbidedlja. A (0: G)=0 esetben azt
mondjuk, hogy G hii R-modulus. Ha (0: G) =R, azaz, ha minden g(€G) és r(€R)
elemre gr=0, akkor G-t trividlis R-modulusnak hivjuk. )

Ha a G R-modulusnak pontosan két kiilonb6z8 részmodulusa van, akkor
egyszerii R-modulusnak nevezziik. Ha a G egyszerli R-modulus valamely g elemére
gR #0, akkor gR =G, s G minden nulltd! kiilénbozs eleme ugyanilyen tulajdonsagu
Az ilyen modulust irreducibilis modulusnak nevezziik.

Ha B az R gylirii jobbidedlja, akkor B R-modulusnak tekinthet§, amennyiben
az R operdtortartomdny elemeivel vald szorzdst az R gylirliben értelmezett szorzds-
ként definidljuk. Ha a B jobbidedlt ebben az értelemben tekintjitk R-modulusnak,
akkor jelolésére a By jelet haszndljuk. Specidlisan Ry azt jelenti, hogy az R gyfiriit
jobb oldali R-modulusnak tekintjiik. Operdtorizomorfizmus jeldlésére — ha az

" operdtortartomdny R — az =z, jel szolgal.

Egy R gyiirii valamely A4 részhalmaza dltal generdlt idedljdt (A4)-val, jobbidedljdt
(A);-vel, balidedljat (A4),-vel jeloljik. Legyen A és B az R gy(ir{i két részhalmaza.
Az A+ B Osszegen az Osszes

a+b (a€Ad; bEB)
alaka elemek halmazdt értjiik. Az AB szorzat a
2ab; (a;€4; b;eB)
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alaku véges Osszegek Osszességét jelenti. Ha n természetes szdm, az 4 n-edik hat-
vanyan az
L2 J
AL g 4.4
szorzatot értjiik. ‘
Ha A és B jobbidedl (balidedl), ill. idedl R-ben, akkor 4+ B és 4B szintén
jobbidedl (balidedl), ill. idedl R-ben és fenndll

A+ B=(4, B); (=(4, B)),
itl.
A +B=(A. B).
N

Az R gylrii egy a elemét nilpotens elemnek mondjuk, ha valamely m természetes
szamra ¢™=0. Hasonldan egy A jobbidedlt, balidedlt, ill. idedlt nilpotensnek neve-
ziink, ha valamely m természetes szdmra 4™ =(0). Egy jobbidedlt, balidedlt, ill.
idedlt nil-jobbidedinak, nil-balidedinak ill. nil-idedlnak hivunk, ha minden e¢leme
nilpotens. Nyilvdnvalé, hogy bdrmely nilpotens jobbidedl (balidedl, idedl) nil-
jobbidedl (nil-balidedl, nil-idedl), de ennek az dllitisnak a megforditottja dltaldban
nem igaz. »

Azt mondjuk, hogy az R gylirG az S, (veT) gyilirlik szubdirekt Osszege, ha
minden v(€I') indexhez van R-nek egy ¢, epimorfizmusa S,-re, ugy hogy ha r az
R-nek 0-tdl kiilonbdzs eleme, akkor legaldbb egy v-re ro, #0. E definiciobdl kény-
nyen adodik a kovetkezd

LEMMA. Az R gyiirii akkor és csak akkor szubdirekt Osszege az S, (v€ ') gytiriik-
nek, ha R-nek minden v-hoz van olyan A, idedlja, hogy RfA,=S, és

N4, = ().

vel

Egy R gylriit Artin-gyiiriinek neveziink, ha jobbidedljaira nézve minimum-
kovetelménynek tesz eleget, azaz ha R jobbidedljainak bdrmely nemiires rendszeré-
ben van minimdlis elem. E definiciobdl kénnyen adodik, hogy R akkor és csak
akkor Artin-gyiirti, ha jobbidedljainak bdrmely csokkend ldnca

Blngg e

véges, azaz tagjal egy bizonyos m indext§l kezdve megegyeznek: B,=B8,.;,=....

Megidllapodunk még abban, hogy ha valamely modulus faktormodulusdrdl,
vagy gylirii faktorgytir(ijérdl van szd és x a tekintett modulus vagy gy(ird eleme,
akkor X-sal jel6ljiik a tekintett faktorstruktiirdnak azt az elemét, amely mint mellék-
osztdly az x elemet tartalmazza.

3.§. Primitiv idealok és gyiiriik
Az R gyiirdi valamely A idedljat primitiv idedlnak nevezik, ha van olyan G
irreducibilis R-modulus, hogy 4=(0: G). Ha létezik hii irreducibilis R-modulus,
akkor az R gyliriit primitiv gyiiriinek hivjak. E definiciobol kévetkezik, hogy egy

R gytirii akkor és csak akkor primitiv, ha (0) az R primitiv idedlja.
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(A fentiekben tulajdonképpen ,,jobb primitiv’® gyiirliket és idedlokat definidl-
tunk, minthogy az alapul vett modulusok jobbmodulusok. Ha balmodulusokat
tekintiink, akkor a ,,balprimitiv>’ gylriik és idedlok fogalmahoz jutunk. Azt a kér-
dést, hogy e fogalmak kiilonboz8ek-e, BERGMAN [2] dontdtte el, olyan jobbprimitiv
gyiiriit konstrualva, amely nem balprimitiv.)

A primitiv gyliriik és idedlok kapcsolatdt fejezi ki a kovetkezd tétel:

|. TETEL. Az R gyiirii A idedlja akkor és csak akkor primitiv, ha az R|/A faktor-
gvari primitiv.

Bizonyitds. lLegyen A4 az R primitiv idedlja. Ekkor van olyan G irreducibilis
R-modulus, hogy (0: G)=A4. A G modulust R/4-modulussd, mégpedig egyszerii
R/A modulussd tesszitk azdltal, hogy G tetszGleges g és R/A tetszbleges F=r+ A
(r€ R) elemérc a gr szorzatot
' gF gr

dltal definidljuk. Ez a definicid megengedett, mert F =5-bol r —s€ A, tehdt g(+ —s) =0,
azaz gr=gs kovetkezik. Még meg kell jegyezniink, hogy G mint R/4-modulus hii:
ha ugyanis GF=0. azaz Gr =0, akkor r< A, azaz F=0.

Legyen most megforditva R/A primitiv gyliri. Ekkor létezik egy G hil irre-
ducibilis R/A modulus. A

gri€gi  (g€G; reR)

definicio dltal G R-modulussd vdlik, amely nyilvdnvaldan irreducibilis R-modulus.
Tegyiik fel, hogy Gr=0, azaz GF=0. Ebbdbl kovetkezik, hogy ¥=0, azaz r€ 4.
Madsrészt vildgos, hogy minden r¢ A elemre fenndll Gr=0. Tehdt (0: G) = A4, azaz
A az R gyiird primitiv idedlja.

MegjegyzendS, hogy nem minden R gylirih6z van irreducibilis R-modulus.
Pl. ha R zérégyiirii, akkor abbodl, hogy R?=(0) és GR=G,

0=GR*=(GR)R=GR=G

kovetkezik. Zérogylirlinek tehdt nincs primitiv idedlja.

Abbdl a célbdl, hogy egy R gyiirii primitiv idedljait ,,belsGleg”, tehdt R-modulu-
soktdl fliggetleniil jellemezhessiik, bevezetjiik a kovetkezd fogalmat:

Egy R gylir(i valamely B jobbidedljit moduldrisnak nevezziik, ha R-nek van
mod B balegységeleme, azaz ha van R-ben olyan e elem, hogy minden R-beli x
elemre

X—-exeB

teljesiil. Hasonloképpen az R valamely L balidedljat moduldrisnak hivjuk, ha
R-nek van mod L jobbegységéleme.. Ha R egy A idedlja egyidejilileg moduldris
jobbided! és moduldris balidedl, akkor 4 moduldris idedl. Mds szavakkal, az 4 idedl
akkor és csak akkor moduldris, ha az R/A faktorgylirlii egységelemes gyliri. Ha
R-nek van balegységeleme, ill. jobbegységeleme, akkor R minden jobbidedlja, ill.
balidedlja moduldris. Az R gylirii egy olyan maximadlis jobbidedljat, amely moduldris
jobbidedl, moduldris maximdlis jobbidedlnak nevezziik.

2. TETEL. Ha az R gyiirli az A és B moduldris jobbidedlok ésszege, akkox AN B
szintén moduldris. \
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Bizonyitds. Legyen e mod 4 és f mod B balegységelem. Ekkor

e =al +b1
€s

f=a,+b;
alkalmas a,,a, €A, by, b, ¢ B elemekkel. Megmutatjuk, hogy

€9 =4a,; -+ bl
mod A B balegységelem. Minden r( € R) esetén definidljuk az

r* % (e —b)r—a,r
elemet. Ez az r* elem ¢ —b, =a, miatt 4A-ban van. Az r* elem a kovetkezd alakban
is irhato:
r¥=r—(a,+b)r—(r—er).

Minthogy r*€A és r—er € A, kovetkezik, hogy

r—(a,+b)recA.
Misrészt, definidljuk az
pee 2 (f—ayr—>byr

elemet. Ekkor hasonléan kovetkezik, hogy
r—(a;+b,)reB,
tehdt a, + b, valéban mod 4 () B balegységelem, q. e. d.

1. KOVETKEZMENY. . Ha az R gyiirii az A és B moduldris jobbidedlok direkt 0sszege,
akkor R-nek van balegységeleme.

Bizonyitds. A 2. tétel szerint 4 B=(0) moduldris jobbidedl, tehdt az R-nek
van mod (0) balegységeleme, amely nyilvanvaloan balegységelem.

2. KOVETKEZMENY. Legyen A moduldris jobbidedl, M moduldris maximdlis
Jjobbidedl az R gyiiriitben. Ekkor az AN\ M szintén moduldris jobbidedl.

Bizonyitds. Ha A benne van M-ben, akkor az allitds nyilvanvald. Legyen most
AL M. Ekkor 4+ M =R és a 2. tétel alapjdn az 4 M moduldris, q. ¢. d.

3. KOVETKEZMENY. Az R gyiiril véges sok moduldris maximdlis jobbidedljanak
a metszete szintén moduldris.

Bizonyitds. Legyen M,, M,, ..., M, az R gyliri moduldris jobbidedlja. Az allitds
bizonyitdsdt » szerinti teljes indukcidval végezziik. Az n=1 esetben az allitds igaz.
Tegyiik fel, hogy n— l-re is igaz (n=>1). Kovetkezésképp

M’=M10M20 e mMH_,
moduldris. Minthogy
MNOM,N.NM=MQ0OM,,

dllitdsunk azonnal adédik a 2. kdvetkezménybdl.
Erdemes e helyen megemliteni a kovetkez§ nyitott kérdést:
Két moduldris jobbidedl metszete vajon mindig moduldris-e?
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Egy R gyiri moduldris jobbidedljai és a szigortan ciklikus R-modulusok
ko6zotti kapcesolatot fejezi ki a kovetkezd tétel:

3. TETEL. Legyen R tetszdleges gyfirii. Ha G szigortan ciklikus R-modulus:
G =gR, akkor
G% RR/ (O g )s

ahol (0: g) moduldris jobbided! R-ben. Ha megforditva B az R gyiirii moduldris jobb-
idedlja, akkor van olyan G =gR szigoruan ciklikus R-modulus, hogy

B=(0:g).
Bizonyitds. Legyen elGszér G =gR. Ekkor az
r—-gr (reR)

leképezés az Rz R-modulusnak G-re vald R-homomorfizmusa. E homomorfizmus
magja a B=(0: g) jobbidedl. A homomorfizmustétel szerint

G=gzR/(0: g).

Minthogy g maga is G-beli elem, R-nek van olyan e eleme, amelyre

g=ge.
Ekkor minden R-beli r elemmel
gr =ger,
nzaz
g(r—er)=0.

Kovetkezésképp r —er € B, tehdt B moduldris jobbideal.
Megforditva, legyen B az R gyiiri moduldris jobbidedlja. Ekkor R-nek van
mod B balegységeleme, mondjuk e, azaz minden r( € R) elemre

) r—ercB.
Az R/B faktormodulus szigoruan ciklikus, minthogy (1) miatt
F—er=0,
azaz
rF=er

minden r(€ R)-re. Tehdt R/B=¢eR. Minthogy tovibbda — ugyancsak (1) miatt —
r€ B akkor és csak akkor teljesiil, ha er € B, kdvetkezik

0:e)=B2B,

s ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.
Ezek utdn mdr megfogalmazhatjuk és bebizonyithatjuk a primitiv idedlok
,,bels6” jellemzésére vonatkozd tételt:

4. TETEL. Az R gyiirii A idedlja akkor és csak akkor primitiv, ha R-nek van
olyan M moduldris maximadlis jobbidedlja, amelyre

A=(M:R).
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Bizonyitds. Legyen A az R primitiv idedlja. Ekkor van olyan G irreducibilis
R-modulus, amelyre 4=(0: G). Ha g a G modulus tetszbleges 0-t6] kilénbszd
eleme, akkor G=gR, tehdt a 3. tétel szerint

@ G=rR/(0: g),

ahol az M % (0: g) jobbidedl moduldris és a G modulus egyszerd volta miatt maxi-
malis. Megmutatjuk, hogy A =(M: R). Nyilvdn fenndll (0: G)=(0: g), azaz AEM
és igy RAS M. Tehdt AS(M: R). Ha midsfel6l x€(M: R), akkor (R/M)x= 0.
Ezért (2) alapjan Gx =0, azaz x€ 4. Tehdt (M: R)S A is teljesiil.

mMegforditva, tegyik fel, hogy M moduldris maximdlis jobbidedl R-ben és
A=(M:R). Ez azt jelenti, hogy R/M irreducibilis R-modulus és 4=(0: R/M).
Ebbdl kovetkezik, hogy 4 primitiv ideal.

A most bebizonyitott tétel kozvetlen kovetkezménye az alabbi allitds:

Egy R gytirii akkor és csak akkor primitiv, ha van olyan M moduldris maximdlis
Jjobbidedlja, hogy (M: R)=(0).

Most néhdny példit adunk meg primitiv gyiirlikre. MindenekelStt meg-
jegyezziik, hogy minden ferdetest primitiv. Ha ugyanis K ferdetest, akkor K-nak
egyetlen maximdlis jobbidedlja van, ez a (0) idedl, amely egyben moduldris is és
fenndll (0: K)=(0). A ferdetestek azonban még tavolrol sem meritik ki a primitiv
gylriik osztdlydt. Annyi azonban igaz, hogy kommutativ primitiv gyiirii szitkség-
képpen test. Legyen ugyanis R kommutativ primitiv gyliri. Ekkor van R-nek olyan
M moduldris maximdlis jobbidedlja, hogy (M: R)=(0). Minthogy M ebben az
esetben idedl, fenndll RM S M, azaz M S (M: R)=(0). Kovetkezésképp M =(0).
Ezzel megmutattuk, hogy R egyszer(i gyfiri. Minthogy a nullidedl moduldris, R-nek
van egységeleme. JOI ismert tétel szerint birmely egységelemes kommutativ egyszerii
gviiri test, igy az R gy(r( test.

A kovetkez8 példa azt mutatja, hogy egy primitiv gylirii nem sziikségképpen
ferdetest. Legyen K ferdetest, V egy K feletti vektortér és 7 (V) a V tér Osszes linedris
transzformdcidinak gyiirlije. Ko6nnyti beldtni, hogy V mint (jobb oldali) 7 (V)-
modulus egyszer{i és hil. Tehdt a J (V) gyiir(i primitiv. Ha azonban V-nek leg-
aldbb két linedrisan fiiggetlen eleme van, akkor Z (V) nem lehet ferdetest, mert
akkor van nullosztdja.

Bizonyitds nélkiil megemlitjiikk, hogy ha R primitiv gylirll és n természetes
szam, akkor az R elemeibdl felépitett # X n tipust mdtrixok gyiir{ije szintén primitiv.
Specidlisan, ferdetest feletti teljes matrixgyliri mindig primitiv.

4.§. A radikal

Legyen R tetszSleges gylirl és € (R) az Osszes egyszerli R-modulus osztdlya.
Minthogy bdrmely primszdmrend{i Abel-csoport trividlis R-modulusként tekint-
ve nyilvdnvaldan egyszer{i R-modulus, a #(R) osztdly egyetlen R gyiir{i esetén sem
iires. Konnyti beldtni, hogy az

{rlréR; Gr=0 minden G<%(R)-re}
halmaz R-nek kétoldali idedlja. Ezt az idedlt az R gylirli radikdljdnak nevezik.
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Adott R gyiirii esetén az R radikdljat R(R)-rel fogjuk jel6lni. A definicié alapjdn
vilages, hogy
RR) = N (0:G).
Ge¥R)

R(R)-re vonatkozolag két hatdreset lehetséges: R(R)=(0) é R(R)=R.
Az els6 esetben az R gyliriit radikdlmentesnek hivjuk, a mdsodik esetben azt mondjuk,
hogy R radikdlgyirii.

A radikdlmentes gyliriik osztdlydba tartozik valamennyi primitiv gyliri. Ez
vildgos, mert R primitiv volta azt jelenti, hogy van olyan G €4 (R), hogy (0: G)=(0)
teljesiil. A primitiv gylirlik azonban kordntsem meritik ki a radikdlmentes gy(iriik
osztdlydt. Példdul a raciondlis egész szdmok ¢ gyilirlje radikdlmentes, de nem
primitiv. Ez utébbi vildgos, mert ¢ kommutativ, de nem test. Ahhoz, hogy # radikdl-
mentes, csupdn azt kell meggondolnunk, hogy € (#) az Gsszes p primszamra tar-
talmazza a & (p) p-rendii ciklikus csoportot. mint unitér #-modulust. Ekkor R(#)<
€ N(0: Z(m)=N()=(0).

p p
Felléphet a mdsik hatdreset is. Az R gylirii ugyanis akkor és csak akkor radidl-
gylirli, ha bdrmely egyszerii R-modulus trividlis, azaz, ha %(R) csupa trividlis
R-modulusbdl dll. Ez a heiyzet pl. akkor, ha R zérdgyiirii (R? =(0)). Ha ugyanis
valamely G egyszerli R-modulusra GR =G 4dllna fenn, akkor ebbdl

G=GR=(GR)R=GR?=0

adddna, ami nem lehetséges.
A radikdl egyik legfontosabb tulajdonsdgdt fejezi ki a kovetkezd tétel:

5. TETEL. Bdrmely R gyiiriire R/R(R) radikdlmentes gyiirii.
Bizonyitds. Legyen GE€4(R). A G R-modulust a

?3) g Lgr (2€G; reR; F=r+R(R))

definicidval egy R/RM(R)-modulussd tesszik. A gF elem azért van egyértelmiien
meghatdrozva, mert R(R)E(0: G). A (3) definicid alapjdn vildgos, hogy G-nek
barmely R/MR(R)-részmodulusa egyben R-részmodulus is. Ko&vetkezésképpen G
egyszerii R/R(R)-modulus. Legyen most GF=0 minden %(R)-beli G-re. Ekkor

r€R(R), azaz F = 0. Ebbd] kovetkezik, hogy az R/R(R) faktorgylirli radikdlmentes.

6. TETEL. Az R gyiirii W(R) radikdlja tartalmazza az R dsszes nilpotens jobb-
idedljat.

Bizonyitds. Legyen A nilpotens jobbidedl R-ben és k =1 az A4 nilpotenciafoka,
azaz a legkisebb természetes szdm, amelyre 4*=(0). Ha minden G ¢%(R)-re GA =0
teljesiil, akkor A a radikdl definici6ja miatt R(R)-ben van. Tegyiik fel most, hogy
valamely G egyszeri R-modulusra G4 =G. Ekkor GA*!'=G, de GA*=0. Ezt
figyelembe véve

0=GA*=(GA)A* ' =GA* ' =G
adddik, ami nyilvanvaldan ellentmondast jelent. Tehdt ez a mdsodik eset nem léphet
fel, s igy ASR(R).

A radikdl fontos ,,belsG” jellemzését adja a kdvetkezs tétel:
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7. TETEL. Egy R gyiirii radikdlja az R Gsszes primitiv idedljanak metszete.

Ez a tétel tulajdonképpen a radikdl definicidjanak egyszerli dtfogalmazdsa
a primitiv idedl fogalmdnak segitségével. A teljesség kedvéért azonban még sziik-
séges megjegyezniink, hogy ha R-nek nincs primitiv idedlja, akkor az &sszes primitiv
idedl metszetén az egész R gy(riit értjiik. Mdsrészt ebben az esetben bdarmely egy-
szerli R-modulus trividlis, tehdt R radikdlgyiiri. fgy a tétel dllitdsa akkor is igaz
marad, ha R-nek nincs primitiv idealja.

8. TETEL. Egy R gyilrii akkor és csak akkor izomorf primitiv gyiritk szubdirekt
osszegével, ha radikdlmentes.

Bizonyitds. Legyen el@szor R radikdlmentes gyiirl. Ekkor léteznek olyan
A(S R) primitiv idedlok, amelyeknek metszete zérus:

fv]Av = (0).

Az Svd=efR/Av faktorgyliriik primitiv gyflirik. A lemma szerint R izomorf az
S, primitiv gylriik valamely szubdirckt 6sszegével.

Megforditva tegyiik fel, hogy R az S, (v€I) primitiv gyiiriik valamely szub-
direkt Osszege. A lemma szerint az S, gylirfik mindegyike izomorf az R gyiirii vala-
mely A, idedlja szerinti faktorgytrijével:

S, = R/4,  (vel),

N 4, = (0).

verl

tovdbba fennall

Az 1. tétel szerint az A, idedlok primitivek. Koévetkezésképp az R gyfirli radikdl-
mentes.

Minthogy bdrmely kommutativ primitiv gy(ir{i test, az ¢l6z8 tételb&l azonnal
adddik a

9. TETEL. Kommutativ gylirli akkor és csak akkor izomorf testek szubdirekt
osszegével, ha radikdlmentes.

5.§. A kormiivelet

Legyen e az E gylrii valamelv eleme. Az
x—ex (x€ER)

alakl elemek halmaza az R gyiirii egy J jobbidedljat alkotja. Ez a jobbidedl akkor
és csak akkor esik egybe R-rel, ha e€J. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy e
Jjobb-kvazi-reguldaris (roviditve: j. k. r.). Mds szavakkal: az R gy(ir{ e eleme akkor
¢és csak akkor j. k. r., ha R-ben van olyan ¢” elem, hogy

et+e —ee’ =0

teljesiil. Az ¢’ elemet az e jobb-kvdzi-inverzének hiviuk. Ha van R-ben olyan e”
elem, hogy
ete’—e’e=0
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teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy e bal-kvdzi-reguldris (réviditve: b. k.r.) és e”
az e bal-kvdzi-inverze. Ha e egyidejlileg i. k. r. és b. k. r., akkor kvdzi-reguldrisnak
(roviditve: k. r.) hivjuk.

Tetszbleges R gylirliben bevezethetiink egy 0j miiveletet, amelyet kdrmiiveletnek
neveziink, a kévetkezGképpen:

“ aob®at+b—ab  (a,bER).

Az R gyiirli elemei erre a kormiiveletre nézve félcsoportot alkotnak, minthogy
bdarmilyen R-beli a, b, ¢ elemekre

(aob)oc = (a+b—ab)oc = a+b+c—ab—ac—bc+abe =
=gao(b+c—bc) = ao(boc).
Az R gyirii 0 eleme a k6rmiiveletre nézve egységelem:
Ooca=ao00=a minden a(€ R)ra.
Ha R egységelemes gylirii és egységeleme 1, akkor minden a( € R)-ra
leca=aol=1.
A kormiivelet segitségével konnyen Kifejezhetjiik a kvaziregularitdst. Az
eoe’ =0

egyenlet teljésiilése azt jelenti, hogy e j. k. 1., ¢’ b. k. r., tovdbbd ¢’ az e-nek jobb:
kvdzi-inverze, e az e’-nek bal-kvdzi-inverze.

10. TETEL. Az R gyiirii k. r. elemei a kirmiiveletre nézve csoportot alkotnak.
E tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink van a kovetkez$ segédtiételre: -

SEGEDTETEL. Egy x k.r. elem jobb-kvdzi-inverzei és bal-kvdzi-inverzei egybe-
esnek és ez az egyértelmiien meghatdrozott kvdzi-inverz szintén k. r. ~

Bizonyitas. Legyen x(€ R) k. r. elem. Ekkor van olyan R-beli y és z elem, hogy

xoy=0 é zox=0.
Ebb6l kovetkezik )
z=z00=zo(xoy)=(zox)oy=00y=y,

tovabbd, hogy a ==y elem k. r. Ezzel a seéédtételt bebizonyitottuk.

Minthogy a kérmiivelet asszociativ, a 10. tétel bizonyitdsdhoz az imént bizo-
nyitott segédtétel alapjdn mdr csak azt kell megmutatni, hogy aob k.r., ha a és b
is k. 1.

Legyen aoa’=a’0oa=0 (a,a’ €R) és bhob'=b"0b=0 (b, b €R). Ekkor

(aob)o(b’oa’y=ao(bobYoa'=(av0)oa’=aca’=0
¢és hasonloan
(b’od’)o(aob)=0, -
g.e.d. .
Az R gylirli egy A jobbidedljat (balidealjat) kvazi-reguldrisnak (réviditve:
k. r.) nevezziik, ha 4 minden eleme j. k. r. (b. k. 1.).
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11. TETEL. Az R gyiirii barmely nil-jobbidedlja (nil-balidedlja) k. r.
Bizbn‘yz’ta’s. Legyen a az R valamely nilpotens eleme, amelyre

a"=0 (n természetes szam)
teljesiil. Ekkor
acb=boa=0,

ahol

def -
bE—v—a?=—a*—...—a" L

Tehdt minden nilpotens elem k. r.

6.§. A radikal néhiny jellemzése

MielStt megfogalmazndnk egy olyan tételt, amely a radikdl néhdny jellemzését
adja, bevezetiink egy fogalmat, amely a csoportok Frattini-féle részcsoportjdval
mutat hasonldsdgot.

Legyen S az R gylirii valamely részhalmaza. Ha (S); =R, akkor azt mondjuk,
hogy S az R gylirii egy jobbgenerdtorrendszere. Jelolje @ ,(R) az R Osszes olyan x
elemeinek halmazdt, amelyekre sx barmely s(€ R) esetén tOrdlhet6 az R bdrmely
jobbgenerdtorrendszerébdl, azaz

R=(A, sx); (ASR;5€R)

-b8l mindig R =(A4); kovetkezik. — (S),-vel jelolve az S dltal generdlt balidedlt,
hasonléan definidljuk a ®,(R) halmazt. Kénnyii belitni kézvetleniil is, hogy @ (R)
és @,(R) idedlok R-ben. Ez a tény azonban az aldbbi, a- radikdl szdmos jellemzését
magdba foglalé tétel trividlis kévetkezményeként is adddik.

12. TETEL. Legyen R tetszdleges gyiirii. Az R(R) radikd!l és az R aldbbi rész-
halmazai egybeesnek: ‘

(a) az R {sszes olyan jobbidedljainak H egyesitése, amelyek a kormiveletre
nézve csoportot alkotnak;

(b) az R isszes k. r. jobbidedljainak Q egyesitése;

(c) az dsszes olyan x(€R) elemek Q. halmaza, amelyekre xr minden r(€R)
esetén j k.r.;

(d) az dsszes olyan x( € R) elemek Q, halmaza, amelyekre az rxs szorzat minden
r,s(ER)eseténj. k. r.;

(€) az dsszes olyan x(€ R) elemek Q, halmaza, amelyekre az rxs szorzat minden
r,s(€ER) esetén k.r.;

(f) ?4(R),

(g) az R dsszes olyan M maximdlis * jobbidedljainak N metszete, amelyekhez
x4 M (x€R) esetén mindig van olyan r(€R), hogy rx¢ M;

(h) az R dsszes moduldris maximdlis jobbidedljainak N’ metszete;

(i) az R dsszes olyan x elemeinek D halmaza, amelyekre az Rx balidedl benne
van R minden maximdlis jobbidedljiban;

(J) az R dsszes primitiv jobbidedljainak P metszete.
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KOVETKEZMENY. Ha az (a), ..., ()) tulajdonsdgokkal definidalt halmazok mind-
egyikéhez megalkotjuk a ,,dudlis halmazt” oly mddon, hogy a szereplé ,,jobb-" ill.
»balfogalmakat™ mindeniitt a megfelels ,,bal-" ill. ,, jobbfogalmakkal” helyettesitjiik,
akkor az igy nyert halmazok is egybeesnek az R(R) radikdllal.

Bizonyitds. A koOvetkezmény azonnal adddik a tételbSl, mert a @, halmaz
a fenti értelemben ,,6ndudlis™.

A 7. tétel értelmében R(R)=P. gy csak azt kell bizonyitanunk, hogy az R
gylrll (a), ..., (j) dltal definidlt részhalmazai egybeesnek.

1. HE Q: R minden olyan jobbidedlja, amely a kérmiiveletre nézve csoport,
k. r. jobbidedl, kovetkezésképp H S Q.

2. QS Q,:Q minden x eleme az R valamely k. r. jobbidedljiban van, tehdt
az xr szorzat minden r(€ R)-re j. k. 1.

3. 0,50,: Legyen x€Q,. Ekkor minden r, s(€ R) elemre az xsr elem j. k. 1.,
tehdt van olyan y(€R), hogy

xsr+y—xsry = 0.
Ekkor A
rxs +(ryxs —rxs) —rxs(ryxs —rxs) = r(xsr +y — xsry)xs = 0,

azaz az rxs szorzat is j. k. r. elem.
4. 0, & Q5 Legyen x€Q,; r,s€ R. Minthogy az rxs szorzat j. k. r., van az
R gyiirliben olyan y elem, amelyre

rxs+y—rxsy=0 4 -
érvényes. Ebbdl
y = rxsy—rxs = rx(sy —s)

adddik, ami azt mutatja, hogy y nemcsak b. k.r., hanem j. k. r. is. A segédtetel
szerint rxs az y kvazi-inverze és rxs szintén k. r. elem.

5. 03S P4(R): Legyen xcR és x¢ @(R). Megmutatjuk, hogy x¢Q;. Az R
gylirfinek van olyan s eleme és B részhalmaza, hogy

(sx, B);=R és sx{(B);.

A KURATOWSKI—ZORN-féle lemma alapjan R-nek van olyan jobbidedha, amely
maximalis a

BEM, sx¢M
tulajdonsdgokra nézve. Minthogy minden R-beli z ¢ M elemre

sx€(z, M);
érvényes,
(Sx’ B)j_g_(z’ M)j (=:R =(SX, B)j9
tehdt "
(z, M);=R, h

azaz M R-nek maximadlis jobbidedlja. Az R/M faktormodulus egyszerii és §x%#0
miatt irreducibilis. Van tehdt olyan r(€R) elem, hogy

C)) sxr=§=0  (0=M).
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Tegyiik fel, hogy x € Q5. Ekkor van olyan y(€ R), hogy

xrxr+y—xrxry = 0.
Ekkor
(Sxr)xr=35§xr=3§
és _
(5xr)xr =38(xrxry —y) =8y —5y=0,

azaz §=0. Ez azonban (4) miatt nem lehetséges. Az (xr)xr elem tehdt nem j. k. r.,
s igy x4 Q.

6. (R)SN: Legyen x€R és x¢N. Megmutatjuk, hogy x4 #;(R). Az R
gylirlinek van olyan M maximalis jobbidedlja, hogy x ¢ M és valamilyen r(€ R)-re
rx¢ M. Az M jobbidedl maximalitdsdbdl kdvetkezik, hogy

(M, rx);=R.

Az (M, rx) halmaz azonban az R gyiirli olyan jobbgenerdtorrendszere, amelybdl
az rx elem nem torolhetS. Tehdt x ¢ §(R).

7. NEN’: Legyen B az R gylirli egy moduldris maximalis jobbidedlja és e
balegységelem mod B. Ha x ¢ B, akkor ex ¢ B. Kovetkezésképp NS N'.

8. N'SD: Ha x€R és x¢ D, akkor van olyan M maximadlis jobbidedl, hogy
valamilyen r(€R)elemre rx¢ M. Az R/M faktormodulus egyszer és Fx =0 miatt
szigoruian ciklikus. A B=(0: F) moduldris jobbidedl (ldsd a 3. tételt) szintén maxi-
malis és x ¢ B. Ebbdl kovetkezik, hogy x ¢ N”.

9. DS P: Legyen x€R és x¢ P. Ekkor az R gylirlinek van olyan 7 primitiv
idedlja, amely nem tartalmazza x-et. A 4. tétel szerint 1étezik egy M (moduldris)
maximalis jobbidedl, amelyre I=(M: R). Az x¢7 reldciobdl kovetkezik RxE M,
kovetkezésképp x ¢ D.

10. PS H: Elég megmutatnunk, hogy P minden eleme k.r., ebbdl ugyanis
mdr kovetkezik, hogy P a kormliiveletre nézve csoport. Tegyiik fel, hogy bizonyi-
tando 4llitdsunkkal ellentétben x(€ P) nem k.r. Ekkor

x¢{y—xy|y€R}.
Legyen M az R gyiirli olyan jobbidedlja, amely az
{(y—xy|yeR}EM é x4¢M

tulajdonsdgokra nézve maximdlis (KURATOWSKI—ZORN lemmadja alapjan ilyen
M létezik). Most megmutatjuk, hogy M az R maximadlis jobbidedlja. Legyen z€ R
és z¢ M. Ekkor

x€(M, z);.
Ebbdl tetszGleges y(€ R) elemre

y=U—xy)+xyeM,2);,
R=(M, z);

kovetkezik. M tehdt maximdlis jobbidedl R-ben. A G =R/M modulus egyszerd,
sGt irreducibilis R-modulus. Valdban, x*—x€M-b6l és x4 M-bSl kovetkezik

x2¢ M, tehdt ¥x =0 (%, 0 €G). Az I=(0: G) idedl ezek szerint primitiv és x¢I.

azaz
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Ezdltal ellentmonddsba keriiltiink azzal a feltevésiinkkel, hogy x¢€ P. Kovetkezés-
képp P minden x eleme j. k. r., tehdt van olyan x’(€ R), hogy

x+x" —xx'=0.

EbbGl x’ € P kovetkezik, tehdt x" k. r. A segédtétel élapjén adddik, hogy x szintén k. r.
Ezzel a 12. tétel bizonyitdsat befejeztiik.
Erdemes a tétel néhdny kévetkezményét megemliteni.

1. KOVETKEZMENY. Egy R gyiirfire ekvivalensek a kivetkezd feltételek :
() R radikdlgyiirii;

(11} R minden eleme k.r.

(1) R-nek nincs modularzs maxzmalzs jobbidedlja ( balldealja)

(IV) R-nek nincs primitiv idedlja.

Minthogy egy halmaz részhalmazai lires rendszerének metszetén magdt az
egész halmazt értjiik, dllitdsunk nyilvdnvaldan igaz.

2. KOVETKEZMENY. Egy balegységelemes (jobbegységelemes) gyiirii radikdlja
a gyiirii 6sszes maximdlis jobbidedljdnak (balidedljdnak) metszete. Egy gytirii bal-
egységeleme (jobbegységeleme) tehdt soha sincs a radikdlban.

Ez az dllitds azonnal adédik az M(R) =N’ egyenlGségbbl, minthogy balegység-
elemes (jobbegységelemes) gyiir{i bdrmely jobbidedlja (balidedlja) modularis.

3. KOVETKEZMENY. Egy R gyiivii radikdlja tartalmazze az R dsszes nil-jobb-
idedljat és nil-balidedljat.

Ez az dllitds a 11. tétel és az MR(R)=Q egyenlGség kovetkezménye.

y v
4. KOVETKEZMENY. Egy R kommutativ gytirli radikdlja az R dsszes olyan A
maximadlis idedljanak metszete, amelyre x*¢€ A-bol x€ A kovetkezik.

Bizonyitds. Az R kommutativ gy{irli A idedlja akkor és csak akkor primitiv,
ha az R/A faktorgyiir{i primitiv, tehdt test. Viszont kénnyfi belatni, hogy R/A4 akkor
és csak akkor test, ha 4 az R maximdlis idedlja és x> € A-bSl x € A4 kovetkezik., Ezek
utdn az R(R) =P egyenlGségbdl az dllitds azonnal addédik.

Példaként hatdrozzuk meg a K test feletti formadlis hatvanysorok K[[x]] gytri-
jének a radikéljdt. K[[x]] egységelemes kommutativ gylirii, s mint jol ismert, egyetlen
maximdlis idedlja van: (x). Igy a 12. tétel 2. kévetkezménye szerint R(K[[x]]) =(x).

Ldssunk egy tovdbbi példat! Legyen R az 6sszes .—— 2 2x 1 alakl raciondlis szdmok

_I_
gylriije, ahol x és y egész szdmok, tovdbbd 2x és 2y + 1 relativ primek. R kommutativ
radikdlgy{iri, mert minden eleme q.r.:

2y =2 g
2y+1 2A=x+yp)+1

E példa kilon érdekessége, hogy R egyetlen eleme sem nilpotens.
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7.§. Artin-gyiriik radikdlja

Az el6z8kben bebizonyitottuk, hogy egy R gylrii radikdlja az R Osszes nil-
potens jobbidedljit, s6t nil-jobbidedljdt (balidedljdt) tartalmazza. Most azt mutatjuk
meg, hogy ha R Artin-gylirli, akkor 9%(R) maga is nilpotens, s ebbdl kovetkezSleg
Artin-gyiirli esetében ,,nilpotens” és ,,nil” ugyanazt jelenti.

13. TETEL. Bdrmely Artin-gyirii radikdlja nilpotens.
Bizonyitds. Legyen R Artin-gylirii és tekintsiik az R(R), (R(R))%, (R(R))3, —

idedlok nem novekvd
R(R) (AR 2(R(R)*2...

lancdt. Mivel R Artin-gylirii, van olyan m természetes szam, hogy
(RR))" =(RR))"+ 1 = ... =(R(R))*™.
Jelsljiik (R(R))"-et Q-val. Ekkor
' 0’=0.
Ha @ =(0), akkor a bizonyitds mdr készen is van. Tegyiik fel, hogy Q #(0), s tekint-
siik az R Osszes olyan J jobbidedljanak I halmazdt, amelyre

JO=J=(0)
teljesiil. Minthogy Q% =@ miatt 9 nem iires, és R Artin-gyiirti, M-nek van mini-
malis eleme, mondjuk A4, amelyre tehdt «
®) AQ=A4(0)

teljesiil. Jeloljiik Ag-val az 4 Osszes olyan a elemeinek halmazdt, amelyekre aQ =(0).
Minthogy Q kétoldali idedl, az A, jobbidedl R-ben. Legyen y az A-nak olyan eleme,
mely nem eleme A4,-nak. Ekkor

(yQ)Q =yQ* = yQ #(0).

Az A jobbidedl definicidja €s az yQ & A reldcio alapjan azonnal adédik, hogy yQ = A.
Tekintsiik most az 4/ 4, R-modulust. Ez (5) miatt legaldbb kételemt, s mivel minden
YEA, y¢ A, elemre yQ=A, az A/A, modulus egyszer(i, s6t irreducibilis. Ugyan-
csak (5)-bdl kovetkezik, hogy

(4/A)0=A]A4y (#0),

ami @ € R(R) miatt ellentmonddsban van a radikdl definicidjdval. Tehdt sziikség-
képpen Q =(0), azaz R(R) valdban nilpotens.

KOVETKEZMENY. Egy  Artin-gyiirii  bdrmely  nil-jobbidedlja  (nil-balidedlja)
nilpotens.

8.§ Algebrak radikalja

Legyen R egységelemes kommutativ gylirli és A egy R-algebra. Az A algebra
valamely R-jobbidedljdt moduldrisnak nevezziik, ha az mint az A gyiir{i jobbidedlja
moduldris. Az A algebra radikdljén az A 6sszes moduldris maximédlis R-jobbidedljdnak
metszetét értjitk. (Ha A-nak nincs moduldris maximdlis R-jobbidedlja, akkor A4
radikdlja maga A.)
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14. TETEL. Az A R-algebra radikdlja egybeesik az A-nak mint gyiiriinek radikdl-
Jjaval.

Bizonyitds. Elegendd azt megmutatnunk, hogy A minden M moduldris maxi-
malis jobbidedlja R-jobbidedl, azaz, hogy MRS M. Tegyiik fel, hogy valamely
MER) és x€ M elemre

xA¢M

¢és hogy e mod M balegységelem. Ekkor alkalmas m(€ M) és a(€ A) elemekre
e=m+ExAa=m-+x(@l)cM,

amib8l M =4 kovetkezik. Ez azonban ellentmonddsban van M definicidjdval.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

KOVETKEZMENY. Egy K test feletti véges rangu A algebra radikdlja nilpotens.
A-nak mint végesdimenziés J-vektortérnek van kompozicidsora, igy A4 K-
jobbidedljaira nézve kielégiti a minimumkovetelményt. A kovetkezmény dllitdsa
ekkor hasonldéan bizonyithaté, mint a 13. tétel. t

9.§. A féligegyszerii gyiiriik egy jellemzése

Egy radikdlmentes Artin-gylirit féligegyszerii gyiirimek neveziink. A félig-
egyszeril gyliriket szdimos nevezetes tulajdonsdg tiinteti ki az Osszes asszociativ
gylirlik kategoridjaban. Tobbek kozott érvényes a kovetkezd tétel:

Egy gyiirii akkor és csak akkor féligegyszerii, ha van balegységeleme és véges
sok minimdlis jobbidedljénak direkt 0sszege (NOETHER [8]).

Ha egy R gyiirii radikdlmentes, akkor — mint ldttuk — az &sszes moduldris
maximdlis jobbidedljainak metszete a (0) idedl. Ha R ezen feliil még Artin-gyfir{i is,
akkor a jobbidedlokra vonatkozé minimumkoévetelmény miatt nyilvdnvaléan kiva-
laszthaté R-nek véges sok olyan moduldris maximadlis jobbidedlja, amelyek metszete
zérus. Megmutatjuk, hogy ez a feltétel nemcsak sziikséges, hanem elegendé is ahhoz,
hogy R féligegyszerii gyiirii legyen. Legyen R olyan gylir, amelyben véges sok
moduldris maximadlis jobbidedl metszete a zérusidedl. Ekkor a 2. tétel 3. kovetkezmé-
nye szerint R-nek van balegységeleme. Mdsrészt felhaszndlva azt a tételt, hogy ha
egy gyiiriben véges sok maximdlis jobbidedl metszete (0), akkor a gylrii véges sok
minimdlis jobbidedl direkt 6sszege (KERTESZ [6], 5. tétel), azt kapjuk, hogy R véges
sok minimdlis jobbidedl direkt Gsszege. Mdrmost a féligegyszerli gylirik NOETHER-
féle jellemzésébdl kovetkezik, hogy R féligegyszerii. Ezzel bebizonyitottuk a kovet-
kezd tételt: :

15. TETEL. Egy gyiirti akkor és csak akkor féligegyszerii, ha van véges sok olyan
moduldris maximdlis jobbidedlja, amelyek metszete zérus.
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