
GYŰRŰK JACOBSON-FÉLE RADIKÁLJÁRÓL 
Ott-Heinrich Keller 60. születésnapjára tiszteletlel és meleg barátsággal 

írta: KERTÉSZ ANDOR 

1. §. Bevezetés 

A véges rangú asszociatív algebrák elméletében, amelyet a nem-kommutat ív 
gyűrűelmélet ki indulópontjának tekinthetünk, igen fontos szerepet játszik a radikál 
fogalma. A radikál az algebra összes nilpotens jobbideál jának az egyesítése, mely 
olyan egyértelműen meghatározott kétoldali ideál, amelynek nagysága bizonyos 
értelemben az algebra „irregulari tását" méri. Minél kisebb a radikál, annál kevésbé 
„irreguláris" az algebra. Ha a radikál a lehető legkisebb, vagyis a nullideál, akkor 
az algebra „reguláris", s szerkezetét jól leírja a WEDDERBURN-féle struktúratétel . 
Emellett még igaz, hogy a radikál szerinti faktoralgebra radikálja a nullideál. 

ARTHS [1] nevéhez fűződik az a felismerés, hogy a véges rangú asszociatív 
algebrák elméletének jelentős része átvihető olyan gyűrűk esetére, amelyek jobb-
ideáljaikra nézve a minimumkövetelménynek tesznek eleget. Ebben az esetben még a 
klasszikus radikálfogalom is kielégítő marad. Nem felel meg azonban a célnak 
ez a radikálfogalom, ha tetszőleges asszociatív gyűrűket tekintünk. Éppen ezért 
természetes, hogy többen kísérletet tettek a radikálfogalom általánosítására. A fel-
adat megoldása nem egyértelmű. Az irodalomban ma már számos radikálfogalom 
szerepel, amelyek mindegyike egybeesik a klasszikus radikállal, ha a gyűrű a minimum-
követelménynek tesz eleget. 

A különböző radikálok közül talán a JACOBSON-féle radikál bizonyult a leg-
hasznosabbnak A gyűrűelméletben. E dolgozat célja, hogy A nem kifejezetten algebra-
érdeklődésű olvasó számára is közel hozzuk a gyűrűelmélet e fontos fogalomalkotását , 
és röviden összefoglaljuk a JACOBSON-féle radikálra vonatkozó legfontosabb isme-
reteket. A dolgozat főforrása természetesen JACOBSON [4] dolgozata és [5] könyve. 
Bár a dolgozat összefoglaló jellegű, néhány új megállapítást is tartalmaz. A radikál-
nak a 12. tételben adott jellemzései közül új az ( / ) és (g ) jellemzés (ezek közül 
az ( / ) korábban idegen nyelven publikálva, lásd [7]), továbbá új a féligegyszerű 
gyűrűket jellemző 15. tétel. 

Végül megjegyezzük, hogy a- következőkben radikálon mindig a JACOBSON -féle 
radikált fogjuk érteni. 

2. §. Előkészítés 

Ebben a paragrafusban előrebocsátjuk a későbbiek -során használt alapfogal-
makat és jelöléseket. 

Gyűrűn mindig asszociatív gyűrűt értünk. Ha azt mondjuk , hogy G 5 -modulus , 
az azt jelenti, hogy a G additív csoport az R gyűrűvel mint jobb oldali operátor-
tar tománnyal van ellátva. A csoport, operá toimodulus és gyűrű fogalmára vonat-
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446 KERTÉSZ A. 

kozó alapvető fontosságú elemi tényeket ismertnek tételezzük fel. (Erre vonat-
k o z ó l a g lásd pl . RÉDEI [8].) 

Ha R egységelemes gyűrű ( l € R ) és G olyan R-modulus, hogy G bármely g 
elemére fennáll a 

£-1 =g 

egyenlőség, akkor a G operátormodulust (BOURBAKI [3] szerint) unitér R-modulusnak 
nevezzük. 

Ha G olyan R-modulus, amely egyetlen, mondjuk g elemmel van generálva, 
akkor ciklikus R-modulusnak nevezzük. Ekkor G nyilvánvalóan az összes 

gr + gn (r£R) 

alakú elemekből áll, ahol n racionális egész szám. На а С unitér R-modulust a g 
elem generálja, akkor G-t már a gr (r£R) alakú elemek kimerítik. A ciklikus modulus 
fogalmának egy finomítását adja a következő definíció: Egy G R-modulust szigorúan 
ciklikusnak hívnak, ha valamely g£G elemre 

gR = G. 

Unitér modulusok esetében „ciklikus" és „szigorúan ciklikus" ugyanazt jelenti . 
Legyen H a G R-modulus valamely részmodulusa és О a G tetszőleges rész-

halmaza. A (H : Q) hányadoson az R összes olyan r elemének halmazát é r t jük , 
amelyekre Qr Q H, azaz 

{H: Q)= {r\r£R: q£R\ qrÇH m i n d e n q<íQ-va). 

(H:Q) az R gyűrű egy jól meghatározott jobbideálja. A ( 0 : G ) = 0 esetben azt 
mondjuk , hogy G hű R-modulus. Ha (0: G) = R, azaz, ha minden g ( c G ) és r ( € R ) 
elemre gr = 0, akkor G-t triviális R-modulusnak hívjuk. 

Ha a G R-modulusnak pontosan két különböző részmodulusa van, a k k o r 
egyszerű R-modulusnak nevezzük. Ha a G egyszerű R-modulus valamely g elemére 
gR^O, akkor gR = G, s G minden nulltól különböző eleme ugyanilyen tula jdonságú. 
Az ilyen modulust irreducihilis modulusnak nevezzük. 

На В az R gyűrű jobbideálja, akkor В R-modulusnak tekinthető, amennyiben 
az R operátor tar tomány elemeivel való szorzást az R gyűrűben értelmezett szorzás-
ként definiáljuk. На а В jobbideált ebben az értelemben tekint jük R-modulusnak, 
akkor jelölésére a BR jelet használjuk. Speciálisan RK azt jelenti, hogy az R gyűrűt 
j o b b oldali R-modulusnak tekintjük. Operátorizomorfizmus jelölésére — ha az 
operá tor tar tomány R — az = R jel szolgál. 

Egy R gyűrű valamely A részhalmaza által generált ideálját (T)-val, jobbideál ját 
(A)j-veI, balideálját (A)l>-vc\ jelöljük. Legyen A és В az R gyűrű két részhalmaza. 
Az A + В összegen az összes 

a+b (a £ A; b£B) 

alakú elemek halmazát ért jük. Az AB szorzat a 

2 a f i , A; h f B ) 
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alakú véges összegek összességét jelenti. Ha n természetes szám, az A /г-edik hat-
ványán az 

1 2 n 
A"MA.A-...-A 

szorzatot értjük. 
Ha A és В jobbideál (balideál), ill. ideál R-ben, akkor A + B és AB szintén 

jobbideál (balideál), ill. ideál R-ben és fennáll 

A + B = (A,B)j (=(A,B)t), 
ill. 

a+b —(a, b). 
\ 

Az R gyűrű egy a elemét nilpotens elemnek mondjuk, ha valamely m természetes 
számra am— 0. Hasonlóan egy A jobbideált, balideált, ill. ideált ni/potensnek neve-
zünk, ha valamely m természetes számra Л т = (0). Egy jobbideált, balideált, ill. 
ideált nil-jobbideálnak, nil-balideáinak ill. nil-ideálnak hívunk, ha minden eleme 
nilpotens. Nyilvánvaló, hogy bármely nilpotens jobbideál (balideál, ideál) nil-
jobbideál (nil-balideál, nil-ideál), de ennek az állításnak a megfordítottja általában 
nem igaz. 

Azt mondjuk, hogy az R gyűrű az S,, (v £ Г) gyűrűk szubdirekt összege, ha 
minden v(£.T) indexhez van R-nek egy <pv epimorfizmusa Sv-re, úgy hogy ha r az 
R-nek 0-tól különböző eleme, akkor legalább egy v-re rtpv + 0. E definícióból köny-
nyen adódik a következő 

LEMMA. AZ R gyűrű akkor és csak akkor szubdirekt összege az Sv (v £ Г ) gyűrűk-
nek, ha R-nek minden v-höz van olyan Av ideálja, hogy RjA v = Sx és 

п л = (0). 
ver 

Egy R gyűrűt Art in-gyűrűnek nevezünk, ha jobbideáljaira nézve minimum-
követelménynek tesz eleget, azaz ha R jobbideáljainak bármely nemiires rendszeré-
ben van minimális elem. E definícióból könnyen adódik, hogy R akkor és csak 
akkor Artin-gyűrű, ha jobbideáljainak bármely csökkenő lánca 

... 

véges, azaz tagjai egy bizonyos m indextől kezdve megegyeznek: Bm = В = . . . . 
Megállapodunk még abban, hogy ha valamely modulus faktormodulusáról, 

vagy gyűrű faktorgyűrűjéről van szó és x a tekintett modulus vagy gyűrű eleme, 
akkor x-sal jelöljük a tekintett faktorstruktúrának azt az elemét, amely mint mellék-
osztály az x elemet tartalmazza. 

3. §. Primitív ideálok és gyűrűk 

Az R gyűrű valamely A ideálját primitív ideálnak nevezik, ha van olyan G 
irreducibilis R-modulus, hogy A—(0:G). Ha létezik hű irreducibilis R-modulus, 
akkor az R gyűrűt primitív gyűrűnek hívják. E definícióból következik, hogy egy 
R gyűrű akkor és csak akkor primitív, ha (0) az R primitív ideálja. 
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(A fentiekben tulajdonképpen „ jobb primitív" gyűrűket és ideálokat definiál-
tunk, minthogy az alapul vett modulusok jobbmodulusok. Ha balmodulusokat 
tekintünk, akkor a „balprimitív" gyűrűk és ideálok fogalmához jutunk. Azt a kér-
dést, hogy e fogalmak különbözőek-e, BERGMAN [2] döntötte el, olyan jobbprimitiv 
gyűrűt konstruálva, amely nem balprimitív.) 

A primitív gyűrűk és ideálok kapcsolatát fejezi ki a következő tétel: 

1. TÉTEL. Az R gyűrű A ideálja akkor és csak akkor primitív, ha az R/A faktor-
gyűrű primitív. 

Bizonyítás. Legyen A az R primitív ideálja. Ekkor van olyan G irreducibilis 
5-modulus, hogy ( 0 : G ) = A. A G modulust 5/4-modulussá, mégpedig egyszerű 
R/A modulussá tesszük azáltal, hogy G tetszőleges g és R/A tetszőleges r = r + A 
(rdR) elemére a gr szorzatot 

- def gr = gr 

álta! definiáljuk. Ez a definíció megengedett, mert r =s-ból r — sÇ A, tehát g(r — s) = 0, 
azaz gr = gs következik. Még meg kell jegyeznünk, hogy G mint 5 /4-modulus hű : 
ha ugyanis Gr = 0. azaz Gr = 0, akkor rdA, azaz r = 0. 

Legyen most megfordítva R/A primitív gyűrű. Ekkor létezik egy G hű irre-
ducibilis R/A modulus. A 

gr^gr (g£G; rdR) 

definíció által G 5-modulussá válik, amely nyilvánvalóan irreducibilis 5-modulus. 
Tegyük fel, hogy Gr = 0, azaz Gr= 0. Ebből következik, hogy r = 0 , azaz r£A. 
Másrészt világos, hogy minden rdA elemre fennáll Gr = 0. Tehát (0: G)=A, azaz 
A az R gyűrű primitív ideálja. 

Megjegyzendő, hogy nem minden R gyűrűhöz van irreducibilis 5-modulus. 
Pl. ha R zérógyűrű, akkor abból, hogy 5 2 = ( 0 ) és GR = G, 

0 = GR2=(GR)R = GR = G 

következik. Zérógyűrűnek tehát nincs primitív ideálja. 
Abból acélból, hogy egy R gyűrű primitív ideáljait „belsőleg", tehát 5-modulu-

soktól függetlenül jellemezhessük, bevezetjük a következő fogalmat : 
Egy R gyűrű valamely В jobbideálját modulárisnak nevezzük, ha 5-nek van 

mod В balegységeleme, azaz ha van 5-ben olyan e elem, hogy minden 5-beli x 
elemre 

х- exdB 

teljesül. Hasonlóképpen az 5 valamely L balideálját modulárisnak hívjuk, ha 
5-nek van mod L jobbegységíleme. Ha 5 egy A ideálja egyidejűleg moduláris 
jobbideál és moduláris halideál, akkor A moduláris ideál. Más szavakkal, az A ideál 
akkor és csak akkor moduláris, ha az R/A faktorgyűrű egységelemes gyűrű. Ha 
5-nek van balegységeleme, ill. jobbegységeleme, akkor 5 minden jobbideálja, ill. 
balideálja moduláris. Az 5 gyűrű egy olyan maximális jobbideálját, amely moduláris 
j o b b i d e á l , moduláris maximális jobbideálnak n e v e z z ü k . 

2. TÉTEL. Ha az R gyűrű az A és В moduláris jobbideálok összege, аккок А Г\ В 
szintén moduláris. 
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Bizonyítás. Legyen e mod A és / mod В balegységelem. Ekkor 

e = ax +bx 

és 
f=a2+b2 

alkalmas а{,а2£А, ЬХ,Ь2СВ elemekkel. Megmutatjuk, hogy 

e0 — a2 + bt 

moáAOB balegységelem. Minden r ( £ F ) esetén definiáljuk az 

r* = ( e — bt>r—a2r 

elemet. Ez az r* elem e — bt = a , miatt А-Ъап van. Az r* elem a következő alakban 
is írható: 

r* — r — (a2 + bx )r — (r — er ). 

Minthogy r*£A és r — erCA, következik, hogy 

r-(a2 +bt)r£A. 
Másrészt, definiáljuk az 

r** = (/— a2)r — bxr 

elemet. Ekkor hasonlóan következik, hogy 

r-(a2 + bt)ríB, 

tehát a 2 + b x valóban mod АГ\ В balegységelem, q. e. d. 
1. KÖVETKEZMÉNY. Ha az R gyűrű az A és В moduláris jobbideálok direkt összege, 

akkor R-nek van balegységeleme. 
Bizonyítás. A 2. tétel szerint T ( T F = (0) moduláris jobbideál, tehát az F-nek 

van mod (0) balegységeleme, amely nyilvánvalóan balegységelem. 
2. KÖVETKEZMÉNY. Legyen A moduláris jobbideál, M moduláris maximális 

jobbideál az R gyűrűben. Ekkor az AO M szintén moduláris jobbideál. 
Bizonyítás. Ha A benne van M-ben, akkor az állítás nyilvánvaló. Legyen most 

AQj=M. Ekkor A + M = R é s a 2. tétel alapján az AO M moduláris, q. e. d. 

3. KÖVETKEZMÉNY. AZ R gyűrű véges sok moduláris maximális jobbideáljának 
a metszete szintén moduláris. 

Bizonyítás. Legyen M 1 ; M2, . . . , M„ az F gyűrű moduláris jobbideálja. Az állítás 
bizonyítását n szerinti teljes indukcióval végezzük. Az n = 1 esetben az állítás igaz. 
Tegyük fel, hogy n — l-re is igaz (n > 1). Következésképp 

М ' = М , П М 2 П . . . П М „ _ 1 
moduláris. Minthogy 

М [ П М 2 П . . . n М„ = М ' П М п , 

állításunk azonnal adódik a 2. következményből. 
Érdemes e helyen megemlíteni a következő nyitott kérdést: 
Két moduláris jobbideál metszete vajon mindig moduláris-e ? 
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Egy R gyűrű moduláris jobbideáljai és a szigorúan ciklikus 5-modulusok 
közötti kapcsolatot fejezi ki a következő tétel: 

3. TÉTEL. Legyen R tetszőleges gyűrű. Ha G szigorúan ciklikus R-modulus: 
G = gR, akkor 

G = «5/(0 : g), 
ahol (0 : g) moduláris jobbideál R-ben. Ha megfordítva В az R gyűrű moduláris jobb-
ideálja, akkor van olyan G = gR szigorúan ciklikus R-modulus, hogy 

b=(0:g). 

Bizonyítás. Legyen először G=gR. Ekkor az 

r^gr ( r £ 5 ) 

leképezés az 5 R 5 -modulusnak G-re való 5-homomorfizmusa. E homomorfizmus 
magja a 5 = (0: g) jobbideál. A homomorfizmustétel szerint 

G = rRI(0: g). 

Minthogy g maga is G-beli elem, 5-nek van olyan e eleme, amelyre 

g=ge. 

Ekkor minden 5-beli r elemmel 
gr=ger, 

azaz 
g(r-er)= 0. 

Következésképp r — erdB, tehát В moduláris jobbideál. 
Megfordítva, legyen В az 5 gyűrű moduláris jobbideálja. Ekkor 5-nek van 

mod В balegységeleme, mondjuk e, azaz minden r ( £ 5 ) elemre 

(1) r-erdB. 

Az R/B faktormodulus szigorúan ciklikus, minthogy (1) miatt 

r — ёг = 0 , 
azaz 

r = ér 

minden r (£5 ) - r e . Tehát R/B = éR. Minthogy továbbá — ugyancsak (1) miatt — 
rdB akkor és csak akkor teljesül, ha er dB, következik 

(0 :e) = b, 

s ezzel a tétel bizonyítását befejeztük. 
Ezek után már megfogalmazhatjuk és bebizonyíthatjuk a primitív ideálok 

„belső" jellemzésére vonatkozó tételt: 

4. TÉTEL. Az R gyűrű A ideálja akkor és csak akkor primitív, ha R-nek van 
olyan M moduláris maximális jobbideálja, amelyre 

A=(M: 5 ) . 
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Bizonyítás. Legyen A az R primitív ideálja. Ekkor van olyan G irreducibilis 
5-modulus, amelyre 4 = ( 0 : G ) . Ha g a G modulus tetszőleges 0-tól különböző 
eleme, akkor G=gR, tehát a 3. tétel szerint 

(2) 6 = r á / ( 0 : g ) , 

ahol az M d - (0: g) jobbideál moduláris és a G modulus egyszerű volta miatt maxi-
mális. Megmutatjuk, hogy A=(M: R). Nyilván fennáll (0: G) Q (0: g), azaz AQ M 
és így RA<j=M. Tehát ЛЯ(М: R). Ha másfelől xÇ(M: 5) , akkor (R/M)x= Ö. 
Ezért (2) alapján Gx = 0, azaz x ÇA. Tehát (M: R) Q A is teljesül. 

Megfordítva, tegyük fel, hogy M moduláris maximális jobbideál 5-ben és 
A=(M:R). Ez azt jelenti, hogy R/M irreducibilis 5-modulus és 4 = (0 : R/M). 
Ebből következik, hogy 4 primitiv ideál. 

A most bebizonyított tétel közvetlen következménye az alábbi állítás: 
Egy R gyűrű akkor és csak akkor primitív, ha van olyan M moduláris maximális 

jobbideálja, hogy (M : 5 ) = (0). 
Most néhány példát adunk meg primitív gyűrűkre. Mindenekelőtt meg-

jegyezzük, hogy minden ferdetest primitív. Ha ugyanis К ferdetest, akkor A-nak 
egyetlen maximális jobbideálja van, ez a (0) ideál, amely egyben moduláris is és 
fennáll (0 : K) = (0). A ferdetestek azonban még távolról sem merítik ki a primitív 
gyűrűk osztályát. Annyi azonban igaz, hogy kommutatív primitív gyűrű szükség-
képpen test. Legyen ugyanis 5 kommutatív primitív gyűrű. Ekkor van 5-nek olyan 
M moduláris maximális jobbideálja, hogy (M: R) = {()). Minthogy M ebben az 
esetben ideál, fennáll RM<2=M, azaz MQ(M\ R) = (0). Következésképp M = (0). 
Ezzel megmutattuk, hogy 5 egyszerű gyűrű. Minthogy a nullideál moduláris, 5-nek 
van egységeleme. Jól ismert tétel szerint bármely egységelemes kommutatív egyszerű 
gyűrű test, így az 5 gyűrű test. 

A következő példa azt mutatja, hogy egy primitív gyűrű nem szükségképpen 
ferdetest. Legyen A ferdetest, Kegy Afeletti vektortér és 2t{v) а К tér összes lineáris 
transzformációinak gyűrűje. Könnyű belátni, hogy К mint (jobb oldali) 2T(V)-
modulus egyszerű és hű. Tehát a 2T(V) gyűrű primitív. Ha azonban K-nek leg-
alább két lineárisan független eleme van, akkor 2d(V) nem lehet ferdetest, mert 
akkor van nullosztója. 

Bizonyítás nélkül megemlítjük, hogy ha 5 primitív gyűrű és n természetes 
szám, akkor az 5 elemeiből felépített nXn típusú mátrixok gyűrűje szintén primitív. 
Speciálisan, ferdetest feletti teljes mátrixgyűrű mindig primitív. 

4. §. A radikál 

Legyen 5 tetszőleges gyürü és %?(R) az összes egyszerű 5-modulus osztálya. 
Minthogy bármely prímszámrendű Abel-csoport triviális 5-modulusként tekint-
ve nyilvánvalóan egyszerű 5-modulus, a f6'{ 5 ) osztály egyetlen 5 gyűrű esetén sem 
üres. Könnyű belátni, hogy az 

{r\rÇR; Gr = 0 minden G ú ^ ( 5 ) - r e } 

halmaz 5-nek kétoldali ideálja. Ezt az ideált az 5 gyűrű radikáljának nevezik. 
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Adott R gyűrű esetén az R radikálját 5R(F)-rel fogjuk jelölni. A definíció alapján 
világos, hogy 

Щ К ) = П (0:G). 
G E ' Í (R) 

Í R ( F / r e vonatkozólag két határeset lehetséges: 5R(F) = (0) és ÍR(F) = F. 
Az első esetben az R gyűrűt radikálmentesnek hívjuk, a második esetben azt mondjuk, 
hogy R radikálgyűrű. 

A radikálmentes gyűrűk osztályába tartozik valamennyi primitív gyűrű. Ez 
világos, mert R primitív volta azt jelenti, hogy van olyan G ÇJ{ F ) , hogy (0: G) — (0) 
teljesül. A primitív gyűrűk azonban korántsem merítik ki a radikálmentes gyűrűk 
osztályát. Például a racionális egész számok f gyűrűje radikálmentes, de nem 
primitív. Ez utóbbi világos, m e r t / kommutatív, de nem test. Ahhoz, hogy / radikál-
mentes, csupán azt kell meggondolnunk, hogy {f ' ) az összes p prímszámra tar-
talmazza a p-rendű ciklikus csoportot, mint unitér , / - m odulus t . Ekkor ÍR ( , / ) = 
s h ( 0 : % ) ) = п ( / 0 = (0). p p 

Felléphet a másik határeset is. Az R gyűrű ugyanis akkor és csak akkor radiál-
gyűrű, ha bármely egyszerű F-modulus triviális, azaz, ha <í?(R) csupa triviális 
F-modulusból áll. Ez a helyzet pl. akkor, ha R zérógyűrű (F 2 =(()))• Ha ugyanis 
valamely G egyszerű F-modulusra GR = G állna fenn, akkor ebből 

G = GF = ( G F ) F = GF2 = 0 

adódna, ami nem lehetséges. 

A radikál egyik legfontosabb tulajdonságát fejezi ki a következő tétel : 

5. TÉTEL. Bármely R gyűrűre F / Í R ( F ) radikálmentes gyűrű. 

Bizonyítás. Legyen GCF(R). A G F-modulust a 

(3) gr™ gr ( g £ G ; r £ F ; r = r + ÍR(F)) 

definícióval egy F/ íR(F/modulussá tesszük. A gr elem azért van egyértelműen 
meghatározva, mert Í R ( F ) ^ ( 0 : G ) . A (3) definíció alapján világos, hogy G-nek 
bármely F/ÍR(F/részmodulusa egyben F-részmodulus is. Következésképpen G 
egyszerű F/ÍR(F/modulus. Legyen most Gr = 0 minden <íí(F)-beli G-re. Ekkor 
r£ÍR(F), azaz r = 0. Ebből következik, hogy az F/ÍR(F) faktorgyűrű radikálmentes. 

6. TÉTEL. Az R gyűrű Í R ( F ) radikálja tartalmazza az R összes ni/potens jobb-
ideálját. 

Bizonyítás. Legyen A nilpotens jobbideál F-ben és az A nilpotenciafoka, 
azaz a legkisebb természetes szám, amelyre T'[ = (0). Ha minden G £ ^ ( F / r e G A =6 
teljesül, akkor A a radikál definíciója miatt ÍR(F)-ben van. Tegyük fel most, hogy 
valamely G egyszerű F-modulusra GA=G. Ekkor GAk~l =G, de GAk=0. Ezt 
figyelembe véve 

0 = GAk = (GA)A"-1 = GAk~1 — g 

adódik, ami nyilvánvalóan ellentmondást jelent. Tehát ez a második eset nem léphet 
fel, s így T g í R ( F ) . 

A radikál fontos „belső" jellemzését adja a következő tétel: 
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7. TÉTEL. Egy R gyűrű radikálja az R összes primitív ideáljának metszete. 
Ez a tétel tulajdonképpen a radikál definíciójának egyszerű átfogalmazása 

a primitív ideál fogalmának segítségével. A teljesség kedvéért azonban még szük-
séges megjegyeznünk, hogy ha R-nek nincs primitív ideálja, akkor az összes primitív 
ideál metszetén az egész R gyűrűt értjük. Másrészt ebben az esetben bármely egy-
szerű R-modulus triviális, tehát R radikálgyürü. így a tétel állítása akkor is igaz 
marad, ha R-nek nincs primitív ideálja. 

8. TÉTEL. Egy R gyűrű akkor és csak akkor izomorf primitív gyűrűk szubdirekt 
összegével, ha radikálmentes. 

Bizonyítás. Legyen először R radikálmentes gyürü. Ekkor léteznek olyan 
A V (ÚR) primitív ideálok, amelyeknek metszete zérus: 

n a = (0). 
V 

Az Sv = R'A, faktorgyűrűk primitív gyűrűk. A lemma szerint R izomorf az 
Sv primitív gyűrűk valamely szubdirekt összegével. 

Megfordítva tegyük fel, hogy R az Sv (v Ç Г) primitív gyűrűk valamely szub-
direkt összege. A lemma szerint az Sv gyűrűk mindegyike izomorf az R gyűrű vala-
mely Av ideálja szerinti faktorgyűrűjével: 

5V = R/Av (ver), 
továbbá fennáll 

n a = (0). 
v€t 

/ 

Az 1. tétel szerint az Av ideálok primitívek. Következésképp az R gyűrű radikál-
mentes. 

Minthogy bármely kommutatív primitív gyűrű test, az előzó' tételből azonnal 
adódik a 

9. TÉTEL. Kommutatív gyűrű akkor és csak akkor izomorf testek szubdirekt 
összegével, ha radikálmentes. 

5. §. A körmüvelet 

Legyen e az E gyűrű valamely eleme. Az 

x —ex (x Ç R) 

alakú elemek halmaza az R gyűrű egy / jobbideálját alkotja. Ez a jobbideál akkor 
és csak akkor esik egybe R-rel, ha eeJ • Ebben az esetben azt mondjuk, hogy e 
jobb-kvázi-reguláris (rövidítve: j. к. г.). Más szavakkal: az R gyűrű e eleme akkor 
és csak akkor j. к. г., ha R-ben van olyan e' elem, hogy 

e + e'-ее' = 0 

teljesül. Az e' elemet az e jobb-krázi-inverzének hívjuk. Ha van R-ben olyan e" 
elem, hoey 

e + e"-e"e = 0 
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teljesül, akkor azt mondjuk , hogy e bal-kvázi-reguláris (rövidítve: b. k. r.) és e" 
az e bal-kvázi-inverze. Ha e egyidejűleg i. k. r. és b. к. г., akkor kvázi-regulárisnak 
(rövidítve: k. r.) hívjuk. 

Tetszőleges R gyűrűben bevezethetünk egy új műveletet, amelyet körműveletnek 
nevezünk, a következőképpen : 

aob = a + b-ab (a,b£R). 

Az R gyűrű elemei erre a körműveletre nézve félcsoportot alkotnak, minthogy 
bármilyen R-beli a, b, с elemekre 

(a ob) о с = (a + b — ab)o с = a + b + c — ab— ac — bc + abc = 

= ŰO(Ü + C — bc) = a o ( i o c ) . 

Az R gyűrű 0 eleme a körműveletre nézve egységelem : 

OOŰ = ŰOO = Ú minden a(£R)- ra. 

Ha R egységelemes gyűrű és egységeleme 1, akkor minden a ( £ R ) - r a 

1 oa=aol = 1. 

A körművelet segítségével könnyen kifejezhetjük a kváziregularitást. Az 

eoe'=0 

egyenlet teljesülése azt jelenti, hogy e j . к. г., e' Ъ. к. г., továbbá e' az e-nek jobb-
kvázi-inverze, e az e'-nek bal-kvázi-inverze. 

10. TÉTEL. Az R gyűrű k. r. elemei а körműveletre nézve csoportot alkotnak. 
E tétel bizonyításához szükségünk van a következő segédtételre: ' 

SEGÉDTÉTEL. Egy x k. r. etem jobb-kvázi-inverzei és bal-kvázi-inverzei egybe-
esnek és ez az egyértelműen meghatározott kvázi-inverz szintén k. r. 

Bizonyítás. Legyen x(£R) k. r. elem. Ekkor van olyan R-beli у és z elem, hogy 

x o y = 0 és z o x = 0. 
Ebből következik 

z = zo0 = zo(xoy) = (zox)oy = 0oy=y, 

továbbá, hogy a z—y elem k. r. Ezzel a segédtételt bebizonyítottuk. 
Minthogy a körművelet asszociatív, a 10. tétel bizonyításához az imént bizo-

nyított segédtétel alapján már csak azt kell megmutatni , hogy a o í i к. г., ha a és b 
is k. r. 

L e g y e n aoa'r=a'oa = 0 ( a , a ' e R ) és bob' = b'ob = 0 (b,b'£R). E k k o r 

(aob)o(b'oa') = ao(bob,)oa'=(ao0)oa'=aoa' = 0 

és hasonlóan 
(b'oa')o(aob)=0, 

q. e. d. 
Az R gyűrű egy A jobbideálját (balideálját) kvázi-regulárisnak (rövidítve: 

k. r.) nevezzük, ha A minden eleme j. k. r. (b. к. г.). 
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11. TÉTEL. Az R gyűrű bármely nil-jobbideálja (nil-balideálja) k.r. 

Bizonyítás. Legyen a az R valamely nilpotens eleme, amelyre 

a" = 0 (n természetes szám) 
teljesül. Ekkor 

aob = boa — 0, 
ahol 

1 def 2 ч n — 1 

b = — a — a —a3 — ...—a . 

Tehát minden nilpotens elem k. r. 

6. §. A radikál néhány jellemzése 

Mielőtt megfogalmaznánk egy olyan tételt, amely a radikál néhány jellemzését 
adja, bevezetünk egy fogalmat, amely a csoportok Frattini-féle részcsoportjával 
muta t hasonlóságot. 

Legyen 5 az R gyűrű valamely részhalmaza. H a ( S ) j = R , akkor azt mondjuk , 
hogy S az R gyűrű egy jobbgenerátorrendszere. Jelölje Ф / R ) az R összes olyan x 
elemeinek halmazát, amelyekre sx bármely s( £ R) esetén törölhető az R bármely 
jobbgenerátorrendszeréből, azaz 

R = (A,sx)j ( A g R ; s 6 R ) 

-bői mindig R=(A)j következik. — (S)6-vel jelölve az S által generált balideált, 
hasonlóan definiáljuk a <Pb(R) halmazt. Könnyű belátni közvetlenül is, hogy Ф / R ) 
és Ф / R ) ideálok R-ben. Ez a tény azonban az alábbi, a radikál számos jellemzését 
magába foglaló tétel triviális következményeként is adódik. 

12. TÉTEL. Legyen R tetszőleges gyűrű. Az 9?(R) radikál és az R alábbi rész-
halmazai egybeesnek: 

(a ) az R összes olyan jobbideáljainak H egyesítése, amelyek a körműveletre 
nézve csoportot alkotnak; 

(b ) az R összes k. r. jobbideáljainak Q egyesítése; 

(c) az összes olyan x( £ R) elemek Qt halmaza, amelyekre xr minden r( £ R ) 

esetén j. к. г.; 
(d ) az összes olyan x( £ R ) elemek Q2 halmaza, amelyekre az rxs szorzat minden 

r, s(eR) esetén j . к. г.; 
(e) az összes olyan x( £ R ) elemek Q3 halmaza, amelyekre az rxs szorzat minden 

r, í ( £ R ) esetén k.r.; 

(f) Ф / R ) ; 
(g) az R összes olyan M maximális 'jobbideáljainak N metszete, amelyekhez 

x £ M (x f R) esetén mindig van olyan r( £ R ) , hogy rx £ M ; 

(h ) az R összes moduláris maximális jobbideáljainak N' metszete; 

(i) az R összes olyan x elemeinek D halmaza, amelyekre az Rx balideál benne 
van R minden maximális jobbideáljában; 

( j ) az R összes primitív jobbideáljainak P metszete. 
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KÖVETKEZMÉNY. Ha az (a), . . . , ( j ) tulajdonságokkal definiált halmazok mind-
egyikéhez megalkotjuk a „duális halmazt" oly módon, hogy a szereplő „jobb-" ill. 
„balfogalmakat" mindenütt a megfelelő „bal-" ill. „jobbfogalmakkal" helyettesítjük, 
akkor az így nyert halmazok is egybeesnek az SR(F ) radikállal. 

Bizonyítás. A következmény azonnal adódik a tételből, mert a Q3 halmaz 
a fenti értelemben „önduál is" . 

A 7. tétel értelmében 91(F) = F. így csak azt kell bizonyítanunk, hogy az R 
gyűrű (a), . . . , ( j ) által definiált részhalmazai egybeesnek. 

1. HQQ:R minden olyan jobbideálja, amely a körműveletre nézve csoport , 
k. r. jobbideál, következésképp HQQ. 

2. QQQX:Q minden x eleme az R valamely k. r. jobbideál jában van, tehát 
az xr szorzat minden r( £ F)-re j. k. r. 

3- Q\ = Qi- Legyen x £ ß , . Ekkor minden r, s ( £ F ) elemre az xsr elem j. к. г., 
tehát van olyan hogy 

xsr + у — xsr у = 0. 
Ekkor 

rxs + (ryxs — rxs) — rxs(ryxs — rxs) = r(xsr +y — xsry)xs = 0, 

azaz az rxs szorzat is j. k. r. elem. 
4- 0 г = б з : Legyen xdQ2', r, sdR. Minthogy az rxs szorzat j. к. г., van az 

F gyűrűben olyan у elem, amelyre 

rxs+y — rxsy = 0 
érvényes. Ebből 

у = rxsy — rxs = rx(sy—s) 

adódik, ami azt mutat ja , hogy у nemcsak b. к. г., hanem j. k. r. is. A segédtétel 
szerint rxs az у kvázi-inverze és rxs szintén k. r. elem. 

5. Q3Q<Pj(R): Legyen x £ F és x £ Ф / F ) . Megmutat juk, hogy x £ Q3. Az R 
gyűrűnek van olyan s eleme és В részhalmaza, hogy 

(sx,B)j = R és i x (J (B)j. 

A KURATOWSKI—ZoRN-féle lemma alapján F-nek van olyan jobbideálja, amely 
maximális a 

BQM, sx$M 

tulajdonságokra nézve. Minthogy minden F-beli z £ M elemre 

s x £ ( z , M)j 
érvényes, 

(sx,B)jQ(z, M)JQR = (SX,B)J, 
tehát 

(z, M)j = R, 

azaz M F -nek maximális jobbideálja. Az R/M faktormodulus egyszerű és sx + 0 
miat t irreducibilis. Van tehát olyan r ( £ F ) elem, hogy 

(4) sxr = s + Ö ( Ö = M ) . 
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Tegyük fel, hogy x £ 0 3 . Ekkor van olyan j ( £ R), hogy 

xrxr+y — xrxry = 0. 
Ekkor 

(sxr)xr = Sxr = s 
és 

(sxr)xr = s(xrxry — y) = sy — sy = 0, 

azaz s = 0. Ez azonban (4) miatt nem lehetséges. Az (xr)xr elem tehát nem j. к. г., 
s így x £ ß 3 . 

6. <[>j(R)QN: Legyen x £ R és x£/V. Megmutatjuk, hogy x £ ' P f i R ) . Az R 
gyűrűnek van olyan M maximális jobbideálja, hogy x £ M és valamilyen r (£ 5 )-re 
r x £ M . Az M jobbideál maximalitásából következik, hogy 

(.M,rx)j=R. 

Az (M, rx) halmaz azonban az 5 gyűrű olyan jobbgenerátorrendszere, amelyből 
az rx elem nem törölhető. Tehát x £ Ф / 5 ) . 

7. NQN': Legyen В az 5 gyűrű egy moduláris maximális jobbideálja és e 
balegységelem mod В. Ha x £ 5 , akkor ex £5 . Következésképp NQN'. 

8. N'QD: Ha x £ 5 és x£Z>, akkor van olyan M maximális jobbideál, hogy 
valamilyen r(£ R) elemre rx £ M. Az RjM faktormodulus egyszerű és rx f 0 miatt 
szigorúan ciklikus. A B = (Ö: r) moduláris jobbideál (lásd a 3. tételt) szintén maxi-
mális és x £ 5 . Ebből következik, hogy x$N'. 

9. DQP: Legyen x £ 5 és x £ P . Ekkor az R gyűrűnek van olyan 1 primitív 
ideálja, amely nem tartalmazza x-et. A 4. tétel szerint létezik egy M (moduláris) 
maximális jobbideál, amelyre I=(M:R). Az x £ 7 relációból következik Rx%M, 
következésképp x £ D . 

10. PQH: Elég megmutatnunk, hogy P minden eleme к. г., ebből ugyanis 
már következik, hogy P a körműveletre nézve csoport. Tegyük fel, hogy bizonyí-
tandó állításunkkal ellentétben x( £ P ) nem k. r. Ekkor 

x £ { j - x j | j £ 5 } . 

Legyen M az R gyűrű olyan jobbideálja, amely az 

{y — xy\ydR}QM és x £ M 

tulajdonságokra nézve maximális (KURATOWSKJ—ZORN lemmája alapján ilyen 
M létezik). Most megmutatjuk, hogy M az R maximális jobbideálja. Legyen z £ 5 
és z £ M . Ekkor 

x £ (M, z ) j . 
Ebből tetszőleges j ( £ 5 ) elemre 

y = ( y - x y ) + x y d (M, z ) j , 
azaz 

R = (M, z)j 

következik. M tehát maximális jobbideál 5-ben. A G = R/M modulus egyszerű, 
sőt irreducibilis 5-modulus. Valóban, x 2 — x £ M - b ő l és x £ M - b ő l következik 
x 2 £ M , te hát XX 7^0 (x, 0 £G). Az / = (0: G) ideál ezek szerint primitív és x £ / . 
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Ezáltal ellentmondásba kerültünk azzal a feltevésünkkel, hogy x Ç P. Következés-
képp P minden x eleme j. к. г., tehát van olyan x ' (ÇR) , hogy 

x + x ' —xx' = 0. 

Ebből x ' e P következik, tehát x ' k . r. A segédtétel alapján adódik, hogy x szintén k. r. 
Ezzel a 12. tétel bizonyítását befejeztük. 
Érdemes a tétel néhány következményét megemlíteni. 

1. KÖVETKEZMÉNY. Egy R gyűrűre ekvivalensek a következő feltételek: 
(I) R radikálgyürű; 

( I I ) R minden eleme к. г.; , 
( I I I ) R-nek nincs moduláris maximális jobbideálja (balideálja) ; 
( IV) R-nek nincs primitív ideálja. 

Minthogy egy halmaz részhalmazai üres rendszerének metszetén magát az 
egész halmazt értjük, állításunk nyilvánvalóan igaz. 

2. KÖVETKEZMÉNY. Egy balegységelemes (jobbegységelemes) gyűrű radikálja 
a gyűrű összes maximális jobbideáljának (balideáljának) metszete. Egy gyűrű bal-
egységeleme (jobbegységeleme) tehát soha sincs a radikálban. 

Ez az állítás azonnal adódik az 9í(R) = N' egyenlőségből, minthogy balegység-
elemes (jobbegységelemes) gyűrű bármely jobbideálja (balideálja) moduláris. 

3. KÖVETKEZMÉNY. Egy R gyűrű radikálja tartalmazza az R összes nil-jobb-
ideálját és nil-balideálját. 

Ez az állítás a l l . tétel és az 9l(R) = Q egyenlőség következménye. 
/ 

4. KÖVETKEZMÉNY. Egy R kommutatív gyűrű radikálja az R összes olyan A 
maximális ideáljának metszete, amelyre x 2 Ç A-ból x Ç A következik. 

Bizonyítás. Az R kommutatív gyűrű A ideálja akkor és csak akkor primitív, 
ha az R/A faktorgyűrű primitív, tehát test. Viszont könnyű belátni, hogy R/A akkor 
és csak akkor test, ha A az R maximális ideálja és x2Ç A-ból xÇA következik. Ezek 
után az 9Î(R) = P egyenlőségből az állítás azonnal adódik. 

Példaként határozzuk meg а К test feletti formális hatványsorok K[[x]] gyűrű-
jének a radikálját. F[[x]] egységelemes kommutatív gyűrű, s mint jól ismert, egyetlen 
maximális ideálja van: (x). így a 12. tétel 2. következménye szerint 3?(V[[x]]) = (x). 

Lássunk egy további példát ! Legyen R az összes i ^ alakú racionális számok 

gyűrűje, ahol x és y egész számok, továbbá 2x és 2y + 1 relatív prímek. R kommutatív 
radikálgyürű, mert minden eleme q. r. : 

2y+ ï ° 2(—x+y) + 1 = -í 

E példa külön érdekessége, hogy R egyetlen eleme sem nilpotens. 
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7. §. Artin-gyűrűk radikálja 

Az előzőkben bebizonyítottuk, hogy egy R gyűrű radikálja az R összes nil-
potens jobbideálját, sőt nil-jobbideálját (balideálját) tartalmazza. Most azt mutatjuk 
meg, hogy ha R Artin-gyűrű, akkor 91(F) maga is nilpotens, s ebből következőleg 
Artin-gyűrű esetében „nilpotens" és „nil" ugyanazt jelenti. 

13. TÉTEL. Bármely Artin-gyűrű radikálja nilpotens. 

Bizonyítás. Legyen F Artin-gyűrű és tekintsük az 91(F), (91(F))2, (91(F))3, 
ideálok nem növekvő 

91(F) i (91(F))2 2 (91(F))3 2 . . . 
láncát. Mivel F Artin-gyűrű, van olyan m természetes szám, hogy 

(91(F))m = (91(F))ra+1 = = (91(F))2'". 
Jelöljük (91(F))"'-et ß-val. Ekkor 

ß 2 = ß-
Ha Q = (0), akkor a bizonyítás már készen is van. Tegyük fel, hogy ß + (0), s tekint-
sük az F összes olyan J jobbideáljának 9JI halmazát, amelyre 

T ß = J + (0) 
teljesül. Minthogy ß 2 = ß miatt 9J! nem üres, és F Artin-gyűrű, 9Jl-nek van mini-
mális eleme, mondjuk A, amelyre tehát « 

(5) AQ—A + ( 0 ) 

teljesül. Jelöljük A0-\al az A összes olyan a elemeinek halmazát, amelyekre aQ = (0). 
Minthogy ß kétoldali ideál, az A0 jobbideál F-ben. Legyen y az +-nak olyan eleme, 
mely nem eleme +0-nak. Ekkor 

0 > ß ) ß = . v ß 2 = j ß + (0). 

Az A jobbideál definíciója és az yQ Я A reláció alapján azonnal adódik, hogy yQ = A. 
Tekintsük most az A/A0 F-modulust. Ez (5) miatt legalább kételemű, s mivel minden 
ydA, y$A0 elemre yQ=A, az A/A0 modulus egyszerű, sőt irreducibiüs. Ugyan-
csak (5)-ből következik, hogy 

(.A/A0)Q = A/A0 ( + Ö), 

ami ßQj 91(F) miatt ellentmondásban van a radikál definíciójával. Tehát szükség-
képpen ß—(0), azaz 91(F) valóban nilpotens. 

KÖVETKEZMÉNY. Egy Artin-gyűrű bármely nil-jobbideálja (nil-balideálja) 
nilpotens. 

8. § Algebrák radikálja 

Legyen F egységelemes kommutatív gyűrű és A egy F-algebra. Az A algebra 
valamely F-jobbideálját modulárisnak nevezzük, ha az mint az A gyűrű jobbideálja 
moduláris. Az A algebra radikálján az A összes moduláris maximális F-jobbideáljának 
metszetét értjük. (Ha zl-nak nincs moduláris maximális F-jobbideálja, akkor A 
radikálja maga A ) 
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14. TÉTEL. Az A R-algebra radikálja egybeesik az A-nak mint gyűrűnek radikál-
jával. 

Bizonyítás. Elegendő azt megmutatnunk, hogy A minden M moduláris maxi-
mális jobbideálja R-jobbideál, azaz, hogy MRQM. Tegyük fel, hogy valamely 
A(£R) és x£M elemre 

és hogy e mod M balegységelem. Ekkor alkalmas я г ( £ М ) és а ( £ Л ) elemekre 

e = m + (xX)a = m + x(aX) £ M, 

amiből M = A következik. Ez azonban ellentmondásban van M definíciójával. 
Ezzel a tételt bebizonyítottuk. 

KÖVETKEZMÉNY. Egy К test feletti véges rangú A algebra radikálja nilpotens. 
Л-пак mint végesdimenziós /-vektortérnek van kompozíciósora, így Л K-

jobbideáljaira nézve kielégíti a minimumkövetelményt. A következmény állítása 
ekkor hasonlóan bizonyítható, mint a 13. tétel. 

9. §. A féligegyszerü gyűrűk egy jellemzése 

Egy radikálmentes Artin-gyűrüt féligegyszerű gyűrűnek nevezünk. A félig-
egyszerű gyűrűket számos nevezetes tulajdonság tünteti ki az összes asszociatív 
gyűrűk kategóriájában. Többek között érvényes a következő tétel: 

Egy gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, ha van balegységeleme és véges 
sok minimális jobbideáljának direkt összege (NOETHER [8]). 

Ha egy R gyűrű radikálmentes, akkor — mint láttuk — az összes moduláris 
maximális jobbideáljainak metszete a (0) ideál. Ha R ezen felül még Artin-gyűrű is, 
akkor a jobbideálokra vonatkozó minimumkövetelmény miatt nyilvánvalóan kivá-
lasztható R-nek véges sok olyan moduláris maximális jobbideálja, amelyek metszete 
zérus. Megmutatjuk, hogy ez a feltétel nemcsak szükséges, hanem elegendő is ahhoz, 
hogy R féligegyszerű gyűrű legyen. Legyen R olyan gyűrű, amelyben véges sok 
moduláris maximális jobbideál metszete a zérusideál. Ekkor a 2. tétel 3. következmé-
nye szerint R-nek van balegységeleme. Másrészt felhasználva azt a tételt, hogy ha 
egy gyűrűben véges sok maximális jobbideál metszete (0), akkor a gyűrű véges sok 
minimális jobbideál direkt összege (KERTÉSZ [6], 5. tétel), azt kapjuk, hogy R véges 
sok minimális jobbideál direkt összege. Mármost a féligegyszerü gyűrűk NOETHER-
féle jellemzéséből következik, hogy R féligegyszerü. Ezzel bebizonyítottuk a követ-
kező tételt : 

15. TÉTEL. Egy gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, ha van véges sok olyan 
moduláris maximális jobbideálja, amelyek metszete zérus. 
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