A MATEMATIKA KOZGAZDASAGI ALKAL’MAZASANAK
EGY KLASSZIKUS MUNKAJAROL

L. V. KANTOROVICS: , A TERMELES SZERVEZESENEK ES TERVEZESENEK
MATEMATIKAI MODSZERE!l” CiMU KONYVENEK ISMERTETESE

irta: BOD PETER

Ismeretes, hogy a linedris programozas elméletét az irodalom HITCHCOCK
és Koopmans nevéhez kapcsolia; 1941-ben, illetve 1945-ben megjelent cik-
keik alapjan, amelyekben — egymdsto! fiiggetleniil — az tn. széllitasi prob-
lémat vetették fel. Az irodalom tantsagai szerint ez az elmélet a legutdbbi
évekig a kapitalista kozgazdasdgtudomany osztonzésére fejlédott. Napjainkban
mindinkabb noévekvd érdekiddés mutatkozik a programozasi szamitisoknak
a szocialista gazdasag feltételei kozotti alkalmazasa irdnt. Ezért nem érdek-
telen talan bizonyos — eléggé feledésbe meriilt — tudomanytorténeti tényekre
ramutatni, amelyekb6l kidertil, hogy

1. a programozasi szadmitdsok gondolata torténelmileg elsonek a szocia-
lista tervgazdasag feji6désének bizonyos szakaszdban vetddott fel és igy

2. legaldbbis pontatlan az irodalomban elterjedt allasfoglalds a prioritas
kérdésében.

Ugy gondoljuk, hogy ennek a ténynek nagy elvi jelentdsége van és
hangoztatni is kell nem utolsésorban azért, mert a matematikai modszerek
kozgazdasagi alkalmazédsdval szemben nem oldédott fel még nalunk teljesen
a multbeli fenntartas. .

Koztudomasti, hogy a Szovjetuniéban az elsé két otéves terv idején
feszitett iitemii iparositds folyt. A szovjet allam el6tt ekkor az a torténelmi
feladat allott, hogy példatlanul rovid id6 alatt sajat erdbol ers, korszerii
nehézipart hozzon létre. Ezt kovetelte a nemzetkdzi helyzet, ezt kovetelte a
szovjethatalom megvédésének az érdeke. Teljesen érthetd, hogy ilyen feltételek
kozott nem volt lehetdség a gazdasdgossagi szempontok jelentds mértékii
érvényesitésére.

1938 tdjan azonban bizonyos fokig megvaltozott a helyzet. Az iparosi-
tas sikerei az els6 két otéves tervben lehet6vé tették, hogy a harmadik otéves
terv célkitiizései kozott fokozottabb hangsilyt nyerjenek olyan modszerek, ame-
lyek potldlagos beruhdzasok nélkiil teszik lehetévé a termelés bdvitését. llyen
eszkozok voltak mindenekeldtt a tervezés €s az ipar szervezésének meg-
javitasa.

Ezek kozott a koriilmények kozott indult meg kutatomunka a Lenin-
gradi Allami Egyetemen KANTOROVICS professzor vezetésével olyan matema-
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tikai mddszerek kidolgozdsara, amelyek hathatos segitséget nyujtanak a ter-
vezd szerveknek, a szovjet népgazdasag eldtt all6 wjabb hatalmas feladatok
megolidasaban.

A kutatds soran kideriilt, hogy ezek a gazdasagi, tervezési problémak
eisésorban olyan szélsoértékfeladatokhoz vezetnek, amelyek az analizis klasz-
szikus modszereivel altaldban nem oldhatok meg. A nehézségeket elsdsorban
a valtozok nagy szdma, masodsorban az okozza, hogy a feldllitott modellek-
ben gazdasagi szempontbé! csak a nem negativ extrémumoknak van értelmiik.

A kutatisok eredményeként sikeriilt KANTOROvICs professzornak bizo-
nyos gazdasagi problémak olyan matematikai modelljeit megfogalmazni, ame-
lyek a fenti problémdakra vezetnek és sikeriilt e feladatok megoldasdra meg-
felel6 — ebben az id6ben tisztdra matematikai szempontbdl is emlitésre méltd
— algoritmust adni.

Az eredményeket eldszor a Leningradi Allami Egyetem matematikai tan-
székeén vitattdk meg, majd az egyetem rendezésében nyilvanos kollokviumot
szerveztek, amelyen nagy szamban részt vettek az ipar felelés munkatarsai is.
A vitdk utan latott napvilagot az egyetem kiadodjanak kiaddsaban 1939 6szén:
L. V. KANTOROVICS ,,A termelés szervezésének és tervezésének matematikai
modszerei” cimil konyve.

A konyv els6sorban kozgazdaszoknak szol. A matematikai elméleti
megfontolasokat harom fiiggelék tartalmazza. A vizsgalt tervezési és szervezési
problémak foleg ipari és lizemgazdasdgi jellegliek, ami, ha figyelembe vesz-
szitk az akkori szovjet neépgazdasagi tervezési metodikat, teljesen érthetd. Az
akkori tervezési rendszerben az optimum problémak sziikségképpen nem nép-
gazdasagi szinten, hanem ipari €s vallalati szinten jelentkeztek, mint az adott
népgazdasagi terv legkedvez6bb teljesitésének, illetve maximalis talteljesité-
sének a problémai.

KANTOROVICS professzor konyvében harom alapfeladatot fogalmaz meg.
Mind a harom a gépi termel6berendezések bizonyos feltételek melletti opti-
malis kihasznalasara ad valaszt. Azonban szamos mas probléma is megfogal-
mazhatd' ezeknek a kapacitds kihasznaldsi modelleknek a segitségével.

Az elsé feladat a kovetkez$: n megmunkalé gépbol allo géppark segit-
ségével olyan teljes (komplett) szerelvényeket kell maximalis mennyiségben
termelni, amelyek mindegyike m kiilonboz6 alkatrészb6l all. Kérdés, hogyan
kell ennek érdekében az m alkatrész gydrtdsat a rendelkezésre ali6 gépekre
elosztani. A feladat megoldasdhoz ismeretesek az egyes gépeknek a kiilon-
boz0 alkatrészekre vonatkozd teljesitményadatai: jeldlje ;. az i-edik gépen
a k-adik alkatrészbdl az egy miiszak alatt el6allithatd alkatrészek darabsza-
mat. (Ha az i-edik gépen a k-adik alkatrész nem munkalhaté meg, akkor
a,-,k:O.)
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Jelolje h;x (a teljes miiszak hanyadaban kifejezve) azt az egyeldre
ismeretlen idot, amelyet az i-edik gépen a k-adik alkatrész megmunkalasara
forditunk. Mivel a gépeket a teljes miiszakban miikodtetni kell, ezért

Eh{.k‘_—:l (i=1,2,..., ﬂ),
k=1 .
és nyilvan
hi =0 (i=12,...,n; k=1,2,...,m).
llyen feltételek mellett miiszakonként a k-adik alkatrészbol

Zi= > @i hix

=1
darabot gyarthatunk. Mivel azonban a terv szerint nem egyszeriien a legtobb
alkatrész gyartasara kell torekedni, hanem maximalis szamu komplett szerel-
vényt kell el6allitani — meg kell kovetelni, hogy miiszakonként az Osszes
alkatrészbdl azonos mennyiséget termeljenek, vagyis, hogy

Ly=L2y—- =1,

legyen. Ezeknek a Z szdmoknak a kozos értéke jelzi a legyartott komplett
szerelvények szamat.
Az elsé alapfeladatot matematikailag tehat igy lehet megfogaimazni:®
Meghatdrozandok a h; szamok (i=1,2,...,n; k=1,2,...,m) ugy,

hogy a (Zk= >aix-hix jelolés mellett) a Z., 2, ..., Zn mennyiségek egy-
=1

massal egyenlél: legyenek és kozos értékiik legyen maximalis az alabbi fel-
tételek mellett:

Ship=1 (i=1,2,...,n)
k=1
hox= 0.

! Kantorovics professzor konyvében nem tér ki az egyes gazdasagi problémak meg-
oldasara javasolt modellek ki nem mondott feltételezéseinek az ismertetésére, illetve elem-
zésére. Mivel minden modell sziikségképpen leegyszeriisitése a teljes valdsdgnak — az
ilyen természetii feltételezések elkeriilhetetlenek. Természetesen esetenként, konkréten el
kell biralni, hogy ezek a feltevések, illetve egyszeriisitések milyen mértékben térnek el a
gazdasagi valdsagtol és mennyiben befolyasoljak a szamitott optimumok tényleges felhasz-
nalhatosagat. Az emlitett elsd alapfeladatnal pl. az a — ki nem mondott — feltételezés
szerepel, hogv miiszak kozben idoveszteség nélkiil at lehet allni valamely adott gépen az
egyik munkadarab megmunkaldsar6! a masikra. Hasonld feltételezés, hogy valamely gép tel-
jesitménye egy bizonyos munkadarabbol fiiggetlen attol, hogy milyen szériaban termelik az
illeto darabot (kis vagy nagy sorozat) stb. Mivel a kdnyv bizonyos modszerek ismertetésére
irddott és nem a konkrét problémak megoldasa volt a feladata — a szerz0 eltekinthetett ilyen
részletek megvilagitasatol. Azonban az explicit és implicit feltételezések gondos vizsgalata-
nak a sziikségességére minden kozgazdasigi alkalmazassal kapcsolatban fontosnak tartjuk
fethivni a figyelmet.

Y
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Pontosan ugyanerre a feladatra vezet, ha n szami gép segitségével egy
adott fajta alkatrészen m szdmu kiilonbozo miiveletet kell elvégezni és a ren-
delkezésre all6 gépparkkal adott id6 alatt maximdlis szamban akarunk munka-
darabokat teljesen megmunkalni (vagyis elvégezni rajtuk az Osszes sziikséges
miiveletet). Ebben az esetben azonban e, azt jelenti, hogy az i-edik gép
hany munkadarabon képes egy miiszak alatt a k-adik megmunkaldsi miiveletet
elvégezni; h;: pedig az erre a miiveletre forditott id6t fejezi ki, szintén a tel-
jes miiszak hanyadaban.

Ha a fenti feladatot bizonyos potlolagos feltételekkel kiegészitjiik, elju-
tunk a mdsodik alapfeladathoz. Tegyiik fel, hogy a fentiekben ismertetett ter-
melési feladatot egy gyarnak tigy kell megoldania, hogy kozben bizonyos, a
termeiéshez sziikséges anyagi er6forrasokat csak elére meghatarozott korlaton
beliil vehet igénybe (pl. munkaer6t, elektromos energiat, valamilyen import
anyagot stb.). Legyen mondjuk C;,. az i-edik gép energiafogyasztidsa miisza-
konként, ha a gép a k-adik alkatrészt gyartja és jeloljiik C-vel az iizem ren-
delkezésére bocsatott és ennél a munkdnal miiszakonként tal nem léphetd
elektromos energia 6sszmennyiségét. Ebben az esetben az elsé alapfeladatnal
kitiizott optimumot az ott jelzett feltételeken kiviil még a

113 wn

> > Cw-hin=C
i=1 k=1
feltétel figyelembevételével kell meghatarozni.

Eldfordul a gyakoriatban olyan bonyolultabb kapacitidskihasznalasi fel-
adat is, amikor ugyanazon a gépen egyidejiileg tobb alkatrész is megmun-
kalhato. Ilyenkor a termelés megszervezésének nagyon sok kombinativ lehe-
tdsége van. Tegyiik fel, hogy a termelést n kiilonb6z6 gépen r-féle moédon
lehet megszervezni és ismét m alkatrészbdl alld komplett szerelvényeket kell
eléallitani. Ha a termelést az [-edik modszer szerint szervezziik meg, akkor
az i-edik gépen v (k—1,2,...,m) alkarészt munkalhatunk meg miisza-
konként egyidejilleg. Az optimum feladat most igy hangzik:

Meghatarozanddk a h;; értékek (i=1,2,...,n; [=1,2,...,r) 4gy, hogy

(Ze= > %51 hio jelolés mellett) Z, = Z,=-..= Z,, kozOs értéke maximalis
4,1
legyen az alabbi feltételek mellett:
> hi.[ - 1’
=1
hii = 0.

Ez a konyvben ismertetett harmadik alapfeladat.
A bemutatott harom alapfeladatra szamos gyakorlati gazdasagi probiéma
vezethetd vissza. Nézziink ezek koziil néhanyat.
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n gépen m kiilonbdz6 terméket allitanak eld. Legyen az i-edik gép tel- |
jesitménye a k-adik termékbol e, darab naponta. A termelGberendezést tigy
kell kihasznalni, hogy maximalis termékkibocsatast kapjunk, de az egyes
termékek aranya elére meghatarozott p,:p,:---:p. legyen. A feladat most
tigy sz6l, hogy meghatirozandok a h.; szamok ugy, hogy

Ehf,l'“:".l Ehi,E'a:“,Q —*‘hi,m'a:m
=1 =1 . _ =1
pl o p‘?. pm
legyen és e hanyadosok kozos értéke legyen maximalis az alabbi feltételekkel:
E hi‘k _ 17
k=1
hix=0.

Lathato, hogy az a,-,,;zpia,ﬁk jelolés bevezetésével a probléma kozvetleniil
k

az els6 alapfeladatba megy 4t. Ha ugyanebben a feladatban még bizonyos
kikotéseket tesziink, egyes termelbeszkozok felhasznaldsi lehetdségeinek kor-
latozésara, akkor a masodik alapfeladattal van dolgunk. -

A harmadik alapfeladatra vezet az anyagkiszabasi hulladék minimumra
szoritdsanak alabbi problémdja.

Rendelkezésiinkre all n tétel anyag (pl. tiveglapok, gerenddk stb.), ami-
bél adott méretli idomokat kell kiszabni tigy, hogy a kiilonb6z6 méretli ido-
mok ardnya elére meghatarozott p,:p,=..-=p, legyen. Arra toreksziink,
hogy a rendelkezésre all6 anyagbdl a lehetd legtobb ,komplett szettet” szab-
hassuk le a legkisebb szabési hulladék mellett. Feltessziik, hogy a rendelke-
zésre all6 anyag i-edik tétele ¢; azonos méretii darabbdl all. (Pl. meghatiro-
zott nagysagn ilivegtibldk.) Minden tétel egységét tobbféle modon lehet fel-
szabdalni. Az i-edik tétel /-edik modon valé kiszabdsindl az alabbi idomokat
nyerjiilk: v, elsé szdmi, 7,2, mdsodik szdmu, ..., vy, m-edik szami
idomot (egyes y;x: értékek zérusok is lehetnek). Jeloljuk A;,-el azt a szamot,
amely megmutatja, hogy az / anyagtételb6l hany egységet szabunk ki az

2 Vik - fia
l-edik modon. Akkor (a Zk:LI;-
k

jelolés mellett) keressiik a Z,—

=Ly =+ = Z, kozOs értékek lehetséges maximumat az alabbi feltételekkel:

2 /'11',1 =1
=1
és
hiaz=0; 2 ho—q.
3
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Lathato, hogy a vaitozok megfeleld megvalasztasakor ez a feladat a harmadik
alapfeladatba megy at.

A bemutatott példak tavolrél sem meritik ki azoknak a gazdasagi prob-
lémaknak a korét, amelyek a vazolt alapfeladatokra visszavezethetok. llyen
jellegli problémak — hogy még néhanyat felsoroljunk — a tobbféle modon
feldolgozhatd vegyipari alapanyagok leggazdasagosabb hasznositasa, kiilon-
boz6 fiit6érteékii tizemanyagok leghatékonyabb elosztisa ismert flitbanyagfel-
hasznaldsi adottsdgokkal rendelkezd kiilonbozd tiizeldberendezések kozott,
vetésteriiletek legeldnyosebb kihasznalasa, legkisebb koltséget igényld szalli-
tasok tervezése stb.

KANTOROVICS konyvében a bemutatoit alapfeladatok megolddsara, mint
mar emlitettiitk — algoritmust ad. A megoldasi eljarast a ,,megoldd egyiitt-
hatok” modszerének nevezi. Nézziink erre egy példat.

Vizsgaljuk meg az elsd alapfeladat megoldasanak a menetét abban a
legegyszeriibb esetben, amikor n kiilonb6z6 gépen két alkatrészbol allo sze-
relvényeket kell termelni. Keressiik tehat azokat a h,, és A, . értékeket, ame-
lyekre a '

_}j. @il == 2 @2 hi»

=1
kozos érték maximalis azzal a feltétellel, hogy
hii+hia=1 ¢és
h; 1, valamint /;.= 0.

Ui 2

Tekintsiik az = K hanyadosokat minden i-re. Feltételezhetjiik, hog);

i1
ezek az értékek novekvd sorrendben alinak (ami a gépek sorszdmdnak meg-
feleld atszamozédsdval mindig elérhet6), azaz, hogy

K=EK=K=- =K.

Vilagos, hogy ilyen koriilmények kozott az alacsony sorszamu gépeken érde-
mes az elsé és a magasabb sorszamu gépeken a masodik alkatrészt gyartani.
Tehat az alacsony sorszamu gépeken a )

/l,', 1=1 ¢és /l[, 2= O,
mig a magas sorszdmii gépeken a
/15,1:0 és h;‘;g: 1

megoldas lesz a kedvezd. Azonban a feltételek szerint a két alkatrészbdl azo-
nos darabszamot kell gyartani. Ennek érdekében a 0<<S<n szamot Ggy
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valasztjuk meg, hogy
S-1 n
2 i1 < E @0,
=1 =y
de
N n
D= D .

i=1 =841
Ez a két egyenl6tlenség azt fejezi ki, hogy az elsé (s—1) gépen keve-
sebb els6 alkatrész késziilne el, mint ahdny masodik a tobbi gépen. Viszont
az elsdé S szami gépen mdar éppen annyi, vagy tobb els6 alkatrész készithetd,
mint amennyi mdsodik alkatrészt a fennmarad6 (n—S) gép gyartani tud.
Ha S értékét igy valasztjuk meg, akkor nyilvdn

Bii=1; hia—0  [i=1,2,...,(5—1)]
€s
hir=0; hio=1 [[=(ES+1),(8+2),...,n}

Mig hyy és hs» értékeit az alabbi két egyenletbd! kell meghatarozni:

hs1+hs =1
S-1 n
A
D i thsiws 1= > @istlge- s
i—=1 i=8+1

Alkalmazzuk ezeket a meggondolasokat egy konkrét példan. Tegyiik fel,
hogy harom kiilonb6z6 forgacsologépen (esztergapad, revolverpad és auto-
mata) két kiilonbozd alkatrészbdl all6 szerelvényt kell megmunkalni. A gépek-
nek az egyes alkatrészekre vonatkozo miiszakteljesitményeit az alabbi tablazat
foglalja ossze. (Az adatok db/miiszakban adottak.)

Alkatrész Gép i
Eszterga | Revolver | Automata
I 30 ‘ 60 ‘ 30 ) &
| 60 | 90 80
A sziikséges aranyok most igy alakulnak:
60 .90 .. 80 8
'36-——2, 6—0—1,5 es %——3—.
Novekvd sorrendbe rendezve:
2 8
? <2< ? .
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Ennek megfelelden atsorszamozzuk a gépeket:

1. revolverpad,
2. esztergapad,
3. automata.
a; =60 @;=30 ;=30

A szamitashoz sziikséges ;. értékek tehat 1590 p=——60 ay=—80.

S =2 értéket véve:
S-1 n
Eai,135211:60< ;0= @+ agp— 140
S

i=1 i—=
S

k1%
Dai=audan =98> > a:= ap—_~80.

i=1 t=8+1
Az optimalis programot szolgaltatd h; ;. értékek koziil azonnal felirhatjuk

a kovetkezoket:

hl,l =1 ; /13,1 =0

he=0; h32=1,
mig fo1 €s Ao a

hoy+hy2 =1
60 - 30hs,; = 80+ 60hs,2

egyenlelekbdl hatarozhatok meg.

Innen:

8 1
h2,1:§- €S hg,g—g.

A revolverpadon tehat teljes miiszakban az elsd, az automatin csak a mdso-
dik alkatrészt kell gyartani; az esztergapad munkaidejét ezzel szemben meg
kell osztani 8:1 ardnyban az els6 és a masodik alkatrész megmunkaldsa kozott.

A példan megfigyelhettilk, hogy a megoldas lényege annak az S-nek
megfeleld Ks ardnynak a meghatarozdsa, amelynek megfeleléen a gépeket a
kétféle termelési feladat kozott megosztjuk. Ha ez a

@52 M
s, 1 Ao

Ky=

arany ismert, akkor kézben van a teljes megoldas. (4, és 4, a példaban sze-
repld két un. ,,megoldéegyiitthatd”). Ugyanis azon i-kre, amelyekre

a2 A
vagy ami ugyanazt jelenti,
Avoai1> A a9,
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sziikségképpen
hL',l:l és h,;2=0.

Azon i-kre, amelyekre
Lo-ia> Ay iy
hi1y=0 és h =1
-t kell venni. Végiil arra az i-re, amelyre
ey =4y (4]
a megfeleld értékeket a

H "

DSairhii= > ¢i2-hi>
i

i=1 i=
egyenlet alapjan kell kiszamitani, figyelembe véve a h;1+/h;s=1 egyenlo-
séget is.

A kérdés marmost az, hogyan lehet a megoldast tetsz6leges szamu alkat-
részb6l allo feladatra 4ltaldnositani. A szerz6 konyvében bebizonyitja, hogy
ebben az esetben is visszavezethetd az m-n darab ismeretlen A, szdm meg-
hatarozasa m darab (4, 4,, ..., Z,) megoldoegyiitthatd megkeresésének a fel-
adatéra.

Mindenekeldtt konnyen meg lehet mutatni, hogy a vizsgalt feladatot egy
vele teljesen egyértelmii mds megfogalmazasban is felvethetjiik. Nevezetesen
a legydrtott komplett szerelvények szamat nyilvanvaléan mindig azon alkat-
rész szama hatdrozza meg, amelyb6l a legkevesebbet allitottak el6. Vagyis az
optimumfeltétel helyett (ti. Z,, Z,, ..., Z, koz0s értéke legyen maximalis) azt
is mondhatjuk, hogy maximalizdlando:

min (Z,, Zs, ..., Zm)-

Ezek utan bevezetjiik a megoldoegyiitthatok fogaimat. A vizsgalt fel-
adatra vonatkoztatva, megolddegyiitthatonak nevezziik a 4,,4;,...,4n (4:=0
és nem mind zérus) m szambol 4110 szamrendszert, ha minden i-re tekintjliik
a kovetkezd szorzatokat

Meoair; kg, ooy b Gim

és 1;-vel jelolve ezek legnagyobbikat, ugy kapjuk az optimélis programot szol-
galtatd h, . értékeket, hogy

1. minden olyan k-ra h;,, =0, amelyre A.e; i <i;

2. a tobbi hip-ra Dhipy=16s Zy=Zy= s = Z,.

k=1

Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy a megolddegyiitthatok ismeretében a
feladatot megoldottuk. Ha a 4,, 4, . .., A» megoldoegyiitthatokat tényleg meg-
talaltuk és a fenti médon meghataroztuk a A, szamokat, akkor az ezek segit-
ségével szamitott Z* érték a lehetd legnagyobb.
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A R}, szamok rendszerére érvényes

{2 /h) A Z/IZR—S e thl, htl-"}az(;vk i) =

i=1 k=

" m

*)Ztmf%m

i=1 k=1

Lathatd, hogy l,;'.ai, « helyett mindig #-t vettilk. Ezt megtehettiik, mert ahol
by <t ott A, amugy is zérus.
Legyen marmost /i, egy olyan tetsz6leges szamrendszer, amelyre

Zl-:Z-_g: nee :Zm:Z.
Akkor

(; )Z E/vl Z). == E L 2 ¢y = gg(im'm,k)hi,ké

<E§t /z,,_Et

i—1 k=1

Ennek az egyenl6ségnek és a fenti egyenletnek az egybevetése alapjan

(éz)z<(§zk]z*

illetve
7 =27"

Vagyis a megoldoegyiitthatok segitségével szamitott A7, értékek tényleg az
alapfeladat megolddsat adtak.

A feladat megoldasa tehat abban all 1ényegében, hogy meg kell hatd-
rozni a megoldoegyiitthatokat. Ez az alabbi szukcessziv modszerrel torténhet.
Nulladik koézelitésként kiindulunk egy 4%, 43, ...,4% véletlen szamsorozatbol.
Képezziik a

M @it; 23 @is; o o @im

szorzatokat és mindazon k indexekre, amelyekre a megfeleld szorzatok (rog-
zitett /-t tekintve) nem maximalisak,

hix==0
-t vesziink.

Az ilyen véletlen szdmsorozatok esetében rendszerint egy maximalis akad
csak a szorzatok kozott, ezért adott i-re az Osszes h, .-t zérussal egyenlonek
kell venni, kivéve egyet, amelynek az értéke ilyenforman sziikségképpen: 1
Tehdt a A, értékek egyértelmilen meghatarozottak, aminek kovetkeztében a

Z;, értékek is meghatarozott
28,23, ..., 2,
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nagysagoknak adédnak. De nyilvanvald, hogy ezek egymds kozott altalaban
nem lesznek egyenldek. A tovabbi 1épések sordn ezért a Ay értékeket tigy kell
megvaltoztatni, hogy a Z; értékek egymadssal egyenldekké valjanak.

Tudjuk, hogy az optimumot akkor érjitk el, ha

min (Zy, Zs, .. ., Zn)
maximalis értéket vesz fel. Az elébb kapott Z9, Z%,..., Z° szamok koziil
legyen Z, a legkisebb. Ha most minden 4, értékét valtozatlanul hagyjuk, de 49t
megfeleléen nagyobb szammal helyettesitjiik, akkor a legtobb esetben a ,-e; ¢
szorzatok minden /-re maximalisak lesznek a sajat sorukban. Ezutin h; ,-et
egynek véve, Z;-nal nagyobb értéket kapunk Z-re. Ezaltal rendszerint
a min (Z,, Z,, ..., Zx) is nott.

A megoldoegyutthatok megkeresésének 1tja éppen abban van, hogy a
véletleniil vélasztott 3 értékek sorozatos megvaltoztatisa révén noveljiik- az
elmarad6 Z; értékeket és igy fokozatosan kozelitjiik meg a keresett extrému-
mot. Persze az egyes alacsony Z; értékek novelése mellett lehetséges a kiug-
roan magas Z, értékek csokkentése is. Nagyobb szamu véltozo esetében azon-
ban megfeleld rendszert kell ebben a. szdmolasban kovetni, kiilonben nincs
biztositva, hogy a prograxﬁot minden Iépéssel javitjuk és véges szamtl lepes-
ben be is fejezziik.

A szerz6 az aldbbi példan mutatja be az algoritmust. Harom kiilénboz6
kotottségii talajbol harom kiilonb6z6 ekszkavator segitségével a legrovidebb
id6 alatt 20—20000 m?® foldet kell kitermelni. A gépek,egyenietes termelési
iitemét feltételezve — ez akkor lesz nyilvdnvaléan a legkisebb, ha az oOran-
kénti Osszteljesitmény maximalis.

Az egyes gépeknek a kiilonbozo talajfajtdkra vonatkozd Orankénti telje-
sitményét az alabbi tablazat foglalja 0ssze (az adatok m®/6raban)

A B Cc
Talaj(k)
I 105 107 64
1 56 66 38
It 56 83 53

n

A 2 szamsorozat értékeinek célszeri a E a; 1 Osszeg reciprok értéké-
vel aranyos mennyiséget vdlasztani: =1

j 2

{3
E'“i, k
i=1

0
20— ,

4 [l Osztaly Kozleményei X/1
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ahol P tetszbleges szam. Legyen példankban mondjuk P=1000. Igy azt
kapjuk, hogy

o 1000 o__ 1000 o 1000
/11=—~2—76—-=3,62, ]»_=W:—6,25, 2,1:—@—:5,218
Képezziik az ;. elemek és 4, szorzatit minden i-re. Vagyis a tabla
sorat rendre szorozzuk 47, 43 és Ag-val. Minden oszlopban (minden i-re) ki-
valasztjuk a legnagyobb elemet és alahizzuk. Ezekhez h; .= 1-t, a tobbihez
h; . ="0-t rendeliink.
Ezutan képezziik az e ;- hix szorzatokat és ezeket soronként osszegezve,
kiszamitjuk a Z; értékeit. A nyert értékeket tablazatba foglaljuk:

Nulladik kozelités

'lk'“i,k az’,k'h[,k Zy
381 388 231 105X 1 107X0 64X0 105
300 412 237 56X0  66X0 38X0 0
202 432 276 56X0 8x1 53x1 | 136

A 7, értékek kozill Z, maradt el a legjobban. Ezért 13-t megnoveljiik.
Ennek érdekében korrekcios egyiitthatét alkalmazunk. A masodik sorban meg-
keressiik azt az elemet, amely viszonylag a legkdzelebb all oszlopa maximalis
eleméhez. Ez ebben az esetben a 412. A korrekcios egyiitthatot gy valaszt-
juk meg, hogy a korrigélt 2} révén a 412 helyébe 432 keriiljon. Vagyis

281 25=432:412 = 1,05.

A J;-ea;; soraiban az els6 és a harmadik sort valtozatlanul leirjuk és a
a masodik sor minden elemét megszorozzuk a korrekcids egyiitthatoval. Igy
kapjuk az els® kozelitésben hasznalandd AV a; . értékeket. A maximalisakat
minden oszlopban ismét aldhtizzuk. Igy most mar kozvetleniil felirhatjuk a
has és hsys kivételével az Osszes h; . szdmokat. Azok ugyanis mind vagy zé-
rusok vagy egy az értékiik. A /a0 €s fiys ériékeit viszont modunkban &ll gy
meghatarozni, hogy

Z,=27Z
legyen. Mivel hys-+hes=1, ezért h)g——l——hg,g A Zy=7; feltétel:
66- 132 = 83(1— ha2)+ 53,

vagyis
hs2=0,915

ha,3 = 0,085.
Az eredményeket ismét tablazatba foglaljuk.



A MATEMATIKA KOZGAZDASAG! ALKALMAZASANAK EGY KLASSZIKUS MUNKAJAROL 51

Elsé kozelités

Aoy, @ Ry Zy
381 388 231 10051 107X 1 64 X0 105
365 432 249 56 X0 66 0915 38Xx0 60,2
202 432 276 | S6x0 83x008 53x1 | 602

Lathato, hogy Z,sk Z,=Z,. Tehdt vagy Z,-t, illetve Z;-at kell novel-
niink, vagy Z;-t kell csdkkenteni. Most az utdbbi a célszerii.

Ennek érdekében A{"-re egynél kisebb korrekcids egyiitthatot kell beve-
zetni, mégpedig olyat, hogy a korrigalt 2 alkalmazasa révén az elsd sor
maximalis eleme egybeessék sajat oszlopa hozzd legkozelebb es6 elemével.
Ezért

2914V =365:381 = 0,958.

Ezzel a korrekcids egyiitthatoval megszorozzuk az els® sor elemeit és a
masodik, harmadik sor elemeit vaitozatlanul leirjuk. Alahtizzuk minden osz-
lopban a legnagyobb elemeket. Az els6 és a mdasodik oszlopban kett6t-kettot
talalunk. Ennek megfeleléen négy h; . értékét kell osszefiiggések alapjan meg-
hatarozni; mig a tobbi azonnal felirhato. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

Mi=Xx €8 hya=1y.
Akkor
he=1—x és fyg=1—}y.
x-t és y-t agy hatarozzuk meg, hogy
Zy=12,=1,

3

legyen.
Z,=105x; Z,=56(1—x)+66y és Z3=283(1—y)+53.

Innen
105x = 56(1—x) 4+ 66y —=83(1—y) +53 — 7"

1 136 1

=755 VT ;e

Behelyettesitve ezeket a kOzépsd egyenletbe:
164,2—0,532Z2—0,7952Z — Z,

X

ahonnan is
Z=10,8 ¢és x=:0,67; y==0,785.

Megkaptuk a masodik kozelités £, értékeit. Ezek egyben az optimélis meg-
oldast is megmutatjak, mint ahogy ez a kovetkez6 tablabol kitiinik.

4%
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Mdsodik kozelités

Y PRY A o By g Z,
I@ 372 222 ] 105 X 0,67 107 X0 64 X 0 70,8
365 432 249 56X 0,33 66X 0,785 380 708
202 432 276 56 X 0 830215 53X I 708

A nyert Z-=170,8 m*/6ra maximalis Orateljesitményt jelent azzal a fel-
tétellel, hogy mindhdrom fajta talajbol egyenlé mennyiséget kell kitermelni.
Mivel minden talajfajtabol 20 000 m?® fejtendd, az egész munka elvégzésének
legrovidebb lehetséges ideje

20000:70,8 =282
Ora. Az iteracid utolsd 1épésénél taldlt h;; értékeket 282-vel szorozva meg-

kapjuk, hadny orat kell az egyes gépeknek a kiilonboz6 talajokon dolgozniok.
Ezt foglalja Ossze a kovetkezd tabla.

Gep |
A B C
Talaj
I 190 — —
I 92 222 —
m - — 60 282
282 282 282

KANTOROVICS ezutdn felhivja a figyelmet arra, hogy bizonyos esetekben
eldallhatnak a megoldas sordn olyan bonyodalmak, amelyek az algoritmus
vazolt utjanak bizonyos modositasat kivanjak. Majd megmutatja, hogy a meg-
olddegyiitthatok segitségével 'a masodik és harmadik alapfeladat is targyathato.

A konyv masodik fiiggelékében egy konkrét véllalat optimalis kapacitas-
kihasznalasi szamitdsai olvashatdk teljes részletességgel. Ezt a szamitast a
szerzO mddszere alapjan A. l. JuGYIN végezte el.

Végiil a harmadik fiiggelékben KANTOROVICS két bizonyitast is ad arra
vonatkozdan, hogy az algoritmus alkalmazdsa sordn feltételezett megoldo-
egyiitthatok minden esetben valéban léteznek is. Az elsd bizonyitas analitikus
titon, a masik geometriai modszerekkel igazolja a megoldoegyiitthatok létezését.

Az alabbiakban bemutatjuk a geometriai megfontoldsokon alapul6 bizo-
nyitast. Tekintsiik az Osszes lehetséges {/;;} szambol allo rendszereket, ame-
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lyekre h; =0 és Eh, #r=1. Minden A, szdmrendszer alapjan meghata-
k==1

rozhatok a megfelelé Z,= Ea,,k hi értékek. Az Osszes lehetséges {f;:}

rendszerhez tartoz6 (Z,, Z,, ..., Zm) értékrendszerek — mint az m dimenzids
euklidesi tér pontjai — egy meghatdrozoft konvex halmazt alkotnak (K).

Tekintsiik ezutdn azon pontok halmazat, amelyekre Z, = C; Z,=C, ...,
, Zm = C, vagy ami ugyanaz, tekintsiik a

min(Z,, 2., ..., Zu) = C

feltételt kielégitd pontok konvex halmazat |Hc|.

Jeloljik C*-gal a Z,=Z,=-..-=2Z, maximdlis értékének a
min(Z,, Z, ..., Zx) maximalis értékével megegyezo kozos extrémumat. Akkor
a K halmaz minden pontjara

min (Z,, Z,,..., Zn) = C".

A K halmaznak tehat nincs He«-gal kozos belsé pontja, mivel ez utdbbi

minden belsé pontjara
min (Zy, Z,, ..., Zn.) = C".

fgy K és H» csak kozos hatarpontokkal rendelkeznek, ezek egyike a

(OMA OL AN Gl
pont lesz.

+ MINKOVSZKI tétele alapjan azonban ezen a ponton atfektethetd egy olyan
sik, amely elvalasztja egymastdl a két konvex halmazt. Ennek a siknak az
egyenlete

BRI A 2oV Zn=C"
alakii, ahol
i+B+ =1

A Cr tartomany alakjabol kozvetleniil nyilvanvald, hogy 4; = 0. Bebizonyit-
haté mdarmost, hogy az elvélaszto sik egyenletében szerepld egyiitthatok a
megoldoegyiitthatok.

Legyen ugyanis {hi:} a Zi=2,=-.-=Z, egyenl6ségnek megfeleld
szamrendszer. Jeloljiik £;-vel a

. * . . *
l:’“i,l, ;~2'ai.2) ceey }vm'ai,m

szorzatok koziil -a legnagyobbat.
Mivel a K halmaz az elvalaszto sik egyik oldalan fekszik, ezért minden
(Zla Zz, ceey Zm) pOl’ltjéra

>hZi=C
L=l
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vagy ami ugyanaz, tetszbleges megengedett {A; :}-kra

m n m

Elkzath hl, EE()A azh)th_

=1 k=1

Ha specialisan h; = 1-t valasztunk azon k-kra, amelyekre 4z-e;»=1t;, akkor

Masrészt

n m

:kgll;:zlj EMEI%L h17*22(;1\ “zk)hlk—Etzhbl—zh.

== k=1 = k= —1
Ebben a masodik egyenl6tlenségben az egyenl6ség akkor all fenn, ha

minden ;- e;x <t esetben hi,= 0-t vesziink. Mivel fentebb azt lattuk, hogy

2 t; = C*, ezért az egyenlségnek fenn is kell allnia.
=1

Vagyis azt taldltuk, hogy azon h; = fif ;. szamokra, amelyek nem maxi-
malis szorzatoknak felelnek meg, fenndll a zérussal valo egyenldség feltétele;
mig a tobbiekre a Z, = Z,= ... = Z,, feltétel. Ezzel azonban sikeriilt az els6
alapfeladat vonatkozasaban tetszOleges esetre is bebizonyitani a megoldo-
egyiitthatok létezését.

KANTOROVICS konyve 20 évvel ezel6tt jelent meg. Igaz, hogy megjele-
nése utdn a matematikai modszerek kozgazdasdgi alkalmazdsa és a tovabbi
kutatds e téren hosszti ideig nem fejlodott kielégitden a szocialista gazdasag
viszonyai kozott. Csak az utébbi években kezdddott ezen a teriileten Orven-
detes valtozds. Az aggalyok és kétségek azonban még ma sem tintek el tel-
jesen a matematikai mddszerekkel szemben. Sokan ragaszkodnak a régi mod-
szerekhez és huzodoznak az ujtol. Mar csak ezért is érdemes — befejezésiil
— teljes forditdsban kozolni Kantorovics professzor 1939-ben leirt érveit,
amelyek koziil nem egy ma is meggy6z8en hat:

,,Vdlasz néhdny elvi ellenvetésre

Mint mar rdmutattunk, teljesen valdészinlinek tartjuk, hogy egyik vagy
masik altalunk elemzett példa (és lehet, hogy egész kérdéskorok is) a gyakor-
lati szakemberek részérdl ellenvetésbe iitkozik. Lehetségesnek tartjuk, hogy
egyes esetekben ezek az ellenvetések annyira megalapozottak lehetnek, hogy
el kell allnunk az alkalmazds valamelyik teriiletétdl. Azonban — ilyen specia-
lis, részieges ellenvetések mellett, taldlkoznunk kellett (a gazdasagi szakem-
berek tobbségének szerfolott kedvezd véleménye mellett) egyesek részérdl
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olyan 4ltaldnos ellenvetésekkel, amelyek lényegében tagadtik a matematikai
modszerek alkalmazasidnak a lehet0ségét miiszaki-gazdasagi problémdk meg-
oldasara a szervezés és tervezés teriiletén. Eppen ezeket az altalanos ellen-
vetéseket akarom itt megvizsgalni.

Ezek koziil az els6 a kovetkezOkben éll. A kiilonboz6 konkrét gyakor-
lati feladatoknal a viszonyok olyan bonyolultak, hogy lehetetlen az 6sszefiig-
géseket matematikailag figyelembe venni és a kapott egyenleteket ugy sem
lehet megoldani.

Ezzel kapcsolatban két megjegyzést tehetiink. El6szor is — mint erre
mér felhivtuk a figyelmet — a bemutatott modszer igen hatdsos és hajlékony:
azaz lehetdvé teszi a megolddst elég bonyolult helyzetekben, figyelembe lehet
venni egy sor kiegészitd feltételt is, az alkalmazas sordn kiilonb6z6 valtoza-
tok lehetségesek (ligyhogy mindig ki lehet vdlasztani az alkalmazas legked-
vezGbb modszerét).

Masodszor, ha némelyik gyakorlati tényezd nincs is figyelembe véve —
akkor a legeldnyosebb megoldas megtalaldsa utan korrekciot lehet alkalmazni
¢és ennek sordn szdmba lehet venni az elhanyagolt tényez6t is. Ez annal in-
kabb lehetséges, mert az adott modszer a legelénydsebb varidns meghatéro-
zésaval egyidejlileg megmutatja, hogy mely varidnsok adnak a legkedveztbb-
hoz kozelfekvé megoldast és ezért a korrekcidk alkalmazasanal lehet6ség van
egy kis eltérésre a legelénydsebb megolddstdl a gyakorlati végrehajthatosag
érdekében.

Meg kell még mondani, hogy az idézett ellenvetést ugyanilyen joggal
ki lehetne jelenteni az elméleti — specidlisan — matematikai modszerek mii-
szaki kérdésekre valo alkalmazasara is. Koztudomasti azonban, hogy milyen
nagyra értékelik a miiszaki szakemberek a jelenségeket még csak kozelitdleg
leir6 matematikai formuldkat. Az ilyen formuldk szerfolott értékes iranytiiként
szolgdlnak mind a kisérleteknél, mind a szamitdsoknal és a miiszaki terve-
zésben. Anndl inkdbb értékesnek kell lennie egy olyan moédszernek, amely
lehetévé teszi bonyolult helyzetben egész sor feltétel egyidejii figyelembe-
vételét.

A masodik ellenvetés az, hogy a mddszer alkalmazdsdhoz nagyszamn
kiilonb6z6 adat sziikséges (pl. e;x-k az elsd alapfeladatban stb.), azonban
lehetséges, hogy ilyenek nem allnak rendelkezésre és akkor a mddszer alkal-
mazhatatlan.

Erre azt kell valaszolni, hogy a szamitdshoz sziikséges adatok (kihasz-
nalasi normak kiilonboz6 gépekre és berendezésekre, a rendelkezésre ailo
anyagok mennyisége, fajlagos felhasznélasi adatai stb.) elengedhetetlenek min-
denféle mas célra is — normazds, bérezés, anyagfelhasznalds ellendrzése,
elszdmoldsok stb. — és meg-kell lennittk minden ésszeriien dolgozo iizem-

~
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ben. Roviden szélva, ezek ugyanolyan mértékben sziikségesek barmilyen terv
Osszeallitasdhoz, mint a legjobb tervnek a modszeriinkkel torténé kiszamita-
sahoz és ezért az tizemnek ezekkel az adatokkal rendelkeznie kell.

Mégis bizonyos esetekben el6forduihat, hogy ilyen adatok nincsenek;
pl. egy épitkezéshez anyagnak kell beérkeznie — hogy milyen anyagnak, azt
nem tudjdk — de mindenesetre azt még aznap munkdba kell venni. Eset-
leg nem azokat az anyagokat kiildték, amelyeket beterveztek stb. Természe-
tesen abban a néhany iizemben, ahol ilyen primitiv fokon all a gazdasagi
vezetés szinvonala — mindenféle tervezés és még kevésbé a leggazdasago-
sabb modon vald tervezés lehetetlen. Azonban, ha moddszereink felhasznalasa-
nak az Ohaja valamiféle OsztOnzést szolgaltat az ilyen hozzanemértd vezetés
felszamoldsahoz, akkor ez csak bizonyiték a modszerek javara.

A harmadik ellenvetés abban all, hogy a kiindulé adatok egy sor eset-
ben kétségesek €s csak rendkiviil kozelitGen ismeretesek (pl. kiilonboz6 kulti-
rak hozama, talajok hidromechanikus megmunkélasdhoz sziikséges vizmeny-
nyiség, €s mds sziikséges adat némely felidézett példaban), ezért az ezen ada-
tokon alapuld szamitds hibdsnak bizonyulhat.

“Itt mindenekel6tt meg kell mondani, hogy ugyanazon adatokat kell
hasznalni a tervnek mindenféle mas modszerrel torténd kivalasztdsdnal és
nincsen ok azt gondolni, hogy ezek kétségessége és pontatlansaga nagyobb
negativ szerepet jatszik az optimalis terv szempontjabol, mint valamilyen vé-
letlen alapon kivalasztott terv szempontjabol.

Mindazonaital nem zéarjuk ki annak a lehetdségét, hogy ilyen esetekben
a tervnek a moddszeriinkkel kiszdmitott optimdlis varidnsa a hibas adatok
eredményeképpen szintén hibasnak bizonyulhat.

Feltessziik azonban, hogy nagyszdmu alkalmazds esetén a legmegfele-
16bb varidns kivalasztisdra még ilyen kétséges adatok esetében is modszeriink
valdszintileg pozitiv eredményt adhat. Ezt a gondolatot a kovetkezd egyszerii
példaval vilagitijuk meg. Ha két tojas koziil kivéalasztjuk a nagyobbikat —
akkor ez a kivalasztds kedvezbtlen lehet — mert esetleg a nagyobbik tojas
romlott. Ha azonban egy ladab6l 1000 tojas kozil kivalasztjuk az 500 leg-
nagyobbat, akkor erfsen valdsziniitlen, hogy a kivalasztisnak ez a modja
elénytelen lenne.

A negyedik ellenvetés abban 4ll, hogy a szokvanyos tervvaridnsokhoz
képest az optimalis nem jelent viszonylag nagy megtakaritdst, sok esetben
mindossze 4—5 %o-ot.

Ezzel kapcsolatban meg kell azonban mondani, hogy az optimalis vari-
ans alkalmazisa semmiféle tobbletkiadast nem igényel a szokvanyos varidn-
sokkal szemben, a teljesen jelentéktelen szdmitasi koltségeken kiviil. Masod-
szor, a modszer alkalmazdsa nemcsak egyetlen véletlen kérdésben varhato,
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hanem sokban; sét, lehetséges, hogy a népgazdasag againak tbbpségében és
ilyen esetben nemcsak 1%, de a szdzadrész minden tizedrésze is Oridsi Osz-
szegeket jelent.

Az otodik ellenvetés abban rejlik, hogy egy sor esetben a moddszer
alkalmazdsa kiilonboz8 szervezési jellegili akadalyok miatt latszik alkalmazha-
tatlannak. Olyan akadalyokrdl van itt sz6, amelyek a terv, a koliségvetés stb.
elfogadasdnak fenndllo jogszabdlyaival kapcsolatosak: példaul, ha bizonyos
anyagokat vagy berendezéseket egyszer mar meghatdrozott moédon a terv
keretei kozott elosztottak az tizemek kozott, akkor ezt az elosztast az adott
tervidészak folyaman nem lehet megviitoztatni.

Ez az ellenvetés természetesen nem lényeges. Ha altalanosan elfogadotta
valik, hogy az optimdlis tervvaridnsok alkalmazésa a népgazdasdg szamara
lényeges eldonyokkel jar, akkor ennek érdekében bizonyos valtoztatisokra lesz
szitkség a koltségvetések, tervezetek és tervek elfogaddsanak jelenleg érvényes
rendjében. Nem kétséges, hogy ezeket a sziikséges valtoztatdsokat végre is
fogjak hajtani.”

(Beérkezett: 1959. X. 20.)

A Magyar Tudomdnyos Akadémia
Matematikai Kutato Intézete
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