FEJER LIPOT
1880—1959

A francia tudoméanyos akadémia heti értesitdje, a hires ,Comptes rendus
hebdomodaires des séances de I’Académie des Sciences“ (roviden Comptes-
Rendus), az 1900. december 10-i iilésrél szo6l6 fiizetében korszakalkoto cikket
kozolt ,Sur les fonctions bornées et intégrables“ cim alatt, amely RIEMANN,
CANTOR és DU BoIS-REYMOND munkdi utdn a trigonometrikus sorok elmé-
letében uj utat tort. Megalapitotta kozelebbrél a FOURIER-féle sorok szummé-
bilitdsi elméletét az akkor mar joideje megrekedt konvergencia-elmélettel
szemben. A FOURIER-sort egyszerlien a szamtani kozepek modszerével szum-
malta, s ezzel mintegy megadta a létjogosultsagot HOLDER €s CESARO szum-
malo eljarasénak. A cikk szerz6je FEJER LIPOT, a budapesti egyetem negyed-
éves matematika-fizika szakos hallgatdja volt. Még nem toltotte be 21-ik évét
ekkor, mid6n élete legnagyobb felfedezésével lépett a matematikus viladg elé.

Pécsett sziiletett, 1880. februar 9-én. Sziilei, WEISZ SAMU kiskeresked6
és felesége GOLDBERGER VIKTORIA németiil beszéltek otthon, s igy 6 is németiil
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kezdett el beszélni, bar kés6bb a magyar lett az igazi és imadott anyanyelve.
A német beszéddel kapcsolatos a kovetkez6 meghatd kis torténet, amelyet
konnyezve mesélt el nekem. Kisgyerek kordban diftéridba esett s a betegség
oly stilyosra fordult, hogy mar lemondtak réla. Egy este az orvos azzal ment
el, hogy a kisfin nem éri meg a reggelt. A kétségbeesett sziilok ott sirtak
az agya mellett, midoén egyszerre a kis beteg megszolalt: ,Weint Ihr nicht,
der liebe Gott wird schon helfen“. Valdban, a betegség megfordult és a kis
»Toldi” (mert selypitve igy mondta a Poldi nevet) életben maradt.

Nagyon eleven gyerek volt. Kedves humorral mesélte, hogy kisiskolas
kordban egyszer a hittanéran annyira rakoncétlankodott, hogy a hittanar
haragjaban fejéhez vagta a hittankonyvet. ,De szerencsére csak Mozes Ot
Konyve volt”, tette hozza pajzanul. A redliskola alsobb osztalyaiban a szdm-
tanbdl instruktort fogadtak mellé, s csak miutan ,felszabadult a tizes szam-
rendszer alél”’, lett j6 matematikussid. Azutdn is olyan rosszul tanult, hogy
tandrai tandcsara apja egy idore kivette az iskolabdl és befogta a kiskereskedésbe.
Mint jéiziien mesélte, itt igen iigyesen tudott egy kézmozdulattal levagni
megfeleld darabot a vég vaszonbd! vagy szovetbdl. Es esténként, iizletzaras-
kor 6 vitte be a segéddel az ,,Auslagot”. Kés6bb mégis visszakeriilt a redl-
iskolaba. Az akkoriban nemrég megindult Kozépiskolai Matematikai Lapok-
nak allandé munkatarsa volt s mar itt megmutdtta oroszlankdrmeit. Az érett-
ségin franciabol meg akartdk buktatni, jollehet 6 volt az egyetlen az osztaly-
bol, aki e nyelvet haszndlta is, amennyiben irogatott francia elemi matemati-
kai lapba. De végre jobb belatasra jutottak és ,beirtak hadrmasokat’.

Ercttségi utan, 1897. 6szén felkeriilt Budapestre s sziilei kivansagara a
miiegyetemre iratkozott be. Az akkori Mathematikai és Physikai Térsulat IV.
tanuldversenyén feltiint azzal, hogy az egyik feladat megoldasaban tobbet
bizonyitott be a megkivantnal, de csak Il. dijat nyert. Tanulmanyait azutin
hamarosan az egyetemen folytatta, mint tanarjelolt. Itt azonban csak a szak-
vizsgat tette le, a tanari oklevelet nem szerezte meg. FElhatarozé befolyassal
volt életére, hogy mint harmadéves, az 1899,/1900 tanévet Berlinben végezte.
Itt taldlt magédra, mint mondotta, figyelmét a FOURIER-sorok kototték le.
Kiilonosen H. A. SCHWARZ professzor volt.rd nagy hatassal. Ezt mindjart
kezdetben meghdditotta a talpponti hdromszo6g minimum-tulajdonsdganak
szellemes uj bizonyitdsdval, amelynek elényét SCHwARZ maga is kiemelte a
magdéval szemben. Meleg baratsdgot kotott E. ScHmiDTtel és kiilonosen
C. CArATHEODORYval. Mint kedves epizddot mendta el, hogy els6 taldlkoza-
sukkor SCHWARZ szeminariumaban CARATHEODORY éppen akkor lépett a
terembe, midén a professzor FEJER emlitett bizonyitdsat dicsérte.

Berlinb6l hazatérvén, 1900. nyédrutéjan jutott nagy felfedezésére. Miutan
A. PRrINGSHEIMtS] értesiilt, hogy a tétel 6j, dolgozatit bekiildte a Comptes-
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Rendus szdmdra. Ez volt a fent idézett cikk, amely 1900. december 10-én
keriilt bemutatdsra a parizsi tudomanyos akadémidban. Ezzel megkezdodott
(eltekintve a Mat. és Fiz. Lapokba irt legels6 cikkétol) felfedezésekben gazdag
munkéssiga, amelynek f6bb pontjait az aldabbiakban ismertetem.

Tanulmanyom, amelynek célja valamilyen képet adni Fejér eredményei-
r6l a teljességre torekvés igénye nékliil, a kovetkezd targykorok szerint
tagozodik:

1. A FOURIER-sor szummabilitdsa; szummalhato trigonometrikus sorok.

2. A folytonos fiiggvény FOURIER-sordnak kiilonb6z0 szingularitasai;
konjugdlt trigonometrikus sorok.
. A fiiggvény szakaddsidnak meghatdrozdsa FOURIER-féle sorabol.
4. A LAPLACE-sor szummabilitdsa.
5. Algebrai egyenletek gyokeinek helyzete; hézagos hatvanysorok.
6. Korlatos hatvdnysorok.

7. A hatvanysornak a konvergencia-korén valo viselkedése; aszimpto-
tikus értékek meghatarozdsa.

8. Komplex interpolacid.

9. Altaldnositott LEGENDRE-polinomok; trigonometrikus - sorok és hat-
vanysorok tébszorosen monoton egyiitthatdsorozattal.

10. A FouRriErR-sor magasabbrendii kozepeinek diszkusszidja.

11. Harmonikus és trigonometrikus polinomok.

12. Valos interpolacio és kozelitd kvadratiira.

Az egyes targykorokon beliil sem torekszem teljességre. Csak fobb dol-
gozatait idézem s azokbodl célomnak megfelelden ragadok ki egyes tételeket.

FEJER munkai hatdsanak nyomon kovetése kiilon tanulmanyt igényelne.
Itt csak a kozvetleniil kapcsolédd irodalomra terjeszkedem ki kiilonbdzd

mértékben, aszerint, amint azt fontosnak tartom, ill. tuddsom vagy a hely
megengedi.

w

*

1. A bevezetdben emlitett rovid, de alapvet6 kis Comptes-Rendus cikket
egész cikksorozat kovette ugyanarr6l a targyrol, annak mind bévebb kifejté-
sét adva. Ehhez tartozott FEJER hires doktori értekezése: Vizsgdlatok'a Fou-
rier-féle sorok korébdl, Mat. és Fiz. Lapok, 11 (1902), 49—68 és 97—123.
Betet6zése volt e cikksorozatnak a vildghirit Untersuchungen iiber Fouriersche
Reihen, Math. Annalen, 58 (1904), 51—69, amelyben klasszikus tomorséggel
adja el6 vizsgalatainak eredményeit, de lényegesen tovabb is jut, mint disz-

s res

tétele név alatt szerepel az irodalomban s mar régen atment a tankonyvekbe:

1*
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Ha f(x) a 2n szerint periodikus és a 0=x=2n intervallumban
RIEMANN szerint integrdlhaté korldtos vagy nem korldlos filiggvény, akkor
Fourier-sora'

So(x), $1(x), - -+, Sul(X), . ..

részletisszegeinek szdmtani kbzepeire n— -+ oo esetén

() — SO(x)—l“Sl(X)-’}Z— s Sua(X) f(x+0)_2;_f(x_0)

minden olyan x helyen, ahol f(x) folytonos vagy elsdfaji szakaddsa van,
vagyis ahol az f(x-0) és f(x—O0) jobb-, ill. baloldali hatdrérték léfezik és
véges.

Amig tehat maguk a részlettsszegek valamely x helyen divergalhatnak
még mindeniitt folytonos fliggvény esetén is, amint azt mar P. pu Bois-
REYMOND megmutatta, addig a részletdsszegek szamtani kozepei minden
folytonossagi helyen a fiiggvényértékhez, els6faju szakaddsi helyen a jobb- és
baloldali hatarérték szamtani kozepéhez tartanak. Roviden kifejezve: a Fou-
RIER-sor valamely x folytonossdgi vagy elsdfajii szakaddsi helyen (C, 1)-szum-
/ f(X+0)J2rf(x—0)

madbilis® és szummdja f(x), il . Ez volt FEJER nagy fel-

fedezése, amelyet korlatos fliggvény esetére mar az 1900. évi Comptes-Rendus
cikkben ko6zolt. E meglepben egyszerii tétel bebizonyitdsaval FEJER felismerte,
hogy a FOURIER-sor konvergencidjanak kérdésénél sokkal egyszeriibb termé-
szetli e sor szummabilitdsanak kérdése. Tétele alapvetd jelentéségre emelke-
dett, az Gjabb vizsgdlatok egész soranak valt forrasava, a konvergens FOURIER-
sor elméletét is atalakitotta. Ezek alapjan FEJErt kell a FOURIER-sor modern

1 A 27t szerint periodikus és a (0,271) szamkozben integrilhaté f(x) fiiggvény
Fourier-sordnak azt az

ay+ (aycos x4+ bysinx)+ --- 4+ (a, cosnx+ b, sinnx)4 ---
trigonometrikus sort nevezziik, amelynek egyiitthatdi

on 2 2
1 1 1y .
agzﬁ()ff(x)dx, a,,:;l—ojf(x) cos nxdx, b,,=EOJf(x) sinnxdx

(n=1,2,3,..).
Ezeket a fiiggvény Fourier-dllandéinak vagy Fourier-egyiitthatoinak mondjuk.

2 Valamely
Gttt
végtelen sort E. CesAro’ utdn (C, 1)-szummdbilisnek mondunk, ha az s;,sy,... részlet-
Osszegek szamtani kozepei véges hatarértékhez tartanak; ezt a
SO+SI+ "t +Sn—l

n

S=Ilim

hatarértéket a sor szummdjdnak nevezziik,
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szummabilitasi elmélete megalapitéjanak tekinteniink, mert bar az n. Pois-
son-féle, valamint a RIEMANN-félének nevezett szummalo eljaras lényegében
sokkal régebbi keletii, ezeket csak kés6bb fogtdk fel mint ilyeneket s maguk
e szerz6k még nem alkalmaztdk tudatosan.

A széban forgd kozepeknek, amelyeket a FOURIER-sor FEJER-féle kize-
peinek szokds nevezni, még az a figyelemre mélté tulajdonsaguk van, hogy
korldtos fiiggvény esetén ugyanazon m és M korldtok kozé esnek, mint maga

a fiiggvény:
m=8.(x)=M (n=123,..).

Ez egyszeriien kovetkezett a S.(x) szamtani kozépnek FEJER altal nyert

I

§u(0) = ff(x+2ﬂ)(s‘“”ﬂ) dﬂ*—ff( xt2p) S8V g

sin 8 sin 8

[ul ®

integrdlalakjabol, amely FEJER-féle infegrdlban® a hires FEjErR-féle mag

. 3 2
(im—n—) = 0. Ezt az integralt viszont az
sin 8 ‘

%+cos F+-eFcos(n—1)9+---
cosinus-sor

0,,_1=%+cos.‘}+---+cos(n—1).‘) (n=1,2,3,..))

részletdosszegeinek szdmtani kozepeit kifejez6

. G 2
oo+oit-+0, 1 1—cosn$ 1 TE
n 2n 1—cos 9 T 2n| . 9
Sln?

képletbdl nyerte FEJER. E szdmtani kozép nem-negativ volta egész tirgyala-

saban alapvet6 szerepet jatszik, s ma az analistaktol dllanddan hasznalt alaptény.
Fontos kiegészitése az alaptételnek FEJER approximdcic-tétele:
S.(x) — f(x) egyenletesen dll fenn minden olyan (a, b) zdrt intervallum-

ban, amelynek helyein f(x) kivétel nélkiil (az a helyen balrol is, a b helyen
jobbrol is) folyfonos.

3 Ma szokdsosabb alakja
b4

sin f

Se@=rr [ 1fGx+20 + flx—20)] (S".‘”")Ldt-
0

Vo. H. LEBESGUE, i. h.11 252 és 274.
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Ezzel FEJER qj, egyszerii bebizonyitdsat adta WEIERSTRASS madsodik
approximacio-tételének, amely tétel értelmében 2sz szerint periodikus folyto-
nos fiiggvény trigonometrikus polinommal tetszbleges pontossaggal egyenlete-
sen megkozelithetd. Ezen approximécid-tétele alapjan sikeriilt FEjJERnek a
Poisson-féle integraltétel sorelméleti bizonyitdsa is, amelyet a matematikusok
el6tte sokaig hidba kerestek. Eppen ez a probléma terelte FEJERt arra az
utra (H. A. ScHwARz berlini el6adasai nyoman), amely azutdn felfedezéséhez
vezetett.

Ebben az Annalen-cikkben eddigi eredményein ttilmenden mar az alta-
lanos trigonometrikus sorok szummacié-elméletét is meginditotta FEJER. A tri-
gonometrikus sorba valo fejtés egyértelmiiségére vonatkozé CANTOR-tétellel
kapcsolatban felvetette a kérdést, hogy ha a trigonometrikus sor szummaija
mindeniitt 0, kovetkezik-e ebbdl, miszerint az egyiitthatéi is mind zérusok? .
Ezt fiiggében hagyta, de mintegy eldkészitette az e kérdésre adando feleletet,
bebizonyitvdn RIEMANN ismert tételének kovetkezé analogonjat:

Legyen
) ao+ > (@, cos nx -+ b, sin nx)

n=1

, , a, , b . c i Wy
olyan trigonometrikus sor, amelyben n—", és ’T’f, korldtosak, és képezziik négy-

szeri tagonkénti integrdcioval a

apxt vy COS NX + b, sin nx
(2) F)=—3+2 3

egyenletesen konvergens sort. Ha az (1) sor valamely x helyen (C, 1)-szum-
mdbilis és szummdja f(x), akkor ott a (2) fiiggvény dltaldnositott negyedik
differencidihdnyadosa

im F(x+2h)—4F(x+/z)+61;£x)—4F(x—/1)+F(x_2ﬁ) —f(x). ¢

E tételt vette alapul RiEsz MARCELL a szummabilis trigonometrikus sorokra
vonatkozo vizsgdlatainal doktori értekezésében®, ill. kés6bbi Annalen-cikkében®,
s ugyanitt mint RIEMANN féfelének kész analogonjdt idézi FEJERnek ezt a téte-

* Fejér dolgozatdban a h =2t jellést haszndlja.

5 Riesz Marcewr, Osszegezhetd trigonometrikus sorok és Gsszegezhetd hatvinysorok.
Mat. és Fiz. Lapok, 19 (1910), 1—56, spec. 3, 9. E dolgozat mint doktori értekezés 1908-
ban jelent meg.

6 M. Riesz, Uber summierbare trigonometrische Reihen. Math. Annalen, 71 (1911),
54—75, spec. 55, 59.
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1ét. E. HiLBbel egyiitt irt enciklopédia-cikkében” is megemliti e tételt egy
jegyzetben. '

A matematikus vildg gyorsan reagalt FEjiR felfedezésére. E. BOREL
a divergens sorokrél irt konyvének 1901. évi els6 kiaddsaban® megemliti
roviden jegyzet formajaban FEJER 19C0-ban irt Comptes-Rendus-cikkét, 1903-
ban A. Hurwitz" mar a Fejer-féle kozepek felhasznaldsdval bizonyitja be a
PARSEvAL-tételt korlatos €és RIEMANN szerint integrdlhaté fliggvényekre, H. LE-
BESGUE™ pedig 1905. évi Annalen-cikkében tobbek kozott lényegesen altald-
nositja is FEJER tételét, s a trigonometrikus sorokrdl irt és 1906-ban megjelent
konyve® 50. §-aban kiilon targyalja a FEJER-féle szummalo eljarast. P. FATou™
ugyanakkor megjelent hires doktori értekezése részben szintén FEJER vizsga-
lataira tamaszkodott. Amint FEJER elbeszélésébd! tudom, E. BOREL nem sokkal
az 1904. évi Annalen-cikk megjelenése utdn levélben értesitette, hogy ,,vizs-
galatait eléadta hallgatéinak s meg van gy6zodve, miszerint FEJER 0Osszes
eredményei rovidesen klasszikusakka fognak valni.” Ez valéban be is kovet-
kezett. FEJER tételével, annak kiilonbozé irdnyl dltaldnositdsaval és élesitésé-
vel nagy irodalom foglalkozott. CH.-J. DE LA VALLE PoussiN® 1912-ben
analizis-tankonyvének 2. kiaddsdban mar kozdlte a LEBESGUE-féle Aaltalano-
sitds egyik bizonyitdsat, és FEJER tételének folyomanyaként is bemutatta a
FOURIER-sor konvergencidjara vonatkozé DIRICHLET—]JORDAN-tételt, a szum-
mabilis sorokra vonatkoz6 HARDY—LANDAU-tétel felhaszndldsdval. LEBESGUE
tételének egy kiilondsen egyszeri és rovid bizonyitdsat maga FEJER kozolte
késobbi dolgozataban: Uber die arithmetischen Mittel erster Ordnung der Fourier-
reihe, Nachrichten der Ges. der Wiss. zu Gottingen, Math.-phys. KI. 1925,13—1T7.
Ez az éltalanosabb FEJER—LEBESGUE-tétel (igy szeretném nevezni) a kovetkez6:

Ha a 27t szerint periodikus integrdlhato f(x) fiiggvenyre nézve valamely
X helyen létezik a

a+h h
oo 1 o U fx)F =t
m j Jdt = lim /ZJ 7 dt=f

7 E. HLB—M. Riesz, Neuere Untersuchungen iiber trigonometrische Reihen. Encyklo-
pddie der Mathematischen Wissenschaften etc., 11 C 10, spec. 1218, 116 jegyzet.

8 E. BoreL, Lecons sur les séries divergentes, Paris 1901, spec. 88.

9 A. Hurwitz, Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen. Math.
Annalen, 57 (1903), 425—446, vagy Mathematische Werke von Adolf Hurwitz I, Basel 1932,
555—576, spec. §4.

10 H. Lesescue, Recherches sur la convergence des séries de Fourier. Math. Annalen, .
61 (1905), 251—280, spec. 274.

11 H. LeBescug, Legons sur les séries trigonométrigues, Paris 1906.

12 P, Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor. Acta Mathematica, 30
(1906), 335—400.

18 Ch.-J. de la Vallée Poussin, Cours d’analyse infinitésimale, 2¢ed., Louvain 1912,
t. 1I, p. 162—163.



110 SZASZ P.

infegrdlkozéperték s ez egyben abszoliut kozép, vagyis

lim 21/; [ () —F|dt =0

x-h

akkor f(x) FOURIER-sordnak szeleteire

S0+ () ks
n

(Itt az integralhatosdg természetesen a LEBESGUE-féle értelemben veendd.)

1909-ben RIESZ MARCELL™ egyel6re bizonyitds nélkiil kozolte FEJER
tételének azt a nagymérvii altaldnositdsat, hogy 2:v periddust és a (0, 2:7)
szamkozben LEBESGUE szerint integrdlhaté f(x) fiiggvény FOURIER-soranak

[+ +fix—h)
2

barmely k>0 rendii CESARO-koOzepei® is a lim értékhez

h=+0
tartanak, hacsak e hatarérték létezik az x helyen. Ezt azutan tdle fiiggetleniil
S. CHapPmAN" is felfedezte és be is bizonyitotta. A késdbbi bizonyitasok koziil
talan a legegyszeriibb az, amelyet maga RIESZ MARCELL” kozolt. 1913-ban
G. H. HArRDY®™ hasonioképp altalanositotta a fenti FEJER—LEBESGUE tételt.
Ugyanabban az évben 6 és J. E. LITTLEWOOD" lényegesen élesitették FEJER

14 M. Riesz, Sur les séries de Dirichlet et les séries entieres, Comptes-Rendus, 149

(1909), 309—312.
13 Valamely
u0+u1+ +u"+ cee

végtelen sor valos k& >—1 rendszami Cesiro-kézepei

Colup+ Gt - + G (1=0,1,2,..)
CU‘) tERS Bt A4
ahol
1 n
Al =G G GO
Vagyis az n indexnek megfeleld k-adrendii Cesiro-kdzép az x» egyiitthatéja a Caucny-féle
@«
szorzassal nyert a— );,+1 n%;u,.x" sorban, osztva x"-nek az (_li)"“:‘— hatvanysorabdl

vett egyiitthatojaval.

16 S, CuapmaN, On non-integral orders of summability of series and integrals. Proceed-
ings of the London Math. Soc., (2) 9 (1910 11), 369—409, spec. 390—396.

17 M.Riesz, Sur la sommation des séries de Fourier. Szegedi Acta, 1 (1922/23),
104—113, spec. 108—113.

18 G. H. Harpy, On the summability of Fourier’s series. Proceedings of the London
Math. Soc., (2) 12 (1913), 365—372.

19 G. H. Harpy et ]. E. Lirtcewoop, Sur la série de Fourier d’une fonction a carré
sommable. Comptes-Rendus, 156 (1913), 1307—1309.
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tételét, bebizonyitvan a FOURIER-sor erds szummdbilitdsdt is a (0, 2st) inter-
vallumban négyzetével egyiitt LEBESGUE szerint integralhaté 2z periddusi
fiiggvény esetére, s6t megmutattdk, hogy ha f(x) ilyen fiiggvény, akkor min-
den olyan x helyen, ahol létezik az

s(x)=lim flxth) +F(x—h)
h=+0 2
hatarérték, a filggvény FOURIER-sordnak so(x), si(x),... szeleteire n— + oo
esetén

[$()— 50 +[s() =i P+ -+ +[s@) =501 P

n

Ebb6l a CaucHy-féle egyenlétlenség alkalmazdsdval mar kovetkezik, hogy
egyben
[$G) =0+ [$() =810+ -+ F[sC) =51 ()| _

n

ami éppen az erds szummabilitist jelenti. Ez maga utdn vonja, hogy

[sC) =80+ [SE) =81 ()] + - +[sC) =81 ()]
n

vagyis a részletosszegek szdmtani kozepei s(x)-hez tartanak, tehat FEJER
tétele valoban folyomanya ez élesebb HARDY—LITTLEwWOOD-tételnek. E két
szerz$ vazlatosan kozolt bizonyitasat utinuk FEKETE MIHALY® irta le rész-
letesen s egyben azzal a kiegészitéssel, hogy a fenti limesreldciok egyenlete-
sen allanak fenn minden olyan intervallum bels6 subintervallumaban, amely-
ben a fiiggvény folytonos. Maga FEJER két bizonyitast is kozolt a HARDY—
LirTLEWOOD-tételre egy késébbi dolgozataban: Zur Summabilititstheorie der
Fourierschen und Laplaceschen Reihen, Proceedings of the Cambridge Phil.
Soc., 34 (1938), 503—509, spec. 506—509. Kiilonben a téteit T. CARLEMAN*!
és masok tovabb altalanositottak.

A Fourier-sor tagonkénti differencidldsara vonatkozé FEJER-féle ered-
ményt, amelyet az emlitett Annalen-cikkben talalunk (Math. Annalen, 58 (1904),
61—62), W. H. YOUNG® altalanositotta, bebizonyitvan, hogy f(x) FOURIER-
soranak derivait sora (C, 1)-szummabilis és szummadja f'(x) minden olyan x

20 Fexkete MinALy, Vizsgalatok a Fourier-sorokrol. Mat. és Term. Ertesité, 34 (1916),
759—1786, spec. 3.§, 774—1783. )

2t T, CarLEMAN, A theorem concerning Fourier series, Proceedings of the London
Math. Soc., (2) 21 (1923), 483—492.

22 W. H. Young, On the convergence of the derived series of Fourier series. Proceed-
ings of the London Math. Soc., (2) 17 (1916), 195—236, spec. 219.
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helyen, ahol e derivalt folytonos. Ezt FEJER maga csak szakaszonként folyto-
nos derivalt esetére bizonyitotta be.

2. Hosszabb cikksorozatban foglalkozott FEJER a folytonos fiiggvény
FOURIER-sordnak szingularitisaival. E sorozatot betet6z6 terjedelmes dolgozata:
Sur les singularités de la série de Fourier des fonctions continues, Annales
de I’Ecole Normale Supérieure, 28 (1911), 64—103, amely megeldz6en
magyarul is megjelent (Mat. és Term. Ertesits, 28 (1910), 550—592). P. Du
Bois—REYMOND és az 6t koveték komplikaltabb modszereit tulhaladva, FEJER
szolgdltatott e cikkeiben eldszor egyszerii példdkat olyan folytonos fiiggvényre,
amelynek FOURIER-sora valamely helyen divergens. S6t P. Du Bois—REYMOND
probalkozdsa utdn, amelynek elégtelenségére L. NEDER® mutatott ra, elséként
adott példdat olyan folytonos fiiggvényre, amelynek a FOURIER-Sora mindeniitt
stirii helyeken divergens, vagyis amelynél a ,,Du BoiIS—REYMOND-féle szingu-
laritds” mindeniitt siir(i helyeken 1ép fel. Ugyancsak egyszerii példdval szol-
gdlt olyan folytonos fiiggvényre, amelynek FOURIER-sora a ,LEBESGUE-féle
szingularitdst” mutatja, vagyis mindeniitt konvergens ugyan, de valamely hely-
nek kornyezetében nem egyenletesen konvergens. Ezeket az elnevezéseket is 6
hozta be. Egyszerii példaval igazolta tovabba A. PRINGSHEIM* sgjtését, amely
szerint létezik olyan 27t pericdusu folytonos fiiggvény, amelynek Fourier-sora
valamely helyen divergens és egyben a konjugdit trigonometrikus sor® szintén
egy 2zt szerint periodikus folytonos fiiggvénynek a FOURIER-sora. Ez mads
szoval azt jelenti, hogy van olyan hatvdnysor, amely az egységkiron beliil
konvergens és egy, a zdrt egységkiorben folytonos fiiggvénynek a MACLAURIN-
sora, de a keriilet valamely pontjdban divergens. Ezt PRINGSHEIM-—-FEJER-féle
szingularifdsnak lehetne nevezni.

28 L. Neper, Uber stetige Funktionen mit iiberall dicht divergierender Fourierreihe.
Jahresbericht der deutschen Math.-Ver., 30 (1921), 153—155.

2¢ A. Pringsuevm, Uber das Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise,
Sitzungsberichte der math.-phys. Ki. der K. Bayer. Akad. der Wiss., 30 (1900), 98; tovabba
ugyanattol, Uber die Divergenz gewisser Potenzreihen an der Konvergenzgrenze, uo. 31
(1901), 513.

% Valamely ®
ay+ > (a, cos nx + b, sin nx)

n=1

trigonometrikus sor konjugdlt sordnak a -

o
¢+ D (b, cos nx + a, sin nx)

n=1
sort (vagy ennek (—I1)-szeresét) nevezziik, ahol ¢ tetszdleges valés allandd. Ezek az
o]
(ao—ib0)+2(a,.—~ib,.)z" hatvanysor valds és képzetes részét képezik az egységkor

rni=1
z=¢r pontjaiban, ha — b, =c jeldléssel éliink.
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Egészen uj volt FEJER példdiban, hogy 6 (legaldbb az idézett cikkben)
nem kozvetleniil a fiiggvényt definidlla, amelynek FOURIER-sora e szingulari-
tasok valamelyikét mutatja, hanem egyenesen azt a FOURIER-féle sort adta meg,
amelynél az illet6 szingularitds fellép. Példait egy sajatszerfien definialt szam-
sorozat segitségével szerkesztette. E sorozat definicioja a kovetkezd: képezziik az

1 1 1 1 1 1

s, L, -, -, ., -, ——
n—1 n

szdmcsoportot az
13 23
: n=2"2"...2",...

értékekre s a v-edik csoport szdmait v>-tel mind elosztvdn, irjuk az igy kelet-
kezd szdmcsoportokat rendre egymds mellé; az (gy elddllo szdmsorozat legyen

1y U2y v ouy Cky evn s
Maérmost pl. @ DU BOIS—REYMOND-féle szingularitdst mutatja az
@ COS X+ @ COS 22X+ ¢+ @ COS kX v+

cosinus-sor az x=0 helyen. Vagyis ez egy folytonos és 2sr szerint periodi-
kus fiiggvény FOURIER-sora, amely azonban az x=0 helyen divergens.
E példa azért is nevezetes, mert e soron FEJER verifikdini tudta a FOURIER-
sor szummdbilitdsdra vonatkozoé alaptételét (1. pont). Elddeinek példain ez
még nem sikeriilt neki. A LEBESGUE-féle szingularitdst mutatja az

a;sinx4asin2x+ - +apsin kx4 .-+

sinus-sor az x=20 lelyen. Ez tehat ismét egy 2t periddusii folytonos fiigg-
vény FOURIER-sora, de bar mindeniitt konvergens, az x=0 hely kornyeze-
tében nem egyenletesen konvergens.

Ugyanebben a dolgozatban FEJER azt a figyelemre mélté tételt is bebi-
zonyitotta, hogy ha valamely 2mt periddusi és a 0= x=2x szdmkizben
korldtos és RIEMANN szerint integrdlhato f(x) fiiggvény Fourier-dllanddira

A B
1an|§_n_; Ibn|§7 (ﬂ—1,2,3,...)

s M és m jelentik f(x) felsé és also hatdrdt, akkor f(x) Fourier-sordnak s.(x)
szeleteire

m—(A+4B)=s.(x) =M+ (A4 B) (n=0,1,2,...).

Ez esetben tehdt a FOURIER-sor szeletei egyenletesen korldtosak. FEJER Kkie-

-----

sordra mindig fenndll, minthogy ekkor a fenti feltétel teljesiil.
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E munkdiban is az egyszerii tételek és modszerek mesterének bizonyul,
akarcsak a FOURIER-sor szummabilitdsara vonatkoz6 dolgozataiban. A szdban
forgd példdk szerkesztésére szolgald rendkiviil eredeti modszerének nagy
sikerét mutatja, hogy azt DE LA VALLEE POUSSIN dltaldnosabb formaban mar
1912-ben felvette idézett konyvének 2. kiadasdéba®™. E cikksorozatb6l kiemel-
kedd mdsik nagy dolgozata: Lebesguesche Konstanten und divergente Fourier-
reifien, Journal fiir die reine und angewandte Math., 138 (1910), 22—53,
amely szintén megjelent magyarul (Mat. és Term. Ertesit6, 28 (1910), 143—179).
A LEBESGUE-féle dllanddk, amelyeket FEJER nevezett el igy ebben a mun-
kajaban, a

o] X

j|Sln(2n+1)t|dt (n:O’l,z,...)
T x sin ¢

szamok. Ha f(x) olyan 2s periodusi és a (0,2sr) szamkOzben RIEMANN
szerint integralhato fiiggvény, amelyre |f(x)| = 1, akkor FOURIER-sordnak s,(x)
szeletére |s,(X)| = 0. és az egyenl6ség alkalmasan valasztott fliggvénynél be
is kovetkezik. H. LEBESGUE” kimutatta, hogy e.— 4o s ennek alapjan
bizonyitotta be a divergens, ill. nem egyenletesen konvergens FOURIER-sorral
biro folytonos fiiggvények létezését. FEJER a most emlitett dolgozatban e
LEBESGUE-féle 4llandok egyszer{ibb targyaldsa mellett ezeknek aszimptotikus
kifejezését is megadta, bebizonyitvdn, hogy a ¢. LEBESGUE-dllando

9-n=7%10gn+c0+5,,, ahol &,—0

és co bizonyos fix érték. Ennek alapjan ki tudta mutatni, hogy bizonyos
indext6l kezdve ¢, novekedik. Sejtését, amely szerint ez kezdett6! fogva fenn-
all, T. H. GrRoNnwALL® bizonyitotta be, felhasznalva FEJERnek a fentebb emli-
tett 1911. évi dolgozat fiiggelékében kozoit azt a rendkiviil érdekes eredményét,
hogy a ¢. LEBESGUE-féle dllando explicit alakja

On= 2n—{—1+7t,,% 2n+1

2 Cx.-]. pe La VaLLiée Poussiy, i.m. 13, 166—169.

27 H. Lesesaue, Sur la divergence et la convergence non-uniforme des séries de
Fourier. Comptes-Rendus, 141 (1905), 875—8717, tovabba ugyanatt6l i.m. 11, 84 - 89, és Sur
les intégrales singuliéres, Annales de la Fac. des Sc. de Toulouse, (3) 1 (1909). 25—117,
spec. art. 33, 48.

28 T. H. Gronwar, Uber die Lebesgueschen Konstanten bei den Fourierschen Reihen.
Math. Annalen, T2 (1912), 244—261; tovabba ugyanattdl, On Lebesgue’s constants in the
theory of Fourier series, Annals of Math. (2) 15 (1914), 125—128.
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Késdbb SzeGd GABOR® mutatta ki egyszeriibben ¢, monoton ndvekedését, s
egyben bebizonyitotta GRONWALLnak azt a sejtését, hogy a ¢1—go, 02—o1, ...
pozitiv szdmok sorozata — mai kifejezéssel élve — totdlisan monoton.

E cikksorozatol kiegésziti még a konjugalt trigonometrikus sorokrol irt
dolgozata: Uber konjugierte trigonometrische Reihen, Journal fiir die reine
und angewandte Math., 144 (1914), 48—56, amely ugyancsak megjelent
magyarul is (Mat. és Term. Ertesits, 32 (1914), 85—93). Ebben féeredmény-
ként megmutatja, hogy ha az egységkordn beliil konvergens hatvdnysor egy
a 2drt egységkiorben folytonos fiiggvénynek a MACLAURIN-sora, akkor a koir
keriiletén vett valds és képzetes része csak egyszerre lehet egyenlefesen konver-
gens. Ebbdl folydlag a Du Bois—REYMOND-féle szingularitdsnak az egyik
komponensben valo fellépése sziikségképpen a LEBESGUE-féle szingularitdst
vonja maga utdn a mdsikban, ha az konvergens. Ezzel FEJER Kkideritette,
miszerint nem volt véletlen, hogy a folytonos fiiggvény FOURIER-sordnak
szingularitasairol irt fenti dolgozatdban a kétféle szingularitast egyazon kon-
jugdlt sorpar sorain tudta kimutatni. A most széban forgd dolgozatban bebi-
zonyitja még azt a mélyebben fekvd tételt is, hogy egyenletesen konvergens
trigonometrikus sor konjugdlt sora majdnem mindeniitt konvergens®. Ez az
ismert Riesz—FisCcHER-tétel felhasznaldsaval kovetkezett a dolgozat eredmé-
nyeib6l annak alapjan, hogy LEBESGUE szerint integralhato fiiggvény FOURIER-
sora majdnem mindeniitt (C, 1)-szummabilis.

3. DiricHLET Klasszikus tételének kiegészitését tartalmazza FEJER kovet-
kez6 dolgozata: Uber die Bestimmung des Sprunges der Funktion aus ihrer
Fourierreihe, Journal fiir die reine und angewandte Math.,, 142 (1913),
165—188 (magyarul Mat. és Term. Ertesitd, 31 (1913), 385—415). Iit azt a
kérdést veti fel, hogy amig a DIRICHLET-féle feltételeknek eleget tevd fliggvény
f(x0+0)+f(x0—0)

2

szamtani

FOURIER-sora valamely x, szakadasi helyen az

kozepet allitja el6, mint a részletdsszegek hatarértékét, hogyan lehet egyszerii
hataratmenettel a FOURIER-sorbdl az f(xo+0) és f(xo—O) értékeket kiilon-
kiilon meghatdrozni? Arra a csodalnivalé eredményre jut, hogy az

+ o

f S‘;” dt—0

z

2 @, Szeas, Uber die Lebesgueschen Konstanten bei den Fourierschen Reihen. Math.
Zeitschrift, 9 (1921), 163—166.

30 Vagyis a divergencia-pontok halmazanak LeBescue-féle mértéke 0. Ez utdbbi azt
jelenti, hogy barmely £>0 mellett lefedhetd a halmaz olyan intervallum-sorozattal, amely-
nek oOsszhossziisdga < e.
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transzcendens egyenlet valamelyik pozitiv gyoket g-vel jelilve, a FOURIER -sor
Su(X) szeletére n— -+ oo esetén

Sn (xo + —;lg) — f(x0+0), s. (xo— %) — f(x0—0),

hacsak f(x) eleget tesz a DIRICHLEY-féle feltételeknek és az x, helyen szaka-
ddsa van. Tovabba, hogy ugyanazon feltételek melleft

S (xo + ) —f(x+0), s (xo— n;i) — f(x0—0)

valahdnyszor O< e <1 és 8>0.

Késébb CsiLLaG PAL™ bebizonyitotta, mdas modszerrel pedig SiDON
SiMON®, hogy altaldnosabban a (0, 27t) szdmkozben korlatos variacioji f(x)
fliggvény esetén

D k(b cos kx—ay sin kx)
lim 7= =f(x+0)—f(x—0),

n=+o n

ahol
a = —17; j f(x)cos kxdx, b= —71r f f(x) sin kxdx k=1,2,3,..),
0 ]

vagyis a fiiggvény FOURIER-Allandoi. Ezt maga FEJER csak sziikebb feltételek
mellett mutatta ki. E ,,szakadas” ismeretében a jobb- és baloldali hatarérték
kiilon-kiilon is meghatarozhatd, minthogy szdmtani kozepiiket a DIRICHLET—
JorDAN-tétel megadja. A FgJER dltal felvetett kérdésre még sokkal dltalanosabb
feltételek mellett azutdn LukAcs FERENC® adott igen tetszetds vélaszt, bebi-
zonyitvadn, hogy ha f(x) a (0, 2,x) szdmkozben LEBESGUE szerint integralhato
27t periddust fiiggvény és az x helyen létezik a

Do= lim [f(x+ h)—f(x—h)]

hatarérték, akkor
D, . Sn(x)
= lim —Z

T a—te logn’

31 Csieag PAL, Korlatos ingadozasu fiiggvények Fourier-féle allandoirdl. Mat, és Fiz.
Lapok, 27 (1918), 301—308.

%2 Sipon SimoN, A fiiggvény ugrasanak meghatdrozdsa a fiiggvény Fourier-féle sora-
bol. Mat. és Fiz. Lapok, 27 (1918), 309—311.

33 F. Lukkcs, Uber die Bestimmung des Sprunges einer Funktion aus ihrer Fourier-
reihe. Journal fiir die reine und angewandte Math., 150 (1920), 107—112.
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ahol sy(x) az f(x) FOURIER-sordhoz tartozo > (b, cos nx—a, sin nx) konju-

n=1

galt sor n-edik szelete.

4. FEJER 1908-ban a LAPLACE-féle sorok elméletében is j utat tort, a
szummabilitast illetd vizsgdalatait a FOURIER-sorokrol ezekre a sorokra vitte at.
Az 1908. februar 3-i fuzetben megjelent Comptes-Rendus cikke utdn, ugyan-
ezen év aprilis 6-an keriilt bemutatdsra az Akadémidban részletes dolgozata:
A Laplace-féle sorokrél, Mat. és Term. Ert., 26 (1908), 323—373, amelynek
német atdolgozasa: Uber die Laplacesche Reihe, Math. Annalen, 67 (1909),
76—109. E munkaja szintén remekm, méltd tdrsa az 1904. évi Annalen-
cikknek. Lényegét annak a felismerése képezi, hogy a LEGENDRE-polinomok-
kal®* képezett

(P) Py(cos y)+3Pi(cos y)+ -+ +(2n—+ 1) Pu(cos y) + - -
sor nemeegyéb, mint a

(L) Po(cos y)+ Pi(cos )+ -+ + Pa(cos y) + -+

és :

) 2(%+cosy—l—---+cosny+---)

sorok CaUCHY-féle szorzata, tovabba e két sor koziil a (L) sornak a O-adrendii
Osszegei (a kozonséges részletosszegei), a (C) sornak viszont az 1-edrendii
Osszegei (a részletosszegek Osszegei) nem-negativok. Ez utdbbi elemi tény,
mint tudjuk, mar a FOURIER-sorra vonatkozd vizsgalataiban is alapvetd szere-
pet jatszott (1. pont, 107. old.); az el6bbit a FEJER-féle

(sin (n+1) %)2

2t
sin - 1/ 2(cos—cos?)

Po(cos y) + Pi(cos y) + - -+ 4 Pn(cos y) = %j
Y

3¢ A Lecenpre-polinomok az
1
Vi—2xz 422
hatvanysorban szerepld egyiitthaték, amelyeknek explicit alakja

1 dee—1]
Py = e

=1+ P2+ e+ Pal)znt oo

1-3-... 2n—1) 'xn n(n—1) n(n - 1) (n—2) (n—3)

nl 2= "t 2agn—nen=3 ¥ "

‘A O-adfokti LEGeNDRE-polinom Pyx)=1.

~
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infegrdl-alak mutatta, amelyet 6 a LEGENDRE-polinomok MEHLER-féle integral-
alakjabol nyert. E felismerés alapjan mdr be tudta bizonyitani, hogy a (P) sor
mdsodrendili HOLDER-féle kiozepei (a részletisszegek kozepeinek a szdmtani
kozepei) nem-negativok és a 0< y = st intervallumban 0-hoz tartanak, még-
pedig ennek minden (g, 7r) részintervallumdban egyenlefesen. Ennek birtokdban
azutan konnyen volt bebizonyithaté a dolgozat foéeredménye:

A S egységgdmbin korldtos és RIEMANN szerint integrdlhato f(9,4)
fiiggvény LAPLACE-sordnak® mdsodrendii HOLDER-féle kizepei minden folyto-
nossdgi helyen az f(3, 1) fiiggvényértékhez tartanak. Ha f(3,2) az egész S
gombon folytonos, akkor e kozepek egyenletesen tartanak a fiiggvényhez. Ha
pedig f(3,2) a gombnek csak valamely T részén folytonos, akkor az egyen-
letes konvergencia minden olyan T* résztartomdnyban fenndll, amely a gomb-
feliileten T belsejébe esik.

35 A S egységgdbmbin a & sarktdvolsag és A foldrajzi hosszisag fuggvenyekent meg-
adott f(9, A) fliggvény LapLace-sora a neki formalisan megfeleld

16, ,z)~_j £, /1’)dS’+Z 2”+' Hf(o' )P, (cos y)d S’
©
sor, ahol y a valtozo (¥, 4’) gobmbi pontnak a (9, l)-to] valé gdmbi tavolsaga, tehat
cos y ==cos ¢ cos & - sin & sin ¢ cos (A —1'),
és dS’ az egységgdmb feliileteleme. Ebben az
FO D)~ Y@ )+ Y&+ - + V(S H + - -
kétvaltozos fliggvénysorban a tagok Lapiace-féle gombfiiggyények, vagyis Y, (3, 1) az
x=sind cos 4, y=sin ¢ sin 4, z=cos ¢
derékszogii koordinatakban n-edfokt homogén és a
azx];' . gzygn n 0022};,.

térbeli LapLace-egyenletet kielégitd haromvaltozos polinom, amilyen maga P,(cos y) rogzitett
(¥, A) mellett. E tagok eloallitasa formalisan torténik, nevezetesen P,(cos y)-val valé végig-
szorzassal s azutan ¥, 4 szerint valo tagonkénti integralassal a gombfiiggvények ortogona-
litasi tulajdonsaga alapjan, amelynek értelmében

=0

0, ha »#n
V.3, ) P,(cosy)dS={ 4
([[ ¥ T ily(&' ), ha »=n.

Ha végiil 4,4’ helyébe rendre &, tétetik és viszont, ily mdédon eldall

V(9 1) — 2”4;‘; ! f[ £, X)P,(cos y)dS.
()
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A szoban forgd masodrendii kozepeknek, amelyeket a LAPLACE-sor FEJER-
féle kizepeinek nevezhetnénk, még az a figyelemre mélto tulajdonsaguk van,
hogy ugyanazon m és M korldtok kozé esnek, mint maga az f($,2) fiiggvény,
vagyis e tekintetben tgy viselkednek, mint a FOURIER-sor FEJER-féle kozepei.

Nem-korldtos fiiggvény esetén a LAPLACE-sorndl a szummabilitds szem-
pontjabol is kedvezdtlenebb a helyzet, mint a FOURIER-sorndl. Amig ugyanis
az utobbinal FEjJER tétele nem-korlatos fiiggvényre is igaz, hacsak a fliggvény
RIEMANN szerint integraihato, addig a LAPLACE-sornal a fenti tétel érvényes-
ségéhez fel kell tenniink a fiiggvény abszolat integralhatosagat.

Ez a dolgozat is, éppen ugy, mint a FOURIER-sor szummabilitdsara
vonatkozo, a vizsgalatok egész sorat inditotta meg, a LAPLACE-sor ujabb
irodalmanak kiindulopontja lett. Ez részben taldn annak is volt koszonhetd,
hogy dolgozata végén FEJER tobb kérdést vetett fel, amelyek még jobban
felkeltették a matematikusok érdeklddését.

HaAr ALFRED® konstrualt olyan folytonos fiiggvényt, amelynek LE-
GENDRE-sora® valamely helyen divergens, s ezzel igenl6é vélaszt adott FEJER-
nek arra az els6 kérdésére, hogy létezik-e olyan, az egész egységgdmbon
folytonos fiiggvény, amelynek LAPLACE-sora valahol divergens?

FEJERnek arra a mdsodik kérdésére, hogy van-e olyan, az egységgdombon
folytonos fiiggvény, amelynél a LAPLACE-sor elsOrend{i kdzepei valahol diver-
galnak, véglegesen T. H. GRONWALL® adta meg a tagadé vdlaszt. Neveze-

3 A, Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme (Erste Mitteilung).
Math. Annalen, 69 (1910), 331—371, spec. §3, 345—348. E dolgozat mint doktori értekezés
1909-ben jelent meg Gottingenben.

37 A LEGENDRE-SOr a LaApLace-sornak 3% az a specidlis esete, midbn a fiiggvény csak
a & sarktavolsagtol fiigg, mondjuk f(&, 2) = ¢ (cos ¥). Ez esetben az ismert

on
| P, (cos ) d %’ == 27t P, (cos &) P, (cos &)

4]

relacié alapjan a Laprace-sor

© x
glcos §)~ > ( 2n j ! | @ (cos &) P, (cos &) sin & d&’) P, (cos ),
n=0 0

——
amely pedig az x = cos & helyettesitéssel a

o (2n+1- !
(%) ~n% ( 5 JI 9 (x) P, (x)dx) P, (x)
sorba megy at. Ezt szokds a —1==x=1 szamkozben integralhato ¢(x) fiiggvény LEGENDRE-

soranak nevezni.
38 T. H. GronwaLL, Uber die Laplacesche Reihe. Math. Annalen, 74 (1913), 213—270.

spec. 251—254.

2 II. Osztaly Kozleményei X/2
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tesen bebizonyitotta, hogy az egységgmbon abszolit integrathaté fiiggvény
LApLACE-sordnak mar az elsérendii kozepei is minden folytonossdgi helyen a
fiiggvényhez konvergalnak, s az egész gombon folytonos fiiggvény esetén
ugyanott egyenletes konvergencia all fenn. LUKACS FERENC® doktori disszer-
metiil is megijelent® Szeg0 GABOR forditdsdban, egyszerii és rovid 0j bizo-
nyitdsdt adta GRONWALL tételének, s ugyanott (ij példaval szoligdlt olyan foly-
tonos fiiggvényre, amelynek LAPLACE-sora valamely helyen divergens. Még
egyszeriibben bizonyitotta be GRONWALL tételét maga FEJER egy kés6bbi
dolgozataban: Uber die Summabilitit der Laplaceschen Reihe durch Arith-
metische Mittel, Math. Zeitschrift, 24 (1925) 267—284. Ugyanitt &ltalanosi-
totta GRONWALL tételét LEBESGUE szellemében, mégpedig nemcsak az elsé-
rendii kozepekre, hanem 4altalanosabban a k>% rendit kézepekre vonatko-
z6lag is. E dolgozatat kiegésziti: Abschdtzungen fiir die Legendreschen und
verwandte Polynome, uo. 285—298, ahol is a felhasznélt egyenldtlenségeknek
elemi, komplex integralast nem igényld bebizonyitisat adja.

Ezekkel kapcsolatban emlitem egyik igen fontos dolgozatat: Uber ge-
wisse durch die Fouriersche und Laplacesche Reihe definierfen Mittelkurven
und Mittelfldchen, Rendicontt~di Palermo, 38 (1914), 79—97 (magyarul Mat.
és Term. Ertesitd, 32 (1914), 462—486). Ebben tobbek kozott mds, elemibb
bizonyitasat adta annak az alapvetd ténynek, hogy a fenti (L) sor részlet-
Osszegei nem-negativok. Itt nem hasznalta fel a MEHLER-féle integralt, hanem
a FOURIER-sor els6rendii kozepeire vonatkozd fenti egyenidtlenségére (107.
old.) tdmaszkodott. [smét mas elemi bizonyitdssal szolgalt egy késdbbi cik-
kében: Uber Positivitit von Summen, die nach trigonometrischen oder Le-
gendreschen Funktionen fortschreiten, Szegedi Acta, 2 (1925), 75—86, spec.
83—84. lly mdédon a széban forgd Osszegek nem-negativ voltdra hadrom egy-
szerii bizonyitast is publikalt. Kiilonben utébbi cikkének egyik jegyzetében
(i. h. 84) a MeHLER-féle integrdlnak igen egyszerli eldallitdsat adta, s ezzel
is hozzdjarult a LAPLACE-sorra vonatkozo vizsgalatainak egyszeriibbé té-
teléhez.

5. Eddigi dolgozatai mellett, amelyekben uj utakat is tort, ugyancsak
az egyszeril tételek és modszerek mestereként 1ép elénk az algebrai egyenletek
gyokeinek helyzetével foglalkozo cikkeiben, amelyek koziil a legfébb: Uber
die Wurzel vom kleinsten absoluten Betrage einer algebraischen Gleichung,
Math. Annalen, 65 (1908), 413—423 (magyarul Mat. és Fiz. Lapok, 17 (1908),

3 LukAcs Ferenc, A Laplace-sorrdl. Mat. és Fiz. Lapok, 23 (1914), 356—357.
9 F, Lukics, Uber die Laplacesche Reihe. Math. Zeitschrift, 14 (1922), 250—262.
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308—324). Ebben E.LANDAU" egy kérdésével kapcsolatban FEJER igen eredeti
gondolatmenettel, amely azt a GAusstél ered6 tételt haszndlja fel, hogy va-
lamely f(2) polinom gyokeit tartalmaz6 legkisebb konvex sokszog egyben az
f'(2) osszes gyokeit is tartalmazza, bebizonyitja a kovetkezd tételt:

Valamely (k- 1)-tagi
Q+a2t a2 =0
(I =n<y<--o<m; a,%0, a,5£0)
egyenletnek mindig van gybke a

|Z|§[ VoVg. .. ¥

L
ao 1
a,

2
% l"‘.
(,V2_ Vl) ('7/3_. '1’1) ces (Vk J— )/1)
korben.
Ebben az az érdekes, hogy a megadott kor sugara fliggetlen az
a,, as, ..., a; egyiitthatoktdl. E tételb6]l mar folyik, hogy a szdban forgo
egyenletnek van gyoke a

1 1
- Vl—l—k-—f)”_xlﬂ

korben. Ennek éugara mar csak a », k, a,,a, értékektol fiigg. Ez utdbbi
tételt O. PERRON" felvette algebrai tankonyvének II. kotetébe. A v, = 1 esetben
a tétel azt mondja, hogy minden (k- 1)-fagi

A+ azta,2e 4o f a2’ =0

A<rm<-<y; A0, a,50)
egyenletnek van gydke a

¥

lz| =k Kl
a

korben. Kisebb sugaru korben ez dlfaldnossdgban nem érvényes. E tételt
k=2 esetére (trinom egyenletre) mdar E. LANDAU* bebizonyitotta, a k=3
esetben azonban csak nagyobb sugara kort tudott megadni a gyok szamara.**

E dolgozatban FEJER érdekes fiiggvénytani kovetkeztetésre is jut, neve-
zetesen a fenti els6 tétel alkalmazdsaval kimutatja a kovetkezét:

41 E, Lanpau, Sur quelques généralisations du theoréme de M. Picard. Annales de
I'Ecole Normale Supérieure, 24 (1907), 179—201.

42 Q. Perron, Algebra I—II, Berlin und Leipzig 1927, spec. 1I. §6, Satz 35.

4 E. Lanpau, Uber den Picardschen Satz. Viertelsjahrsschrift der Naturforschenden
Gesellschaft in Ziirich, Jahrg. 51 (1906), 252—318, spec. §16.

4 E, Lanpau, i. h. 4L

2%
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ha valemely mindeniitt konvergens

o+ a2 @ a2
(‘11?&0; 1§7’1<’1’2<"-<’1’k<...)

ey}

hatvdnysor hézagai olyanok, hogy a 2% sor konvergens, akkor e hatvdny-
k=1 ¥k

sor nem bir PICARD-féle kivételes értékkel, vagyis minden komplex értéket felvesz.

Ezzel az eredménnyel elsOként létesitett kapcsolatot a hézagos hatvany-
sorok elmélete és a PICARD-féle problémakor kozott. Ebben az iranyban ké-
s6bb 1ényegesen tovabb jutott M. BIERNACKL® majd pedig POLyA GYORGY.*

6. A komplex fiiggvénytan teriiletén a korlatos hatvanysorok elmélete is
fontos eredményeket koszon FEJERnek. Abbdl a mar emlitett 1910. évi ered-
ményébodl (112. old.), amely szerint a zart egységkodrben folytonos és azon
beliil regularis fiiggvény MACLAURIN-S0ra a Kkeriilet valamely pontjaban diver-
gens lehet, mégpedig 1gy, hogy a részletosszegei nem korldtosak, nyilvan
kovetkezik, miszerint egy az egységkir belsejében korldtos hatvdnysor szele-
teinek nem kell e koron beliil korldtosoknak lennidk. Erre valamivel késGbb
mas bizonyitast is adott egy LaNDaAuhoz intézett levélben, aki ez utobbit
vette fel a fiiggvénytan djabb eredményeirél irt konyvébe.” E. LANDAU®™
azutan megmutatta, hogy ha az

f@=c+az+ . Fcnzn 4 ('Z|<l)

hatvanysorra |f(2)| =1, akkor az n indexli s.(2) szelet abszolit értékére
[$.(2)| = G, ahol

o %(1-3-...2n—1Y
6=+ 27505
s az egyenl6ség alkalmasan valasztott f(z) fiiggvénynél be is kovetkezik.
FEJERnek a mér emlitett 1914. évi palermdi dolgozatdban (120. old.) foglalt
egyik eredménye szerint sokkal egyszeriibb a helyzet a részletosszegek szam-
tani kozepeinél, nevezetesen

4 M. Biernacki, Sur les équations algébriques contenant des paramétres, Thése,
Paris 1928.

46 G. PoLva, Untersuchungen iiber Liicken und Singularititen von Potenzreihen,
Math. Zeitschrift, 29 (1929), 549—640, spec. 639.

41 E, Lanoau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionen-
theorie. 2. Aufl, Berlin 1929, §3, 29—31.

48 E, Lanpau, Abschdtzung der Koeifizientensumme einer Potenzreihe (Zweite
Mitteilung). Archiv der Math. und Phys., (3) 21 (1913), 250—255.
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az |[f(@|=1 (|z|<1) esetben a hatvdnysor szeleteinek szdmtani Kko-
zepeire s

SO(Z)+SI(Z)+"'+SH(Z) =1 (fl=0, 1’2’”.)_

n—+1
Ebben az irdnyban tovabb jutott I. SCHUR,” aki kimutatta, hogy ugyanez
a szeletek abszolat értékére, s6t azok négyzetére is érvényes. SzAsz OTTO®
pedig oly altaldnos tételt bizonyitott be, amelynek mind ez a FEJER-Féle,
mind a fenti LANDAU-féle egyenlétlenség specidlis esete. Maga FEJER a mar
szintén emlitett 1925. évi szegedi cikkében (120. old.) megmutatta, hogy

az |f(2)|=1 (|zl< ) feltételnek eleget tevé hatvdnysor szeleteire

[su(2)| =1, ha |z|§%,

de ez valamely |z| é—lz— +¢ (¢>0) korben dltaldnossdgban nem érvényes.
\ i

Erre a tételre E. LANDAU™ szolgalt még egyszeriibb bizonyitassal, fel-
hasznalva a szamtani kozepekre vonatkozé el6bbi FEJER-féle egyenlStlenséget.
Egyben megjegyezte, hogy FEJER e tétele specialis esete W. ROGOSINSKI™
egy valamivel elébbi tételének. Erdekes megéallapitdst kozolt hamarosan maga
FEJER egy fontos dolgozataban: Uber die Koeffizientensumime einer beschrinkten
und schlichten Potenzreihe, Acta Mathematica, 49 (1926), 183—190. Ebben
megmutatja, miszerint

van olyan K pozittv dllandd, hogy az egységkir belsejében egyrétiy és
az |f(2)| =1 feltételnek megfeleld hatvdnysor szeleteire |s.(z)] =K (]z|<1).

Ez allandoéra FEJER az 1—{—1-/1—5 értéket kapta, amely azonban nem a legkisebb

ilyen korlat. Tovabb jutott SzeGO GABOR,” akinek sikeriilt valamivel kisebb
allandot kapnia, s ugyandé n=—2 esetére meghatarozta az |s,(2)| fels6 hatarat
a szoban forgd hatvanysorok osztilyanal.

# |, Scyur, Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschrinkt sind
(Zweite Mitteilung). Journal fiir die reine und angewandte Math., 148 (1918), 122—145,
spec. §11.

5 Q. Szisz, Ungleichungen fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe. Math. Zeitschrift,
1 (1918), 163—183, spec. §1. Satz 1.

51 E. Lanpau, Uber einen Fejérschen Satz. Nachrichten von der Ges. der Wiss. zu
Gdttingen, Math.-—Phys. Kl., Jahrg. 1925, 22

52 W. Rocosmvski, Uber Bildschranken bei Potenzreihen und ihren Abschnitten. Math.
Zeitschrift, 17 (1923), 260—276, spec. 271, Satz II, 5.

5 (3. Szec6, Zur Theorie der schlichten Abbildungen. Math. Annalen, 100 (1928),
188—211, spec. 204—211.
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7. Meglepben egyszerli tételeket bizonyitott be FEJER a hatvdnysornak
a konvergencia-kor Keriiletén vald viselkedésére vonatkozolag. E targykor ki-
terjedt irodalmat nagymértékben gazdagité dolgozata: Uber die Konvergenz
der Potenzreihe an der Konvergenzgrenze in Fillen der konformen Abbildung
auf die schlichte Ebene, Schwarz-Festschrift, Berlin 1914, 42—53. Ennek
alapjat a hires HARDY—LANDAU tétellel rokon kovetkezé tétele képezi:

[e9]
, 1 . . ‘g v :
ha a komplex tag > u, sor az aritmetikai kizepek modszerével szum-
=0

mdlhaté és Z n|u.|* konvergens, akkor e 2, u, sor is konvergens.
n=1 n=0

A tétel bizonyitdsabdl az is lathato, hogy ha a sor tagjat bizonyos in-

tervallumban adott u.(x) fiiggvények, akkor Zu”(x) egyenletes szummdbili-

#=0
N . , ) &
tdsa és Zniun(x)]2 egyenletes konvergencidja maga utdn vonja a . u.(x)
n=1 n=0

sor egyenletes konvergencidjdt. Ennek és a 2sr periodust folytonos fliggvény
FOURIER-sora egyenletes szummaébilitdsara vonatkozo tételének felhasznalasaval
FEJER bebizonyitja a kovetkezd tételt:

ha az egységkoron beliil konvergens hatvdnysor ugyanott egy/etu s az
elddllitott fiiggvény a zdrt |z| =1 kérlapon folytonos, akkor a hatvdnysor a
keriileten egyenletesen konvergens.

E tételnek nyomban érdekes alkaimazasat adta PAL GyuLA™ a FOURIER-
sorok elméletében. Tételét késébb H. BOHR® élesitette, ugyancsak az elébbi
tétel felhasznalasaval, bebizonyitvan, hogy valamely 2s1 periodusii folytonos
f(x) fuiggvényhez mindig taldlhat6 olyan g(u), amely a 0 =u =2 szam-
kozben folyvast novekedik g(0)—0 értéktdl a g(2sz) = 2.t értékig, s amely
mellett a A(u) =f(g(u)) fiiggvény FOURIER-sora az egész O = u = 27t inter-
vallumban egyenletesen konvergens. PAL GyuLA az egyenletes konvergenciat
csak belsé subintervallumra tudta biztositani. FEJER tételét E. LANDAU® alta-
lanositotta.

A fenti tételbél OsGOOD sejtésképp kimondott s utina CARATHEODORY,
KOEBE és masok é&ltal bebizonyitott tétele alapjan, amely a hatarpontok meg-
felelkezésére vonatkozik,” FEJER levonja dolgozatidban azt a szép kovetkezte-
tést, hogy ha a hatvdnysor a konvergencia-kor belsejét JORDAN-gorbe belsejére
képezi le egyrétiien, akkor a kor keriiletén egyenletesen konvergens.

5 ]. PA,, Sur les transformations de fonctions qui font converger leurs séries de
Fourier. Comptee -Rendus, 158 (1914), 101.

5 H. Bonr, Uber einen Satz von ]J. Pal, Szegedi Acta, 7 (1934—35), 129—135.
5 E. Lanpau, i. h.47 § 13, 65—67.
57 VO. Encyklopddie der Math. Wiss. efc., 11 B, 56.
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A folytonos fliggvény FOURIER-sora szingularitdsainak targyaldsanal ko-
vetett modszerét a hatvanysorra Kiterjesztd dolgozata: Uber Potenzreihen,
deren Summe im abgeschlossenen Konvergenzkreise iiberall stetig ist, Sitzungs-
berichte der K. Bayer. Akad. der Wiss., Math.-phys. KI., Jahrg. 1917, 33—50.
Ebben FEJER elséként dllitott elé olyan hatvdnysort, amely a konvergencia-
kor keriiletéen mindeniitt konvergens, de annak valamely pontja kornyezetében
a keriileten nem egyenletesen konvergens, s amelynél az elddllitott fiiggvény
a zdrt korlapon folytonos. Ez megfelel a folytonos fiiggvény FOURIER-sora
LEBESGUE-féle szingularitidsanak [a Du Bois-REymOoND-félének megfelel6 szin-
gularitds iétezését a hatvanysorndl még 1910-ben kimutatta, mint mar lattuk
(112. old.)]. Amint cikkének egy jegyzetében elmondja, H. BOHR 1910-ben
felvetette eldtte olyan hatvanysor keresésének probléméjat, amely a konver-
gencia-kor keriiletén egyenletesen konvergens (tehat a zart korben folytonos
fiiggvényt allit el6), de a keriilet egyetlen pontjdban sem abszolut konver-
gens. Ennek nyoman FEJER sejtése az volt, hogy a

1
V1—=ze= T =ep+eiz24- -+ +e.2" -
'hatvénysor (amelynek konvergencia-kore az egységkor) ilyen tulajdonsagu.
E FEjER-féle sejtést RIESZ MARCELL nyomban igazolta is, olvashatjuk tovabb
a jegyzetben. Ez volt az elsé példa olyan, a zdrt egységkirben folytonos s
azon beliil reguldris fiiggvényre, amelynek MACLAURIN-sora a keriilefen egyen-
letesen konvergens, de nem abszolut konvergens a keriilet egyetlen pontjdban
sem, amint H. BOHR kivanta. Kés6bb ugyancsak RIEsz MARCELL és G.H.HARDY”
konstrualtak ilyen hatvanysorokat. Maga FEJER is ad tovabbi példat ilyen
hatvanysorra ebben a dolgozatdban.
A fenti hatvanysor specialis esete az

1
ez—_l
(1—2)°
hatvanysornak, ahol ¢ valamely valds szdm s (1—2)° a hatvany foértékét

jelenti a |z] <1 korben, vagyis

(F) —atmzt a2t

22 2" )
olog*(1-2) ___ e-o (z+?+"’+7+'"

(1—2)0=c¢
E hatvanysorral foglalkozik FEJER akadémiai székfoglalo értekezeésében, ame-
lyet 1908-ban levelezé tagga tortént megvalasztdsa utdn mutatott be: Asymp-
fotikus értékek meghatdrozdsdrél, Mat. és Term. Ertesitd 27 (1909), 1—33.
Ennek csak rovid francia kivonata jelent meg (Comptes-Rendus, 1908. nov.

%8 G. H. Harpy, A Theorem concerning Taylor's series. Quarterly journal of Math.,
44 (1913), 147—160, spec. 157—160; tovabba E. Lanpav, i. h.47 § 14, 68—69.
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30.), s ennek ellenére nagy hatast valtott ki kiilfoldon. Ez talan annak is volt
az eredménye, hogy késébb O. PERRON™ 1ij bizonyitdssal szolgalt FEJER itteni
tételére, majd altalanositotta is azt.® E tétel a kovetkezo:

az (F) hatvdnysorban bdrmely valds o mellett
a—=-—A 1 Asin [2yz+(%_g ]+M

Ve nt 2) nt )

H

-2
2

ahol

A(n)] < G(= const)
(n=1,23...).

Ez lényegileg a LAGUERRE-polinomokra® vonatkozo aszimptotikus formula.
A modszer, amelyet FEJER alkalmazott, lényegében mar B. RIEMANN® habili-
tacios értekezésében szerepel, de neki azt teljesen szilard alapokra kellett he-
lyeznie, hogy egészen szigortian bizonyithassa be ezt a tételét.

8. Ugyancsak komplex fiiggvénytani targyti kiemelked6 dolgozata:
Interpolation und konforme Abbildung, Nachrichten von der K. Ges. der
Wiss. zu Gottingen, Math.-phys. Kl. 1918, 319—331. Ebben egy Iényegileg

5 Q. Perron, Uber das infinitdre Verhalten der Koeffizienten einer gewissen Potenz-
reihe. Archiv der Math. und Phys., (3) 22 (1914), 329—340.

% Q. Perron, Uber das Verhalten einer ausgearteten hypergeometrischen Reihe bei
unbegrenzten Wachstum eines Parameters. Journal fiir die reine und angewandte Math.,
151 (1921), 63--78, spec. 78.

61 Az «>—1 parameternek megfeleld L®(x) Lacuerre-polinomok generator-sora

zz
z—1
e

=LP@) +LE 2+ - F LI -

Explicit alakban

L) — VZ::) (’; :"‘) (—v)!c)'” .

Az aszimptotikus formula a Lanpau-féle O szimbolumot hasznalva

— « 1 i
Loy cos[2lnx‘—(7+f) ”J +0 (n%_%) (x>0),

1 _«
Vzx*
o 3 e 3
ahol is tehat a O(n.:“) “) maradéktag n® *-del osztva korlatos, midén n— -+ oo,
62 B, Riemann, Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische

Reihe. Bernhard Riemann’s gesammelle math. Werke efc., Leipzig 1876, 213—250, spec.
§ 13, 246—248.
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C. RuNGe®™ altal felvetett problémanak adja klasszikusan szép megoldasat.
E probiéma a kovetkez:

Legyen C megadott JORDAN-gorbe az x komplex valtozd sikjidban. Ve-
gyiink fel a gorbén valamely pontcsoport-sorozatot, amelyben az n-edik pont-
csoport n pontbol all: xi”, x§”,...,x% (n—=1,2,3,...). Ha az f(x) figg-
vény a C gorbén értelmezve van, ehhez és az n-edik pontcsoporthoz meg-
hatarozhatjuk azt az egyetleh legfoljebb (n— 1)-edfokit L,(x) raciondlis egész
fiiggvényt (LAGRANGE-féle interpolacios polinomot), amelyre

L) = f(x) (k=1,2,...,n).

Kérdés, véalaszthaté-e a C gorbén a pontcsoport-sorozat egyszer s mindenkorra
ugy, hogy valahanyszor f(x) a C gorbén beliil és azon rajta regularis fiigg-
vény, e zart tartomanyban L.(x) — f(x) egyenletesen fenndlljon? E feladatot
a kor specialis esetében C. RUNGE* meg is oldotta, n-edik pontcsoportnak a
korbe beirt szaﬁélyos n-szog szogpontjait valasztvan. FEJER valoban zsenialis
modon altalanositotta a megoldast tetszdleges C JORDAN-gorbe esetére, neve-
zetesen bebizonyitotta a kovetkezd tételt:

Legyenek a C girbén az x, x$, ..., x% pontok 1gy vdlasztva, hogy
g

C kiilsejének valamely K kor kiilsejére valo és a oo-t a oo-be dtviv egyrétii
konformis leképezésénél e pontok a hatdrpontok megfelelkezése folytin a K
kirbe beirt szabdlyos n-szig szogpontiaiba menjenek dt. Akkor bdrmely, a C
gorbén beliil és azon rajta reguldris f(x) fiiggvény esetén, az n-edik pont-
csoport és ez f(x) dlfal meghatdrozott L,(x) LAGRANGE-féle interpoldcios po-
linomra e zdrt tartomdnyban L,.(x)— f(x) egyenletesen dll fenn.

Ez a dolgozata is nagy hatast valtott ki az irodalomban. Erre nézve
utalok J. L. WALSH® konyvére. Erdemes kiemelni, hogy kés6bb FEKETE MI-
HALY" a konformis leképezés felhaszndldsa nélkiil, teljesen elemi tton hata-
rozott meg minden JORDAN-gorbén a kivant tulajdonsadggal biré pontcsoport-
sorozatot. KALMAR LAszLO" viszont doktori értekezésében a konformis leké-
pezés segédeszkOzét hasznalva, FEJER e dolgozata nyoman megadta a sziik-
séges és elegendd feltételét is annak, hogy valamely pontcsoport-sorozat az
adott gorbén a szoban forgd tulajdonsdgti legyen, s ezzel egyenesen meg-

68 C. Runce, Theorie und Praxis der Reihen, Leipzig 1904, spec. 137.

64 C. Runge, i. . 63, 136—137.

¢ J. L. WausH, Inferpolation and Approximation by Rational Functions in the Complex
Dormain. American Math. Soc. Colloquium Publications, 20 (1935).

6 M. Fexete, Uber Interpolation. Zeitschrift fiir angewandte Math. und Mech., 6 (1926),
410—413.

67 KaLmar LAszLo, Az interpelaciorol. Mat. és Fiz. Lapok, 33 (1926), 120 —149.
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hatérozta a keresett pontcsoport-sorozatok osszességét. E feltétel az, hogy a
C gorbén valasztott pontcsoport-sorozatnak az emlitett konformis leképezésnél
a K koron ,egyenletes eloszlasu” pontcsoport-sorozat feleljen meg, vagyis ha
a kor valamely o hossziisagu ivére », szdmd pont esik az n-edik pontcso-

portbol, akkor n— 4 oo esetén mindig %—»E% alljon fenn, ahol r a kor
sugara. ' ’

9. A LAPLACE-sorrdl irt tijabb dolgozatdval kapcsolatban mar emlitett
,Abschitzungen fiir die Legendreschen und verwandte Polynome” c. munka-
jaban (120. old.) FEjER 1j utat is nyitott, amennyiben messzemendGen altald-
nositotta a LEGENDRE-polinomok fogalmat és megkezdte ez altalanosabb poli-
nomok elméletét. -Ez az altaldnositis kovetkez6képp tortént. Legyen (esetleg

csak formalisan)
F(z):aO“l—CC]Z—I— eee _..}_anzn+ .

valés egyiitthatdos hatvanysor. A z komplex valtozd helyébe eldszor re®,
azutdn re-*® tétetvén, a két hatvdnysor CAUCHY-féle szorzata

F(re®)F(re=®)= > P.(cos $)r,

n=0
ahol
P (cos $)=2apa, cos nY + 2¢a e,y cos (n—2)F + ++- +
\ 2a,a,,1 €089, ha n=2r-+1
oc?, , ha n=2v
Ez n-edrendii cosinus-polinom s igy az x=cos-3 véltozoban n-edfoka ra-
ciondlis egész fiiggvény. Az igy értelmezett

Po(cos #), Pi(cos $),..., Pu(cos ), ...

polinomokat nevezi FEJER a fenti hatvanysor (vagy annak egyiitthatosorozata)
LEGENDRE-polinomjainak. Ezek a FEJERr-féle dltaldnositotf LEGENDRE-polino-
~mok, amint SzeGO GABOR® nevezi Oket. A kozonséges LEGENDRE-polino-
mokat kapjuk, midén a hatvanysor '

) 1.3-... .
F& = 1—2 =1+”2:;2-4-... 2n 2

Ez altalanositott LEGENDRE-polinomokat FEJER a széban forgd dolgozatban
az esetben vizsgalta, midén a F(z) hatvanysor egyiitthatéi monoton fogyo

—
8

8 (. Szead, Orthogonal Polynomials. American Math. Soc. Colloquium Publications,
Vol. 23, New York 1959, 134.
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nem-negativ szamok. Tébbek kozott kimutatta, hogy ez dlfaldnositott LEGENDRE-
polinomokra az ¢, = e, =0 (n=0,1, 2,...) esetben

| P, (€08 $)— Prio(cos $)| = Kepg (K= const),

ami egy STIELTJES-féle egyenlStlenségnek nagymérvii dltalanositisa s érvényes
pl. az (1—2)"° hatvanysoranak megfeleld an. wltraszferikus polinomokra, ha
0<o = 1. SzEGO GABOR® mindjart kovette FEJERt ezen az titon, s lényegesen
tovabb is jutott, a P.(x) polinom gyokeit is vizsgdlva és a LAPLACE-féle
aszimptotikus formuldt is &ltaldnositva ezekre a polinomokra. Maga FEJER
akkor jutott mélyebbre e polinomok elméletében, midén azokat fofdlisan
monoton &, &1, ..., @, ... sorozat® mellett vizsgdita. Idevagd dolgozata:
Potenzreihen mit mehrfach monotoner Koeffizientenfolge und ihre Legendre-
Polynome, Proceedings of the Cambridge Phil. Soc., 31 (1935) 307—316.
Ebben tobbek kozott bebizonyitotta a kovetkezd tételt, amellyel a kdzonséges
LEGENDRE-polinom gyokeire vonatkoz0 MARKOV—STIELTJES-féle becslést ki-
terjesztette az 6 4ltaldnositott LEGENDRE-polinomjaira:

ha az a,, e, ... sorozat totdlisan monoton (eltekintve az 1,0,0,... és
1,1, 1,... esetektél), akkor az ehhez tartozo P,(cos &) dltaldnosifoft LEGENDRE-
MA

polinomnak a 0<9< 5

szdmkdzbe esd . gydkeire (n = 2 esetén)
1

k——+ ,
2 k. n

./l<\9l;<mﬂ' (k:1,2,..., 5{')
Megjegyzendd, hogy FEJER bizonyitdsa #ij még a kozonséges LEGENDRE-
polinomok esetében is. Kiilonben ez utdbbi polinomok élesebb SzeGO-féle
becslését™ a STIELTJEs-féle integralalak alapjdn bizonyitotta be FEJER egy

6 (. Szead, Bemerkungen zu einer Arbeit von Herrn Fejér iiber die Legendreschen
- Polynome. Math. Zeitschrift, 25 (1926), 172—187.
0 Valamely {e,} szdmsorozatot k-szorosan monotonnak mondunk, ha

,=0, A1e,=0, L2a,=0,..., Jka,=0,

n=—

ahol 4%, az e, ,r-edik differenciaja“, vagyis

.
A anza,,—(

?) v v
41 + ( ) Bppp=—— e = (__])v( ) Cnty
1 2 v
(n=0,1,2...; v=12,..., k).
Totdlisan monoton {e,} sorozatrél beszéliink, mid6n
«, =0, 4%a,=0 (»=123...).

Az ¢,=0 (n=0,1,2,...) esetet kizarjuk.

7 Q. Szec6, Inequalities for the zeros of Legendre polynomials and related fonctions.
Transactions of the American Math. Soc., 39 (1936), 1—17, spec. 8, form. (3).
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masik dolgozatdban: Bestimmung von Grenzen fiir die Nullstellen des Le-
gendreschen Polynoms aus der Stieltjesschen Integraldarstellung desselben,
Monatshefte fiir Math. und Phys., 43 (1936), 193—209. Ugyanezen cikkben
a STIELTJES-félének a LAPLACE- és a MEHLER-féle integrdlalakkal egyiitt egy-
szerii elballitasat adla. Ugyanitt taldljuk a kozonséges P,(cos9) LEGENDRE-
polinom HEINE-féle sinus-sor alakjanak™ egyszerli és szigora el6allitasat.

A tobbszorosen monoton egyiitthatosorozattal bird trigonometrikus sorok
és hatvdnysorok elméletét megindité nagy dolgozata: Trigonometrische Reihen
und Potenzreihen mit mehrfach monotoner Koeffizientenfolge, Transactions of
the American Math. Soc., 39 (1936), 18—59. Ebben tjra mint az egyszerii
tételek és modszerek mestere tiindokol, a tobbszérosen monoton sorozatok
E. JacoBsTAHL™ 4ltal kezdeményezett és mar szépen Kkiépiilt elméletét tjabb
diadalhoz juttatja. SZEGO GABOR™ egy eredeti kovetkeztetésmodjanak felhasz-
nalasaval (amely kiilonben a FEJER-mag nem-negativ voltdn alapszik) tobbek
kozott bebizonyitja a kovetkezd tételt:

ha ¢, ci, ..., Cn, ... hdromszorosan monoton 0-sorozat, akkor a

Gsin(n+1)9+¢sin(n+3)94----

sinus-sornak O és st kozott legaldbb n zérushelye van (g -re szimmez‘rikusan),

mégpedig O és % kOz0tt (n= 2 esetéen) vannak oly t,ts,..., {[1] gyokik,

A T ' n
(LS - |

Ezt a kozonséges P,(cos %) LEGENDRE-polinomot eldallitd HEINE-féle sinus-
sorra alkalmazva (amelyrdl egyszeriien meg tudja mutatni, hogy egyiitthato-
sorozata totdlisan monoton), e polinom gyokeinek MARKOV—STIELTJES-féle
hatarolasat nyeri. Kiilonben a LEGENDRE-polinomra vonatkozé LAPLACE-féle

amelyekre

2 Ez a Heine-féle sinus-sor a kdzonséges P,(cos #) LeGenDRE-polinom szdmdra

4 & %  sin(nd-2v 4+ 1)9
P,(cos ) =— ,
( ) T é: a1’+n 2’1—*—21’—{—1

ahol
: 1-3-...2m—1) ( 123
CGy=1, Op=—7———""""— m=r;;--"
0 2.4-...2m )
@ E. Jacomstani, Mittelwertbildung und Reihentransformation, Math. Zeitschrift, 6
(1920), 110—117, spec. § 3, 108—117.
" Q. SzeGo, i, h. 7,
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aszimptotikus formuldnak is elemi bizonyitdsat adja a HEINE-féle sinus-sor
alapjan. Hatvanysorokra vonatkozd egyik tétele igy hangzik: ha az

f(z):(—'lz‘J[‘CgZQ—l—--.._{,_ann_}_“.

hatvdnysorban a ci, ¢, ... egyiitthatosorozat négyszeresen monoton, akkor e
hatvdnysor a |z|<1 kirbelsében konvergens és egyrétii.

SzeGO GABOR ezen az uton is kovette FEJERt, érdekes kolcsénhatasban
allottak egymadssal, s FEJER egész cikksorozatot irt a targyrol. SZEGOvel kozos
cikke: Uber die monotfone Konvergenz von Potenzreihen mit mehrfach monotoner
Koeffizientenfolge, Prace Matematyczno Fiziczne, 44 (1935), 15—25, amelyben
az 1. és 4.§ FEJER, a 2. és 3.§ SzEGO munkdja. Itt SzEGO pl. megmutatja,
hogy mar kétszeresen monoton sorozatra igaz egy tétel, amelyet FEJER csak
haromszorosan monoton sorozatra bizonyitott be, nevezetesen a kovetkez6:

ha az

f@)=cotciz+ - +caztF-o-

hatvdnysorban a c,, ¢, ... egyiitthatésorozat kétszeresen monofon, akkor az
egységkor belsejében e hatvdnysor s,(z), si(2), ... szeleteire

f@|zif@—s@)| = =|f(D)—s.R)| =

(FEJER—SZEGO-tétel.) Ez egyszeresen monoton egyiitthatosorozat mellett (mi-
kor is a hatvanysor az egységkor belsejében mindenesetre konvergens) alta-
lanossagban mar nem érvényes. Ez egyenlttlenségek fennalldsat FEJER ugy
fejezte ki, hogy az s.(2) részletosszeg monoton konvergdl a sor f(z) 0ssze-
géhez. E rendkiviil érdekes tényt eldtte, ugy latszik, még az (1—2)° bi-
nomialis sorandl sem vették észre, amelynek egyiitthatd sorozata 0 =o =1
esetén totalisan monoton. Az |f(2)|=|f(z) —s.(2)| egyenlttienségbdl nyilvan
kovetkezik, hogy

s ()| =211(2)],

tehat kétszeresen monoton egylitthatosorozat mellett a hatvanysor szeleteire
ez is fenndll. Ez a FEJER-féle becslés azért figyelemre mélto, mert a hat-
vanysor szeleteinek abszolut értékét a z helyen magédn fellépd f(z) fiiggvény-
érték abszolut értékével hatarolja, nem pedig pl. az |f(z)|-nek a |z|== const
koron vett maximumaval, amint altaldban szokéasos.

10. A folytonos fiiggvény FOURIER-sordnak szingularitisaira vonatkozo
vizsgalataival kapcsolatban, FEJER még 1910-ben kifejezte egy LANDAUhoz

®

. . e sinnx . . ,

irott levélben azt a sejtését, hogy a Z—n— sinus-sor szeletei 0 és =«
n=1
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kozott mind pozitivok, vagyis

sin x4 sm22x 4+ smnnx >0, ha O<x<m
(n=1,23,..)).
. . I o sinvx . .
Annyit be tudott bizonyitani, hogy e > > sinus-polinom a (0, )
r=1

szamkozben a n_—{yf—l helyen veszi fel legnagyobb értékét, s e maximumok az
Sin X dx>£2r— értékhez tartanak

n novesztésénél folyvast novekednek és azj

0
T—X

2

sora mutatja az un. GiBBs-féle jelenséget). Sejtését D. Jackson™ és T. H.
GRONWALL™ egymastol fiiggetleniil hamarosan be is bizonyitottik. Azutin
még tobben foglalkoztak e teljesen elemi tény bizonyitasaval, koztiik TURAN
PAL,” aki a fenti sinus-polinom érdekes komplex integralalakjat allitotta elo,
amelybdl a pozitivitds evidencidba 1ép, s ugyané™ altaldnositisok mellett éle-
sitette is a tételt, pozitiv minordnst adva e sinus-polinom szamdra. A leg-
kozvetlenebb és legelemibb bizonyitdssal maga FEJER szolgalt, lasd: Einige
Sdtze, die sich auf das Vorzeichen einer ganzen rationalen Funktion beziehen ;
nebst Anwendungen efc., Monatshefte fiir Math. und Phys., 35 (1928), 305—
. 344, spec. 339—342. E bizonyitast megfelel6 el6éadasban kozépiskolai tanuldk
is megérthetik. E specialis elemi tétel felhasznalasaval kés6bb L. KOSCHMIE-
DER™ bebizonyitotta azt az altaldnos tételt, hogy egy a 0 < x< sz szdmkozben
pozitiv és feliilrd] nem-konkdv fiiggvény FOURIER-féle sinus-sordnak részlet-
Osszegei mind pozitivok ebben az intervallumban. Ez volt az els6 ilyen tipust
altalanos tétel, amelyet a mondott tulajdonsdgu fiiggvény sinus-sordra bebi-

(miért is a szoban forgd sor, mint a (0 < x < 2m) fiiggvény FOURIER-

%5 D. Jackson, Uber eine trigonometrische Summe, Rendiconti di Palermo, 32 (1911),
257—262, ) '
% T. H. Gronwart, Uber die Gibbssche Erscheinung und die trigonometrischen Summen

1 1
sin x +?sin 2x 4 - - 4 " sin nx. Math. Annalen, & (1912), 228—243, spec. 229—231.

7 P. TurAn, Uber die Partialsummen der Fourierreihe. jJournal of the London
Math. Soc., 13 (1938), 278—282.

8 P. TurdN, On a trigonometrical sum. Annales de la Société Polonaise de Math.,
25 (1952) 155—161.

79 L. KoscHmMIEDER, Vorzeicheneigenschaften der Abschnitte einiger physikalisch bedeut-
samer Reihen. Monatshefte fiir Math. und Phys., 39 (1932), 321—344.

-_—
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zonyitottak. Maga FEJER lényegesen tovabb jutott, megmutatva az ismételt
kozépképzés ,kiegyenlitd hatdsat” a kovetkezd tétellel:

Ha az f(x) fiiggvény a 0 < x <z szdmkozben pozitiv és feliilroél konvex
(nem-konkdv), akkor FOURIER-féle sinus-sordnak k-adrendii CESARO-kizepeif*
S¥(x)-szel jelolve (mikor is SO(x) a kizinséges részletosszeg), a KOSCHMIE-
DER-féle SV (x) >0 egyenldtlenségen kiviil '

0< 8P (x) = f(x)
(nk=1,2,3,...; O0<x< )

és a harmadrendii S (x) kbzepek mdr szintén konvexek ebben a szakaszban.
E konvexitds a 0-, 1-, 2-edrendii kizepekre dltaldnossdgban nem érvényes.
De ha a fiiggvény még az f(rt—x)=f(x) szimmefria tulajdonsdggal is bir,
akkor mdr a mdsodrendii S (x) kizepek konvexek a 0< x< 7t szdmkozben.

Ez irdnyt vizsgélatait FEJER tobb dolgozatban tette kozzé, részben csak
bizonyitasvazlatokkal. Ezek egyike: Newe Eigenschaften der Mittelwerte bei
den Fourierreihen, Journal of the London Math. Soc., 8 (1933), 53—62.
Ebben részletesen be van bizonyitva a kovetkez6 két tétel, amelyek e vizs-
galatok alapjat képezik:

I. A X nsinn$ sinus-sor 3-adrendii SP(x) CEsARO-kozepei pozitivok

n=0

a 0< 9 < ot szdmkizben.

. A D (2n—1)sin(2n—1)$ sinus-sor 2-edrendii S$(x) CESARO-kizepei
n=1

pozitivok a 0< % < 7t infervallumban, kivéve, ha n==2v, 3:—;2. (E tételek
a HOLDER-féle kozepekre is é€rvényesek.)

80 Nem-negativ egész k-ra az
u0+ul+ +un+...

végtelen sor k-adrendii CesAro-kozepei

()]
S
S,(,k) = =

n n

0) N (k) (k—1)

S0 = Dy S0 =2 S
=0 »=0

(*k=0,1,2,..),

ahol

A Hououe-féle kizepek egyszeriien H =g ég
h—1 ik=1 k=1
CHTPE e HTD

(i
Hu B n+]

(k=1,23,..).
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FEJER elbbi tételével kapcsolatban TURAN PAL® a O-adrendii kdzepekre
vagyis a kozonséges részletosszegekre is adott majoranst, bebizonyitvan,
hogy SY(x) =2f(x). Az éltalinos esetet FEJER modszerével vezette vissza

T—X , X . .
a—5— & & fliggvények specidlis esetére.

11. FEJERnek azt az egyik jellemzd vondsat, hogy a bonyolult és ma-
gasabb régiokban mozgo vizsgédlatokbdl le tudta sziirni az egyszeriit és az
elemit, kiilonésen mutatjdk azok a cikkei, amelyeket a harmonikus, ill. tri-
gonometrikus és raciondlis polinomokrol irt. Elsd ilyen nagyobb dolgozata:
Uber trigonometrische Polynome, Journal fiir die reine und angewandte Math.
146 (1915), 53—82. A végtelen harmonikus kifejtések helyett a harmonikus
és a trigonometrikus polinomokat vizsgalva, trigonometrikus polinomokra pl.
bebizonyitja ebben a dolgozatban a kovetkezd elemi tételt:

Ha a legfiljebb n-edrendii
a--aicos 4+ bysinG 4o+ +Fa,cosnd -+ b, sin n
trigonometrikus polinom legnagyobb és legkisebb értéke M és u, akkor a
M—a, és a,—pu nem-negativ szdmokra
M—a, = n(a,—un), a—u = n(M—a,).

Itt az egyenldségi jel az egyik vagy a mdsik egyenlotienségben csak az esetben
érvényes, middn a trigonometrikus polinom

v+ elncos (3—p)-+-(n—1) cos 2($—B) + -+ + cos n($—4p)]
ahol e, 8 és y tetszéleges valds dllanddk.

A szdban forgd egyenlOtlenségek mds szoval azt jelentik, hogy a trigo-
nometrikus polinom abszolut tagijara

M—u M—pu
M‘l‘ n+1 §a0§M~7+—1.
Ez ekvivalens azzal a sikbeli potencidlelméleti tétellel, hogy ha u(x,y) leg-

2 2
Joljebb n-edfoki harmonikus polinom (vagyis kielégiti a % + Z ;ﬁ

beli Laplace-egyenietet) és valamely (x,,¥,) kizéppontd kiron a legnagyobb
és legkisebb értéke M és w, akkor

M—u M—u
P =u(x, y)=M— AT

=0 sik-

w-t

81 P, TurAN, i. h. 77,
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Egyenldség valamelyik oldalon csak az esetben dll fenn, midén u(x,y) a valds
része valamely

y+ea{n[w-z—ol+—DWw- = + - +[w-—oN"}
komplex polinomnak, ahol y és e tetszdleges valos, w és c tetszés szerinti komp-
lex dllandok. Ez harmonikus polinomokra vald élesitése a u=u(x, yp)=M
egyenl6tlenségnek, amely a koron beliil és azon rajta regularis u(x, y) “har-
monikus fiiggvényre mindig fennall.

E tételre FEJER megeldzoéen mar két bizonyitast is kozolt (Comptes-
Rendus 157 (1913), 506 és 571), a szoban forgd dolgozatban alapul szolgalt
neki 1910. évi kovetkezd sejtése, amelyet altaldmossdgban RIESZ FRIGYES,
majd mas modszerrel EGERVARY JENO bizonyitott be:

a nem-negativ ©(9) trigonometrikus polinomok 0sszességét a
T(9) =|7(@) o

képlet dllitja eld, ahol y(2) tetszoleges komplex polinom (FEjiR—RIESZ-tétel).

Doigozatdban FEJER a RIESz FRIGYEStO] szdrmazé bizonyitdst kozli némi
mddositassal és részletesen. E sejtésre O. TOEPLITZ® egy munkdja vezette,
ahol is szerepel az

n4-1
\ 2

+ncosIF+(n—1)cos24+-.- 4+ cosnd=

1 2
=5 |l+z+-- + 2t e

képlet. A fenti altalanos képlet mds szdval a legfoljebb n-edrendii nem-negativ
trigonometrikus polinomok egyiitthatoinak egy parameteres eldallitisat jelenti,
amelyben 2n-+2 valds parameter szerepel, amelyek a komplex polinom
egyiitthatéinak koordinatai.

Ugyanezen dolgozatban FEJER azt is bebizonyitotta, hogy az 1 abszolit
taggal kezdddd nem-negativ

144 cos P+ -o-+Ad,cosnd=0
cosinus-polinomban a 1, egyiitthatora

=l =2cos

T
—2cos
n

Jr
+2 n+2

s itt az egyenldség be is kivetkezhetik.

8 Q. Toepuitz, Zur Theorie der quadratischen Formen von unendlichvielen Verinder-
lichen. Nachrichten von der K. Ges. der Wiss. zu Géttingen, Math.-Phys. KI. 1910, §4. Form. (3).

3 I Osztaly Kozleményei X/2
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Ezekbe a vizsgélataiba SzAsz OTT0%, EGERVARY JENO™ és SZEGO GABOR ®
is bekapcsolddtak s az utobbi tételt kiterjesztették altalaban nem-negativ trigono-
metrikus polinomokra, bebizonyitvan (kiilon SzAsz OtT0, ill. SzAsz OTTO és
EGERVARY, és kiilon SzEGO), hogy az 1 abszolit taggal kezddd6 nem-negativ

14 (a,cos $+b,sin $)4--- 4 (a.cos n3+ b, sinn$)=0

trigonometrikus polinomban a k-adrendii tag o, amplituddjara

gk=Vg+—b}i§2cos~L (k=1,2,...,n).
n
[‘2—:' +2

Igen egyszeri bizonyitdssal szolgdl (a k—1 esetre, amelybdl az altalanos
tétel mar egyszeriien adédik) FEJER kés6bbi dolgozata: Uber eine Aufgabe
der Harnackschen Potentialtheorie, Nachrichten der Ges. der Wiss. zu Gottin-
gen, Math.-Phys. Kl. 1928, 109—117.

E cikkek kozé tartozik még a mdr emlitett 1928. évi Monatshefte-cikk
(132. old.). Ebben hirom elemi tétel szolgdl a targyalds alapjaul, amelyeket az

ABEL-féle 4talakitds ismételt alkalmazasaval nyert képletekb6l olvasott ki
FEJER. Ezek egyike a kovetkezd: ha az

s=a+4a+ -+ 1.0,

dsszegben' a Ay=1,4,..., 4, valos egyiitthatokra

h—h =4

lg% e éln—l—}vn éln 20:
akkor a

o — So+Si+ -+
ke k+1

jeloléssel (vagyis, ha o,,0,...,0, @z @y+a,+---+a. 0Osszeg elsérendis
Cesdro-kizepei) ez s Osszeg a szdmsikon a oy, ¢y, ..., 0, pontokat tartalmazo
legkisebb konvex sokszigbe esik.

Ebbél és a masik két hasonld tételbdl egyszerlien adodtak régebbi és
részben Uj eredmények az egységkoron, ill. az egységgombon beliil pozitiv
harmonikus fiiggvény sorkifejtésére vonatkozolag. gy pl. végelemzésben az

ySke=@p+a+ -+ +a k=0,1,...,n)

88 (. SzAsz, Elementare Extremalprobleme iiber nichtnegative trigonometrische Poly-
nome. Sitzungsberichte der Bayer. Akad. der Wiss., Math.-Phys. KI. 1927, 185—196.

8 E. Ecerviry und O. Szisz, Einige Extremalprobleme im Bereiche der trigonometri-
schen Polynome. Math. Zeitschrift, 27 (1928), 641—652.

8 (. Szead, Koeffizientenabschdtzungen bei ebenen und rdumlichen -harmonischen
Entwicklungen. Math. Annalen, 96 (1927), 601—632.
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idézett tételbdl kovetkezett az a régebbi FEJER—SIDON"-féle eredmény, hogy ha

u(r, 9 =a,+ >, (@.cos n$+ b, sin nF)re

n=—1

a 0=r<1 egységkirben konvergens harmonikus kifejtése egy e koron beliil
pozitiv harmonikus fiiggvénynek, akkor e sor részletosszegei is pozitivok a
O=r< % korben; itt % nem potolhato nagyobb szammal (FEJER—SIDON-tétel).

12. Mig a komplex interpolacié teriiletén C. RUNGE vizsgalatait vitte
lényegesen tovabb (8. pont), addig a valds interpoldcié elméletében FEJER 1
utat nyitott, megalapitva a lépcsoparaholdk konvergencia-elméletét. A M. T, A.
1915. november 15-i osztélyiilésén bemutatott ,,/nterpoldciorél” c. dolgozatat
(Mat. és Term. Ertesitd, 34 (1916), 209—229) nyomban kovette bévebb koz-
leménye: Uber Interpolation, Nachrichten der K. Ges. der Wiss. zu Gottingen,
Math.-phys. Kl. 1916, 66—91. Ha x;, x,,...,x, egymastdl kiilonbdz6 absz-
cisszak €s yi, ¥, ..., yu tetszbleges ordinatdk, FEJER a sik (x;, 1), (%2, o)y - - -»
(x», o) pontjai altal meghatdrozott lépcséparaboldnak nevezi azt a legfoljebb
(2n—1)-edfokti H(x) raciondlis egész fiiggvényt, amelyre

H(Xk)=y};, H'(xk)=0 (k=1,2,...,n).

Ez mas szoval az a legfoljebb (2n—1)-edfokii parabola, amely az adott pon-
tokon 4atmegy és érintdje ezekben a pontokban parhuzamos az abszcissza-
tengellyel. Ilyen egy és csak egy van, amint az HERMITE-féle interpolacio
elméletébdl jol ismeretes. Bevezetve az

s o(X)=C(x—x)(x—X)...(x—x.), C5£0
polinomot, ez a lépcsbparabola

H(x) =y (X)+ y.ho(x) + -+ + Yuha (X)',

() = (1 _ o) (x—xk)) (——‘f’—(’i)——) k=1,2,...,n).

co’(xk) w'(xk) (x — xk)

ahol

Ez utoébbiakat FEJER a széban forgd interpolacié alappolinomjainak (alapfiigg -
vényeinek) nevezi. Ezek Osszege =1, éppen ugy, mint a LAGRANGE-interpo -
laciénal fellépd

lk(x)=W:)’g)_—xk) (k=1,2,...,n)

86 S. Sipon, EinSatz iiber positive harmonische Polynome. Jahresbericht der deutschen
Mat.-Ver., 35 (1926), 97—99.

3%
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LAGRANGE-féle alappolinomoké, s amelyekkel kifejezve az adott x; helyeken
rendre az elGirt y,. értékeket felvevd legfoljebb (n—1)-edfoku racionalis egész
fliggvény, az un. LAGRANGE-parabola

Lu(x) = 1 5(X) 4+ y:L(x) + - -+ F Pnlu(X).

FEJER figyelmét mindjart az a két specidlis eset vonta magara, midén az
X1, X3, .- ., Xu helyek a P,(x) LEGENDRE-, ill. a Tn(x)=[cosnJ). coss elsO-
faji CseBISEV-polinom gyokei, mikor is az alapfiiggvények nem-negativok a
—1=x=1 szamkozben. Ebbol az egyszerli ténybdl tiistént kovetkezett, hogy
ha az y: ordinatdk egy a —1=x=1 intervallumban definidlt f(x) valos fiigg-
vény f(xi) értékei, akkor LEGENDRE- vagy CSEBISEV-abszcisszdk esetén a 1ép-
csOparabolak Osszessége e szdmkozben . stabilis” az f(x)-t6l vald fiiggésiik
tekintetében. Ez pontosan a kovetkezdt jelenti: ha az f(x) fiiggvényhez tar-
tozo lépcsoparabola H(x), az f(x)+ d(x) fiiggvényhez tartozd pedig H*(x),
akkor
IHx)—H*(x){=0 (—1=x=1),
hacsak
[6E)|=0 (—1=x=1),

bdrmelyik P,.(x) vagy T.(x) polinom gyokeit vdlasztjuk is x,, X,, ..., X, alap-
pontokul.

Ugyancsak folyomanya volt FEJERnél az alappolinomok nem-negativ vol-
tanak, hogy ha m=f(x)=M, akkor LEGENDRE- vagy CSEBISEV-abszcisszdk
esetén egyben m=H(x)=M (—i=x=1). '

A lépcsbparaboldk konvergencidjat illetben FEJER LEGENDRE-abszcisszak
esetére a kovetkezd tételt bizonyitotta be: ha f(x) a —1=x=1 szdmkizben
korldtos fiiggvény s valamely belsd § helyen folytonos, akkor a P,(x) polinom
xm, x(, .., x® gyokeihez mint alappontokhoz és az Y\ = f(x{") értékekhez
mint ordindtdkhoz tarfozo H,(x) lépcsoparaboldra n— -+ oo esetén

H. () — f);

amennyiben f(x) folytonos a —1=x=1 infervallumban, a konvergencia ennek
minden belsé subintervallumdban egyenletes.

Kiilonos viselkedést mutattak a 1épcséparaboldk a + 1 helyeken. Elészor
is tiistént kovetkezett, hogy LEGENDRE-abszcisszdk esefén

Hu(1) = Hy(—1) = an(x)dx.

Mivel pedig a széban forgé abszcisszdk és ordinatdk altal meghatarozott L.(x)
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LAGRANGE-paraboldara Gaussnak a kozelité kvadratirara vonatkozo tételebol
kifolyolag

1 1

| Lixyax= | H.(9)dx

-1

és STIELTJES tétele értelmében (melyr6l még glabb is sz6 lesz) n-—» - o esetén

1 1

| L)y dx— | fx)ax,

1 1

hacsak f(x) korldtos és RIEMANN szerint integrdlhaté fiiggvény, FEJER ily
moédon a kovetkezd eredményre jutott:

Ha f(x) korldtos és RIEMANN szerint integrdlhato fiiggvény a —1=x=1
szdmkdzben, akkor LEGENDRE-abszcisszdk mellett

N==40C

lim H(+ 1) = ff(x) dx.

(FEJER-féle jelenség.™)

A CseBisEv-abszcisszdknak megfeleld lépcsOparaboldk konvergenciajara
vonatkozélag FEJER a fentebbihez hasonlo tételt taldlt azzal az egyszeriibb zara-
dékkal, hogy ha f(x) folytonos a —1=x=1 szdmkozben, akkor a CSEBISEV-
abszcisszdkhoz tartozo 1épcsoparabolik ebben az egész zdrt intervallumban
egyenletesen tartanak e fiiggvényhez.

Kiilonosen e mdasodik approximacio-téteilben WEIERSTRASS els® approxi-
macio-tételének igen egyszerit és szemléletes konkrét esetével allunk szemben.
Ez a trigonometrikus polinomokkal vald kozelitést illeté FEJER-féle approxi-
macio-tételnek felel meg (107. old.), de annal annyiban elemibb, hogy az
integral fogalmat nem haszndlja fel. A tétel érdekességét nagyban emeli, hogy
amint G. FABER® vizsgdlatai Ota ismeretes, a LAGRANGE paraboldkra vonat-
kozdlag ilyen approximacio-tétel nem all fenn, barhogyan valasszuk is az
alapul szolgal6 pontcsoportok sorozatit a széban forgé intervallumban.

Ezt az approximacio-tételt FEJER késodbb altalanositotta. Ha ui. az el6bbi
(xx, yx) pontokhoz rendre meg vannak adva tetszbleges yi (k=1,2,...,n)
értékek, e pontokon at egy és csak egy legfoljebb (2n—1)-edfoki parabola ve-
zethet6, amelynek érint6je ezekben a pontokban rendre az adott yi, 3, ..., ys
iranytangensekkel bir. Ezt nevezhetjiik az adott pontok és érint6k &ital meg-

87 Az elnevezést illetéen vo. E. Ecervary and P. Turan, Notes on interpolation V (On
the stability of interpolation). Acta Math. Hung., 9 (1958), 259—267, spec. 261.

88 G. Faeer, Uber die interpolatorische Darsteliung stetiger Funktionen. Jahresbericht
der deufschen Math.-Ver., 33 (1914), 192—210.
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hatarozott ditaldnositott lépcsoparaboldnak; ez képletben kifejezve

2(0)= IZI Yiehi(x) + ,; Vi 9 (),

ahol hx(x) a fenti alappolinom, mig
o o (%) ]
- : X)=(x—X) | "< k=1,2, ..., n).
80 == | o« "
Ez utébbiakat FEJER mdsodfaji alappolinomoknak nevezi az eldbbi elsdfajii
alappolinomokkal szemben, a jelzett dltalanositassal foglalkozo késdbbi dolgo-
zataban: Uber Weierstrasssche Approximation besonders durch Hermitesche
Interpo lation, Math. Annalen, 102 (1930), 707—725. Ebben bebizonyitja az
elébbinél altalanosabb kovetkezd konkrét approximacio-tételt:
Ha f(x) a —1=x=1 szdmkézben folytonos fiiggvény s a T.(x) CSE-
BISEV-polinom

X == COS (2k—1)% (k=1,2,...,n)

gyokeinek megfeleld (x.x, f(x.x)) pontok és bizonyos y. derivdlt értékek dltal
meghatdrozott y,(x) lépcséparaboldt annak a megszoritdsnak vetjiik ald, hogy

Y| =4 k=1,2,...,n),
ahol 4 az n-tdl fiiggetlen dllando, akkor e zdrt intervallumban n— 4 oo esetén
An(X) = f(x)

egyenlefesen dil fenn.

E FEJER altal megkezdett tton Iényegesen tovabb jutott SZEGO GABOR®,
aki az altalanositott lépcséparabolak vizsgélatat kiterjesztette arra az altalanos
esetre, midén az alappontok a J(®A(x) JacoBi-polinom® gyokei. Tobbek

8 (3. Szea, Uber gewisse Interpoiationspoiynome, die zu den Jacobischen und
Laguerreschen Abszissen gehoren. Math. Zeitschrift, 35 (1932), 579—602; v0. ugyanattol,
i. m. 68 338—342.

% Ha a>—1 és 8>—1, az e parametereknek megfeleld n-edfoki Jacosr-polinom

(__l)n 1 d" [(l_x)a+n(1 +x)ﬁ+n]
& B) () —
S0 nt2"  (1—x)*(1 +x)P dx"

SR

=0

(n=0,1,2,...),

vagy mas alakban

A P, (x) Lecenpre-polinom ennek j,(lo'o)(x) specialis esete. Konstans faktortdl eltekintve
a T,(x) Csemisev-polinom is Jacosi-polinom, nevezetesen

1-3....@n—1)
2420 [n®)

Altalaban az a==g esetnek megfelelé Jacosi-polinomok az un. ultraszferikus polinomok.

.In(—%’ —;‘) (X) =
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kozott megmutatta, hogy —1< e <0, —1 < <0 esetén az elébbi tétel akkor
is érvényes, ha alappontokul a J(*f(x) JacoBl-polinom gyokeit valaszt]uk
Mas mddszerrel élt hasonld vizsgdlataiban J. SHOHAT®,

Igen gyiimolcsozének bizonyult azutdn az elmélet tovabbi fejiGdésére
nézve a normdlis ponicsoport és szigoruan normdlis pontcsopori-sorozat fogal-
méanak FEJER altal tOrtént bevezetése. Erre vonatkozé fontos dolgozata:
Lagrangesche Interpolation und die zugehdrigen konjugierten Punkte, Math.
Annalen, 106 (1932), 1—55. Itt (kiilonben mar eldbbi cikkében is) a /i(x)
els6faju alapfliggvény fenti képletében szerepld

" (Xx)

1— (%) (x—xx)

tényez6t FEJER karakterisztikus Imeartenyezonek ennek O-helyét (ha w”(x:)5£0),
vagyis a

o w (X;.)
Xk u(x )
helyet az x; alapponthoz tartozo konjugdilt pontnak nevezi az adott x, x,, ..., Xx

pontcsoportra vonatkozélag. Ha o”(x;)=0, akkor e lineartényezd =1 s ez
esetben FEJER azt mondja, hogy a X, konjugalt pont a ,végtelenben” van.
Mid6n az alappontok pl. a —1=x=1 szamkozbe esnek, de ennek belsejébe
nem esik egyetlen konjugdlt pont sem, FEJER késébbi elnevezésével az
X;, Xo, .. ., Xo pontcsoport normdlis e szamkozre vonatkozolag. Ebben az eset-
ben a karakterisztikus linedrtényezOk nem-negativok az adott —l=x=1
intervallumban, s ennélfogva ugyanez all a /i.(x) els6fajt alapfiiggvényekre is.
A fentebb szerepelt LEGENDRE-, ill. CSEBISEV-abszcisszak ilyen normalis pont-
csoportot alkotnak. Ha a szdban forgd —1=x=1 szdmkozben valamely

xm, xM, ..., xm n=123,...)

pontcsoport-sorozat van adva, amelyben tehdt az n-edik pontcsoport éppen n
pontbdl &ll, ezt FEJER akkor nevezi szigorudan normdlisnak, ha van olyan
0 >0 szam, amelynél valamennyi pontcsoport karakterisztikus lineartényezdi
nem kisebbek ugyanebben a szamkozben, vagyis a + 1 helyeken mindegyik
ilyen tényez6 =p¢. (Sziikségképp ¢ =1, minthogy az x; helyen a megfelel6
karakterisztikus linedrtényez6 =—1.) Példaul a J*A(x) JacoBi-polinomok
(n=1,2, 3,...) gyokcsoportjai alkotta pontcsoport-sorozat szigorian normalis
a —1=x=1 szamkozben, hacsak —lI<ae<0, —1< <0, igy specialisan

a T.(x) CseBISEV-polinom esetében, amelynél ¢ =g=— % Marmost GRON-

91 |. SHonat, On interpolation, Annals of Mathematics, (2) 34 (1933), 130—146.
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waALD GEzA® megmutatta, hogy FEJER elobbi approximacio-tétele minden
szigorian normadlis pontcsoport-sorozat alapulfektetése mellett igaz, s ezzel
igenld valaszt adott FEJER idevago kérdésére, amelyet & ,,On the characteriz-
ation of some remarkable systems of points of interpolation by means of con-
Jugate points” c. dolgozatiban (American Math. Monthly, 41 (1934), 1—14,
spec. 13—14) felvetett. A ,,normdlis pontcsoport”, ill. ,,szigoriian normdlis
pontcsoport-sorozat” elnevezést is itt hasznalta FEJER elBszor.

Fontos felismerése volt FEJERnek, hogy a lépcsdparaboldk elméletében
fellepé konjugalt pontok, amelyekr6l éppen sz6 volt, hasznosithaték a LAG-
RANGE-interpolaciénal is. Az ezzel foglalkozo fent idézett dolgozataban a
LAGRANGE-parabolak konvergencidjara vonatkozolag tobbek kozott bebizonyi-
totta a kovetkez6 szép tételt:

Ha az f(x) fiiggvény az a=x=0b szdmkozben e > % kitevdjii LIPSCHITZ-
Jeltételnek tesz eleget, vagyis
S —f()] = Clx' —x

@

reveran oo
ae=x'< x"=b, u>7 ,
akkor ez infervallumban szigorian normdlis ponfcsoport-sorozatot fektetvén
alapul, az n-edik pontcsoporthoz és az f(x) fiiggvényhez tartozo L.(x) LAG-
RANGE-paraboldra n— 4 oo esetén

L, (x)— f(x)
az egész szdmkozben egyenletesen dll fenn.

E tételbsl egyszerfien kovetkezett, miszerint normdlis ponfcsoport-sorozat
az intervallumot mindeniitt siiriin tolti ki abban a szigoriubb értelemben, hogy
bdrmily kis subintervallumban van pontja az n-edik ponfcsoportnak, ha n elég
nagy. llyen , FEJER-tipusu tételeket”, amelyekben a pontcsoport-sorozat elosz-
lasara torténik kovetkeztetés az interpolatorius tulajdonsagokbol, késdbb ERDOS
PAL és TURAN PAL® taldltak.

A fenti approximdcio-tételben elkeriilhetetlen, hogy az adott folytonos
fliggvényre ne tegylink vatami megszoritd feltevést, mint amilyen itt a Lip-
scHiTz-feitétel (amely a folytonossdgot mdr maga utdn vonja). Ugyanis a
G. FaBER idézett dolgozatiban (lasd e tanulmany 139. oldalan) foglalt hires
tétel (amelynek bebizonyitdsa ott azonban nem kifogastalan) éppen azt mondja,
hogy barmiképp véve is fel a szdban forgd szamkdzben valamely pontcsoport-

92 G. GruonwaLp, On the theory of interpolation. Acta Mathematica, 75 (1943), 219—245.
Vagy ugyanattol, Az Hermite-féle interpolaciérél. Mat. és Fiz. Lapok, 48 (1941), 272—284.

9 P, Eroés and P. TurAn, On interpolation, III. Interpolatory theory of polynomials .
Annals of Mathematics, 41 (1940), 510—553, spec. 515.
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sorozatot, mindig van olyan folytonos fiiggvény, amelynél a megfeleld La-
grange-paraboldk ugyanott nem tartanak egyenletesen a fiiggvényhez. E tétel-
nek egy igen egyszerii és kifogdstalan bebizonyitdsa FEJERtS] szarmazik. Ezt
fiiggelékként tartalmazo dolgozata: Die Abschdtzung eines Polynoms in einem
Intervalle, wenn Schranken fiir seine Werte und ersten Ableitungswerte in ein-
zelnen Punktfen des Intervalles gegeben sind, und ihre Anwendung auf die
Konvergenzfrage Hermitescher Interpolationsreihen, Math. Zeitschrift, 32 (1930),
426—457. Ebben kiilonben fenti approximacio-tételét tovabb altalanositotta,
bebizonyitvan, hogy a CSEBISEV-abszcisszdkra vonatkozo approximdcio-tétel
akkor is érvényes, ha az n-edik pontcsoporthoz eldirt y,(xu) =y derivdlt-

értekekre &
1 n

s == i
|ynk| = V-——l—xik lOg n Eny
ahol &, — 0.

Erdekes CSeBISEv-tipusu feladattal foglalkozé interpolacio-elméleti dol-
gozata: Bestimmung derjenigen Abszissen eines Infervalles, fiir welche die
Quadratsumme der Grundfunktionen der Lagrangeschen Interpolation im Inter-
valle ein moglichst kleines Maximum besifzt, Annali della R. Scuola Norm.
Sup. die Pisa, (2) 1 (1932), 263—276. Ebben FEJER bebizonyitja a LEGENDRE-
polinomokbol képezett

Pu()—Paca() = s 1y (D) PL1 (9
polinom gyotkcsoportjanak kovetkez6 jellemzd minimum-tulajdonsagat:

A —1=x=1 szdmkézben fekvé x,, X, ..., X, helyeknek mint alappon-
toknak megfeleld LAGRANGE-féle alapfiiggvények négyzetisszege e szdmkizre
vonatkozo maximumdnak lehetd legkisebb értéke

min max {L(x)+Lx)*+ - +Lx)} =1
1=t

s ezt a minimdlis értéket a P.(x)— P.-2(x) polinom gyiékeinek csoportja és
csakis ez, szolgdltatja.

Ezzel kapcsolatban kozbevetdleg megjegyzem, hogy FEJER probléma-
felvetése nyoman EGERVARY JENO* megmutatta, miszerint a P,(x)— P._2(x)
polinomot az n-edfokuak kozdtt egy konstans faktortol eltekintve az jellemzi,
hogy az x;—=—1 és x,—1 gyokokon kivil még n—2 olyan kiilonbdz6
X, X3, ..+, Xn1 gyOkkel bir, amelyek inflexids pontok. Maga FEJER a P.(x)
LEGENDRE-polinom geometriai jellemzését a kovetkezd tétellel adta meg: a

9 E. EcervAry, Uber die charakteristischen geometrischen Eigenschaften der Legendre-
schen und Tschebyscheffschen Polynome. Archiv der Math. und Phys., (3) 27 (1918), 17—24,
spec. 22—23.



144 SZASZ P.

P, (x) LEGENDRE-polinomot, mint n-edfoku raciondlis egész fiiggvényt azzal
Jellemezhetjiik, hogy az x=1 helyen az 1 értéket veszi fel, 1 és —1 kiozott
n kilonbozo x, < x,<---< X, gyoke van, s derivdltjdnak & <& <+ < &1 gyo-
keire a polinom girbéje és az abszcissza-tengely kozti fteriilet abszolut értéke
(—1)-t0l x,-ig akkora, mint x,-t6l §-ig, azutdn dltaldban &-t6l x..1-ig ak-
kora, mint Xi41-t0l &Epp1-ig, veégil &...-tdl x,-ig akkora, mint x,-t6l 1-ig.
FEjERnek e gyOnyorit elemi tételét és annak bizonyitdsat EGERVARY kozolte
idézett cikkében®. E két utobbi tétel értelmében mind a P,(x)— Pa.-2(x) po-
linom, mind P,(x) maga bizonyos fokig a sinx fiiggvényre emiékeztet.
Figyelemre mélté elemi tényeket taldlt FEJER az interpolacidval szoros
kapcsolatban allé kozelitd kvadratira elméletében. Ezzel foglalkozé dolgozata:
Mechanische Quadraturen mit positiven Cofesschen Zahlen, Math. Zeitschrift,
37 (1933), 287—309. Ha f(x) integralhato fliggvény az a=x=b szamkozben

b

S X1, X, ..., X, ennek kiilonbo6z6 helyei, az [f(x) dx integrdl helyett a fiigg-

vénnyel ez x, helyeken megegyez6 legfoljebb (n—1)-edfokt L.(x) raciondlis
egész fiiggvény integraljat véve, ez a ,kozelité kvadratira-érték” e LAGRANGE-
parabola fentebbi képletére tekintettel

QUA == £(x) | h(x)dx +F(x) | L()dx + -+ + () | Lu(x)dx.

o

Az itt szerepld
b b

b
A=[L@adx, A=[LEdx, ..., A=]Lx)dx
szamokat (amelyek fiiggetlenek az f(x) fiiggvénytdl), a kozelitd kvadratira
dllanddinak vagy COTES-féle szdmainak nevezziik. Megadvan az a=x=b
szamkozben valamely pontcsoport-sorozatot, amelynek n-edik pontcsoportja
xM, x4, ..., x0, kérdezhetjiik, hogy a

Qu =S A+ ) A4 -+ + () Au
b
kozelitd kvadrattira-érték n— -+ oo esetén az _[f(x)a’x integralhoz tart-e?

a

T. J. STIELTJES ismert klasszikus tétele szerint ez minden korlatos és RIEMANN
szerint integralhaté f(x) fiiggvényre fenndll, ha n-edik pontcsoportnak a P.(x)
LEGENDRE-polinom gyokeit véalasztjuk, mikor is ,, GAuss-féle kozelitdé kvadra-
turarol” szokasos beszélni. Ez esetben a CoTes-féle szamok tudvalevileg

9% A fogalmazast illetden v6. Szasz PAL, A differencidl- és integrdiszdmitds elemel,
2. kiad., Budapest 1951, Il. kot. 72.
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mind pozitivok. Mdrmost FEJER bebizonyitotta STIELTJES tételének kovetkezb
nagymérvii &ltalanositdsat (amelyet el6tte W. STEKLOV is kozolt egy orosz
nyelvii dolgozatban *):

Ha az n-edik pontcsoportnak megfeleld COTES-féle szdmok bizonyos n-t6l
kezdve nem-negativok, akkor az adott pontcsoport-sorozattal definidlt kozelitd
kvadraturdndl

lim Qu[f (9] = | f(x)ax,

valahdnyszor f(x) korldfos és RIEMANN szerint integrdlhato fiiggvény az
a=x=0b szdmkjzben.

Kiilongs érdekességgel bir FeJtrRnek az a megallapitdsa, hogy a
—1=x=1 intervallumra vonatkozolag a T,.(x), valamint a mdsodfaji U,(x)
CsEBISEV-polinom”™ gydkeihez mint alappontokhoz tartozo COTES-féle szdmok
pozitivok.

A P,(x) LEGENDRE-polinom gyo6kcsoportjan kiviil pedig az ilyen pont-
csoportok egész osztdlyait megadja FEJER kovetkezd tétele: ha az A, B valds
szdmok ugy vannak vdlasztva, hogy az

@ (X) = Pu(x) + APn1(x)+ BPys(X)

polinomnak (ahol P,(x) az n-edfoki LEGENDRE-polinom) a —1=x=1 szdm-
kozben n kiilonboz6 gybke van, tovdbbd B=0, akkor ez intervallumra vonat-
kozdlag e gyikoknek mint alappontoknak megfeleld COTES-féle szdmok pozi-
tivok. Eszerint a P.(x) polinom gydkcsoportjan kiviil (A= B=0 eset), ilyen
pl. @ Pa(x)— Pa-1(x) valamint a P.(x)—P.2(x) polinom gydkcsoportja
(A=—1, B=0, ill. A=0, B=—1 eset).

Ebben az iranyban tovabb jutott SzEGO GABOR®, aki megmutatta, hogy
a J@®*)(x) ultraszferikus polinom gytkcsoportjanak megfeleld CoTes-féle sza-
mok a —I1=x=1 szamkozre vonatkozolag ~—1<a§—g— esetén bizonyos
1
2

n-t6l kezdve pozitivok, s6t a —1< e =0, valamint az = =1 esetben

kezdettdl fogva ilyenek.

9 Bulletin de I’Académie Impériale des Sciences, Petrograd (6) 10 (1916), 169—186,
spec. 176—179. Vo. G. Szec6 68, 347, 407.
97 Az U, (x) masodfaji Csesisev-polinom

“sin (n 4 1)0]
> =cos by

V=155

% Q. Szea6, i. m. %8 356—360.
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Mindezekben az esetekben tehat FEJER fenti kvadratira-tétele alkalmaz-
hato. Tételébdl FEJER levonta még azt a szép kovetkeztetést, hogy

ha az n-edik ponicsoportnak megfeleld AP (k=1,2,...,n) CoTEes-féle
szdmok bizonyos n-tol kezdve nem-negativok, akkor a pontcsoport-sorozat az
intervallumot mindeniitt sirin tolti ki a sz0 szigorubb értelmében, azaz bdr-
mely kis subintervallumban van pontja az n-edik csoportnak, ha n elég nagy;
és max ALY — 0, midén n— + oo.

Amig FEJER kvadratiira-tétele elegendd feltételt fejez ki, POLYA GYORGY”
megadta a sziikséges és elegendd feltételét is annak, hogy az a =x=b szam-

kozben felveit pontcsoportsorozat alapulfektetése mellett a Q.[f(x)] kozelito
b

kvadratura-érték minden folyfonos fiiggvény esetén az .|.f(x)dx integralhoz

tartson. E feltétel az, hogy az n-edik pontcsoportnak megfeleld CoTes-féle
szamok abszolit értékeinek Osszege korlatos legyen.

STIELTJES emlitett kvadratira-tételének mas irdnyu &ltalanositasat késtbb
ErRDGOS PAL és TurRAN PAL adtak'™. Ezt megel6z6en SzeGO GABOR'™ megmu-
tatta, hogy a J(*#(x) JacoBi-polinom gydkcsoportjt véve n-edik pontcsoport-

o b 3 o s .
nak, STIELTJES kvadratura-tétele max (e, ﬂ)<7 esetén é€rvényes, viszont

max (¢, p’)>-—g esetén altaldban nem érvényes.

Kiilonben az irodalom, amely FEJER interpoldcié-elméleti munkdi nyoman
keletkezett, s amelyhez magam is ismételten hozzajarultam'®, szintén olyan
kiterjedt, hogy annak ismertetése kiilon tanulmany targyat képezhetné.

%

Nem érintettem FEJERnek azokat a munkait, amelyeket mas szerzékkel
kozosen irt annak megjeldlése nélkiil, hogy mely részek erednek tole maga-
tol. Ezek koziil csak a konformis leképezés alaptételének FEJERtO] és RIESZ
FRIGYEStO] szarmazé hires egyszerli bizonyitidsdt emlitem meg, amelyet 6k

9 G. Pova, Uber die Konvergenz von Quadraturverfahren. Math. Zeifschrift, 37
(1933), 264—286.

1 P, Erpés and P. Turdn, On interpolation. I Quadrature- and mean-convergence
in the Lagrange interpolation. Annals of Math., 38 (1937), 142—155, spec. 146, Theorem II.

101 G. Szeco, Asymptotische Entwicklungen der Jacobischen Polynome. Schriften der
Kdnigsberger Gelehrten Gesellschaft, 10 (1933), 48, 102—108.

102 Lasd pl. P. Szdsz, On quasi-Hermite-Fejér interpolation. Acta Math. Hung., 10
(1959), 413—439.
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maguk nem publikdltak, hanem engedelmiikkel RADO TIBOR'® tett kozzé, s
amelynek keletkezését FEJER sajat elbeszélésébol ismerem.

Végezetiil azt hiszem, aki az elmondottak nyoman FEJER munkait tanul-
manyozza is, az meg fog gy6z6dni arrol, hogy FEJER Lipdt az egyszerii
tételek és modszerek iij utakat toré mestere volt.

Meghalt 1959. oktdber 15-én, Kkitolthetetlen {irt hagyva maga utan. Ot
nap miilva temettiik a Pantheonban, a nemzet nagyjai kozé. Vele kozszere-
tetben és koztiszteletben allo6 nagy ember, maga koriil iskolat alapitdo nagy-
hatdsu tanar, és vilaghirli nagy tudds, szdzadunk egyik vezet6 matematikusa
szallott sirba. De munkdiban tovabbra is él, mert utakat nyitott meg, ame-
lyeken az utina jov6k tovabb haladhatnak!

Szdsz Pdl

108 T, Rapo, Uber die Fundamentalabbildung schlichter Gebiete. Szegedi Acta, 1
(1922/23), 240—251, spec. 241—242.
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