A KOMPLEX—RENDU ALTALANOSITOTT 'WEYI,J-INTEGRALOK
ES DERIVALTAK EGYSEGES ELMELETEHEZ, IL.*

irta: MIKOLAS MIKLOS

7. §. Wi-limeszek a 0 < Ji(s) =1 savban és Weyl-féle tortrendii
integralok; a zetafiiggvényre emlékezteté tovabbi eldallitasok

1. Kiilon figyelmet, tiizetesebb vizsgalatot igényel a (4. 2), (4. 3) sorok
és a (4. 4) integral viselkedése a o >1 alaptartomanyhoz kozvetleniil csatla-
kozéd 0 < o =1 sivban.

Latni fogjuk pl., hogy s-et e savban rogzitve, barmely (L-integralhato)
fiiggvény W.-limitalhato legalabb majdnem mindeniift a 0 < x <1 intervallum-
ban; ha pedig f(u)-t a Riesz FrRiGyes-féle L(0,1) (1 < g = oo) osztalyok *
valamelyikébdl valasztjuk, akkor fig(x) létezése 0 <o =1 egy alkalmas részé-
bol vett s-értékek mellett minden x-re is biztositva van.

2. Részletesebben és pontosabban :

VI. tétel. 1. Jelentse s a 0 < o =1 sdvnak egy pontjdt.
Tetszoleges pozitiv A mellett fenndll a

[ fee— 1846 — Bu(x)) dt =

7.1 6
"y —cos TSN 20,0
2 "= (2nx)’

Lsin S GHL, 2h,(x)
2 w=1 (2n )

1

1
kapcsolat az [ fx— 0 B () dt, ‘ f(x—18Q,()dt integrdlok bdrmely kozis

0 0
(O, 1)-beli Lebesgue-pontjdban*® s igy m.m. x-re; a jobboldali sorok majdnem
mindeniitt konvergensek is. Specidlisan: (1.1) minden x-re érvényes, midon
o=1, s6t s=1 esetén a (C,)-szummdk Osszegekkel helyettesithetok .

* A dolgozat 1. része az MTA III. Osztilyanak Kozleményei X/1. (1960) szamdban
(69 —91. old.) jelent meg. A fejezetek és a tételek szamozasa az el6zd részek szamozasa-
hoz kapcsolddik. A teljes irodalomjegyzéket az I. rész tartalmazza.

42 Mint ismeretes, L(a’, @’) azoknak az (@, a”)-ben mirhetd f fiiggvényeknek az
Osszességét jelenti, melyekre itt |f|? L-integralhatd; L®(a’, a”')-t az alabbiakban azonositjuk
B(a', a")-vel, az (a’, a”’)-ben korlitos, L-integralhato fiiggvények osztilyaval.

x+h
4 Egy g(u) fiiggvénynek x Lesescue-pontja, ha J lg@) —gx)|du=o0() (h — 0).

x




172 MIKOLAS M.

2. Tegyiik fel, hogy f(u) € LY(0,1) (g fix, 1 =q = oo).

Akkor (7. 1) minden x-re érvényes (C, A)-szummabilitds helyett konvergen-
cidval, feltéve, hogy o> 1/q; e félsikbeli s-értékekre egyuttal fi4(x) létezik és
Jolytonos (0, 1)-ben, nevezetesen

@2 fa=[fa—0BO—BWIa  [o>T).
0 /

Itt @ q= oo esetben 1/q helyén O értendd; ha g=1, (7.2) és fig(x) (0, 1)-beli
folytonossdga a o =1 hatdregyenesen is fenndll.

BizonyiTAs. 1. Legyen s fix, 0 <o =1,
Tekintsiik a

(1. 3) D)= | fx— D Rt) dt, Bi()=]| flx— QU dt

integralokat (vo. (3.17), (3. 18)); minthogy ezek L(0, 1)-beli periodikus figg-
vények konvoliicioi, mindkett6 szintén L-integrathatoé és m.m. x-re létezik (0, 1)-
ben. Tovabba konnyen belathatd, hogy a (7.1) jobboldalan eléfordulé két sor
D, (x) — aoPBs(x), ill. Dy(x) — @oQs(x) (0, 1)-hez tartozé FOURIER-sOra. * — [gy
a kiterjesztett FEJER—LEBESGUE-féle szummacid-tétel alapjan* fennall (4 > 0)
(CA) ©

()= > 2Q2n:t)”’ (¢ncos2nzx+ f,sin 2n7xx),
(1. 4) Cha
Dy(x)= 2?12(211:1)‘3(%sin2nrrx—-—ﬂn0052nnx)
®D,(x), ill. Dy(x) dsszes LEBESGUE-pontjaiban, tehat (vo. (3.1)) egyuttal (7.1)
is a szoban forgd két halmaz kozos részében. A O < x <1 intervallum azon
pontjai, melyekben (7.1) nem érvényes, nyilvan nullamértékii halmazt alkot-
nak, mivel — mint ismeretes — barmely L-integralhatd fliggvényre nézve az
integraciés koz m. m. helye LEBESGUE-pont.

Vegyiik még észre, hogy n~(n=1,2,...) o> 0 mellett {in. quasi-konvex
sorozat, ugyhogy alkalmazhatévéa valik egy konvergencia-faktorokkal kapcso-
latos lemma*; innen adddik, hogy f(u) (O, 1)-hez tartoz6 FOURIER-sordnak és
a megfeleld konjugdlt sornak m.m. szummabilis volta, valamint az e sorok
n-edik szeletére vonatkozé ismert o(logn) becslés (m..m.!) egyiittvéve maga
utan vonja a 32(2nzt) a.(x), 22(2nst) *b.(x) sorok m. m. valé konvergen-
ciajat.

4 Vé. pl. [18], 10, Th. 4.; 23, Th. 29.

L. pl. [58], 49, Th. 3.31.
1 Vo, [58], 58.
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Ha o=1, R.(?) és Q.(f) az 1. lemma szerint korldtos a O < f< 1 inter-
vallumban, amib8l egy konvolticio-tétel ¥ alapjan @,(x) és @Dy(x) (0, 1)-beli
folytonossdga kovetkezik. Ennélfogva (7. 4) és (7. 1) esetiinkben minden x € (0, 1)
helyen érvényes; az s=1 pontbeli konvergencidra vonatkoz6 allitis mar elébb
igazolast nyert (vo. (2.12)). _

Amennyiben (7.1) fennall egy rogzitett x helyen s=s, mellett, akkor
egy DIRICHLET-sorokra vonatkozd ABEL-tipusti tételt (vo.*) felhasznalva irhatjuk
ws V& 2a.(x)

COS —— - _—
2 n=1 (2!171‘)s T

(C,1) ©
TS 2a,(x)
= CO0S —— - N

2 1; 2nnm)* +

f[so] (X) = lim

g0

+sinf_.w’” o 2ba(x)
2 = (2nm)’

%)

(1.5) .

a8 S 20
2 =1 (2ns)*

= | fx— 18— 8wl at.

2. Legyen f(u) € LY(0,1), 1< q< oo.

Most alkalmazzuk a PARSEVAL-relacié kovetkezd (mélyebben fekvd) éle-
sitését®: ha @(u)€ LY(0,1), w(u) € LY(0,1), ahol 1<g< oo, 1<q <oo;
1/¢+1/¢’=1, tovabba mindkét fiiggvény 1 szerint periodikus és

@) ~ Ao+2 D (A, cos 2ntu+ B, sin 2nzu),
n=1

(7.6) ®
w(u) ~ Ay+2 D (Al cos 2nnu+ B,sin 2n7ru),
n=1 :
akkor
1
(1.7 . j o (u) Y (u)du = Ao Ab+2 Zl (A A+ B.By).
. 0 =

A ¢(u), y(u) fiiggvények szerepét az f(x—u), Bs(u), majd az f(x—u),
Q. (u) fiiggvénypéarnak atadva, arra jutunk, hogy béarmely (O, 1)-beli x helyen

1
ff(x — ) R() dt = Z 2(2n7)”° (@ cos 2n7rx 4 B, sin 2nsrx),
(7.8) ’
Jf(x— 1) Qs(t) di = 2 2(2n) (@, sin 2nzx — B, €0s 2n7Tx),
5 =1

a1 L, [18], 11, Th. 5.
s L. [58], 154, (IV).
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hacsak P(u) és Q,(z) az L7(0,1) osztalyhoz tartozik. De az 1. lemma foly-
tan az utolso kikotések ekvivalensek azzal, hogy u?@-V¢ L(0,1), azaz, hogy
(") 6>1—(q')*=q*; kovetkezdleg (7.8) s az innen ad6dd

7S~ 2a.(x) . TS N 26.(x%)
09 [1e—0B.0—8@d—os T 2 B0 pan 7 52D

képlet minden x ¢ (0,1) pontban érvényes, midén s kielégiti a (*) feltételt.

A g= oo esetre vonatkozolag vegyiik figyelembe, hogy a ¢(u), ¥ (1)
fiiggvények ,konjugalt“ osztalyokhoz valé tartozdsénak kikotése potolhato ezzel
a premisszaval is: |@(u)|log* |@(u)| € L(0,1), ¢w(u) € B(0,1).* Ha ¢>0 és
f(u) € B(0,1), ez utolsé feltétel-par " ‘log(1/t) € L(0, 1) miatt kielégiil ¢ ()=
=Ps(u), Y(u)=fx—u) vagy ¢(u)=12Q,), p)=Ff(x—u) esetén, te-
hat (7.8) és (7.9) x€(0,1), 6 >0 mellett is érvényes marad. — Végre a
g=1 lehetdség, vagyis az f(u)€ L(0,1), 0 >1 eset mar a 2. §-ban elinté-
zést nyert.

A (7.2)-hoz fliz6d6 megallapitasok az imént nyert eredményekbdl, vala-
mint tételiink 1. részének utolsd6 mondatabdl folynak, kiegészitve azzal a tény-
nyel, hogy konjugélt osztalyokhoz tartozé fiiggvények konvolicidja folytonos
(Vo. *). ’

3. Felvetjikk az eddigiekkel Osszefiiggd kérdést: mi a kapcsolat fi(x)
(0O<s<1) és az tin. WEYL-féle tortrendii integrdl:

fox) =T O)* [fx—t) € at =
4]
(1. 10) { =1 fo)x—nfdt, ©0<o<1) -
. -0
[ryat=o0
0
fogalma kozott? (fs(x) — mint ismeretes — altaldban csak m.m. Xx-re

létezik.®) — E probléman kissé tilmenve, kimutatjuk a kovetkezOket:

[

VIL tétel. Tegyitk fel, hogy |f(x—Ht™dt (0<d=1) Iétezik egy

0
adott x €(0,1), s=so=o00-+ito (o0 <1) értékpdrra.

9 Vo. [58], 154, (V). — logt|¢| |¢| > 1 esetén log|¢|-t jelenti, kiilénben pedig = 0.
50 Vo, [58], 224. :
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Akkor a 0o < o<1 sdvban fenndllnak az

]_]‘[s](x)zf(s)_l,g:)jf(x——t)((m +1 T —(m4x) N dt =
(7.11) ] . 0 ,
| =70 [ b (007 at

1
elédllitdsok. ™ Specidlisan [f(t)dt—=0 esetén
0
(7.12) Jior () = fs(x) O<bi<b<l,
feltéve, hogy fo (x) létezik.
BizonyiTAs. 1. Az V. tétel 1. felébdl tudjuk, hogy a tett kikotés folyo-
mdnya fiq(x) létezése a o> oy félsikban és a (6.16) elballitas.
(7. 11)-et igazolandd, induljunk ki a 6>1, 0<x =1, 0 <f=1 mellett
érvényes

(7.13) C(s, ) —E(s, x) = mZ: ((m+6~—(m+x)")

formulabol.
Ha 0 =¢>0, |s| =0, m = 20 = 2, irhatjuk:

1) — (97| = e (12| =

(7. 14) " 1 »
— i 0 140 2 (1+0)(1+4207) - -1-s,
=om’! (1+E 2 T 2.3 +"'):2"m ’

e becslés alapjan (7.13) fenndll a o >0 féilsikban is, minthogy a baloldal
s-nek egész fiiggvénye.
Egyuttal tehat

(7.15) g 3= =L6)" 2 ((n+ 0" =+
- (6<1;0<x=1,0<t=1)
S mnen

] [76—B.60)— B0yt~

(7.16) ) 0 1
l = r(s)"gj fx—t((m+-""—m+xy")dt (s<o<l).

(A (1.15) sor tagonkéntiointegrélésa (7. 14)-re tekintettel nyilvdn megengedett.)

51 Itt és az alabbiakban [f] a #-ben foglalt legnagyobb egész szamot jelenti.




176 MIKOLAS M.

(7. 16) és a o> oo mellett érvényes (6. 16) Osszekapcsoldsa a (7. 11) alatti
els6 eloallitast szolgéltatja; a masodik ebbdl mér kovetkezik, mivel

m+1

[fec—(m+t" — @+ dt= [ fx—0) (7 — ]+ dv
0 \ m

(m=0,1,2,...).

Végiil, ha f(u) (0, 1)-re vonatkozo integralkozepe eltlinik és (7.11)-et
So="bh, s=10, 0< 6y <6 <1 mellett alkalmazzuk, nyer;jiik:

@1 fa@=LO" Y [t dt=fuo;

tételiink premisszaja szerint (7.17) fenndll, ha az

1
(7.18) [ 7(6c— 1) Ba,(®y dt = Fa ()
0

integral létezik.

4. A VI. és VI tételre vonatkozélag kiemelenddnek tartunk néhany
észrevételt.

Eldszor is figyelmet érdemel, hogy a VI. téfel 2. része szorosan {ssze-
kot egymdssal két, eldzdleg mds-mds helyen nyert eredményt, ti., hogy 1. fiq(x)

1

minden x-re létezik és egyenld az , fx—1)[3:(t) — Bs(x)] dt integrallal, ha
0 .

f(w) € L(0,1) és o> 1 (vo. (2. 12)); tovabbd, hogy 2. ugyanez all f(u) € B(0,1)
és >0 mellett (vo. V. tétel, 1. korollarium, d =1). A VL. tételben felhasznait
L%(0, 1) osztalyok mintegy hidat alkotnak L(0,1) és B(0,1) kozott. /

Ami (7.11)-et illeti, ez gy tekinthetd, mint a WEyL-féle formuldknak
komplex s rendszdmok és tetszéleges L-integralhatd, periodikus f(u) fiiggvé-

1
nyek esetére vald kiterjesztése; ha [f(z‘) dt =0, a (7. 11)-beli sor és integral
0
konvergenciajat csupan a ,jarulékos* (m-+x)1, ill. ({tf]+x)-! tag biztositja,
melyeknek fellépése a (7.2) integral B,(x) tagjira vezethetd vissza.
Mivel f(u)=—1 mellett a széban forgd elballitdsok a

(7. 19) E(s, u)= ,é; ((m Ly — (m+ 11)1_—88_,”1-5)

@ O<o<])
(7. 20) 5, 0)— | (14 w)*—t7)at
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képleteket * szolgaltatjak, (7.11) egyiittal ezeknek is altaldnositasa; kiilonben
(7. 20) specidlis esete (u=1):

@.21)  L)=[(@+ 1) —t")dt=s[(1—)t*dt  ©O<o<1),

azaz a RIEMANN-féle zetafiiggvény legegyszeriibb integralel6allitisa a kritikus
savban. ®

Il. RESZ. W(s)=fiq(x) SZINGULARITASAINAK HELYZETEROL;
ANALITIKUS FOLYTATAS AZ EGESZ SIKRA.
HOLOMORF-FUGGVENY ESETE

8. §. Kiterjesztés az s-sikbeli legkozelebbi szingularitasokig
hatvanysorba fejtéssel

1. fig(x) (0 >1) analitikus folytatdsdnak eddig felhasznalt modjai altala-
ban nem nyujtanak felvilagositast a kiterjesztés természetes akadalyainak, az
s-sikbeli szingularitdsoknak helyzetérdl: ismeretes példaul, hogy egy kozon-
séges DIRICHLET-sor konvergencia-, (C, 4)- vagy (A)-szummabilitasi félsikja-
nak hatdrdn vagy ehhez tetszblegesen kozel éltaldban nincs az Osszegnek, ill.
a megfeleld6 szummanak szingularis helye.* Minthogy viszont egy hatvanysor
konvergenciakorével kapcsolatban mds a helyzet, ti. ennek hataran az 6sszeg-
fiiggvény nem lehet mindeniitt reguldris, kinalkozik W(s)= fi4(x) vagy egy
alkalmas ,rokon-fiiggvény” hatvdnysorba fejtésének felhasznalasa.

E tekintetben féleg a IV. tétel 2. felébdl folyé azon észrevételre tamasz-
1

kodunk, hogy az fi4(x) (6>1) Wi-integralbdl és a sin ns-_[f(x—t)ts“ldz‘

(0 > 1) szorzatbdl s-sikbeli analitikus folytatidssal szarmazo teljes analitikus
fliggvényeknek pontosan ugyanazok a szingularitdsai; az emlitett szorzatot
TAYLOR-sorba fejtve, nemcsak a W,-limeszeknek bizonyos uj (egy koriemez-
ben érvényes) eléallitdsat nyerjiik, hanem egyuttal meghatarozhato az egyiitt-
hatok segitségével W(s)= fi4(x) szingularitds-eloszlasanak két jellemz6 adata:
W (s) ,regularitasi abszcisszdja“ és barmely o> 1 félsikbeli s, ponthoz tartozd

52 Vo. pl. [33], 262.

58 L. pl. [53], 14.

5¢ LanDAU egy tétele szerint mindenesetre kivételt jelent az a specialis eset, midén
az Osszes egyiitthatdk pozitivok.
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Hregularitdsi sugara“. — Hangsilyozzuk, hogy mind itt, mind a kovetkezo
fejezetben f(u)-ra vonatkozolag csak az éllandd ,minimdlis“ kikotésekkel
(L-integralhat6sdg, 1 szerinti periodicitas) éliink.

2. Legyen G(s) egy so— ou+ i7To pontban analitikus fiiggvény. Tekintsiik
azon |s—so| < o* korbels6k sugarainak R(sy) fels6 hatardt, melyekben G(s)
reguldris; R(So)-t G(S) sw-hoz tartozo regularitdsi sugardnak fogjuk hivni. Ha
G(s) regularis egy o> n > —oo félsikban, akkor analog mdédon képezhetjiik
azon o* abszcisszdk & alsdé hatarat, melyekre G(s) a o> ¢* félsikban holo-
morf; ennek neve: G(s) regularitdsi abszcisszdja.* — Az értelmezésbol azon-
nal lathatd, hogy ha R(so) véges, akkor G(s)-nek legaldbb egy szingularis
helye van az |s—so|=R(so) koron; igy R(so) az so-hoz legkozelebbi (egy
vagy tobb) szingularis helynek so-tdl valo tavolsagat jelenti. Hasonldképpen:
ha & > — oo, akkor vagy a 0—=& egyenesen, vagy ettdl tetszblegesen Kkis
tavolsagra taldlhatd (G(s)-nek szinguléris helye; pontosabban: & a szingularis
helyek abszcisszainak fels6 hatara.

Mivel a CaucHy—TAyLOR-féle kifejtési tétel szerint R(sy) megegyezik
G(s) soc-hoz tartoz0 TAYLOR-sordnak konvergencia-sugaraval, a CAUCHY—
HapamarD-formula alapjan kozvetleniil nyerjiik:

1G5 ’
I

(8 1) R(Sn) :m( '

3. Sziitkségiink lesz még a € és R(so) kozotti kapcsolatot mutaté kovet-
kez6 segédtételre:

4. LEMMA. Ha G(s) holomorf egy o> >—oc félsikban, akkor regula-
ritdsi abszcisszdjdra fenndll a
8.2) € = 00— inf R(s) (oo >n)
eldllitds. o

BizoNnyITAs. Amennyiben G(s) egész fiiggvény, akkor R(s)= + oo min-
den s-re és (8.2) a trividlis ©= — oo képletbe megy at; tegylik fel, hogy
G(s)-nek van legalabb egy (végesben fekvd) szingularis helye.

Ez esetben U==0o— inf R(s) sziikségkép véges és = 1. Mivel az

U < 0 = 0y sav minden pontja belefoglalhatd egy |s —s'| < R(s") (' =0, +i7)
korbelsbbe, azért itt s egydattal a teljes o> U félsikban G(s) reguldris. Mas-
fel6l tudjuk, hogy barmely |s—s'| = R(s") koron kell, hogy legyen G(s)-nek
szinguldris helye, kovetkez6leg ugyanez allithaté egy ilyen kor oy — R(s') =
= 0= U séavban es6 részér6l is. Tovabba U = sup [oo— R(s)] folytan akar-

=g,

5 Az utébbi a DirichLeT-sorok elméletéb6l ismert (vo. (5. 16)).
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milyen kis pozitiv e-hoz taldlhaté a o= 0y egyenesnek oly s’ pontja, melyre
U—s< 0y—R(s) = U. — Mindent egybevetve latjuk: esetiinkben G(s)-nek
barmely U—e< o= U (¢ >0) savban van, a o> U félsikban pedig nincs
szingularis helye; eszerint U nem mds, mint G(s) szingularitds-abszcisszai-
nak fels6 hatara, azaz &.

4. Nehézség nélkiil adodik marmost a

VIIL tétel. Legyen sy=o0y-+ ity a o >1 félsiknak egy tetszéleges ponija.
1. f(u) Wi-limitdlhato bdrmely u==Xx helyen |s—so|< 05, mellett, ahol

o=o)=tim (1@ ) .

!

V>

(8.3) L
Q= Q) = | fx— 0 ¢ logt-+ i)’ —& ™ (logt— i)'t

(r=0,1,2,...);

tovdbbd érvényes az

6.4 Vn@0="1(1=9 S EZ Q0+ [ fte—3at—3.9 | ot

(|s—s0| < 0s)
elddllitds.
® 2. W(s) = fiy(x)-nek sy-hoz tartozo regularitdsi sugara a (8. 3)-mal meg-
adott 0, = 0.,(x) érték, regularitdsi abszcisszdja pedig:
(8 5) 02 = Oy — inf Ocytiz - 56
-m << 0

1
BizonyiTAs. 1. Minthogy a w(s; f, x)z.i fx—tt'dt figgvény s-

szerinti derivéltjai a ¢ > 1 félsikban (6. 2) szerint képezhetdk (vd. 3. lemma,
2.), a V(s; f, x) =sin zts- v(s; f, x) szorzatnak egy so= 0o+ ito (0o >1) pont-
hoz tartozd TAYLOR-egyiitthatéi a LEIBNIZ-szabdly alapjan:
‘ 1
v 1 v koo JC [‘ sp—1 v-k _i v
A8°—7!k§0(k)” sin (ﬂs+k7) fix—HE (logt)” "dt= - Qs,
0

I
(8.6) 14
l r=0,1,2,...).

5 Megijegyezziik, hogy a definici6bdl folydan barmely f(u)-ra £ =1, ezenkiviil min-
denesetre Q = max (o, &) (v6. (5. 16)).
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A CaucHy—HADAMARD-formula szerint a megfelelé

(8.7 Vis; f, x) = Z A% (s —s0)”
kifejtés konvergencia-sugara

1
) om0 —tim (1201

1évén, az |s—so| < o5, kornek a o >1 félsikba esd részében mindenesetre (vo.
(6.14), (6.15), (8.6), (8.7))

[ 16— 0 [8:() — B:(x)] dt = L(f, x) +- 7w T (1—s) sin 7ws-v(s; f, ) —
(8.9)4 °

l = I,(f, x)—{-n“l’(l——s)gQ%"’T(!x)(s—ﬂo)",
ahol
(8.10) L(f, %) =Of F(x— () dt — B(x) 0| f(t) dt.

De I(f, x) s-nek egész fiiggvénye, a (8. 9) alatti utols6 tag pedig regu-
laris az s, kozépponta, (8.8) sugari kor belsejében, tigyhogy (8. 9)-bdl folyik
fis(x) létezése a szoban forgd teljes korlemezben, valamint (8.4).

2. Az allitds masodik részét — tekintettel a IV. tétel 2. felére — (8.1)-
nek és (8.2)-nek V(s)= V(s; f, x)-re valé alkalmazasaval kapjuk. .

5. A ¢,(x) regularitasi sugarral kapcsolatban emlitésre érdemes, hogy
Qs (x) legegyszeriibb, (8.3)-beli integral-alakjan kiviil bizonyos esetekben
hasznos lehet a

(8.11) Ql(x)=> (Z)n"sin (ns—{—k%)-ql"k(x)
k=0 /
Osszeg-alak is, melyben
1 ©
8.12) ¢ =gr )= [ fx—n ¢ (loghy"dt—(—1)"[ u"f(x—e™ye™ du
0 0

(m=0,1,2,..)

(vo. (8.6)). — Ez a helyzet nyilvan, valahdnyszor a (8.12) LAPLACE-transz-

formaltak kiszamithatok, vagy legalabb aszimptotikus viselkedésiik (m — oo
mellett) meghatdrozhat6.” '

51 V6. pl. [7], 1. kotet, 45—52.
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Hadd illusztraljuk Q.(x) kétféle kifejezésének felhasznalasat egy-egy
konnyii példan! '
1. Tegyiik fel, hogy f(u) korldtos: |f(u)|= K a [0, 1] intervallumban.
Akkor (8. 3)-bél
1
Q| = Ke”"'ft([log t 47y dt =
0

[so

o 1 v-1 B . ~
=Ke e (7) et u'du < Ket - @h ).
3n

innen pedig

(813) 92“-,;2 (—°°<'l'< °°)
és (8.5) szerint
(8.14) Q=0.

Kimondhatjuk tehat: f(u) € B(0,1) mellett W(s)=/fiq(x) minden x-re
(1étezik és) regularis® legalabb a ¢ >0 félsikban. (Vo. V. tétel, 1. korolla-
rium, d==1 eset; VI. tétel, 2. rész; g= o0 eset.)

2. Legyen u adott komplex szam, melyre R(u) > —1, x € (0, 1) rogzitett
érték és valasszuk f(u)-nak azt az 1 szerint periodikus fiiggvényt, mely
0=u=1, usx mellett megegyezik (x — u)"*-vel. (Itt és az alabbiakban min-
den hatvanynak a féértéke veendd.)

Egyszerit szamolds mutatja, hogy esetiinkben

[ee]

1
[ q:‘z’-(-iz(X) _—:’ t”+1+it(10g t)—t/dt: (_ l)v ‘ u

» e- (1+2+it) u du —
0 0
8.15
815 1y
=" . (=01,2..)

| (#+2+it)

és (8.11) alapjan
Q:‘l’+it(x) -
(=D - (7r(uA-24iT))>r!

=7 — —1

@16 | t2tio” 3 sin sz —ch mx:%_-llﬂ( N PES
. 2

tishme (_l)u(n(utzzxﬁir))%

v
x= §+1

5 Mint tudjuk, fi;(x)-nek az s-sik egy nyilt tartomanyaban val6 1étezése és regulari-
tdsa ugyanazt jelenti.
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De akkor a 2--iv ponthoz tartozo regularitasi sugar:

(1 o
(8.17) 92+n:11_m(ﬁ|Q2+iz(x)|) =

Y

lw+2-+it|, ha ws£0,1,2, ...,
4 o0 kiillonben;

a regularitdsi abszcissza pedig:
{ —R(@w), ha u=£01,2,...,

(8.18) £2=2 “_w<1?f<+m92+” | — oo, mid6n u nem-negativ egész szam.

Szavakba foglalva: fiiggvényiink az el6irt x helyen minden s-re W,
limitalhato, ha ©1=0,1,2, ...; kiilobnben W,-limitilhaté ¢ >— R (u) mellett,
és a 0=— N (u) egyenesen vagy legaldbb minden —R(x) —e< 0= — R(w)
(¢ >0) savban talalhatd szingularis hely.

Az utols6 megallapitds azonnal élesithet6 (8.17) alapjan. Innen kittinik
ui., hogy nem-egész p mellett barmely |s—(2+i7)| = 0otir (— o < T< )
kor atmegy az s= —u ponton, amib6! kovetkezik: e pont mindenesetre szin-
gularis hely, tovabba [(x — u)"]i(x) 1étezik és) reguldris az s-siknak a 7==—J(x)
(0 = — R (w)) félegyenes ,kihasitasa“ utdn megmaradé részében.

Példanknal azonban még e félegyenes pontjainak jellege is teljesen tisz-

1
tazhaté azon szerencsés koriilmény folytdn, hogy most az ff(x—t)t‘“'ldt
b

integralt ki tudjuk szdmitani. — Valdban irhatjuk:
1

8.19) [(x— o) Tn()=T()"(s+u) " — @)@+ 1)+ | "3ty et
0

minden oly s-re, ahol a jobboldali elsé tag regularis. Eszerint az [(x — u)“]p(x)
(M (w) > —1) Wi-limesznek egyaltalan nincs szingularis helye az s-sikban, ha
u =0 egész szdm €és s——u az egyetlen szingularis pont, midén # nem-
egész; az utdbbi esetben s— —u elsdrendii polus I'(—u)™" reziduummal,
tigyhogy itt [(x — u)"];5(x) biztosan nem létezik.

Mint latjuk, (8.19) ujabb példat szolgaltat oly W,-limeszre, melynek az
s-sik valamely pontja izoldlt szinguldris helye. (V6. (4.11).) '

9.§. Tovabbi analitikus folytatas Borel-, Le Roy-, Lindelof-, Mittag—
Leffler-szummacidval; f(s, x) és f(s, x) 6 csillagtartomanyanak
meghatarozasa Riesz Marcell médszerével

1. Minthogy (8.4) érvényességi korének hatdra, a o,, regularitasi sugar-
ral rajzolt |s— so| = o, kOr dltalaban nem természetes hatdra a sor V(s)=
=V(s; f, x) osszegfiiggvényének, tehat egyuttal W(s)= fiy(x)-nek, felvetddik



A KOMPLEX-RENDU ALTALANOSITOTT WEYL-INTEGRALOK ES DERIVALTAK EGYSEGES ELMELETEHEZ, II. 183

az emlitett koron tal valé analitikus folytatds s az s-sikbeli esetleges tobbi
szingularitasok vizsgdlatdnak problémaja. -
Mindenekel6tt emlékeztetiink arra, hogy hatvanysorral definialt fiiggvé-
nyeknek a konvergenciakdron tal valé analitikus Kiterjesztése a legegyszeriibb-
ben bizonyos szummacids eljirdsokkal valosithaté meg, melyek koziil a leg-
fontosabb a BOREL-, LE Roy-, LINDELOF- és MITTAG—LEFFLER-féle moddszer.

Egy mz;hm sor szoban forgé (B)-, (R)-, (L)-, ill. (M)-szummajanak értelme-

zését rendre a

B &

D' hp= lim (e‘52 Hm‘~E )— lim [ho-i—z (1—e“Em)hm],

(9. 1) m=0 f>+ o >+

o E
o2t B= 2
(R) o
Irt+rm)
.2 Z/z lim —— == tm,
L &
(9 3) hm :6 lm (h0+ Z m- om hm) 3
m=0 —-+0
M o ©
(9. 4) Dhp=lim > I'Q+6m) " h,
= &> +0 m=0

képletek szolgaltatjak; a jobboldali soroknak § >0, O0<r=1, ill. d >0 mellett
valo konvergencidja elézetes kikotés.*

Mint ismeretes, egy véges konvergencia-sugari >’ A.(z — 20)" = P(2)

m=0
hatvanysor esetében a megfeleld szummabilitasi tartomanyok a kovetkezOk:
1. (9. 1)-nél P(2)-nek zo-ra vonatkozé un. Borel-poligonja, vagyis mindazon

2ot tartalmazo nyilt félsikoknak a kozos része, melyeknek hatdregyenese at-
megy P(z)-nek valamelyik, a konvergenciakoron fekvd Z szinguléris helyén

és merdleges a 202 vektorra; 2. (9.2)—(9. 4)-nél viszont P(z)-nek zo-ra
vonatkozo un. Mittag—Leffler-féle csillagtartomdnya, ami a teljes z-sikbol
tigy all eld, hogy barmely Z szinguldris hellyel egyiitt elhagyjuk beldle a

20Z vektornak Z-n tdli meghosszabbitdsat is.®

5 Vo. [15], TT—80; (9. 2)-vel kapcsolatban 1. még [20], 490—491.
[o0]
6 fgy pl. a Zz”‘ = (1—2)"(]z| < 1) geometriai sor O-hoz tartozé MiTTac—LEFFLER-
m=0

féle csillagtartomanya a valos tengely [1, o) intervalluma mentén felhasitott z-sik.

6 Il Osztaly Kozieményei X/2
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2, E fogalmakat, valamint a (9.1)—(9.4) eljardsok elméletének f6-
tételeit™ a (8.4) sorra alkalmazva, s tijra tdmaszkodva a IV. tétel 2. felének
utols6 megallapitasara, a VIII. tétel alapjan nyerjiik:

1X. tétel. 1. Jeloljiik 11-vel fiq(x) s-beli Borel-poligonjdt egy so= 0o ito
(o0 > 1) pontra vonatkozdlag.
f(u) We-limitdlhato az a=x helyen s € Il melletf, mégpedig

» B) = So)
fa()=n"I(1— Z Q,(x) +
(9. 5) =0

+ J Flx—1)3.(t) dt — &(x)bl f@)dt,

ahol Q, jelentése ugyanaz, mint (8. 3)-ban.

Specidlisan: ha fiq(x)-nek csak egyetlen s,=0,+it, (01 = 1) szinguldris
helye van, akkor (9.5) fenndll a o> 82 félsikban.

2. Helyettesitsiik a (9. 5)-beli (B)-szummdt rendre a megfeleld (R)-, (L)- .
vagy (M)-szummdval. — Az igy kapott elddllitdsok érvényesek minden olyan
s-re, mely fis(x)-nek so-ra vonatkozo X Mittag— Leffler-féle csillagtarfomdnyd-
ban fekszik.

3. A széban forgs (B)-, ill. (R)-, (L)-, (M)-szummdk egyszersmind egyen-
letesen is léteznek a megfelelé szummabilitdsi tarfomdny, azaz I1, ill. X bdr-
mely korldtos zdrt résztartomdnydban.

3. RiEsz MARCELLnek egy nevezetes, 1912-ben kozolt dolgozatdban ([47])
sikeriilt a MITTAG—LEFFLER-modszert

(9. 6) > A€ (0 = An< dngi; A — 00)
m=0 .

tipusa (altalanositott) DIRICHLET-sorokra is atvinnie; az altala megadott eljaras
— melyet MITTAG—LEFFLER—RIESZ-féle, roviden (MR)-szummadcionak fogunk
nevezni — a kovetkezd szumma-definiciét haszndlja:

(MR) o

9.7 D Ane™ — lim Z I'(1464,)™"
m=0 6-++0 m=0
((9.7) An=m esetén egy hatvanysor (M)-szummajaba megy at.)
Az emlitett Riesz-féle eredmények lehetévé teszik, hogy — barmely adott
f(u) fiiggvény és x hely esetében — meghatarozzuk f(s, x)-nek és f(s, x)-nek
(v0. (4.2)—(4.4)) legnagyobb abszcisszaju szingularis helyét az s-sik egy

61 Vo. [15], 187—191.
62 Vo. (8.5) és (8. 18).
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tetszOleges T=17o ,vizszintes“ egyenesén, tehat egyuttal e fiiggvények un.
f6 csillagtartomdnydt. Az utébbiak — mint tudjuk — f(s, x), ill. f(s, x)
szingularitds-halmazabol agy képezenddk, hogy minden ¢ szingularis hellyel
egyiitt ,eltavolitjuk az s-sikbol az 8-bdl — oco-be vezetd vizszintes félegye-
nest is.

4. Célszerli rovid jelolést bevezetniink 3,(u), f(s,x) és f(s,x) ,(MR)-
transzformaltja* szamara:

© . 2 cos(Znnx—ﬂTs)
9.8) Mo(x, )= D I'(1+dlogn) - . ,
n=l (2n)
9.9) F(s, x, )= > I'(1+ 6 log ny'-220)_
n=l1 2n)
(9.10) F(s, x, 0)= ZF(I +dlog n) (2”"("2 :
(2n7)

egyszerii becslések alapjan belathato, hogy a (9. 8)—(9. 10) sorok minden s-re
konvergensek s igy mindhdarom Osszeg s-nek egész fiiggvénye, barmely rog-
zitett x €(0,1) és J >0 mellett.

Jeloljitk tovabba w(wo)-val azon ¢* abszcisszdk als6 hatarat, melyekre
f(s, x) regularis az s =0+ i7o (0> 0") félegyenes mentén és legyen @(wo)
jelentése analog f(s, x)-re vonatkozdlag (V6. (5.16) és 8.8§. 2.).

X. tétel. 1. Fenndllnak az
9.11) w(roy= lim lim (d log log |F(— 0o+ i, x, )] — 0),

3>+0 o>+

(9.12) &)(TO)=6limO lim (d log log|F(— o+ ito, x, 6)| — 0)
-++0 o>+

képletek, feltéve, hogy a jobboldali hatdrértékek léteznek; ha valamelyik nem
létezik, a megfelelé baloldali érték — oo-nek veendd.

2. Jeloljiik Z,-vel és S,-vel f(s,x), ill. f(s,x) f6 csillagtartomdnydt s
irjuk: 2,=3,n3,.

Akkor f(u) W-limitdlhaté az u=x helyen minden s€Z=, mellett és
Wi-limesze:

(MR) o (MR) o
TS ~ 2a,(x) s 2b,(x)
(X) = o8 - sin =
]f”() 7 & @nay T = @2nn)

(9.13) .
] = lim [ Fx =ty [0t 0) — Dis(x, o)) . -

6*




186 MIKOLAS M.,

Tovdbbd megadhato X, valodi részhalmazainak egy {4®}(0<d< 1)
rendszere gy, hogy =, bdrmely pontja elegendd kis d esetén A®-hoz is hozzd-
tartozik és minden rogzitett d-ra s € A¥) mellett érvényes az

[ o = Jewne 3y,
by
&M)-i )
‘ We(x, 05 v) = ‘ F(x— B [Ms-s10g(t, 0) — Mis_s 10g (X, O)] d't
0 :
elddllitds.

3. (9.13) és (9.14) egyenletesen fenndll 2,, ill. 49 bdrmely korldtos,
zdrt résztartomdnydban; (9.14) divergens A9 nyilt kiegészité halmazdban (a
teljes s-sikra vonatkozolag).

BIzONYITAS. 1° w(wy) és @(7o) elddllitdsa kozvetleniil kovetkezik RIESZ
MARCELL idézett dolgozatdnak bizonyos eredményeibdl ® s abbol a ténybol,
hogy (27)° O-hely nélkiili egész fiiggvény.

2° Figyelembe véve a,(x) és b.(x) jelentését (vo. (2.9), (2.1)) s fel-
cserélve az Osszegezés és integralas sorrendjét (ami esetiinkben nyilvan meg-
engedett), nyer;jiik:

' cos%-F(s, X, ()‘)+sin'”‘t2—s -F(s, x, 0) =

9.15) 4 )
. I = [ fex— D [Dt, 0) — Ma(x, O)] dt;
0
innen [47] Il. tétele alapjan folyik (9.13) érvényessége s€ 2, mellett, az
egyenletes konvergenciara vonatkoz¢ allitassal egyiitt.
Ami (9. 14)-et és tételiink 3. részének (9. 14)-gyel kapcsolatos megalla-
pitasait illeti, ezek (9.15) felhasznalasaval [47] 1. tételébsl adodnak. (V6. ®).

5. Megjegyzendd, hogy a fentiekben eldfordulé 49(0 < d <1) tartomanyt
a kovetkezOképpen kapjuk meg:® Tekintjiik f(s, x) és f(s, x) szingularitisai-
nak egyesitett halmazat az s-sikban és mindenegyes so= oy--i7o szingularis

pontbol kiindulélag meghtizzuk a ¢— oy=d log cos T—"(_).——Tﬂ, |t — 70| < O %

feltételekkel jellemzett ,kétagu“ gorbét. (Ez — mint konnyen lathato — a
o< o, féisikban fekszik, szimmetrikus a T=1), o< o, félegyenesre vo-
natkozélag, s ennek mindkét oldalan levd (végtelen) dga az emlitett

63 L. [47], 264—266; kiilonosen: (46), 266. o.
62 V6. még a b® konvergencia-alaptartomany értelmezését: [47], 257.
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félegyeneshez ,tart“, midén J-—40.) Amennyiben az Osszes igy keletkez

0—0v< 6log cos ——2% ||z —7o| < 0 2 tartomanyok pontjait elhagyjuk X
g 5 2 1 gyl *

pontjai koziil, el6all 4.

Végiil megemlitjiik, hogy (9.11)—(9.12) természetesen meghatirozza
az w, & regularitdsi abszcisszdk pontos értékét is, ti.
% o= sup (),

-~ T O

(9. 16) G— sup @)
—w-lT<l0

10. §. A Cauchy-féle integralformulak ko6zs altalanositasa.
Generalizalt Taylor-sor, Laurent-sor

1. Ha fiy(x)-et teljes &ltaldnossidgban vizsgéaljuk, azaz f(u)-ra nézve
semmiféle kiilon megszoritdst nem tesziink, akkor a X. tételen tulmenden
nyilvan nem remélhetiink lényeges adalékokat Wi-limeszek s-sikbeli szingula-
ritasaira, ill. egzisztencia-tartomdnydra vonatkozolag; fi(x)-nek 2,-ban valo
tényleges kiszamitdsa is tobbféle modon lehetséges az eddigiek alapjan.

Viszont szemlatomast nem érdektelen oly fiiggvényosztily keresése, mely-
nél W(s)=fis(x) egyrészt teljesen szingularitdsmentes, masrészt kozvetleniil,
minden s-re érvényes (lehetdleg egyszeril) képlet segitségével megadhats. —
Ez a helyzet — mint most megmutatjuk —, ha f(z) értelmezése az adott x
hely kornyezetében a fiiggetlen valtozd komplex értékeire is kiterjeszthetd ugy,
hogy a nyert fiiggvény x-ben reguldris.

2. Legyen w=u-iv komplex valtoz6, 0 <x<1, 0<d =1; jeloljiink
tovabba @-let egy olyan w-sikbeli, pozitiv irdnyitast zart utat,” mely belsejé-
ben tartalmazza az u-tengely (x— 0, x] intervallumat és atmegy ennek bal-
oldali végpontjan. )

XI. tétel. Ha f(w) az x pontban és ennek egy E. kirnyezetében w-nek
differencidlhaté fiiggvénye, akkor f(u) az u=x helyen minden s-re Wi
limitdlhato, nevezetesen
(10.1) fia(®) :’Ll_iff(w) w—x)" " dw+ L(f, x, 0); ®

i

27Tl
_ e
itt (w—x)"" foérteket jelent és @ C E,.
6 Ut: folytonos, rektifikalhatd Jorpan-gorbe.

6 Vo. (6.15). — Az s=1,2,3,... értékekre a jobboldali els6é tag a megfeleld (min-
denesetre 1étez6) hatarértékekkel potolando.
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BizonyiTAs. Legyen elébb o >1 és induljunk ki az

fua®) = 1s(f, %, ) =) | fx — )£~ dt =
(10.2) 0

= F(s)_li fl)(x—u)du

formulabél (vo. (6. 20)).

Kossiik dssze az x — 0 pontot és az (x, 1) szakasznak egy x-+¢ pontjat
egy-egy © belsejében futd6 és a v >0, ill. v<O félsikban fekvs uttal; a
keletkez6, pozitiv irdnyitdssal ellatott zart "gorbét G,-val jelolve, a CAUCHY-
féle alaptétel szerint irhatjuk

[ F) 0 — )" dw = F(w) w — %) aw,
(8,) (91)

minthogy f(w) a feltevés alapjan ©, mentén és ezen belill, (w—x)*" pedig
az u = x, v=0 félegyenes mentén felhasitott egész w-sikban holomorf. Innen
folyik, hogy egytttal

[rmyw—x"aw= ¢ fw)w—x)""aw+

C [0 -az}=
(10. 3) © )
+ [ lv—0"" — w—27"aw,
z-0
ahol cﬁ pozitiv iranyitassal képezett korintegral és (w —x) %'= —|w—x|*'e*™,

Ha még (10. 3) utolsé tagjaban w helyett bevezetjiikk az u (valds) valtozot,
majd figyelembe vessziik, hogy az el6z6 tag abszolut értéke nem Ilehet
nagyobb, mint 2sz0°¢™" max |f(w)| 0 —-+0 hatardtmenet alkalmazésaval

lw-2|=
arra jutunk, hogy

-

(10. 4) jf(w) (w—x)"""dw = 2isin zts [ ) (x —u)’ " du (0>1)
©) 8

vagy (vo. (3.5))

I’(l s)

ff(w)(w x)" dw.
(Gz)

Vegyiik €szre, hogy a jobboldali vonalintegral — ismert altalanos tételek
alapjan — minden s-re létezik és s-nek holomorf fiiggvénye®, tovabba az

(10.5) r(s)'lff(u) (x—u) " du—

67 Ennek kiildnben a direkt igazoldsa is egyszerii: vo. (6. 3)—(6.4).
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s=1,2, ... pontokban az alaptétel szerint eltinik. igy ennek I"(1—s)-szerese
szintén egész fiiggvény, tehat a (10.5)-bdl és (10. 2)-bdl kovetkezd (10.1)
képlet az egész s-sikon érvényes. Qu.e. d.

3. Legyen (10.1)-ben s=—p (p=0,1,2,...). Mivel [,(f, x,0)=0
(v6. (6.23)), tovabba f(u) x-beli regularitisa miatt fi,(x) = fPx) (vo.
(6. 18)), kapjuk:

(10. 6) f(m(x):zp_n!i (W—ﬁlvx))lew (p=0,1,2,...).

(@)

Eszerint (10. 1) tigy tekinthets, mint a (10.6) alatti CAucHy-féle integrdl-
Sformuldk kozos ditaldnositdsa; egyuttal adva van az a konnyen kielégithetd
igény, hogy fi;(x) értelmezését a fiiggetlen véltozd komplex értékeire is ki-
terjessziik.

o]
Valoban, rogzitett z=x-+4iy (x >0, y%O) mellett §(s, 2)-ta > (m+2)°
m=0

(0 >1) sorb6l ® s-re vonatkozo analitikus folytatdssal szarmaztatva, az alap-
vetd integrédlel6allitasok és legfontosabb tulajdonsdgok érvényben maradnak®;
a megfeleld 3,(2) = I'(s)"' {(1—s, 2) ismét s-nek egész, z-nek 1 szerint perio-
dikus, a 0 < x< 1 savban differencialhato fiiggvénye és (vo. (3. 6))

(10.7) —agz-BS(z)=85_1(z) O<x<1).

Ha marmost megdllapodunk abban, hogy

(10.8) f[s](z)=0ff(z )8 —82)]dt (O<x<l;ez=1),

ahol f(u+iy)e L(0,1)™, f(w+ 1)=f(w), akkor a W,-limeszek 4. §-beli alta-
lanos definicidja és a 6.§ eredményei mind kozvetleniil atvihetdk, s a fenti
meggondolas mutatja, hogy s==1,2, ... mellett (w—z2)° " foértékét haszndlva):

rd—s) J fw) (w—2)"" dw+ L(f, 2, 9),

27Tl
©)

[ fuar—
(10.9) 1 t
LU 2 0= fe—Dl0— 8.1 dt-+ 1) | fc—DFat,
68 Itt (m -+ 2)™° fdértéke veendd.

8 V6. pl. [56], 265. — A Hurwitz-formula azonban nem-valds u esetén érvényét veszti.
0 Azaz R(f(u+1iy)) és J(f(u+iy)) 0< u< 1-ben egyarant L-integralhato.
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amennyiben @, egy olyan pozitiv koriiljardsii, a 2—dJ ponton &atmend és a
(z—9, 2] egyenes-szakaszt belsejében tartalmazé zart (t, melyen beliil f(w)
holomorf, magdn C-en pedig legaldbb beliilrd! folytonos.”™ s=v» (r=1,2,...)
esetén a I'(1—s)-et tartalmazo tag a megfelelé (s— » hatardtmenethez tartozo)
limesszel helyettesitendd. — Célszerii még kikotniink, hogy (fix s-re) fig(2)
is legyen 1 szerint periodikus, tovdbba fi4(iy) jelentse fiq(2) limeszét z— iy
mellett, feltéve, hogy az utobbi létezik.

4. Kézenfekv a kérdés: mi kovetkezik f(w) regularitdsabdl f(z)-re mint
z fliggvényére nézve? — Az természetesen s==0, —1, —2, ... mellett nem
varhato, hogy f(w)-nek egyetlen (0< u< 1 savbeli) pontban holomorf volta
mar maga utdn vonja fi,j(2)-nek ugyanitt vald regularitdsat, hiszen /(f, z, 0)
nemcsak egy helyen és ennek kozelében felvett fiiggvényértékektol fiigg. ™
Sziikségiink van f(w) holomorfidjara legalabb egy ,vizszintes“ egyenesdarab
mentén.

Mindenekel6tt bevezetiink egy fogalmat: nevezziik f(w) egy v=yo
egyenes koriili holomorfia-sdvszélességének azon n =0 szdmok fels¢ hatarat,
melyekre f(w) a |v— yo| = 7 savban holomorf.

XII. tétel. Legyen s tefszilegesen eldirt komplex szdm és tegyiik fel,
hogy f(w) egy [iyo, 1+ iy) (yo = 0) egyenesszakasz minden pontjdban reguldris.™

1. Akkor fi5(2) bdrmely z € (iyo, 1 +iy,) helyen akdrhdnyszor differen-
cidlhalo és -

(10. 10) f[g](z) Jis-n(2) (r==1,2;...).

62”

1
Amennyiben még (%) .[f(u-l'—iyu) du-=—=0, akkor (10.10) a z=iys, z=141iyp
]

végpontokban is fenndil.
2. (") teljesiilése esetén fi(2) minden z € [iyo, 14 iyo) pont koriil Taylor-
sorba fejtheti:

(10.11) fi(z - 42) — 2 fl*‘ﬂ(z) 2);

(10.11) érvényes |4z|< =,, mellett, ahol =, az f(w) figgvény v=y, koriili
holomorfia-sdvszélességét jeloli.

7t Mint Cecn, Kamke és mésok vizsgalatai ota ismeretes, a Caucny-féle alaptétel ezen
enyhébb premissza mellett is érvényes. (Vo. pl. [1], 122.)

? Has=~—p(p=0,1,...), akkor I ,(f, z,6)=0 folytan /;(2) ﬁf(p)(z) (vo. (10.6)),
tehat a W-limesz ,lokalis* jelleguve valik.

8 f(w) 1-periodusa voltdt — mint allandd kikotést — a tételek megfogalmazasaban
ezutan sem emlitjiik.
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3. Az utolso sor ¢,,s(2) = fis-(2)/v! egyiitthatdira v > o mellett fenndll
a kovetkezd egyenldtlenség:

I'l—o+4v){ M.(d)

v! 0"

en|:]+

lew, ()| =
(10.12) .
+ 7' (|sin 7wo| 4+ |shwe]) - My, - lC(1—0+V)+——d H

Itt O egy olyan z kozéppontii zdrt korlemez sugara, melyben f(w) folytonos s
minden belsé pontban differencidlhato, tovdbbd M, ((5)— max | f(w)| és My, =
— max [f(w)|.™ oozl =4
Y=o
BizonyiTAs. A feltevésbdl az el6zok értelmében folyik, hogy fi4(2) bar-
mely s-re, az (iyo, 1 4 iys) egyenesdarab minden z pontjaban létezik és o=1
mellett a (10. 8), tetszbleges s=£1,2, ... esetén a (10.9) alakban irhato.

1. (10. 8)-bol parcidlis integralassal kapjuk (vo. (4.15))

(10.13) fm(z>:(l‘f“”(z—osw(t)dt—&(z)_l’f(u+z'yo)du (0> 1—p),

ahonnan a paraméteres integralok differencialasi szabdlya szerint™ azonnal
adddik: fig(z) mindegyik z € (iyo, 1 4-iys) helyen differencialhato és

1 1

9 e ' .
(10.14) 6—ths1(Z):Jf(””(z—f)Bsﬂ;(f)df—3s~1(Z)Jf(U+lJ’n)du (0>1—p).
] 0
De (10. 13)-bdl jelolésvaltoztatassal kiolvashatjuk, hogy (10.14) jobb-
oldala egyenld f{,.1j(2)-vel, tehat

(10.15) - fu@ =fen(@) (0>1—p)

Minthogy p.akarmilyen nagyra valaszthato, kovetkezik (10. 15) érvényes-
sége minden s-re, ebbdl pedig iteraldssal (10. 10).

Ha (*) teljesiil, a végeredmény fenndll az iyo, 14 iy, végpontokban is,
mert ekkor fig(2) (o0 >1—p) (10.13) kifejezésébdl csak az elsé tag marad
meg, mely z-nek a teljes v=y, egyenes mentén differencidlhato, 1 szerint
periodikus fiiggvénye.

2. Az a feltevésiink, hogy az [iy, 1 +iyo] zart szakasz minden pontja
belefoglalhatd egy olyan (pozitiv sugari) korlemezbe, melynek belsejében és

7t Megjegyezziik, hogy (10. 12)-ben I'(1 — 0 + »)»!~ » 7 és{(1—0 + ») > 1 (v — x).
L. pl. [43], 296.
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hataran f(w) differencidlhatd, a HEINE—BOREL-féle befedési tétel alapjan maga
utan vonja egy egész |v—yo| < 7} sdv létezését, melyben f(w) mindeniitt holo-
morf; igy sziikségkép =, > 0.

Felhaszndlva az imént igazolt 1. részt, a (%) kikotés mellett adodik:
barmely rogzitett s-re fij(w) differencidlhatd a |v—yo| < =,, sdvban, s itt fenn-
all (10.10); ebbdl pedig a CAucHY—TAYLOR-féle kifejtési tétel alapjan kovet-
kezik (10.11), hacsak |4z| < =y,

3. (10.9)-ben s helyett (s—w»)-t véve és @ helyett specidlisan egy
|w—2|=0 (pozitiv irdnyitasi) kort vélasztva integracids utnak, irhatjuk (vo.

(3.5), (6. )):

Car,s(2)=£’(_l_1:§Lq/)_ ZLm ? f(W) (w_z)s—v—l dw -+
|w-z|=2
(10.16) . ! 1
_|_(_1)1, Slf;;”[s [Jf(z_[)C(]—S—l—"/, t4 l)dt‘i‘ff(Z—t) ts—v—ldt](
0 P
(r=0,1,2,...).

Itt v>0 mellett [{(1—s+»,t+1)|=C(—0+v) (0=t=1), tovibba
I'(l1—s+»)|=I'(1—0o-+v), |sinzs| = |sin wo| 4| sh zw|, ugyhogy az integ-
ralok legegyszeriibb megbecslése (10.12)-t szolgaltatja.

5. Kiemeljiik, hogy (10.11) és (10.12) s=0 esetén az

© ) .
(10.17) fa+42)— Zo’f(T(z)(Jz)”
kapcsolatba, ill. a
- (») .
(10.18) en@] =| L2 | < M) r=1,2.)

egyenlétienségbe megy at, tehat a Cauchy— Taylor-féle 'kifejtési tétel meg-
feleldjével és a Cauchy-féle becslési formuldk dltaldnositott alakjdval allunk
szemben.

E vonatkozdsban megemlitend, hogy RIEMANN idevagdé munkajaban a
tortrendil integralok és derivaltak bevezetését éppen a kozonséges TAYLOR-
sornak egy formalisan felirt (mindkét irdnyban végtelen) Kiterjesztésére alapozza,

ti. az
[+¢] h‘l/+r

(10.19) fethy= 2 Ty

v+r

f(1f+r) ( x)

képletre, ahol r nem-egész valés szam és f**" a (v-r)-edrendli (altalano-
sitott) derivalt jele (vo. (1.1), (1.3)). Bar (10.19) bizonyos esetei — foleg
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az un. HEAvisiDE-kalkulus elterjedése 6ta — gyakran szerepelnek az irodalom-
ban, csak a 40-es években sikeriilt HARDYnak megmutatnia, hogy (10.19)
valoban érvényes egyes specidlis fliggvényosztalyokra aszimptotikus, ill. BOREL-
tipusu sorfejtésként. ™

6. A XIL tételbol folyik, hogy a fenti feltételek mellett fi4(z) Laurent-
sorba is fejthetd — bar nem z—zo= Az0 (20 € (iy0, 1 +iyo)), hanem e2®
hatvdnyai szerint. '

XIIl. tétel. Ha f(w) holomorf egy 70: [ivo, L4-iyy) irdnyitott egyenes-
darab mentén e’sj f(w)dw=0, akkor tetszdleges (komplex) s mellett minden

. 7)

zel»o pontban fenndll:

(10.20) fia@ == 3 @nsei) e,
ahol (2nstiy” foeérték,
(10. 21) Y= | W) ePmedw  (n=+1,+2,..))

Iy
és ' azt jelzi, hogy n=~0.
(10. 20) pontos érvényességi tartomdnya a w-siknak az a legszélesebb, az
u ==Yy, egyenest belsejében tartalmazo és a valds tengellyel pdrhuzamos egye-
nesek dltal hatdrolt sdvja, melyben f(w) szingularitdsmentes.

BizoNy(TAS. Legyen s rogzitve, 2=x-iy.

A tétel premisszajabol folyik — mint fent lattuk — oly |e—yo| < v* sav
létezése, melyben fi5(w) szintén reguldris. De akkor (egy periodikus komplex
fiiggvényekre vonatkozd ismert tétel” alapjan) mindenesetre fennall

(10. 22) fin(@= 2 Ans-em (|x—pl < v7)

H=- 00

alkalmas A, , egytitthatokkal. Egyuttal adédik, hogy az érvényességi tarto-
manyt hatarolé v ==y, + " egyenesek Onmagukkal parhuzamosan eltolhatok
mindaddig, mig a koztikk levd sdvban f(w) reguldris marad; az igy nyert
savon kiviil viszont a (10. 22) sor mindeniitt divergens.

Tehat csupan azt kell még igazolnunk, hogy (10.22)-ben (vo. (10.21))

(10.23 A=Y ha - n=0;
+23) " (2nti) *yny, ha n==0.
% V6. [14). — Haroyirja (i. h. 49. 0.): “Riemann’s point of view is avowedly Aheuristic,

his object being to define D?(=f*) such a way as to secure formal agreement with
(1. 1) (=10.19)...”.
77 Vo. pl. [21], 64—65.
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Val6ban, vélasszuk a p = 0 egész szamot tigy, hogy o >1—p, s legyen
z € ly. Irhatjuk (vo. (3.1), (10.13)): ‘

1

1
ﬁsl(z)-:Jf‘p’(z——t)sﬂp(t) dt= D" (2nwai)y“?| fOz—t)eritdt —
0 = b
(10 24) ) — Z (2,1 ’Tl) (Sﬂ’) 2naiz J‘f(I’)(w) ~2n ;riw dw —

w 59

©
_ Zr (2ﬂﬂi)_s ‘}/n’ yo_eanLz. 78

n=-o

Minthogy pedig valamely ®(Z) fiiggvény > A,-Z" tipusti LAURENT-sorfej-

tése egy-egy O-centrumi, szingularitismentes korgyiiriin beliil egyértelmii,
(10. 22)-bél és (10.24)-bol koefficiens-osszehasonlitassal (10.23)-ra jutunk.
Qu. e. d.

Megjegyezziik, hogy yo =0, azaz z=x € (0, 1) esetén (10.20) az alapvetd

-

f(x)= 2’ Qnzi) *y, e,

|
(10. 25) 1
Il _ |f(t) —’nmtdt

Fourier-elddllitdsra redukalédik (vo. (2.9)—(2. 11)), mely azonban tetszéleges
(1 szerint periodikus, O integral-kozépértékii) f(u) € L(O, 1) fiiggvényre — mmt
tudjuk — csak o >1 mellett érvényes.

11. §. Mas komplex vonalintegral-el6allitasok

1. Az utolsonak targyalt esetben fj4(2) (10. 9) alatti kifejezése egyszeriibb
alakra hozhatd: I(f, z, J) mintegy az el6tte &ll6 vonalintegrdlba olvaszthatod
— feltéve, hogy O < o< 1. — A nyert integral egy adott pontot megkeriild
és egy abbol kiindul6 félegyenes mindkét oldalan a végtelenbe nyil6 integ-
racidos utra vonatkozik, tehat tin.  hurokintegrdl“; tgy is felfoghatjuk, mint a
(7.10) alatti WEvL-integral holomorf fiiggvényekre vonatkozo, kiterjesztett
megfeleljét.

8 Az itt felhasznalt tagonkénti integrdlas nyilvin megengedett.
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XIV. tétel. Tegyiik fel, hogy f(w) egy adott l:: [ivo, 1 +iyo) irdnyitott
egyenes-szakasz minden pontjdban reguldris és ennek mentén vett integrdlja
eltiinik, legyen tovdbbd z = x-1iy € (iyo, 1 +iyo).

Akkor érvényes az

(11.1) fiay =S99 Jf(w)(w Hldw  (O<oa<1)
(0
elddllitds; itt £ egy tefszdleges, a —oo +iyy pontbdl kiinduld, eldbb a v< yo
félsikban halado, majd a z pont egyszeri pozitlv értelmii megkeriilése utdn a
v > Yo félsikban ijra (= oo + iyo)-ba visszatérdé folytonos jJordan-gorbe, mely
elegendd kizel van a v=y,, u = x félegyeneshez.™

BizonyiTAs. Feltételeink mellett fi;(2) minden s-re létezik és (10. 9) szerint

1

}m(z)-:% b o) v — z)“‘dw+}f<z—t)as<r>dt+
(11.2)_ - lee-ef=0
] +1‘(s)‘1ff(z—t)f*‘1dt (s£1,2,..),

ahol 0 elegendd kis pozitiv szdmot jelent és a korintegral pozitiv koriiljaras-
sal értendd.
Ha 0< o<1, akkor (7.19) felhasznalasaval (vo. (6. 7))

(11.3) () =1(s)" [— %erz; ((m +8 —W)] (0<t<1)

és a jobboldali sor (rogzitett s mellett) (O, 1)-ben egyenletesen konvergens.
fgy a (11.2)-beli masodik integral:
m+1

Jf(z_t)3s(t)dt—r(3) Z flz—v)o! dv%l’(S)'IJf(z—v)vs'ldv,

m—_=
m

és a képlet az egyszeriibb

s}

1.9 fu@="0"9 & sy w—2aw+ 16 Jf(z Dt
fro-zj=4

O<o<l)

\alakot olti; kézenfekvd arra gondolni, hogy az utolsé tagot az f(w) (w—2)
fiiggvény valamely alkalmas vonalintegraljaval hozzuk kapcsolatba.

s-1

" Azaz beleesik egy |v—y,| < 6, u=x + 6 savba, elegendd kicsi 6 >0 mellett.
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Figyelembe véve, hogy a (w—2)""' fBérték holomorfiatartomanya a
v=7>, U = x félegyenes hosszdban felhasitott w-sik, integraljuk az emlitett
fliggvényt a metszet ,felsd*, ill. ,als6“ partja mentén. Irhatjuk (vo. (10. 3)):

T rme—atave [ s m—aan—

z-4
(11.5) Y = | fu+iyo)) (x—u)’ (e — ™) du =

= 2isin 7rs- llf(z—t)ts'1 dt,
é

s a (11.4)-be val6 helyettesités (vo. (3.5)) az ujabb

© z-4
lﬁ“(z)zr—(ﬂ[ J I @—ataw s & -2 aw+

27 ;
- @iy, |te-2]=14
(1. 6) o
+ J f(w) (w—z)i‘ldw] (O<o<1)
z-0

el6allitast szolgaltatja.

Mivel pedig f(w) (w—2)°"' reguldris az imént emlitett metszet mindkét
oldalan (egy-egy elegend6 keskeny savban), (11. 6)-bol kovetkezik (11.1), az
€ integracios utnak a tételben megkovetelt valasztisa mellett.

2. (11.6), ill. (11.1) kissé hosszadalmasabban (10. 20)—(10. 21) alapjan
is levezethet6, ha a

[es]

QRnai)*=T(s)" [ e du

)

(11.7)
(n=+1,+2,..;0<0<1)

képletre tamaszkodunk.
Most megmutatjuk, hogy a gammafiiggvény EULER-féle integralalakjabol
kozvetleniil folyo

(11.8) @) =r@) [a ™™y (1=1,2,...;0>1)
0

formula segitségével fi,j(z) szdmdra 1j tipust vonalintegrél-kifejezés nyerhetd,
amely — ellentétben (11.1)-gyel — az egész s-sikon érvényes. — Minden-
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esetre varhatd, hogy ez alkalommal a W,-limesz (2.10)-beli els® alakia, ill.
(10. 20) megfelel6 (két sorra bontott) valtozata:

Lims @
f[s](Z):e 2 21 P elnnzz+
)

(11.9) o

2n
7’ " Yo e—znntz
| =1 (2n )’

keriil el6térbe.

3. Irjuk (vo. (2.11), (10. 21)):

(11.10) few)= ;‘(yﬂ ) e
@ .
(11.11) S0 (W) = Z:?’in, Wt
a jobboldali sorok konvergencidjinak feltételezése mellett. — Lathatd, hogy

a (11.10) sor osszetartd, ha v >0, ill. v< 0, a plusz-, ill. minusz-jel eseté-

nek megfelelden (yo=0 mellett e kikotések nyilvan sziikségesek is); (11.11)-

nél a konvergencidhoz elégséges, hogy v > yo(+), ill. v< yo(—) legyen.
Segédeszkoziil szolgal az 6nmagaban sem érdektelen

XV. tétel. 1. Bdrmely f(u) € L(0,1) fiiggvényre minden x € (0,1) helyen,

o> 1 mellett fenndll
[ 4

(11.12)  fig(x)= r(s)'{f u [e‘? file+iu)+e? f (x—iu)] du.

-~ 2. Ha f(w) egy [iyo, 1+iyo) (3o=0) egyenesdarab mentén reguldris és
1

[f(u-{—iyo) du=0, akkor minden z € (iyo, 14 iy,) helyen, o >1 mellett érvé-
i

nyes az

113 @ =16 [u [ Fhute i) +e¥ i)
elddllitds.

BizonyiTAs. 1. Ha a o >1 mellett bizonyosan konvergens

ins © ins

(11.14) fig(x)=e % g(Z n7w) (yn—yo)e" ™ e 2 Z 2n7) (y-n—yo)e "

sorfejtésben (vo. (2.10)) a (2nr)™ tényezdt (11. 8)-beli kifejezésével potoljuk,

e ol o et e
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egyszerii formdlis szdmolassal rogton (11.12)-re jutunk; hatra van még azon-
ban annak megmutatdsa, hogy az Osszegezés és integrdlds sorrendjének fel-
cserélése esetiinkben megengedett.

Mindenekel6tt megallapitjuk, hogy a (11.12) alatti

(11.15) Ju(x, )= [ &' fu(x + iu) du

0

integralok minden (0, 1)-beli x-re, ¢ >1 mellett valdéban léteznek, mert [vO.
(11. 10)]
1

(11.16) e +in)| =2 [|f@) dt- @ —1)"  (@>0)

folytan az integrandusok kozos majoransa a (0, < )-ben integrathaté u”(€*‘—1)"
fiiggvénynek egy éllandoval vald szorzata.
Tekintsiik tovabba a

o«

N1 ¢ .
(LT Ju(x, )= | 5 (yun— 7o) €0 dy |- P y(x, )

n=1
0

felbontast; it

=

w0
-
| Pe, n(x, 8)| = ’j”s_l( 2 (Y —10) eznn(iix_")) du
h A=N+1
-

o

1

- ua-l -2N7mu

:2 If(t)!dt me =4 du,
0 0

és az utols6 tag N— oo esetén O-hoz tart, mint az

o1} o]
J uo’—l(e‘_’nu _1)~I€—2N7m dll < (2:/_’_)~1J uo——2e—2NnudU___(zn)—o-lw(o__l)Nlﬂr

0 0

becslésbdl kitiinik.
Ennélfogva (11.6)-bol kapjuk;

L4 1

w
O
J(x, 8)= Zjus-l (7an— 0) €27 R0 gy
n=1
0

amivel allitasunk igazolast nyert.
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2. Ha (11.9)-b6l indulunk ki és figyelembe vessztik, hogy

1
’Yﬁn,yo ‘l‘f(ll—{—iyo)e??nniu dul =
(11.18) . v l
| =e* 2""”‘1[ [f(u+iyo| du,
0

= ei 2nmy,

akkor az el6bbiekkel analég modon kovetkezik (11.13).

4, (11.12)—(11. 13) felhasznaldsa révén nehézség nélkiil jutunk ujabb
,hurokintegral“-el6allitisokhoz.

XVI. tétel. Ha f(u) € L(0, 1) és valamely x € (0, 1) helyen f.(w) és f_(w)
egyardnt reguldris, akkor az adott x-re és bdrmely s-re:

(11.19) f[,,](x)_r(zlms)f [e_g;ﬁ(x—iw)—I—e%sf_(x—iw)]dw.
2

2. (11.13)-éval megegyezd prémissza mellett fenndll minden z € (iyo, 1 + iyo)
(¥o= 0) helyen, bdrmely s-re:

(11.20) f[s](z)_r(zlms)f {e -f+,y0(z—tw)+e”;f,yo(z—i—tw)]dw
)

Mindkét képletben we- foertéket jelol, $o pedig ugyanolyan jellegii, ezittal
a w=0 pontot megkeriild s az u=0, v =0 félegyeneshez elég kizeli gorbe,
mint (11.1) integrdcios utja.®

BizonyITAs. 1. Vegyiik észre, hogy J(x -4 iw)=R(w) folytdn v < O esetén
x—iw, x-+iw beleesik a (11.10)-beli e>*, ill. e->** hatvanyai szerint haladd
hatvanysor konvergencia-tartomanyaba, s igy kimondhatjuk: v < O mellett mind
f+(x—iw), mind f_(x-+4iw) w-nek holomorf fliggvénye. — Tovabba fel-
tevésiink szerint létezik oly |w|< J korlemez, melynek barmely pontjaban
f+(x ¥ iw) (mint w fiiggvénye) differencialhato.

Képezziik o >1 mellett a
(11. 21) Tw(x, 8) = | wet fu(x F iw) dw

(L)

hurokintegralokat, £o-t az u=0, v =0 félegyeneshez elegendé kbozel oly
moédon valasztva, hogy beleessék f, (x—iw) és f.(x--iw) ezen félegyenes
kériili holomorfia-tartomanyanak kozos részébe. 7..(x, s) az eddigiek és (11.16)

%0 Csak rovidség kedvéért nem emlitjiik a tételben, hogy (11.19) és (11.20) jobb-
oldalan s= 1,2, ... mellett a megfeleld limesz értendd.

7 1. Osztaly Koézleményei X/2
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alapjan bizonyosan létezik, tovabba a CaucHy-féle alaptételre tekintettel irhatjuk:

~0
Tl )= | W Y)_fulx Tiwydw+ ¢ wiful(x T iw)dw+
(11.22) - Y ri=e
+ [ @) felx T im)dw,
-e
hol ¢ elegendd kicsi pozitiv szam, a korintegral pozitiv koriiljarast és (w'™"). —

— |wls—1 e—_l_—ins

Amde az egyenes ttra vonatkozd integralok osszege:

[ £l T iw) [we-2), — we-1)_] dw = 2i sinzvs - | fulx + in)w-tdu,

-@
agyhogy (11.22)-bél ¢ —+0 hatratmenetnél (vo. (11.15))
(11.23) T(x,s)==2isin 7ts- J.(x, s)

adodik. Innen (11.12) folyomanyaképpen

I I'(1—s) [e_f‘lﬁ T.(x,s) —{—ei;'_s T_(x, s)} =

27i

(11.24) s s
] =TI(s)" [e_?j+ (x,8)+e?J_(x, s)] = fi9(%);

s mivel T(x,s) (az s-sik minden véges tartomanydban egyenletesen kon-
vergens lévén) s-nek egész, az s—=1, 2, ... helyeken eltiind fiiggvénye, (11.24)
és egyuttal (11.19) az egész s-sikon érvényes.

2. Ami az allitis masodik felét illeti, csak azt kell meggondolnunk, hogy
ez esetben f(w) v =y, egyenesmenti regularitisa mar maga utdn vonja a
(11.11) sorok egyidejii konvergencidjat és f. ,(w) holomorfidjat egy teljes
v—Yo| < 1 sdvban (vo. XIII. tétel); kiilonben az

[ fante T iwydw
(Lo '

kontarintegralok diszkusszidja a fentieknek pontosan megfeleldé médon vezet
(11. 20)-ra. Qu.e. d.

5. (11.12)-vel és (11.19)-cel kapcsolatban megemlitjiik még, hogy ezek
bizonyos alapvetd, a RIEMANN-féle zetafiiggvényre vonatkozé formuldk altala-
nositasainak tekinthetok.
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Valéban, f(z)=—1 esetén rovidités utdn nyerjiik (vo. (4. 7)):

ing ins

2 2
(11'25) g(]-_S"x)=(2'ﬂ’-)_s-[u$—1 ( eu—?flia: —1 + u+2ie;iz_1 )du (0 > 1)’
0

e
ill.

o= 2 [ e? .

(11.26) L(1—s, x)_Zisin el L4 ] + e dw (s0);
(Lo

innen pedig x=1 mellett a (3. 2) fiiggvényegyenlet alapjin:

[eo]

(11.27) C(S)=T%)‘J‘e3;:1 du (6> 1),

0

I'(l1—s) w1
27ti ev—1 dw (s#1).

(Lo
Az utobbiak Z(s) klasszikus, RIEMANNtOl szdrmazé integral-elBallitasai.

(11.28) L(s)=

(Beérkezett: 1960. 1. 15.)

Az Eétvds Lordnd Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete

T*
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