
A KOMPLEX-RENDŰ ÁLTALÁNOSÍTOTT WEYL-INTEGRÁLOK 
ÉS DERIVÁLTAK EGYSÉGES ELMÉLETÉHEZ, II* 

írta: MIKOLÁS MIKLÓS 

7. §. Mó-limeszek a 0 < SR(s) ^ 1 sávban é s Weyl- fé le törtrendü 
integrálok; a zetafüggvényre emlékeztető további előáll ítások 

1. Külön figyelmet, tüzetesebb vizsgálatot igényel a (4. 2), (4. 3) sorok 
és a (4. 4) integrál viselkedése а о > 1 alaptartományhoz közvetlenül csatla-
kozó 0 < о Ш 1 sávban. 

Látni fogjuk pl., hogy s-et e sávban rögzítve, bármely (L-integrálható) 
függvény M/s-limitálható legalább majdnem mindenütt a 0 < x < 1 intervallum-
ban; ha pedig / (« ) -1 a RIESZ FRIGYES-féle Lq(0,1) (1 < < 7 ^ osztályok42 

valamelyikéből választjuk, akkor /м(х) létezése 0 < o ^ l egy alkalmas részé-
ből vett s-értékek mellett minden x-re is biztosítva van. 

2. Részletesebben és pontosabban : 

VI. tétel. 1. Jelentse s a 0 < о ^ 1 sávnak egy pontját. 
Tetszőleges pozitív l mellett fennáll a 

( 7 Л ) * TS (С'Я)^2a„(x) , . TS ш 2Ьп(х) 
2 = i ( 2 л я ) 8 2 Я ( 2 , w ) s 

1 1 
kapcsolat az (/(x — t) %(t)dt, | / ( x — t) Qs(t) dt integrálok bármely közös 

о 0 
(0, 1 )-beli Lebesgue-pontjában43 s így m.m. x-re; a jobboldali sorok majdnem 
mindenütt konvergensek is. Speciálisan: (7. 1) minden x-re érvényes, midőn 
0=1, sőt s= 1 esetén a (C,k)-szummák összegekkel helyettesíthetők. 

* A dolgozat I. része az MTA III. Osztályának Közleményei X/l. ( 1 9 6 0 ) számában 
( 5 9 — 9 1 . old.) jelent meg. A fejezetek és a tételek számozása az előző részek számozásá-
hoz kapcsolódik. A teljes irodalomjegyzéket az I. rész tartalmazza. 

42 Mint ismeretes, Lq(a', a") azoknak az (a', a")-ben mérhető / függvényeknek az 
összességét jelenti, melyekre itt \f\q L-integrálható; L°°(a', a'j-t az alábbiakban azonosítjuk 
B{a', ű")-vel, az (a', a")-ben korlátos, L-integrálható függvények osztályával. 

x+h 
43 Egy g(u) függvénynek x LEBESouE-pontja, ha j \g(u) —g(x) \du = o{h)(h 0). 
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2. Tegyük fel, hogy f(u) € L\0,1) (q fix, 1 s q ü oo). 
Akkor (7.1) minden x-re érvényes (C, k)-szummabilitás helyeit konvergen-

ciával, feltéve, hogy o> l/q; e félsikbeli s-értékekre egyúttal fs\ (x) létezik és 
folytonos (0,1 )-ben, nevezetesen 

(7.2) / м ( х ) = f /С* — 0 [3 . (0 — 3-(*)] rf/ 
(') \ 4 J 

Itt a q=oo esetben l/q helyén 0 értendő; ha q= 1, (7 .2 ) és /м(х) (0,1 )-beli 
folytonossága а о = 1 határegyenesen is fennáll. 

BIZONYÍTÁS. 1. Legyen s fix, 
Tekintsük a 

1 1 

(7.3) Ф,(х) = í f(x -1) 4 4 0 dt, és{x) = | ' / (x - 0 a ( / ) dt 
0 ó 

integrálokat (vö. (3.17), (3. 18)); minthogy ezek 1(0, l)-beli periodikus függ-
vények konvolúciói, mindkettő szintén L-integrálható és m.m. x-re létezik (0,1)-
ben. Továbbá könnyen belátható, hogy a (7.1) jobboldalán előforduló két sor 
Фа(x) — «(,T.s(x), ill. Ф8(х) — aoùs(x) (0, l)-hez tartozó FouRiER-sora.44 — így 
a kiterjesztett FEJÉR—LEBESGUE-féle szummáció-tétel alapján45 fennáll (A>0) 

(С,Я) GO 
Ф8 (x) = Y 2 (2 n л)~s (ß„ cos 2 n лх + ßn si n 2 n лх), 

n=l  
(С,Я) оо 

Ф5(х) = ^ 2 (2 л л ) 8 {cin sin 2 л :гх — ßn cos 2 л п х ) 
» i = i 

Ф5(х), ill. Ф8(х) összes LEBÉSGUE-pontjaiban, tehát (vö. (3.1)) egyúttal (7.1) 
is a szóban forgó két halmaz közös részében. A 0 < x < 1 intervallum azon 
pontjai, melyekben (7.1) nem érvényes, nyilván nullamértékű halmazt alkot-
nak, mivel — mint ismeretes — bármely L-integrálható függvényre nézve az 
integrációs köz m. m. helye LEBESOUE-pont. 

Vegyük még észre, hogy n~s(n = 1 , 2 , . . . ) o> 0 mellett ún. quasi-konvex 
sorozat, úgyhogy alkalmazhatóvá válik egy konvergencia-faktorokkal kapcso-
latos lemma46; innen adódik, hogy / (л ) (0, l)-hez tartozó FouRiER-sorának és 
a megfelelő konjugált sornak m. m. szummabilis volta, valamint az e sorok 
л-edik szeletére vonatkozó ismert o(logn) becslés (m. m.!) együttvéve maga 
után vonja а 22(2пл)~3a„(x), 12(2плфb,,(x) sorok m. m. való konvergen-
ciáját. 

« Vö. pl. [18], 10, Th. 4. ; 23, Th. 29. 
« L. pl. [58], 49, Th. 3.31. 
« Vö. [58], 58. 

(7.4) 
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Ha o= 1, %(t) és ùs(t) az 1. lemma szerint korlátosa 0<t< 1 inter-
vallumban, amiből egy konvolúció-tétel47 alapján Ф8(х) és Ф8(х) (0, l)-beli 
folytonossága következik. Ennélfogva (7. 4) és (7.1) esetünkben minden x £ ( 0 , 1 ) 
helyen érvényes; az s = l pontbeli konvergenciára vonatkozó állítás már előbb 
igazolást nyert (vö. (2.12)). 

Amennyiben (7.1) fennáll egy rögzített x helyen s = s0 mellett, akkor 
egy DiRiCHLET-sorokra vonatkozó ABEL-típusű tételt (vö.30) felhasználva írhatjuk 

(7-5) . 

/ ы ( * ) = 'im j cos 
<7--*<ro+0 

л s 
(С,1) ш 2ö„(x) 

2 n—i (2пл) 
2bn(x)  

2 (2 пл)" 

(0,1) 00 

I • N : S N 1 2an(x)  
2 (2 л ;T)s° 

= COS • 2 é 

+ s i n í ^ . - ' i = í / ( x - о ш о - з»„ (x)] d t . 

2 n=i (2ля) 1 4 

2. Legyen / (« ) £ L<(0,1), 1 < q < oo. 

Most alkalmazzuk a PARSEVAL-reláció következő (mélyebben fekvő) éle-
sítését48: ha <p(u) £ Lq(0,1), V(«)'€ U ( 0 , 1 ) , ahol 1 < q < oo, 1 < q' < oo ; 
1 / 9 + 1 / 9 ' = ! , továbbá mindkét függvény 1 szerint periodikus és 

(7.6) 

akkor 

(7- 7) 

cp(u)~ A , + 2 Z ( A c o s 2 n y r u + Z?nsin 2пли), 
n=l 

00 
i / ' ( « ) ~ A + 2 ^ ( A c o s 2 л л . и + Д / s i n 2 п л и ) , 

, i=i 

i 

J oo 
9>(ü) v (u) du = A A + 2 ( A A + Ä . Ä ) -

n = l 
A cp(u),ip(u) függvények szerepét az / ( x — u), ips(u), majd az / ( x — u), 

& s(n) függvénypárnak átadva, arra jutunk, hogy bármely (0, l)-beli x helyen 
1 •» со 
f(x — t) 5ßs (0 dt = Z 2 (2 л ír) s («n cos 2 л í t x + Ä, sin 2 л тгх), 

(7. 8) 

/ ( x — 0 Os(Ö dt = Z 2(2пл)'\ап sin 2плх — ßH cos 2лях) , 
о 

« L. [18], 11, Th. 5. 
48 L. [58], 154, (IV). 
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hacsak íps(u) és Q s(u) az L1 (0,1) osztályhoz tartozik. De az 1. lemma foly-
tán az utolsó kikötések ekvivalensek azzal, hogy £ 1(0,1), azaz, hogy 
(*) o > l — (q')~1 = q 1 ; következőleg (7.8) s az innen adódó 

г 

(7. 9) f f ( x - 0 [3 , (0 - Ux)] dt = cos i " ± + sin ± 
J 2 „=1 (2 Л TI) 2 n—I (2 Л л:) 

képlet minden x £ ( 0 , 1 ) pontban érvényes, midőn s kielégíti a (*) feltételt. 
A q=oo esetre vonatkozólag vegyük figyelembe, hogy а cp(u), гр(и) 

függvények „konjugált" osztályokhoz való tartozásának kikötése pótolható ezzel 
a premisszával is: |<jp(«)| log+ |<p(«)| Ç 1(0,1), гр(и) £ ß (0 , l).49 Ha a > 0 és 
/ ( a ) ( ő ( 0 , 1 ) , ez utolsó feltétel-pár r~ 1 log( l / f ) $ 1(0 ,1) miatt kielégül q>(u) = 
= %(u), y(u)=f(x — u) vagy 9(W) = Qs(U), rp(u)=f(x — u) esetén, te-
hát (7.8) és (7.9) X£(0 ,1) , c r > 0 mellett is érvényes marad. — Végre a 
ç = l lehetőség, vagyis az / (л ) £ L(0, 1), o > l eset már a 2. §-ban elinté-
zést nyert. 

A (7.2)-höz fűződő megállapítások az imént nyert eredményekből, vala-
mint tételünk 1. részének utolsó mondatából folynak, kiegészítve azzal a tény-
nyel, hogy konjugált osztályokhoz tartozó függvények konvolúciója folytonos 
(Vő.47). 

3. Felvetjük az eddigiekkel összefüggő kérdést: mi a kapcsolat /м (х ) 
( 0 < S < L ) és az ún. WEYL-féle törtrendü integrál: 

со 

Ш = Г{в)~1 \ f ( x - t ) t 0 1 d t = 
0 

x 
(7.10) \ = Г (в)1 f / ( 0 (x — t)0'1 dt, (0 < в < 1) 

- СО 
1 

\f(t)dt = 0 
ь 

fogalma között? (fe{x) — mint ismeretes — általában csak m. m. x-re 
létezik.50) — E problémán kissé túlmenve, kimutatjuk a következőket: 

Й 

VII. tétel. Tegyük fel, hogy \f{x — f ) f ' l d t (Ocd^l) létezik egy 
о 

adott x £ (0,1 ), s = so = ob + /т0 (оь < 1 ) értékpárra. 

49 Vő. [58], 154, (V). — log4* I <p I \ч>\ > 1 esetén log |y|-t jelenti, különben pedig = 0 . 
so Vö. [58], 224. 
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Akkor a o0 < о < 1 sávban fennállnak az 

( 7 . 1 1 ) 
n=0 /м(х)=Г(а)-12 f(x-t)((m+ty-1-(m + xy-1)dt= 

l \ s ) \ f ( x - t ) ( r 1 - ( [ t ] + x y 1 ) d t 

előállítások.61 Speciálisan \f(t)dt = 0 esetén 

( 7 . 1 2 ) M x ) = / 6 ( x ) ( 0 < 0 0 < 0 < 1 ) , 

feltéve, hogy f e f x ) létezik. 
BIZONYÍTÁS . 1. Az V. tétel 1. feléből tudjuk, hogy a tett kikötés folyo-

mánya /[s](x) létezése a o > o q félsíkban és a (6.16) előállítás. 
(7.1 l)-et igazolandó, induljunk ki a a > 1, 0 < x ^ l , 0 < / ^ l mellett 

érvényes 
CD 

(7.13) £(S> t) - Ç(s, x) = 2 ((m + f)-—(m + x)-) 
m=0 

formulából. 
На о ш s > 0, |s| ^ ç, m Ш 2, írhatjuk: 

x — t Y 
/п + x j 

P 1 + p " 1 , P2 ( \ + ç - 1 ) ( \ + 2 p - 1 ) , 
(7. 14) 

I (m + 0" ' — (m + x)s I = (m + x) ' 1 - 1 

^ g m " 1 " 6 1 + 
m m- 2-3 

2 o m 

e becslés alapján (7.13) fennáll a r r > 0 félsíkban is, minthogy a baloldal 
s-nek egész függvénye. 

Egyúttal tehát 

(7. 15) 

s innen 

(7.16) 

Ш - Mx) = I f s y 1 2 (ím + С1 - (m + *Г') 
m=0 

( o < 1; 0 < x ^ 1, 1) 

f(x-t)(Mt)-&(x))dt = 

í 

= f/(* -1) ((m + 0s"1 ~(m + x)sl) dt (oo<o<\). 
m=0J 

О 
(A (7. 15) sor tagonkénti integrálása (7. 14)-re tekintettel nyilván megengedett.) 

51 Itt és az alábbiakban [/] a /-ben foglalt legnagyobb egész számot jelenti. 
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(7. 16) és а cr> öo mellett érvényes (6. 16) összekapcsolása a (7.11) alatti 
első előállítást szolgáltatja; a második ebből már következik, mivel 

1 m+l 
1/ (x - t) ((m +1)-1 - (m + x)s~l) dt = J f ( x - v) (Vs-1 - ( M + X)8-1) dv 

0 m 

( /72= 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Végül, ha /(22) (0, l )-re vonatkozó integrálközepe eltűnik és (7.11 )-et 
So = Oo, s = 6, 0<во<в<\ mellett alkalmazzuk, nyerjük: 

1 

(7 .17) Ае](х) = Г ( в у 1 2 \ f ( x - t ) ( m + t)0,dt=Mxy 
m=0 J 

0 

tételünk premisszája szerint (7 .17) fennáll, ha az 

1 

(7 .18) f / ( * - 0 3 * „ ( 0 ^ = A ( * ) 
0 

integrál létezik. 

4. А VI. és VII. tételre vonatkozólag kiemelendőnek tartunk néhány 
észrevételt. 

Először is figyelmet érdemel, hogy а VI. tétel 2. része szorosan össze-
köt egymással két, előzőleg más-más helyen nyert eredményt, ti., hogy 1. / и ( х ) 

i 
minden x-re létezik és egyenlő az | / ( x — 0 [ 3 » ( 0 — integrállal, ha 

0 
/(22) £ L(0,1) és о > 1 (vö. (2. 12)); továbbá , hogy 2. ugyanez áll f(u) £ B(0,1) 
és a > 0 mellett (vö. V. tétel, 1. korollárium, d = l). А VI. tételben felhasznált 
Lq(0,1) osztályok mintegy hidat alkotnak 1 ( 0 , 1 ) és B(0,1) között. 

Ami (7. l l ) - e t illeti, ez úgy tekinthető, mint a WEYL-féle formuláknak 
komplex s rendszámok és tetszőleges L-integrálható, periodikus /(72) függvé-

1 
nyek esetére való kiterjesztése; ha \ f ( t ) dt фО, a (7. l l ) -be l i sor és integrál 

5 
konvergenciáját csupán a „járulékos" (m .+ x)»"1, ill. ([f] + x)s_1 tag biztosítja, 
melyeknek fellépése a (7 .2) integrál 3«(*) tagjára vezethető vissza. 

Mivel f(u) = — 1 mellett a szóban forgó előállítások a 

(7 .19) t f a D - g ^ + ^ - f r + i ^ r " ' - ) 

CO 

(7 .20) £ ( 5 , И ) = / ( ( И + И ) " - / - ) < И 
о 

(О < a < 1) 
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képleteket52 szolgáltatják, (7 .11) egyúttal ezeknek is általánosítása; különben 
( 7 . 2 0 ) speciális esete (w = l ) : 

œ со 

( 7 . 2 1 ) Ç ( S ) = F ( ( [ F ] + I R - R S ) Û R / = S J ( M - O R E - 1
I / I ( 0 < О < 1 ) , 

Ö о 

azaz a RiEMANN-féle zetafüggvény legegyszerűbb integrálelőállítása a kritikus 
sávban. 5 3 

II. RÉSZ. W(s) = / M ( x ) SZINGULARITÁSAINAK HELYZETÉRŐL; 
ANALITIKUS FOLYTATÁS AZ EGÉSZ SÍKRA. 

HOLOMORF-FÜGGVÉNY ESETE 

8. § . Ki ter jesz tés az s - s íkbe l i l e g k ö z e l e b b i s z ingu lar i tá sok ig 
ha tványsorba f e j t é s se l 

1. / м ( х ) ( о > 1 ) analitikus folytatásának eddig felhasznált módjai általá-
ban nem nyújtanak felvilágosítást a kiterjesztés természetes akadályainak, az 
s-síkbeli szingularitásoknak helyzetéről: ismeretes például, hogy egy közön-
séges D I R I C H L E T - s o r konvergencia-, (C, A)- vagy (A)-szummabilitási félsíkjá-
nak határán vagy ehhez tetszőlegesen közel általában nincs az összegnek, ill. 
a megfelelő szummának szinguláris helye.54 Minthogy viszont egy hatványsor 
konvergenciakörével kapcsolatban más a helyzet, ti. ennek határán az összeg-
függvény nem lehet mindenütt reguláris, kínálkozik VE(s)=/[S](x) vagy egy 
alkalmas „rokon-függvény" hatványsorba fejtésének felhasználása. 

E tekintetben főleg a IV. tétel 2. feléből folyó azon észrevételre támasz-
1 

kódunk, hogy az / [ s j(x) ( a > 1) Ws-integrálból és a s i n í r s - | / ( x — t ) f ldt 
о 

( o > l ) szorzatból s-síkbeli analitikus folytatással származó teljes analitikus 
függvényeknek pontosan ugyanazok a szingularitásai; az említett szorzatot 
TAYLOR-sorba fejtve, nemcsak a Ws-limeszeknek bizonyos ú j (egy körlemez-
ben érvényes) előállítását nyerjük, hanem egyúttal meghatározható az együtt-
hatók segítségével W ( s ) = / [ s ] ( x ) szingularitás-eloszlásának két jellemző adata : 
W(s) „regularitási abszcisszája" és bármely a > 1 félsíkbeli So ponthoz tartozó 

Vö. pl. [33], 262. 
L. pl. [53], 14. 

5 4 L A N D A U egy tétele szerint mindenesetre kivételt jelent az a speciális eset, midőn 
az összes együtthatók pozitívok. 
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„regularitási sugara". — Hangsúlyozzuk, hogy mind itt, mind a következő 
fejezetben /(«)-ra vonatkozólag csak az állandó „minimális" kikötésekkel 
(L-integrálhatóság, 1 szerinti periodicitás) élünk. 

2. Legyen G(s) egy So = o0 + i r 0 pontban analitikus függvény. Tekintsük 
azon | s— SoI < (>* körbelsők sugarainak R(so) felső határát, melyekben G(s) 
reguláris; P(so)-t G(s) s.rhoz tartozó regularitási sugarának fogjuk hívni. Ha 
G(s) reguláris egy o > r j > — °o félsikban, akkor analóg módon képezhetjük 
azon o* abszcisszák S alsó határát, melyekre G(s) a o>o* félsíkban holo-
morf; ennek neve: G(s) regularitási abszcisszája.55 — A z értelmezésből azon-
nal látható, hogy ha R(sj) véges, akkor G(s)-nek legalább egy szinguláris 
helye van az |s — So| = P(s0) körön; így R(s0) az s0-hoz legközelebbi (egy 
vagy több) szinguláris helynek So-tól való távolságát jelenti. Hasonlóképpen : 
ha © > — °o, akkor vagy a o = © egyenesen, vagy ettől tetszőlegesen kis 
távolságra található G(s)-nek szinguláris helye; pontosabban: © a szinguláris 
helyek abszcisszáinak felső határa. 

Mivel a CAUCHY—TAYLOR-féle kifejtési tétel szerint R(so) megegyezik 
G(s) so-hoz tartozó TAYLOR-sorának konvergencia-sugarával, a CAUCHY— 

HADAMARD-formula alapján közvetlenül nyerjük: 

3. Szükségünk lesz még a © és R(s0) közötti kapcsolatot mutató követ-
kező segédtételre: 

4 . LEMMA. На G (s) holomorf egy o> /] > — <*> félsíkban, akkor regula-
ritási abszcisszájára fennáll a 

BIZONYÍTÁS. Amennyiben G(s) egész függvény, akkor R(s)= + СЮ min-
den s-re és (8.2) a triviális © = — <*> képletbe megy át; tegyük fel, hogy 
G(s)-nek van legalább egy (végesben fekvő) szinguláris helye. 

Ez esetben U = o0—inf R(s) szükségkép véges és ^ g Mivel az 

U < о s Ou sáv minden pontja belefoglalható egy |s — s' | < R(s') (s' = o., + iт) 
körbelsöbe, azért itt s egyúttal a teljes a > U félsíkban G(s) reguláris. Más-
felől tudjuk, hogy bármely |s — s' | = P(s ' ) körön kell, hogy legyen G(s)-nek 
szinguláris helye, következőleg ugyanez állítható egy ilyen kör a0 — R(s') si 
ê f f ^ f sávban eső részéről is. Továbbá U = sup [a0 — /?(s)] folytán akár-

(8.1) 

(8.2) = ob— inf R(s) (o0 > g) 

előállítás. 

55 Az utóbbi a DiRicHLET-sorok elméletéből ismert (vö. ( 5 . 1 6 ) ) . 
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milyen kis pozitív í-hoz található a o = o0 egyenesnek oly s' pontja, melyre 
U—s<Oo — R{s')^U. —- Mindent egybevetve látjuk: esetünkben G(s)-nek 
bármely U — s < o ^ U ( « > 0 ) sávban van, a o > U félsíkban pedig nincs 
szinguláris helye; eszerint U nem más, mint G(s) szingularitás-abszcisszái-
nak felső határa, azaz <5. 

4. Nehézség nélkül adódik mármost a 

VIII. tétel. Legyen So = o0 + i то a o> 1 félsíknak egy tetszőleges pontja. 
1. f{u) Ws-limitálható bármely u — x helyen |s — So | < qSo mellett, ahol 

г 

çs = o.s(x) = lim I -—г I Ql'(x) J 

(8.3) 

v\ 
1 

q: = QHx) = -±r \ f { x - t ) f Y"\\ogt+i^)v-e-in\\ogt-i^y\dt 

( r = 0, 1,2, . . . ) ; 

továbbá érvényes az 
1 1 

M X ) = nlr(\-s) QZ(x) +\f(x-tMt)dt-Mx)\f(t)dt 
о 0 

( | s —So[<pSo) 
előállítás. 

2. W(s)=f\sfx)-nek So-hoz tartozó regularitási sugara a (8. 3)-mal meg-
adott Çs0 = Çs0(x) érték, regularitási abszcisszája pedig: 

(8.5) £2 — Oo— inf q ^ . « 

(8.4) 

-m<T<co 
1 

BIZONYÍTÁS . 1. Minthogy A o ( s ; / , x ) = ) f ( x — t)f dt függvény s-
ö 

szerinti deriváltjai а о > 1 félsíkban (6. 2) szerint képezhetők (vö. 3. lemma, 
2.), a V(s; f , x) = sin ns-u(s; / , x) szorzatnak egy So=<?o + fTo ( a 0 > l ) pont-
hoz tartozó TAYLOR-együtthatói a LEiBNiz-szabály alapján: 

1 

= É f l ) ^ s i n + •k y ) •• \f{-x - ^ V~kdt=V\ q:° 
(8.6) 

( r = 0, 1,2, . . . ) . 

56 Megjegyezzük, hogy a definícióból folyóan bármely /(u)-ra Û Y 1 ; ezenkívül min-
denesetre ü i i max (m, ш) (vö. (5. 16)). 
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A CAUCHY—HADAMARD-formula szer int a megfelelő 

( 8 . 7 ) v ( s ; / , * ) = Í X - ( s - s o r 
r=0 

kifejtés konvergenc ia - sugara 
_ 1 

( 8 . 8 ) oSo = P s o ( x ) = H m " 

lévén, az | s—So| < pSo körnek a o > l fé ls íkba eső részében mindenese t re (vö. 
(6 .14 ) , (6. 15), (8. 6), (8. 7)) 

(8. 9) 
I / ( * - О [ 3 . ( 0 - & ( * ) ] dt = Щ x) + лг'ГО-s) sin ns-x)(s;f,x) = 
b 

= Щ x) + я - 1 Г( 1 - s) 2 (S - So)", 
r=0 vi 

ahol 
1 1 

( 8 . 1 0 ) Л ( / , x) = | 7 ( x - 0 8 , ( 0 dt - Ss(x) \ f { t ) dt. 
ô о 

De h i f , x) s -nek egész függvénye , a (8. 9) alatti utolsó t ag ped ig r e g u -
láris az So középpontú , (8. 8) sugarú kör belse jében, úgyhogy (8. 9)-ből folyik 

/[S](x) létezése a szóban forgó teljes kör lemezben, valamint ( 8 . 4 ) . 

2. Az állítás másod ik részét — tekintettel a IV. tétel 2. felére — ( 8 . 1 ) -
nek és (8. 2) -nek V(s) == V(s; / , x)-re való a lkalmazásával kap juk . 

5 . A qs(x) regulari tási sugárra l kapcso la tban emlí tésre érdemes, hogy 
Q l ( x ) legegyszerűbb, (8 .3 ) -be l i in tegrá l -a lakján kívül b izonyos ese tekben 
hasznos lehet a 

( 8 . 1 1 ) Qvs (x) = Z \ k ) rt sin ( я 5 + к y j • q V (x) 

összeg-a lak is, melyben 
1 m 

(8. 12) q: = qT(x) = \ f{x-1) Г 1 (log t)mdt = ( - 1 )m | umf{x-eu) e~m du 
ö ft 

(m = 0, 1 ,2 , . . . ) 

(vö. (8 .6 ) ) . — Ez a helyzet nyilván, va lahányszor a ( 8 . 1 2 ) LAPLACE-transz-
formál tak kiszámíthatók, vagy lega lább asz impto t ikus v ise lkedésük (m —• <*> 
mellett) meghatározható.6 7 

V ö . p l . [7], I. k ö t e t , 4 5 — 5 2 . 
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Hadd illusztráljuk Qs(x) kétféle kifejezésének felhasználását egy-egy 
könnyű példán! 

1. Tegyük fel, hogy f(u) korlátos: \f(u)\^K a [0,1] intervallumban. 
Akkor (8. 3)-ból 

IQ2+KI ^ Ke"l''Jt(Ilog íj -f- n)vdt = 
0 

со 

= 1*1ОГ fe-"uvdu < Ke"(M+2)2' 
2л 

innen pedig 

(8.13) ( — 0 0 < T < o o ) 

és (8. 5) szerint 

( 8 . 1 4 ) Í2 =i 0 . 

Kimondhatjuk tehát: f(u)£B(0,1) mellett W ( s ) = / w ( x ) minden x-re 
(létezik és) reguláris58 legalább a o > 0 félsíkban. (Vö. V. tétel, 1. korollá-
rium, d = l eset; VI. tétel, 2. rész; q = o o eset.) 

2. Legyen и adott komplex szám, melyre 9í(.m) > — 1 , x £ ( 0 , 1 ) rögzített 
érték és válasszuk /(«)-nak azt az 1 szerint periodikus függvényt, mely 
0 = u = 1, и ф х mellett megegyezik (x — u)p-vel. (Itt és az alábbiakban min-
den hatványnak a főértéke veendő.) 

Egyszerű számolás mutatja, hogy esetünkben 
1 

(8. 15) { 

quiv(x) = I r1+"(log t)vdt=(— 1 )"í du = 
b 0 

- ^ ; U ( r = 0 , 1 , 2, . . . ) 
( (р + 2 + «У 

és (8. 11) alapján 

Q2+Ù (x) = 

( 8 . 1 6 ) 
, , J Olli J V уь j С/ / , \ XI /гл . < \ » 

(f* + 2 + /- t) I " = R - > ( 2 5 í + 1 ) ! 

- b / s h y r T ( — 1 ) 

< = ш +1 

х ( я г ( ^ + 2 + гт)) 2" 
( 2 * ) ! 

58 Mint tudjuk, /[s](x)-nek az s-sik egy nyílt tartományában való létezése és regulari-
tása ugyanazt jelenti. 
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De akkor a 2 + / т ponthoz tartozó regularitási sugár: 
i 

(8. 17) í»2+il 

a regularitási abszcissza pedig: 
i — 9t (ft), ha р ф 0 , 1 , 2 , . . . , 

(8.18) Í2 = 2 — inf p 2 + i I = .... 
4 ' -CO<K+CO ( — 0 0 , midőn в nem-negativ egesz szam. 

Szavakba foglalva: függvényünk az előírt x helyen minden s-re Ws-
limitálható, ha fi = 0,1, 2, . . . ; különben UÁ-limitálható o > — mellett, 
és a o = — 3í(/() egyenesen vagy legalább minden — Щр) — s < о ш — tH(p) 
(s > 0) sávban található szinguláris hely. 

Az utolsó megállapítás azonnal élesíthető (8.17) alapján. Innen kitűnik 
ui., hogy nem-egész p mellett bármely | s—(2 + /т ) | = £>2+iI ( — < т < œ ) 
kör átmegy az s = — p ponton, amiből következik: e pont mindenesetre szin-
guláris hely, továbbá [(x — «)"][,,](x) létezik és) reguláris az s-síknak a Т = — 3 ( A ) 
(о g — S R , « ) ) félegyenes „kihasítása" után megmaradó részében. 

Példánknál azonban még e félegyenes pontjainak jellege is teljesen tisz-

(8.19) [(x — «ÉJpi (x) = r(s)'\s + A) 1 — 3»(x)(A + 1 ) 1 + J t"h(t)dt 

minden oly s-re, ahol a jobboldali első tag reguláris. Eszerint az [(x — «У]м(х) 
(9l(p)> — 1) lEs-limesznek egyáltalán nincs szinguláris helye az s-síkban, ha 
p sg 0 egész szám és s = — p az egyetlen szinguláris pont, midőn fi nem-
egész; az utóbbi esetben s = — p elsőrendű pólus /'(—A) 1 reziduummal, 
úgyhogy itt [(x — Ü)"][S](x) biztosan nem létezik. 

Mint látjuk, (8.19) újabb példát szolgáltat oly UA-Hmeszre, melynek az 
s-sík valamely pontja izolált szinguláris helye. (Vö. (4.11) ) 

9. §. További analitikus folytatás Borel-, Le Roy-, Lindelöf-, Mittag— 
Leffler-szummációval; / ( s , x) és / (s , x) fő csil lagtartományának 

meghatározása Riesz Marcell módszerével 

1. Minthogy (8.4) érvényességi körének határa, a qSo regularitási sugár-
ral rajzolt |s — SoI = Çs0 kör általában nem természetes határa a sor V(s) = 
= V(s; / , x) összegfüggvényének, tehát egyúttal W(s) = / м (х)-пек, felvetődik 

tázható azon szerencsés körülmény 

integrált ki tudjuk számítani. — Valóban írhatjuk: 
о 

0 
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az említett körön túl való analitikus folytatás s az s-síkbeli esetleges többi 
szingularitások vizsgálatának problémája. 

Mindenekelőtt emlékeztetünk arra, hogy hatványsorral definiált függvé-
nyeknek a konvergenciakörön túl való analitikus kiterjesztése a legegyszerűbb-
ben bizonyos szummációs eljárásokkal valósítható meg, melyek közül a leg-
fontosabb a B O R E L - , L E R O Y - , L I N D E L Ö F - és MITTAG—LEFFLER - fé le módszer. 

оз 
Egy Z Ai sor szóban forgó (B)-, (R)-, (L)-, ill. (M)-szummájának értelme-

zését rendre a 
• (В) оэ Г со »»i \ со 

2 Ж = lim [e^Zttm—T = lim ho+ Z 0 — е^Ет)К 
(9.1) 

(9.2) 

»i=0 £-*+co V »i=0 ÍTll J L »1=1 
m »i-l f̂c 

Hm —— hk , Em N ~7"T , 
k=0 k=0 к I 

(R) со .. Г(\+гт) . 
Л Л т = lim —- j — - h m , 

m=0 r-*l-0 m ! 

(L) œ 

(9 .3) 2 > m = lim \ h 0 À - Z m - ô m h 
m=0 6-* + 0 ' 

» I I } 

(M) со CD 

(9. 4) Z h m = Hm Z Д 1 + drny'hm 
»1=0 <5-* + 0 »1=0 

képletek szolgáltatják; a jobboldali soroknak § > 0 , 0 < r g l , ül- à > 0 mellett 
való konvergenciája előzetes kikötés.59 

00 
Mint ismeretes, egy véges konvergencia-sugarú Z А»(г — z0)m = P(z) 

m—l) 
hatványsor esetében a megfelelő szummabilitási tartományok a következők: 
1. (9. l)-nél P(z)-nek zo-ra vonatkozó ún. Borel-poligon\a, vagyis mindazon 
zo-t tartalmazó nyílt félsíkoknak a közös része, melyeknek határegyenese át-
megy P(z)-nek valamelyik, a konvergenciakörön fekvő Z szinguláris helyén 
és merőleges a z0Z vektorra; 2. (9.2)—(9.4)-nél viszont P(z)-nek z0-ra 
vonatkozó ún. Mittag—Leffler-féle csillagtartománya, ami a teljes z-síkból 
úgy áll elő, hogy bármely Z szinguláris hellyel együtt elhagyjuk belőle a 
ZoZ vektornak Z-n túli meghosszabbítását is.60 

59 Vö. [15], 77—80; (9. 2)-vel kapcsolatban I. még [20], 490—491. 
oo 

60 így pl. a Z z M ~ 0 — z ) Ч И < В geometriai sor 0-hoz tartozó M I T T A G — L E F F L E R -

m=0 

féle csillagtartománya a valós tengely [1, cx) intervalluma mentén felhasított z-sík. 

6 III. Osztály Közleményei X/2 
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2. E fogalmakat, valamint a (9.1) —(9.4) eljárások elméletének fő-
tételeit61 a (8.4) sorra alkalmazva, s újra támaszkodva a IV. tétel 2. felének 
utolsó megállapítására, a VIII. tétel alapján nyerjük: 

IX. tétel. 1. Jelöljük П-vel /и(х) s-beli Borel-poligonját egy s0 = o0 + ir0 

(oo>l) pontra vonatkozólag. 
f(u) Wa-limitálható az u = x helyen s £ 11 mellett, mégpedig 

(B) œ / y 
/м (*)= 71 T(1 s) • + 

(9 .5) "=° V l 

1 1 
+ \ f { x - t ) h ( t ) d t - U x ) \ f ( t ) d t , 

о b 
ahol Qs0 jelentése ugyanaz, mint (8. 2>)-ban. 

Speciálisan: ha f[s](x)-nek csak egyetlen Si = ai + in (oi Ш 1) szinguláris 
helye van, akkor (9. 5) fennáll а о >Í2 félsíkban. 

2. Helyettesítsük a (9. 5)-beli (B)-szummát rendre a megfelelő (R)-, (L)-
vagy (Щ-szummával. — Az így kapott előállítások érvényesek minden olyan 
s-re, mely f[Sjx)-nek so-ra vonatkozó 2 Mittag—Leff 1er-féle csillagtartományá-
ban fekszik. 

3. A szóban forgó (B)-, ill. (R)-, (L)-, (Щ-szummák egyszersmind egyen-
letesen is léteznek a megfelelő szummabilitási tartomány, azaz П, ill. 2 bár-
mely korlátos zárt résztartományában. 

3 . RIESZ MARCELLnek egy nevezetes, 1 9 1 2 - b e n közölt dolgozatában ( [ 4 7 ] ) 

sikerült a MITTAG—LEFFLER-módszert 

œ 
(9. 6) 2 Amel'»s(0 sg JLm< Ят+1; lm -> 

típusú (általánosított) DIRICHLET-sorokra is átvinnie; az általa megadott eljárás 
— melyet MITTAG—LEFFLER—RiESz-féle, röviden (MR)-szummációnak fogunk 
nevezni — a következő szumma-definíciót használja: 

(MR) ш œ 

(9. 7) A,„e^mS = lim 2 Д 1 + • A m e ^ s . 
»1=0 ő->- + 0 m=0 

((9. 7) lm = m esetén egy hatványsor (M)-szummájába megy át.) 
Az említett RiESZ-féle eredmények lehetővé teszik, hogy — bármely adott 

f(u) függvény és x hely esetében — meghatározzuk f(s, x)-nek és f(s, x)-nek 
(vö. (4.2) — (4.4)) legnagyobb abszcisszájú szinguláris helyét az s-sík egy 

81 Vö. [15], 187—191. 
eä Vö. (8. 5) és (8. 18). 
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tetszőleges т = т0 „vízszintes" egyenesén, tehát egyúttal e függvények ún. 
fő csillagtartományát. Az utóbbiak — mint tudjuk — f(s, x), ill. f(s, x) 
szingularitás-halmázából úgy képezendők, hogy minden ê szinguláris hellyel 
együtt „eltávolítjuk" az s-síkból az á-böl — oo-be vezető vízszintes félegye-
nest is. 

4. Célszerű rövid jelölést bevezetnünk 3 S ( u ) , f ( s , x ) és f(s, x) „(MR)-
transzformáltja" számára: 

со 2 c o s 2плх-
(9. 8) ms(x, Ô) = £ Г(1 + d log n)'1 

л s 

(2 пл)" 

(9. 9) F(s, x,ô) = ±Г( 1 + d log л ) 1 - ^ , 
«=i (2 л Л) 

(9.10) F(s, х,д) = ± ГЦ + d log л)-1 ; 
«=i (2 л л) 

egyszerű becslések alapján belátható, hogy a (9. 8)—(9.10) sorok minden s-re 
konvergensek s így mindhárom összeg s-nek egész függvénye, bármely rög-
zített x 6 (0 ,1 ) és d > 0 mellett. 

Jelöljük továbbá co(-r0)-val azon o* abszcisszák alsó határát, melyekre 
f{s,x) reguláris az s = o-\-/т0 (o>o*) félegyenes mentén és legyen (о(т0) 
jelentése analóg f(s, x)-re vonatkozólag (Vö. (5. 16) és 8. §. 2.). 

X. tétel. 1. Fennállnak az 
# 

(9.11) ш ( т 0 ) = lim lim (dloglog| .F(—ст+/то> x, d)| — a), 
â-p+O O--P + 00 

(9.12) Ő»(T0)= lim lim (d log log |F (—a- f - f ro , x, d ) | — о ) 
d-F+O o-->+œ 

képletek, feltéve, hogy a jobboldali határértékek léteznek; ha valamelyik nem 
létezik, a megfelelő baloldali érték —oo-nek veendő. 

2. Jelöljük 2p-vel és 2,,-vel f(s,x), ill. f(s,x) fő csillagtartományát s 
írjuk: 2 , = 2,, П Év. 

Akkor /(«) Ws-limitálható az u = x helyen minden s £ 2 . mellett és 
WHimesze: 

(9.13) 

л;5
 ( M R ) ^ 2«„(x) . . л s (MR) Ä 2 b„ (x) J- / X -ÍJ X"1 ZLÍnlXI , . Л S XT' 

/[»] ( х ) = c o s 2 . , 2 
z. „=i (2пл) n=i (2пл) 

1 
lim í / ( x - О [ З Д d) - sDís(x, d)] dt. 

6« 
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Továbbá megadható valódi részhalmazainak egy { z / ' Ä ) } ( 0 < à < 1 ) 

rendszere úgy, hogy bármely pontja elegendő kis ő esetén Af>-hoz is hozzá-
tartozik és minden rögzített ô-ra s Ç Ajf> mellett érvényes az 

(9. 14) 

/ м ( х ) = I e " 'T,(x, <)\ v ) d v , 

1 
As(x, d;v) = f f(x — t) [2R.-Ílogr(t, ő)—log ÁX, ő)] dt 

b 
előállítás. 

3. (9. 13) és (9. 14) egyenletesen fennáll ill. Аф bármely korlátos, 
zárt résztartományában; (9.14) divergens Af' nyílt kiegészítő halmazában (a 
teljes s-sikra vonatkozólag). 

BIZONYÍTÁS. 1 ° m(ТП) és Ш ( Т 0 ) előállítása közvetlenül következik RIESZ 

MARCELL idézett dolgozatának bizonyos eredményeiből03 s abból a tényből, 
hogy (2тг)' O-hely nélküli egész függvény. 

2° Figyelembe véve a,,(x) és bn(x) jelentését (vö. (2.9), (2.1)) s fel-
cserélve az összegezés és integrálás sorrendjét (ami esetünkben nyilván meg-
engedett), nyerjük: 

cos • F(s, x, ő) + sin-^—~ • F(s, x, ő) 

(9. 15) 
= f / ( x - о [ З д ő) - ms(x, ő)] dt-, 

innen [47] II. tétele alapján folyik (9.13) érvényessége mellett, az 
egyenletes konvergenciára vonatkozó állítással együtt. 

Ami (9.14)-et és tételünk 3. részének (9.14)-gyel kapcsolatos megálla-
pításait illeti, ezek (9.15) felhasználásával [47] 1. tételéből adódnak. (Vö. 03). 

5. Megjegyzendő, hogy a fentiekben előforduló Aj>\0<c)'<l) tartományt 
a következőképpen kapjuk meg:M Tekintjük f(s,x) és f(s, x) szingularitásai-
nak egyesített halmazát az s-síkban és mindenegyes So = o0 -f- fто szinguláris 

pontból kiindulólag meghúzzuk а о — g 0 = d l o g c o s 7 ^.7"> l T — T o | < ó ' 4 y 

feltételekkel jellemzett „kétágú" görbét. (Ez — mint könnyen látható — a 
e rcob félsíkban fekszik, szimmetrikus а т = т0 , a < a 0 félegyenesre vo-
natkozólag, s ennek mindkét oldalán levő (végtelen) ága az említett 

63 L. [47], 264—266; különösen: (46), 266. o. 
64 Vö. még a konvergencia-alaptartomány értelmezését: [47], 257. 
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félegyeneshez „tart", midőn d—<- + 0.) Amennyiben az összes így keletkező 

o — g n < d l o g c o s T ^ r° | | r — T 0 | < d - ^ j tartományok pontjait elhagyjuk 

pontjai közül, előáll JjfK 
Végül megemlítjük, hogy (9.11) — (9.12) természetesen meghatározza 

az co,d) regularitási abszcisszák pontos értékét is, ti. 
со = sup со (т), 

-œ<i:<œ 

с о = sup с5(т). 
-œ<T<co 

10. §. A Cauchy-féle integrálformulák közös általánosítása. 
Generalizált Taylor-sor, Laurent-sor 

1. Ha /[.,](x)-et teljes általánosságban vizsgáljuk, azaz / («)-ra nézve 
semmiféle külön megszorítást nem teszünk, akkor a X. tételen túlmenően 
nyilván nem remélhetünk lényeges adalékokat Ws-Iimeszek s-síkbeli szingula-
ritásaira, ill. egzisztencia-tartományára vonatkozólag; /[.,](x)-nek ^ - b a n való 
tényleges kiszámítása is többféle módon lehetséges az eddigiek alapján. 

Viszont szemlátomást nem érdektelen oly függvényosztály keresése, mely-
nél W(s)=/[S](x) egyrészt teljesen szingalaritásmentes, másrészt közvetlenül, 
minden s-re érvényes (lehetőleg egyszerű) képlet segítségével megadható. — 
Ez a helyzet — mint most megmutatjuk —, ha / ( « ) értelmezése az adott x 
hely környezetében a független változó komplex értékeire is kiterjeszthető úgy, 
hogy a nyert függvény x-ben reguláris. 

2. Legyen w = u + iv komplex változó, 0 < x < l , 0 < d ^ l ; jelöljünk 
továbbá (Sí-lel egy olyan iv-síkbeli, pozitív irányítású zárt utat,135 mely belsejé-
ben tartalmazza az «-tengely (x — d, x] intervallumát és átmegy ennek bal-
oldali végpontján. 

XI. tétel. Ha f(w) az x pontban és ennek egy Ex környezetében w-nek 
differenciálható függvénye, akkor /(«) az u = x helyen minden s-re Ws-
limitálható, nevezetesen 

(10. 1) / м ( х ) = Г (
2 ' ~ S ) \f(w) (w - x)s l dw + h ( f , x, d) ;66 

ег 
itt (w — x)s 1 főértéket jelent és (2iCzEx. 

65 Út : folytonos, rekt i f ikálható JoRDAN-görbe. 
88 Vö. (6. 15). — Az s = 1, 2 , 3 , . . . értékekre a jobboldali első tag a megfelelő (min-

denesetre létező) határértékekkel pótolandó. 

(9. 16) 
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BIZONYÍTÁS . Legyen előbb a > 1 és induljunk ki az 
à 

(10. 2) 
/ w W - w , 4 = w 1 í / ( x - o / s l dt= 

0 
x 

= r(s)-1\f(u)(x-uy-1du 

formulából (vö. (6.20)). 
Kössük össze az x — ö pontot és az (x, 1) szakasznak egy x-j-p pontját 

egy-egy (Sí belsejében futó és a t ; > 0 , ill. v < 0 félsíkban fekvő úttal; a 
keletkező, pozitív irányítással ellátott zárt görbét Ge-val jelölve, a C A U C H Y -

féle alaptétel szerint írhatjuk 

j / ( w ) (ív — X)" 1 dw = j / ( w ) (ív — x ) 1 dw, 
ißi) (éi) 

minthogy /(iv) a feltevés alapján Qi mentén és ezen belül, (iv — x)s_1 pedig 
az и ^ x, V = 0 félegyenes mentén felhasított egész w-síkban holomorf. Innen 
folyik, hogy egyúttal 

j7( iv)(w —x) s "Vw = (f> f(w)(w — x)s-1dw + 
( е г ) \w -x \=q 

(10. 3) 

+ í /(») [(w - x)3:1 -(IV-X)V] dw, 
x-ö 

ahol (|) pozitív irányítással képezett körintegrál és ( i v — х ) ± х = — |w—x| s _ Ie± m s . 
Ha még (10. 3) utolsó tagjában iv helyett bevezetjük az и (valós) változót, 

majd figyelembe vesszük, hogy az előző tag abszolút értéke nem lehet 
nagyobb, mint ел|7' max | / ( w ) j , p - * + 0 határátmenet alkalmazásával 

I w-X I =(> 
arra jutunk, hogy 

X 

(10. 4) I f(w) (ív — x)s_1 dw = 2i sin res j / (« ) (x — u)3'1 du (о > 1) 
(бг) 

vagy (vö. (3. 5)) 
X 

(10. 5) ris)1 j m (x - « Г 1 du = j f(w) ( i v - х Г 1 r/w. 

(б,) 

Vegyük észre, hogy a jobboldali vonalintegrál — ismert általános tételek 
alapján — minden s-re létezik és s-nek holomorf függvénye67, továbbá az 

67 Ennek különben a direkt igazolása is egyszerű: vö. (6.3)—(6.4). 
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s = l , 2 , . . . pontokban az alaptétel szerint eltűnik. így ennek Г( 1—s)-szerese 
szintén egész függvény, tehát a (10.5)-ből és (10.2)-ből következő (10.1) 
képlet az egész s-síkon érvényes. Qu. e. d. 

3. Legyen (10. l)-ben s = —p (p = 0 , 1 , 2 , . . . ) . Mivel L p ( f , x, d) = 0 
(vö. (6.23)), továbbá / (« ) x-beli regularitása miatt f ^ v j ( x ) = / ( P V ) (vö. 
(6. 18)), kapjuk: 

( 1 0 . 6 ) r w _ 2 4 J _ m _ í u , ( p - 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

(fii) 

Eszerint (10.1) úgy tekinthető, mint a (10. 6) alatti CAUCHY-/e/e integrál-
formulák közös általánosítása; egyúttal adva van az a könnyen kielégíthető 
igény, hogy /[S](x) értelmezését a független változó komplex értékeire is ki-
terjesszük. 

03 
Valóban, rögzített z=x + i'y (x > 0 , y ^ O ) mellett Ç(s, z)-t a 2 ( m + z ) " 

m=0 
(ст>1) sorból68 s-re vonatkozó analitikus folytatással származtatva, az alap-
vető integrálelőállítások és legfontosabb tulajdonságok érvényben maradnak69; 
a megfelelő 3X2) = f ( s ) 1 £ 0 — s , z) ismét s-nek egész, z-nek 1 szerint perio-
dikus, a 0 < x < 1 sávban differenciálható függvénye és (vö. (3. 6)) 

(10.7) - J L . 3 s ( * ) = = & - i ( 4 (o < x < í ). 

Ha mármost megállapodunk abban, hogy 

1 

(10. 8) / w ( z ) = f f ( z -1) 3 , ( 0 - 3X2)] dt (0 < x < 1 ; a iË 1), 
о 

ahol f(u + iy) £ L(0, l)70, f(w+ l ) = / ( i v ) , akkora W,-limeszek 4. §-beli álta-
lános definíciója és a 6. § eredményei mind közvetlenül átvihetők, s a fenti 
meggondolás mutatja, hogy s f = 1,2, . . . mellett ((ív — z)5"1 főértékéthasználva): 

( 1 0 . 9 ) < 

m - s ) 

te,) 
/ м ( 2 ) = I m { w - z ) S ~ l d w + z > ö ) ' 

1 

Щ, Z, ő ) = j / ( z - 0 [ 1 , ( 0 - 3 , ( 2 ) ] dt + r ( s ) - x \ f ( z - t ) f - l d t , 

os Itt ( m + z)'s főértéke veendő. 
00 Vö. pl. [56], 265. — A HuRwiTz-formula azonban nem-valós и esetén érvényét veszti, 
то Azaz í t ( / ( u -j- iy)) és 3 ( / ( u + iy)) 0 < u< l-ben egyaránt /.-integrálható. 
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amennyiben <2г egy olyan pozitív körüljárású, a z — ô ponton átmenő és a 
(z — d, z] egyenes-szakaszt belsejében tartalmazó zárt út, melyen belül f(w) 
holomorf, magán (2i-en pedig legalább belülről folytonos.71 s = v (v= 1, 2 , . . . ) 
esetén a P (1 — s)-et tartalmazó tag a megfelelő (s—*r határátmenetliez tartozó) 
limesszel helyettesítendő. — Célszerű még kikötnünk, hogy (fix S-re) /M(Z) 
is legyen 1 szerint periodikus, továbbá f[*\(iy) jelentse / и ( г ) Hmeszét z-+iy 
mellett, feltéve, hogy az utóbbi létezik. 

4. Kézenfekvő a kérdés: mi következik f(w) regularitásából /[S](z)-re mint 
z függvényére nézve? — Az természetesen s=/= 0, —1, —2, . . . mellett nem 
várható, hogy /(iv)-nek egyetlen (0 < и < 1 sávbeli) pontban holomorf volta 
már maga után vonja /[s](z)-nek ugyanitt való regularitását, hiszen Is(f,z,ö) 
nemcsak egy helyen és ennek közelében felvett függvényértékektől függ.7 2 

Szükségünk van f(w) holomorfiájára legalább egy „vízszintes" egyenesdarab 
mentén. 

Mindenekelőtt bevezetünk egy fogalmat: nevezzük f(w) egy v — yQ 

egyenes körüli holomorfia-sáv szélességének azon rj + 0 számok felső határát, 
melyekre f(w) a \v — fo| = sávban holomorf. 

XII. tétel. Legyen s tetszőlegesen előírt komplex szám és tegyük fel, 
hogy f ( w ) egy [iyo> 1 ++>) (jAi^O) egyenesszakasz minden pontjában reguláris.73 

1. Akkor f[S\(z) bármely z у (iy0, 1 + iyj) helyen akárhányszor differen-
ciálható és 

(10. 10) =/[ , - , . , (г) (v = 1 , 2 ) . . . ) . 

i 
Amennyiben még (*) | f(a + iyj) du = 0, akkor (10.10) a z = iy„, z= 1 + iy» 

ö 
végpontokban is fennáll. 

2. (*) teljesülése esetén / и ( г ) minden z У [iy0, 1 + i y j pont körül Taylor-
sorba fejthető: 

(10.11 ) / м (z+Jz)=Z 
r=D v ! 

(10.11) érvényes \Jz\ < ЕУо mellett, ahol =.Va az f(w) függvény v = y<, körüli 
holomorfia-sávszélességét jelöli. 

* 71 Mint CECH , КАМКЕ és mások vizsgálatai óta ismeretes, a CAucHY-féle alaptétel ezen 
enyhébb premissza mellett is érvényes. (Vö. pl. [1], 122.) 

72 Ha s= - p (p = 0,1,...), akkor I _ p ( f , z, <5)ee0 folytán / [ s ](z) = f ( p \ z ) (vö. (10.6)), 
tehát a 11/,-limesz „lokális" jellegűvé válik. 

73 f ( .w) 1-periódusú voltát — mint állandó kikötést — a tételek megfogalmazásában 
ezután sem említjük. 
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3. Az utolsó sor Cy,s(z)=fis-r](z)/v\ egyiitthutóiru v>o mellett fennáll 
и következő egyenlőtlenség: 

(10. 12) 

+ л: ( I sin 7€0\ + I sh Л т \ ) • SDîy 
1— ô"v 

Ç(1 - a + v) ' о v 

Itt ô egy olyan z középpontú zárt körlemez sugara, melyben f(w) folytonos s 
minden belső pontban differenciálható, továbbá M:_ (ô) = max | / (w) | és 3)t,/(l = 
= m a x | / (w) | . 7 4 | ,""z | = '5 . 

v==Vo 

B I Z O N Y Í T Á S . A feltevésből az előzők ér te lmében folyik, hogy / Р ] ( 2 ) b á r -
mely s - re , az {iyo, 1 -)- iy0) egyenesdarab minden г pon t j ában létezik és о i g l 
mellett a ( 1 0 . 8 ) , te tszőleges s f = 1 ,2 , . . . esetén a ( 1 0 . 9 ) a lakban írható. 

1. (10. 8)-ból parciál is integrálással kap juk (vö. ( 4 . 1 5 ) ) 
1 1 

( 1 0 . 1 3 ) M z ) = \ f p \ z - f ) 8 » * ® d t - 3 . { z ) \ f { u +iyo) du \ o > 1 - p ) , 
ó ö 

a h o n n a n a paraméteres integrálok differenciálási szabálya szerint7 6 azonnal 
a d ó d i k : / и ( г ) mindegyik z £ {iyo, 1 + iyo) helyen differenciálható és 

1 1 

( 1 0 . 1 4 ) J - f l s ] ( z ) = ^ \ z - t ) S s + P { t ) d t ^ S s - i { z ) j f ( u + iyo)du { о > 1 —p)• 
О ч 0 

De ( 10 .13 ) -bó l jelölésváltoztatással k iolvashat juk, hogy (10. 14) j o b b -
oldala egyenlő /[S_i](2)-vel, tehát 

( 1 0 . 1 5 ) ~ ^ A s ] { z ) = h s - u { z ) { a > \ - p ) . 

Minthogy p akármilyen nagyra választható, következik (10. 15) é rvényes-
sége minden s- re , ebből ped ig iterálással (10. 10). 

Ha (*) teljesül, a végeredmény fennáll az iyo, \+iyo végpon tokban i s , 
mert e k k o r / [ s ] ( 2 ) ( o > l — p ) ( 1 0 . 1 3 ) kifejezéséből csak az első t ag marad 
meg, mely г - n e k a teljes v = yo egyenes mentén differenciálható, 1 szer int 
per iod ikus függvénye . 

2. Az a fel tevésünk, hogy az [iyo, 1 + iy<j[ zárt szakasz minden pon t j a 
belefoglalható egy olyan (pozitív sugarü ) kör lemezbe, melynek belse jében é s 

74 Megjegyezzük, hogy (10. 12)-ben Г(1 — о + v),'v\~~ v'a és t ( l—о + v) —у 1 (v —• 
73 L. pl. [43], 296. 
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határán f(w) differenciálható, a HEINE—BÖREL-féle befedési tétel alapján maga 
után vonja egy egész \v—-yo\<ri sáv létezését, melyben f(w) mindenütt holo-
morf; így szükségkép £Vo>0. 

Felhasználva az imént igazolt 1. részt, a (*) kikötés mellett adódik: 
bármely rögzített s-re /[S](w) differenciálható a \ v—jo| < -=V„ sávban, s itt fenn-
áll ( 1 0 . 1 0 ) ; ebből pedig A CAUCHY—TAYLOR-féle kifejtési tétel alapján követ-
kezik (10.11), hacsak \ Jz\<BVo. 

3. (10.9)-ben s helyett (s — v)-i véve és <Bi helyett speciálisan egy 
|w — z\ = ö (pozitív irányítású) kört választva integrációs útnak, írhatjuk (vö. 
(3.5), (6.7)): 

/ X I — s + r) i 1 
2 л / 

(10.16) 
+ ( - 1 У 

vi 

sin ,-TS 
л 

<f> f(w)(w—z)s'v'1dw + 
I W-Z I = ő 

f(z-t)Ç(]-S + V,t+\)dt+ \ f { z - t ) f -y-1 dt 

( r = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Itt v>o mellett |Ç(1—s + v, t+ 1)| ^ £ (1—a- f v) ( O ^ / ^ l ) , továbbá 
/П(1—s-f î')| s Г(1 — о-(- v), J sin л s I I sin л а | + 1 sh л т | , úgyhogy az integ-
rálok legegyszerűbb megbecslése (10. 12)-t szolgáltatja. 

5. Kiemeljük, hogy (10.11) és (10.12) s = 0 esetén az 

(10. 17) 

kapcsolatba, ill. a 

(10. 18) 

r=о V ! 

I Cr, o(2) | = 
f \ z ) 

v\ ( V = 1,2, . . . ) 

egyenlőtlenségbe megy át, tehát a Cauchy— Taylor-jéle kifejtési tétel meg-
felelőjével és a Cauchy-féle becslési formulák általánosított alakjával állunk 
szemben. 

E vonatkozásban megemlítendő, hogy RIEMANN idevágó munkájában a 
törtrendü integrálok és deriváltak bevezetését éppen a közönséges TAYLOR-
sornak egy formálisan felírt (mindkét irányban végtelen) kiterjesztésére alapozza, 
ti. az 

hr+r 
(10.19) f(x+h) = 2 fiv+r)(x) 

Ä r(v + r+ 1) 

képletre, ahol r nem-egész valós szám és f'+r a (v -f r f ed rendü (általáno-
sított) derivált jele (vö. (1.1), (1.3)). Bár (10.19) bizonyos esetei — főleg 
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az ún. HEAVisiDE-kalkulus elterjedése óta — gyakran szerepelnek az irodalom-
ban, csak a 40-es években sikerült HARDYnak megmutatnia, hogy (10. 19) 
valóban érvényes egyes speciális függvényosztályokra aszimptotikus, ill. BOREL-
típusú sorfejtésként.70 

6. A XII. tételből folyik, hogy a fenti feltételek mellett f[a\(z) Laurent-
sorba is fejthető — bár nem z — z0= Jz<, (го £ (iyh 1 + />>)), hanem e-"iz 

hatványai szerint. 

XIII. tétel. Ha f(w) holomorf egy /0: [iy0, 1,+ fyu) irányított egyenes-

darab mentén és\ f(w) dw = 0, akkor tetszőleges (komplex) s mellett minden 

zÇfo pontban fennáll: 

(10. 20) M z ) = 2" (2nm)-s
7n,yo • e2n"iz, 

n~- QO 
ahol (2nm)~s föérték, 

(10.21) Yn,yo^\f{w)e-2n""' dw (n= ± 1 , ±2, ...) 
(V 

és ' azt jelzi, hogy n f= 0. 
(10. 20) pontos érvényességi tartománya a w-siknak az a legszélesebb, az 

и = y0 egyenest belsejében tartalmazó és a valós tengellyel párhuzamos egye-
nesek által határolt sávja, melyben f(w) szingularitásmentes. 

BIZONYÍTÁS. Legyen S rögzítve, z = x-fiy. 
A tétel premisszájából folyik — mint fent láttuk — oly \v—j>o|< v* sáv 

létezése, melyben /[,j(w) szintén reguláris. De akkor (egy periodikus komplex 
függvényekre vonatkozó ismert tétel77 alapján) mindenesetre fennáll 

(10. 22) / и ( 2 ) = 2 An,.• e*"™ ( \ x - y o \ < г*) 
v—-œ 

alkalmas A„, s együtthatókkal. Egyúttal adódik, hogy az érvényességi tarto-
mányt határoló V = y<, + v* egyenesek önmagukkal párhuzamosan eltolhatók 
mindaddig, míg a köztük levő sávban f(w) reguláris marad; az így nyert 
sávon kívül viszont a (10.22) sor mindenütt divergens. 

Tehát csupán azt kell még igazolnunk, hogy (10. 22)-ben (vö. (10.21)) 

. 10 , ha n — O; 
(1°-23) I (2nni) V»,s!o> ha пфО. 

70 Vö. [14]. — HARDY írja (i. h. 4 9 . 0 . ) : "Riemann's point of view is avowedly heuristic, 
his object being to define Dp(=fp) such a way as to secure formal agreement with 
(1. 1) ( = ( 1 0 . 1 9 ) ) . . . " . 

77 Vö. pl. [21], 64—65. 
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Valóban, vá lasszuk а р Ш О egész számot úgy, hogy a > 1 — p , s legyen 

z O o . í rha t juk (vö. (3 .1) , ( 1 0 . 1 3 ) ) : 

(10. 2 4 ) 4 

M z ) = [ f \ z - f ) M f ) d t = Z ' ( 2 n m y ( s + p ) ( f ( p \ z - t ) e ^ ' d t = 
J n = -a> J 
0 0 

= Z \ 2 n m y ^ i n n i z I f v \ w ) é~2n"iw dw = 
n=-со J (t) 

со 
2" /О 3nniz 7Я 

( 2 л я л ) 7„>!/0-e , 7 8 

Minthogy ped ig valamely </>(Z) f üggvény 2 A . ' Z t ípusú LAURENT-sorfej-
n=-a> 

tése egy-egy 0 -cen t rumú , sz ingular i tásmentes körgyűrűn belül egyértelmű, 
(10. 22)-ből és (10. 24)-ből koeff ic iens-összehasonl í tássa l (10. 23)- ra ju tunk . 
Qu. e. d. 

Megjegyezzük, hogy yo = 0 , azaz z = x £ (0, 1) esetén (10.20) az a lapvető 

(10. 25) 

/ м « = 2 ' ( 2 n m ) syne2nnix, 

7» = I / ( 0 e'2n"a dt 

Fourier-előállításra redukálódik (vö. ( 2 . 9 ) — (2 .11) ) , mely azonban tetszőleges 
(1 szerint per iodikus , 0 in tegrál -középér tékü) / ( « ) £ 7 , (0 ,1) függvényre — mint 

t ud juk — csak a > 1 mellett érvényes. 

11. § . M á s k o m p l e x v o n a l i n t e g r á l - e l ő á l l í t á s o k 

1. Az utolsónak tárgyalt ese tben /[Sj(z) (10. 9) alatti kifejezése e g y s z e r ű b b 
a lakra hozha tó : h ( f , z , ö ) mintegy az előtte álló vonal in tegrálba olvasztható 
— feltéve, hogy 0 < о < 1. — A nyert integrál egy adott pontot megkerü lő 
és egy abbó l k i induló fé legyenes mindkét oldalán a végte lenbe nyúló in teg-
rációs útra vonatkozik, tehát ún. „hurok in tegrá l " ; úgy is fe l foghat juk, mint a 
(7. 10) alatti WEYL-integrál holomorf függvényekre vonatkozó, kiterjesztett 
megfelelőjét . 

78 Az itt felhasznált tagonkénti integrálás nyilván megengedett. 
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XIV. tétel. Tegyük fel, hogy f(w) egy adott l0: [iyo, 1 +/>>) irányított 
egyenes-szakasz minden pontjában reguláris és ennek mentén vett integrálja 
eltűnik, legyen továbbá z = x + iy£ (/>,1 + iyo). 

Akkor érvényes az 

(11.1) M z ) = i w - d w (°<a< о 

(-C) 

előállítás; itt £ egy tetszőleges, a —^ + iyo pontból kiinduló, előbb a v < y<> 
félsikban haladó, majd a z pont egyszeri pozitív értelmű megkerülése után a 
v > yo félsíkban újra (—00 + iy\)-ba visszatérő folytonos Jordan-,görbe, mely 
elegendő közel van a v — yo, и ^ x félegyeneshez.79 

BIZONYÍTÁS. Feltételeink mellett / И (2) minden s - re létezik és (10. 9) szerint 

/ 1 

M z ) = r(2niS) Ф m(»-z)s'X(Iw + \ f ( z - t ) U t ) d t + 

(11.2) \w-z\=ö 

+ r ( s y 1 j f ( z - t ) ü 1 d t (5Ф 1 , 2 , . . . ) , 

ahol d e legendő kis pozitív számot jelent és a körintegrál pozitív körü l já rás -
sal ér tendő. 

Ha 0 < c r < l , akkor ( 7 . 1 9 ) felhasználásával (vö. ( 6 . 7 ) ) 

( 1 1 . 3 ) М = Г ( з Г [ - ± ((<н + 0 ' - 1 - ( я | + 1 ) , ~ Я | ' ) | ( 0 < f < 1) 
s m==i v s j 

és a jobboldal i sor (rögzített s mellett) (0, l ) - b e n egyenletesen konvergens , 
így a (11 .2 ) -be l i második integrál : 

1 m+l со 

f f i z -1) isit) dt = r ( s ) " 1 i ; I f i z - v) Vs-1 dv = Fis)1 I f(z - V) Д1 dv, 
J m=1 J J 
0 m , 1 

és a képlet az egysze rűbb 
œ 

( 1 1 . 4 ) / , . ] ( * ) < j ) / ( i v ) (w — 2) s _ 1 dw-\- f i z — t)ts l dt 

\iv-z\=ö Ô 
i0<o< 1) 

alakot ölti ; kézenfekvő arra gondolni , hogy az utolsó tagot az / ( w ) ( w — z)s~1 

f ü g g v é n y valamely a lka lmas vonalintegrál jával hozzuk kapcso la tba . 

79 Azaz beleesik egy \v — y0\<ô, и2§х+<5 sávba, elegendő kicsi ô > 0 mellett. 
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Figyelembe véve, hogy a (w — z f ' főérték holomorf ia tar tománya a 
V = yo, и ^k x fé legyenes hosszában felhasított w-sík, in tegrál juk az említett 
függvényt a metszet „felső", ill. „a l só" par t ja mentén. í rhat juk (vö. (10. 3)) : 

z-ô -co+it/0 

j f(w)(w — z)tldw+ f f(w)(w—z)':ldw = 

( 1 1 . 5 ) 

-OD+tJ/o 
x-i 

= !/(" + iyo) (X - u)s-\e-ins - eins) du = 

= 2i sin Tis • f ( z — t) t dt, 

s a ( 1 1 . 4 ) - b e való helyettesítés (vö. ( 3 . 5 ) ) az ú j a b b 

(11.6) 

/ м С Ф 
m - s ) 

2 ni 
) f(w)(w — z)Xl dw+ f(w)(w—z)s'1dw + 

L-œ+iy0 |tO-2|=6 
-C0+l'!/0 

+ J f(w)(w—z)s:1dw 

z-i 

( 0 < a < 1) 

előállítást szolgál tat ja . 
Mivel ped ig f{w)(w — г)5"1 regulár is az imént említett metszet mindkét 

oldalán (egy-egy e legendő keskeny sávban) , (11. 6)-ból következik (11 .1 ) , az 
£ integrációs útnak a tételben megkövetel t választása mellett. 

2. ( 11 .6 ) , ill. (11. 1) kissé hos szada lmasabban (10. 20) — ( 1 0 . 21) a lap ján 

is levezethető, ha a 

( 1 1 . 7 ) 
(2nm)-a = r(s)-1]u&1e-n7liudu 

(n 1, ± 2 , . . . ; O < 0 < 1) 

képletre t ámaszkodunk . 
Most megmuta t juk , hogy a g a m m a f ü g g v é n y EuLER-féle integrálalakjából 

közvetlenül folyó 

(11.8) (2 л я ) s = ris)'1 J и'1 e~2nnu du ( л = 1 , 2 , . . . ; ст>1) 

formula segítségével / м ( г ) számára ú j t ípusú vonal integrál -kife jezés nyerhető, 
amely — ellentétben (11. l ) -gyel — az egész s-sikon érvényes. — Minden-
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esetre várható, hogy ez alkalommal a Ws-limesz (2.10)-beli első alakja, i l l . 
(10 .20) megfelelő (két sorra bontott) változata: 

(11 .9 ) 

ms со 
V Уп>Уо plnniz / и ( г ) 2 2 - m m e 

N=I ( 2 ЛУГ) 
+ 

I 
l 

ms со 
+ — ^ /-». Уо g-2nniz + e * ' 2 

«=1 (2 n ;T) 
kerül előtérbe. 

3. írjuk (vö. (2.11), (10 .21)) : 

( П . 10) f ± ( w ) = 2 ( r ± n - r o ) e ± 2 n " i l v , 
n=1 

(11.11) f±,y0(w)= 2 У+п,Уае-

a jobboldali sorok konvergenciájának feltételezése mellett. — Látható, hogy 
a (11.10) sor összetartó, ha r > 0 , ill. v<0, a plusz-, ill. mínusz-jel eseté-
nek megfelelően ( / o ^ O mellet te kikötések nyilván szükségesek is); (11. 11)-
nél a konvergenciához elégséges, hogy г > у 0 ( + ), ill. г < у о ( — ) legyen. 

Segédeszközül szolgál az önmagában sem érdektelen 

XV. téte l . 1. Bármely f(u) £ L(0,1) függvényre minden x £ (0 ,1) helyen, 

о > 1 mellett fennáll 
UJ 

(11.12) /w(x) = r(s)-1J«sl 2 Д ( х + ш ) + е 2 / . ( х - / « ) du. 

2. Ha f(w) egy [iyo, 1 + f y o ) ( y o < 0 ) egyenesdarab mentén reguláris és 

j f(u -f iyo) dи = 0, akkor minden z Ç (iyo, 1 + iyo) helyen, о > 1 mellett érvé-

nyes az 

(11.13) f[s](z) = r(s) 11 и du e 2 /+, yü(2 + iu) + e2 / - , y f z — iu) 
ö 

előállítás. 

BIZONYÍTÁS . 1. Ha A O > L mellett bizonyosan konvergens 

ins CO ins со 
(11.14) / и ( х ) = е ~ " 5 " 2 ( 2 п л ) - \ у п - г о ) е 2 п п < х + е^2(2плУХу-п-уо)е-2я 

71 I 77 - Т 

sorfejtésben (vö. (2 .10)) а (2ЛУГ)"8 tényezőt (11.8)-beli kifejezésével pótoljuk, 

/ 
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egyszerű formál i s számolássa l rögtön ( 1 1 . 1 2 ) - r e ju tunk ; hátra van m é g a z o n -
ban annak megmuta tása , hogy az összegezés és integrálás sor rend jének fel-
cserélése ese tünkben megengedet t . 

Mindenekelőt t megál lapí t juk, hogy a ( 1 1 . 1 2 ) alatti 

со 

( 1 1 . 1 5 ) / ± ( х , s) = I u s l f ± ( x ± itt) du 
0 

in tegrá lok minden (0, l ) -be l i x-re , o > l mellett valóban léteznek, mert [vö. 

(11 .10) ] 

( 1 1 . 1 6 ) j / ± ( x ± + ) | =£ 2 I ' | / ( 0 | d t - i e ^ - i y 1 ( u > 0 ) 

folytán az in tegrandusok közös ma jo ránsa a (0 ,oc ) -ben integrálható и г ' 1 У 1 л и — 1 ) _ 1 

függvénynek egy ál landóval való szorzata . 
Tek in t sük továbbá a 

со 
N r 

( 1 1 . 1 7 ) J±(x, s) = 2 ü'-l(y±H — -/и) ̂ « » ( ± « - 0 du + P±t N(x, s) 
n=l J 

0 
fe lbon tás t ; itt 

00 

i p±, n(x, s) i = f H z (Y±n—rÁünn(±ix-Adu 

J l»=.v+l J 
0 % 
1 oo 

о о 

és az utolsó tag TV—»oo esetén 0 -hoz tart, mint az 

00 со 
I' lf^enu-\yle-N'ludu<(2nyl f t f ^ e ^ d u = {2пУ°Г{о—\)^-

о 0 

becslésből kitűnik. 
Ennél fogva (11 .6 ) -bó l kap juk ; 

/±(x, s) = Z I " s l (r+n—To) du, 
n=lJ 

0 

amivel ál l í tásunk igazolást nyert. 

\ 
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2. Ha (11.9)~ből indu lunk ki és f igye lembe vesszük, hogy 

(11.18) 

17±и, vo __ e±2nny0 e+ 2nniu du 

i 
: ^ \ f ( U + iy0\dU, 

akkor az e lőbbiekkel ana lóg módon következik ( 1 1 . 1 3 ) . 

4 . ( 1 1 . 1 2 ) — ( 1 1 . 1 3 ) fe lhasználása révén nehézség nélkül ju tunk ú j a b b 
„hurokintegrá l" -e lőá l l í tásokhoz. 

XVI. t é t e l . Ha f(u) £ L ( 0 , 1 ) és valamely x ( (0, 1) helyen f+(w) és / _ ( w ) 

egyaránt reguláris, akkor az adott x-re és bármely s-re: 

О 
i J 

( 1 1 . 1 9 ) M x ) 
2л i 

e 2 f+ (x— iw) + e2 /_ (x—iw) dw. 

(£0) 
2 . ( 1 1 . 1 3 )-éval megegyező premissza mellett fennáll minden z £ (iyo, 1 + iy<) 

helyen, bármely s-re: 

( 1 1 . 2 0 ) / м ( г ) = 
r ( l - s ) 

2 л i 
w 

(A) 

e 2 /+, Vo(z—iw) + e2 /_,yfz + iw) dw. 

Mindkét képletben ivs_1 föértéket jelöl, £0 pedig ugyanolyan jellegű, ezúttal 
a w = 0 pontot megkerülő s az и = 0, v Ш 0 félegyeneshez elég közeli görbe, 
mint (11.1) integrációs útja.80 

BIZONYÍTÁS. 1. Vegyük észre, hogy 3 0 Е + ' w ) = 9T(W) folytán v < 0 esetén 
x — iw, x + iw beleesik a (11 .10 ) -be l i e2niw, ill. e"2niw ha tványai szerint ha ladó 
hatványsor konvergenc ia - ta r tományába , s így k i m o n d h a t j u k : v < 0 mellett mind 

/ + ( x — i w ) , mind / _ ( x + fw) w-nek holomorf függvénye . — T o v á b b á fel-
tevésünk szerint létezik oly | w | < d körlemez, melynek bármely p o n t j á b a n 

/ ± ( x + iw) (mint w függvénye) differenciálható. 
Képezzük о > 1 mellett a 

( 1 1 . 2 1 ) 7 ± ( x , s) = jws l f ± ( x + iw)dw 
(£0) 

hurokintegrá lokat , £ 0 - t az и = 0, v ^ 0 fé legyeneshez e legendő közel oly 
módon választva, hogy beleessék f+(x — iw) és f_(x + iw) ezen fé legyenes 
körül i ho lomorf ia - t a r tományának közös részébe. Г ± ( х , s) az eddig iek és ( 1 1 . 1 6 ) 

80 Csak rövidség kedvéért nem említjük a tételben, hogy (11.19) és (11.20) jobb-
oldalán s = - i , 2 , . . . mellett a megfelelő limesz értendő. 

7 III. Osztály Közleményei X/2 
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(11.22) 

alapján bizonyosan létezik, továbbá a CAUCHY-féle alaptételre tekintettel írhatjuk : 

T±(x, s)= J (ws l ) _ / ± ( x + iw) dw + cp w 8 l / ± ( x + iw)dw + 
-СО |w?|=@ 

- 00 

+ J ( i v s ~ \ f ± ( x + iw)dw, 
-9 

hol q elegendő kicsi pozitív szám, a körintegrál pozitív körüljárású és (iv5"1)^ = 
I IS—1 -hins 

= — |w| er . 
Ámde az egyenes útra vonatkozó integrálok összege: 
-œ со 

I / ± ( х + iw) [(u>8-% — ( w s l ) _ ] dw = 2 i sin л s • I / ± ( х + iu) u8"1 du, 
О 9 

úgyhogy (11. 22)-ből e - * + 0 határátmenetnél (vö. (11.15)) 

(11. 23) T±(x, s) = 2i sin лг5 • J±(x, s) 

adódik. Innen (11.12) folyományaképpen 

T ( l - s ) 

-9 

(11 .24) 
2тг/ 

= r(sy 

e 2 T+(x,s) + e* T_(x,s) 

ins in s 

=/wW; 

s mivel T±(x, s) (az s-sík minden véges tartományában egyenletesen kon-
vergens lévén) s-nek egész, az s = 1 , 2 , . . . helyeken eltűnő függvénye, (11.24) 
és egyúttal (11.19) az egész s-síkon érvényes. 

2. Ami az állítás második felét illeti, csak azt kell meggondolnunk, hogy 
ez esetben f(w) v=yo egyenesmenti regularitása már maga után vonja a 
(11.11) sorok egyidejű konvergenciáját és f±,y„(w) holomorfiáját egy teljes 
V — Уо\<1] sávban (vö. XIII. tétel); különben az 

,y0(z + iw) dw 
(•So) 

kontúrintegrálok diszkussziója a fentieknek pontosan megfelelő módon vezet 
( I I . 20)-ra. Qu. e. d. 

5. ( I l . l 2 ) - v e l és ( l l . l 9 ) - c e l kapcsolatban megemlítjük még, hogy ezek 
bizonyos alapvető, a RiEMANN-féle zetafüggvényre vonatkozó formulák általá-
nosításainak tekinthetők. 
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Valóban, / ( « ) = — 1 esetén rövidítés után nyer jük (vö. ( 4 . 7 ) ) : 
со / ins ins \ 

(11.25) g ( l - ^ x ) = ( 2 ^ r j « s l í „ 1 , 2 _ 1 + g „ X _ 1 \ d u (o > 1), 

ill. 
/ ins ins > 

OttYs С . . g!" 
g-»-a.fa , + 7 Â Î T 7 F ( s¥=0) ; 

V 

g-w-2nix I ' ^-wV2nix I ( П . 2 6 ) = 

Go) 

innen ped ig x = l mellett a ( 3 . 2 ) függvényegyenle t a l ap j án : 
со 

( 1 1 . 2 7 ) = ( o > l ) , 
0 

Go) 
Az u tóbbiak Ç(5) klasszikus, RIEMANNÍÓI származó integrál -e lőál l í tásai . 

( B e é r k e z e t t : 1960. 1. 15.) 

Az Eötvös Loránd Tudományegyetem 
Matematikai Intézete 

7» 
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