
а 2 ( г Д д ) ÖSSZEGRŐL 

írta: HUSZÁR GÉZA 

l . § 

A fenti1 háromvál tozós indexfüggvény m á s a l akban való előál l í tásának 
fe ladatá t A . A . C O U R N O T 3 és C H R . RAMUS 3 t r igonometr ia i a l akban o ld ja meg . 4 

A RAMus-képlet 

n ) 1 tí/ кжТ k(n-2r) 
= — 2 cos c o s — — я r + kq J g éS I q J q 

minden formai é rdekessége mellett nem viszi e lőbbre a kérdést . Az efaj ta elő-
ál l í tásnak ui. két célja lehet: a) elméletileg, az adot t függvényt ú j v i lág í tásba 
helyezni, a közvetlen, definíció szerinti — jelen ese tben kombina tor ika i — há t -
tértől függet lení tve azt ; b) gyakorlatilag: módszer t adni a függvényér téknek 
adot t a r g u m e n t u m o k — jelen ese tben a r g u m e n t u m h á r m a s — melletti kiér té-
kelésére. 

Mindezen követe lményeknek a RAMus-képlet egyál talán nem felel meg . 
Elmélet i leg a t r igonometr ia i a lakú képlet nem revelál semmit , gyakor la t i l ag 
p e d i g — már pl. q — 5 mellett is — haszná lha ta t lannak bizonyul. Olyan nagy 
a munkaigénye , hogy ahhoz képes t még a közvetlen kiértékelés is i n k á b b 
jöhet számí tásba . 

Az alábbiakban eljárást közlünk az összeg aritmetikai előállítására, vissza-
vezetve a kérdést a rekurrens sorozatok elméletére és gyakorlatára. 

T é t e l : Legyen m = 
n — 1 

, n„ = n—2 m (és így 0 < л0 ^ 2), továbbá 
2 

0 ^ r < q, s minden növelt vagy csökkentett r-értéken a mod • q legkisebb 
nem-negatív maradék értendő és legyen 

r0 = r-m(mod-q), ahol 0^r0<q, 

1 Az összegezés vonatkozzék minden к értékre, amely mellett a megfelelő binomiális 
együtthatóknak elemi kombinaiorikai értelmük vagy értelmezésük van. 

2 A. A. Cournot: Solution d'un problème d'analyse combinatoire. Bulletin des scien-
ces mathématiques, physiques et chimiques, tome onzième 1829. p. 93—97. 

3 Journal f. Math. (1834) Bd. 11. p. 353. 
4 Cit. sec. Eugen Netto: Lehrbuch der Combinatorik (Leipzig 1910.) 19. o. 
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továbbá 
' g - l 

2 P = 

akkor 
n )_2 n + E(n,r,q) 

r + kq z 

ahol E(n, r, q) az 

E l - = E ( n 0 , r 0 , q ) = q ^ J - 2 " 

E2 = E (л0 + 2, r0 + 1, q) = q + 2] _ 2"»+2 

Ep = E(n0-{-2p—2, r0+p—1, —2n"+Zp~2 

kezdeti értékkel és az 

Е{п, r, q) = Ein-2, r-\,q)~ E(n-4, r-2, q) ± • 

vp-i [q—p—i 
•••-Н-1ГД ; ^Ein-2p,r-p,q) 

egyenlettel definiált rekurrens sorozat itn + \ )-edik tagja. 

Különösen egyszerű az eredmény q = 3 esetében: 

j + 3k.J {r ] 1 \r + 3 J 1 [r + 6j 1 3 ' {r0J 

és q = 4 esetében: 

2. § 

Kiindulunk a következő összefüggésből: 

1. LEMMA. 

( О 
,(Я — 31VÍ П~4 ï _ nn-q+l 

+ l 2 J yr-2-\-kq) • 
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B I Z O N Y Í T Á S : Ha q= 1, a ö s szeg tagja i ( JJ j , ( " ) , . . . , ( Jj j 

a b inomiál i s há romszög 6 /г-edik sorának (összes) tagja i s így ( l ) - n e k m e g -
felelően va lóban 

^ U H " 

Ha , - 2 , a Z ( r + < g összeg feiöleH - г par i tásához képes , - a 

b inomiál i s há romszög n -ed ik sorának páros , ill. párat lan a lsó számú tagjai t , 
s mint az e lemekből ismeretes, a két összeg egyenlő, tehát m i n d e n k é p p e n : 

\r + 2k) 

Tovább i e lemzésünk k ö n n y e b b megér tésére ér te lmezzük ezt a q — 2 
esetet a köve tkezőképpen : 

A b inomiá l i s együt thatók elemi tu l a jdonsága a lap ján 

" l - z í r L k z í r + 2k) ^ { r + 2k)^^\r—\+2k 

s így a j t ) ö s s z e g hiánytalanul kitöltik a b inomiál i s h á r o m -

szög n — 1 - e d i k sorát, tehát va lóban 

<7 = 3 ese tében nem elég f e lmennünk az n — 1-ed ik sorba , mert a 

г ( Д ^ ) é s a ö s s z e s e k t a g j ' a i m é s n e m t ö i t i k k i h é z a g -

mentesen ezt a sort, h iányzanak ezek a t agok : 

a z a z a r f l f u ) 6 s s z e « , a 8 i a i -

Kézenfekvő e z é r , a 2 ( r ; 3 t ) »sszeg tagjai. 

kétszer bontani , azaz fe l -

menn i az n — 2-edik sorba . 

Ekkor az 
a j Í 2 U . - 2 I ( Ï U . - 2 U r j {0J{ r J ' (1 J{r—1 J 4 2 J{r—2 

6 A Pűsco/-háromszöget, vagy Tartaglia-háromszöget, vagy arithmetikai háromszöget 
helyesebbnek tartjuk binomiális háromszögnek nevezni. 
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elemi összefüggés alapján 

így a 2 ( r + " 3 j összeg tagjai már kitöltik a binomiális háromszög 

n—2-edik sorának minden helyét, csakhogy az | ^ + 3k ) ö s s z e g *agjai 

kétszer kerültek számításba. 
Ezért nyilván 

2 Í " 1 - 2 Í n ~ 2 1 = 2 Í л — 2 1 + ( г + ЗА: J ^{r—1+3/rJ ^ { г + ЗкУ 

А <7 = 3 esetre ezzel az (1) alatti bizonyítandó állításunk igazolódott, mert 
utolsó egyenletünk szerint valóban: 

г + Ък) (31 ) ^ (/*—1 + 3A:) ^ 
,«-3+1 

Vessük fel most a kérdést tetszőleges q-ra, azaz bizonyítsuk be teljes 
általánosságban az (1) alatti összefüggést. Ekkor q—1 bontó lépést kell ten-

nünk, h o g y 2 r + ] t a g i a ' hézagmentesen töltsék ki a binomiális három-

szög n — 9 + 1 - e d i k sorának helyeit. Csakhogy a 

^ ( r + A r J ^ O r + kq ) + ) ^ ( r - / + A : J + 

+ . 

r + kq) l 0 r + kq J 4 1 J w — 1 +kq ) 

(2) 

+ ï - l ] y f n — q + l 

q-\)^{r-q+l+kq. 
összeg tagjai a 

2 1 1 ) + z ( ) + - + г ) + • • • + 

4 - v í n ~ q + ] 1 _ 9»-«+i 
+ ^ { r - q + \ + k q ) - Z 
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összeg tagja i t többszörösen tar ta lmazzák. Ha azonban a q — 3, q—5,... 
s z á m o s s á g ú bontássa l nyert 

| > - 3 W « - < 7 + l ) ( V - 3 W n-q+1 ] 
+ U - 1 ) ^ \ r - t + kqy l<7— 3) yr—q + 2-\-kq)' 

f ? - 5 ) y f " - í + l | , . . « - < 7 + 1 ) 

+ (<7—5J lr—q + 3 + kqj' 

q-2] f q - 3 
egyenletek у ^ j ' ( 2 J ' ' ' • - s z e r e s e l n e ' < vál takozó előjellel vett összegét 

k ivonjuk (2)-ből , s a nyert összegre bebizonyí t juk, hogy a b b a n minden 7-hez6 

tar tozó együt tha tó 1, azaz, hogy á l ta lában 

^ - b o - M f v M v H c í g (3)
 í , ^ 

+ 

2 )\t—2 

akkor ezzel k imutat tuk, hogy 

< 7 - l W f n ) f ç — 2 ) y i í n 2 
0 ) ^ { r + kq) l 1 )^{r—\+kq 

+ 
f n 4 í n - q + \] 

2 2 + kq) r + kq 

I V Í « — ' Î + 1 ) , , V Í « — V + l ] on-í+l 

\r—t-\-kqj \r—q+ 1 +kq) ' 

Be kell tehát még b izonyí tanunk a (3) alatti ar i tmetikai azonosságo t . 

2. LEMMA 

6 Feltehetjük, hogy 0 < t< q, mert í = 0-ra a (3) automatikusan fennáll. 
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B I Z O N Y Í T Á S : Ha t = q —1, akkor 

7 ( 9 - 1 , 9 - 0 ' 

Ha ped ig t<q — 1, akkor a 

— 1 

9 - I V 9 - I 
0 9 - 1 

= 1. 

7 ( 9 - 1 , 0 = 

és a 

7 ( 9 - 2 , / - ! ) : = 

9 - 1 
0 t 

q - 2 \ [ q - 2 \ _ [ q - 3 \ [ q - A \ J q - A \ [ q - ^ 
0 t—\ 1 t—2 2 1 / - 3 

illetve annak könnyű átalakításával nyert 

( q - 2 \ [ q -
i 0 r ' H V J K W K n W H r í ) + 

+ 9 - 4 U 9 - 5 ) (q—4) / 9 — 6 
t—2 t—2 + 

alakokból 

7 ( 9 - 1 , / ) - 7 ( 9 - 2 , / - ! ) = 
9 - 2 U 9 - 2 I ( q - 3 ) ( q - 3 

0 / 1 / — 1 

q - 2 U q - A \ [ q - A \ [ q - b \ J q - A \ [ q - b 
1 \t—2 2 \t—2 

= 7 ( 9 - 2 , 0 - 7 ( 9 - 3 , / - 1 ) . 

Ugyanígy t ovább : 

7 ( 9 - 2 , / ) - 7 ( 9 - 3 , / - 1 ) = 7 ( 9 - 3 , t ) - T ( q - 4 , / - 1 ) = ••• = 

= 7 ( / + l , / ) - 7 ( / , / - l ) : ( H - i ï ï ' + n ( t \ ( t - l 
л 0 / I 1 M / — 1 

о и / — 1 
/ — l u / — 2 

1 = = ( / + 1 — / ) — ( / — / + 1) = 0 . 

Tehá t 

s ugyanígy 

De 

t—2 

7 ( 9 - 1 , / ) = 7 ( 9 - 2 , / - 1 ) , 

= 7 ( 9 - 3 , / 2 ) = ••• = 7(9—/, 1). 

7 ( 9 - / , ! ) = 
9 - / U 9 - / ) q - t - \ \ ( q - t - 2 

0 1 1 0 

= (q—0—(q—t— О = i-
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A (3) alatti azonosságbó l m é g egy következtetés vonha tó le : 

3. LEMMA. 

Ha a 

0 t 1 \t— 1 t—2 
= 1 

aritmetikai azonosságban sorban ( = 0, 1 , 2 , . . . , q— 1 értéket helyettesítünk 
s oldalanként összevonunk, a következő aritmetikai azonosság adódik: 

(4) 
q-1 

0 
q-2 

1 

minden természetes q-ra. 

2q~3 + 

3 . § 

q-3 
2 

A tétel bizonyítása az (1) és a (4) alatti ö s sze függések a lap ján most már 
könnyű . Ui. 

q-1 
0 z n 

r + kq 
q-2 —z I - y í n—2 

1 + kq + 

+ q-3 
2 

+ ( 

s így 

<7 — 3 |o8-5 

z 
2®"5 

n — 4 j _ 
/—2-\-kqj 

rin-q+i [ <7— 1 
~ 0 

q-1 
0 

2 8 - l _ Ç — 2 ) _ 8 - з 2 + 

Q + ( 7 3 2n~4 + • • •, 

f í - 1 
0 

q-2 
1 

+ 

+ 
t ehá t az 

q-3 
2 

n — 4 1 „ 

r — 2 + ArgJ 
=0, 

E(n,r,q)=-q2{r"kq)-2" 

je lö lés bevezetésével 

q—p—ï 
E(n — 2p, r—p, q) = 0. 
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Ez az ös sze függés egyértelmű azzal, hogy az 

E(n—2p,r—p, q), 

E(n—2p—2, r—p—\,q), 

E(n—A,r—2,q), 

E ( n - 2 , r - \ , q ) , 

E(n, r, q) 
* 

mennyiségek (ahol n — 2 p > 0 ) rekur rens sorozatot a lkotnak. A kezdeti értékek 
mindebbő l au tomat ikusan úgy adódnak , amint azt az 1. § - b a n közöltük. 

( B e é r k e z e t t : 1959 . XI . 24 . ) 

Marx Károly Közgazdaságtudományi Egyetem 
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