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1.§

A fenti’ hdromvaltozds indexfiiggvény mas alakban valo eldallitisanak
feladatat A. A. COURNOT? és CHR. RAMUS® trigonometriai alakban oldja meg.*
A Ramus-képlet

1 &

n S kx) . k(n—2r)
Z(r_i_kq):—q—k%o(ZcosT) cos —— =
minden formai érdekessége mellett nem viszi el0bbre a kérdést. Az efajta el6-
allitasnak ui. két célja lehet: a) elméletileg, az adott fiiggvényt @j vildgitasba
helyezni, a kdzvetlen, definicid szerinti — jelen esetben kombinatorikai — hat-
tért6l fiiggetlenitve azt; b) gyakorlatilag: médszert adni a fiiggvényértéknek
adott argumentumok — jelen esetben argumentumharmas — melletti kiérté-
kelésére.

Mindezen kovetelményeknek a Ramus-képlet egyaltalan nem felel meg.
Elméletileg a trigonometriai alakii képlet nem reveldl semmit, gyakorlatilag
pedig — mar pl. ¢ =5 mellett is — hasznalhatatlannak bizonyul. Olyan nagy
a munkaigénye, hogy ahhoz képest még a kozvetlen kiértékelés is inkabb
johet szamitasba.

Az aldbbiakban eljdrdst kizliink az dsszeg aritmetikai elddllitdsdra, vissza-
vezetve a kérdést a rekurrens sorozatok elméletére és gyakorlatdra.

Tétel: Legyen m= [%] , lo=n—2m (és igy 0< n, = 2), tovdbbd
0=r<gq, s minden nivelt vagy csikkentett r-értéken a mod -q legkisebb
nem-negativ maradék értendd és legyen

roe=r—m(mod-q), ahol 0 =r,<g,

1 Az 6sszegezés vonatkozzék minden k értékre, amely mellett a- megfeleld binomialis
egyiitthatoknak elemi kombinatorikai értelmiik vagy értelmezésiik van.

2 A. A. Cournot: Solution d’'un probléme d’analyse combinatoire. Bulletin des scien-
ces mathématiques, physiques et chimiques, tome onziéme 1829. p. 93—97.

3 Journal f. Math. (1834) Bd. 11. p. 353.

4 Cit. sec. Eugen Neffo: Lehrbuch der Combinatorik (Leipzig 1910.) 19. o.
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tovdbbd

akkor

n \_2"+E(nrq)
Z(r+kq)— qg
ahol E(n,r,q) az

n g
E1=E(no,ro,q)=q(,;’)—2

n, + 2) _ 2110+2

EQZE(HO‘FZ, ro+1»Q)=q(r0+1

' 2p—2)  uon-
Ep=E(no+2p—2,ro+p—1,q)=q(';‘;ipf_l )—2°+“~‘”

kezdeti értékkel és az
E(n; r q)= (ql_z) E(n—2, r_lr Q)— (q;—s) E(H—4, r—2, q) i'“

---+(—1)’“"(q_5_1)5(n—2p, r—p,q)
egyenlettel definidlt rekurrens sorozat (m--1)-edik tagja.

Kiilonosen egyszerii az eredmény g =—=3 esetében:

Z(rdfsk):(rrz)J“(er)*(er)‘L”':2n§210“+(’r1§)

és g —4 esetében:

n n n' n 271__2m+110 wf e
Z(r+4k)=(r)_{_(r+4\)+(r+8)+m= 4 +2 (ro '

/ N

2.§

Kiindulunk a kovetkezd Osszefliggésbél:

1. LEMMA,
S R s
O U

r—2+4kq

(M
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n
a binomidlis hdromszog® n-edik sordnak (0sszes) tagjai s igy (1)-nek meg-

felel6en valdban
N n (73
2 ( r+k ) =2

Ha ¢=2, a Z(r-:2k) Osszeg feloleli — r paritasihoz képest — a

binomialis haromszog n-edik soranak paros, ill. paratlan als6 szamu tagijait,
s mint az elemekbdl ismeretes, a két Osszeg egyenld, tehat mindenképpen:

n _ on-1
Z'(r—I-Zk)_z )

Tovabbi elemzéstink konnyebb megértésére értelmezziik ezt a ¢g=2
esetet a kovetkezOképpen:
A binomiélis egyiitthatok elemi tulajdonsaga alapjan

Z(erk):Z(rnJ:zlk)+Z(r—nl_+12k)

s igy a Z(r—}?Zk) Osszeg tagjai hianytalanul kitéltik a binomidlis harom-

BizonyiTAs: Ha ¢q=1, aZ( +k)ésszegtagjai(8),(7),...,(")

sz0g n—1-edik sorat, tehat valdban

N | n __on-1
2’(r+2/’c)__2 )

qg=23 esetében nem elég felmenniink az n—I1-edik sorba, mert a

n—1 'n— ) L e
Z(r—l—Sk) €s a Z( 1+3k) Osszegek tagjai még nem toltik ki hézag-

mentesen ezt a sort, hidnyzanak ezek a tagok:
(n—l‘) (n—l) azaz a Z( n—l )Gssze tagjai
r+1)\r+4) "7 r+143% § fagjal.
Kézenfekvb ezért a Z(

menni az n— 2-edik sorba.
Ekkor az

)=+ 002

5 A Pascal-haromszoget, vagy Tartfaglia-haromszoget, vagy arithmetikai hdromszoget
helyesebbnek tartjuk binomialis haromszognek nevezni,

Osszeg tagjait kétszer bontani, azaz fel-

+3k)
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elemi Osszefiiggés alapjan

Z(rﬁsk)%cz))z(rnﬁzk)*(?)Z(r—nl_Jrzsk)“L(g)Z(r—’lz:-zsk)'

fgy aZ( r43 k) Osszeg tagjai mar kitoltik a binomidlis haromszog

n—2-edik soranak minden helyét, csakhogy az (r " ) Osszeg tagjai

—14 3k
kétszer keriiltek szamitasba.

Ezért nyilvan
AP Y e B N fewrd b
r+3k —1+3k) r+3k
2 n-2
+Z( 1+3k)+2( 2+3k) 2

A g=3 esetre ezzel az (1) alatti bizonyitandé allitasunk 1gazolod0tt mert
utols6é egyenletiink szerint valdban:

Z(’ ‘:3") B (31—2)2(r—,11_+23k) =2

Vessiik fel most a kérdést tetszdleges g-ra, azaz bizonyitsuk be teljes
altalanossédgban az (1) alatti osszefiiggést. Ekkor ¢—1 bont6 1épést kell ten-

niink, hogyZ(r +n kq) tagjai hézagmentesen toltsék ki a binomialis harom-
sz6g n—q 4+ 1-edik sor&nak helyeit. Csakhogy a

b FAN B il Dol G B ol Dol A B
@+ )2 e ) 2T S
2y DX B AR

g—1 g+1+kq
Osszeg tagjai a

S(rr (o e (P

—1+kq —t+kq

ﬂ'—(]+1 ___ on-gtl
+Z(,_q+ I +kq)—2
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Usszeg tagjait tObbszorOsen tartalmazzak. Ha azonban a ¢—3,9—5, ...
szamossagi bontassal nyert

S R e (e R I L e

r—1+4kq r—24-kq
q—S) (n—q+1) (q—B) ( n—q+1 )
+(t——1 Z r—t-+kq et g—3 Z r—q+42-+4kq)’

> XMl B B Y G D) e W B
()2 () 2

/

egyenletek g2 , q—3 ,...—szereseir;ek valtakozo eldjellel vett 0Osszegét
gy 1 2 1

kivonjuk (2)-bol, s a nyert 0sszegre bebizonyitjuk, hogy abban minden f-hez
tartoz6 egyiitthatd 1, azaz, hogy altalaban

—1)({g—1 ‘g—2Y({q—3
R K [l B e P
g—3 q—5)_,_,_
+( 2 )(t—z =

akkor ezzel kimutattuk, hogy

K Dol B B G ol e

6

3)

q—3 n—4 _ N(n—gq+1 o[ n—g+1
+(. 2 )Z(r—2+kq)—'"_'z( r+kq )+Z(r—1+kq)+ +
n—q-+1 S n—q+1 | agn
+Z(r—t+kq)+"’+2(r—q+1+kq)_2 o

Be kell tehdt még bizonyitanunk a (3) alatti aritmetikai azonossagot.

2. LEMMA

re—o=(75 (= (TS ) )

6 Feltehetjiik, hogy 0 < f < g, mert t=0-ra a (3) automatikusan fennall.
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BizonyiTAs: Ha t=q —1, akkor

g—1 q—l)__
T(g—1,¢q 1)—( 0 )(q =1
Ha pedig f <g—1, akkor a

Rl L I [ A o e

és a

o= == {77 (1 = (2 () (8
illetve annak konnyii atalakitasaval nyert
S (G B G B s [V [ e
H )=
alakokbdl
e A P i [V
(A )

=T(g—2 )—T(g—3,t—1).
Ugyanigy tovabb:

T(g—2,0)—T(q—3,t—1) = T(g—3, )~ T(q—4, t—1) = - =

=reuo—ro=—=|[ G5 -(1)iT]-

_[(8)(t—t1)"(ﬁtTl)(;:;)JZ(Hl—f)-(t—t+1)%0.

Tehat
T(q'_—l’ t)= T(q_z’ t—l);
s ugyanigy
=T(@q—3,t—2)=...=T(@—1t1).
De

=75 =)
=(@—H—@—t—1)=1
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A (3) alatti azonossigbol még egy kovetkeztetés vonhatd le:
3. LEMMA.
Ha a

R [ e e Bt
0 t 1 t—1 2 t—2

aritmetikai azonossdgban sorban t=0,1,2,...,9—1 _ értéket  helyettesitiink

s oldalanként dsszevonunk, a kivetkezd aritmetikai azonossdg adodik:

@ P e R L

minden természeles g-ra.

3.8

A tétel bizonyitdsa az (1) és a (4) alatti dsszefiiggések alapjan most mar

konnyti. Ui. _
q{(qgl)Z(r—lilkq)+(q72)z(r—,z;2kq)+
1322 = e
e P e e K R i e P

s igy

7ol e 7l 2
7zt 2o

Ewr =g, -7

tehat az

jelolés bevezetésével
0 (,r,)—\" | " |E@—2r—1L,9)+|", " |E(r—4, r—2, g)—-+

. +(—1)P(q—€_1) E(n—2p, r—p,q)=0.
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Ez az Osszefiiggés egyértelmil azzal, hogy az

E(n—2p,r—p, q),
E(n_zp_zr "—p"'l: q);

é(n—4, r—2,9),
E(n—2,r—1,9),
E(n,r,q)

mennyiségek (ahol n—2p > 0) rekurrens sorozatot alkotnak. A kezdeti értékek
mindebbd] automatikusan ugy adédnak, amint azt az 1. §-ban kozoltiik.

(Beérkezett: 1959. XI. 24.)

Marx Kdroly Kozgazdasdgtudomdnyi Egyetem
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