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Bevezetés

A jatékok matematikai elméletérdl szold els6 munkanak ZERMELO ,,Uber
eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des Schachspiels” cimii [1]
cikkét kell tekinteniink. Ebben a cikkben, a konkrét jellegii cim ellenére,
lényegében véve olyan pozicios tipusi absztrakt jatékrol van szo, amelyben
csak véges szamu d4llas fordulhat el6 és amelyben mindkét jatékos pontosan
tudja, milyen az allds a jaték adott pillanatdban. Amint ZERMELO bebizonyi-
totta, a sakknal a kovetkezd hdarom algoritmus egyike all fenn: nyeré az
egyik jatékos (mondjuk, vilagos) szdmdra, barhogy jatszik is ellenfele, analog
nyerd algoritmus a mdsik jatékos (sotét) szdmara, végiil pedig az az algorit-
mus, amely mindkét jatékosnak lehetdvé teszi a dontetlen elérését.
. Ebben a vonatkozdsban a sakk elvileg hasonlit az olyan primitiv gyer-
mekjatékhoz, mint a ,,benn a barany, kinn a farkas”, amelynél ZERMELO tétele
alapjan az el6szor emlitett két algoritmus egyike all fenn (mirnthogy dontetlen
ebben a jatékban nem jon szoba). Amig azonban a sakkndl annak a kérdés-
nek a tisztdzdsa, hogy a harom algoritmus koziil éppen melyik &ll fenn a
valosadgban — amint a sok évszdzados torténelmi tapasztalat megmutatta —
reménytelentil nehéz, addig a ,benn a barany, kinn a farkas” jatéknal a
»bardnyok” nyerési algoritmusat mindenki, aki akarja, sikerrel alkalmazhatija.

Az emlitett jatékoktol lényegesen kiilonbozik a ,fej vagy irds” jatéknak
az a formdja, amikor az egyik jatékos leteszi a pénzdarabot egyik oldalaval
felfelé, a masik pedig, nem latva azt, megprdbdélja kitaldlni, melyik oldal van
feliil. Itt nyilvdn semmiféle nyerd algoritmus nem lehetséges egyik jatékos
szamara sem. Ugyanakkor ha feltessziik, hogy a ,fej vagy irds” jatékot sok-
szor megismétlik, akkor mindegyik jatékos szamdra létezik egy bizonyos leg-
okosabb magatartas: az els6 jatékosnak minden egyes alkalommal % valo-
szinliséggel kell ,irast” és ,fejet” mutatni fiiggetleniil attél, hogyan fekiidt a
pénzdarab az el6z6 menetekben. A hasonlo fajtaju jat€ékoknak ezt a vald-

* Ycnexu marematnueckux nayk 14 (1959), N° 4, 20—56.



212 N. N. VOROBJOV

szinliségszamitasi megkozelitését BOREL, NEUMANN és KALMAR fejlesztették ki
a hiiszas évekbdl szdrmazo [2]—[6] munkdaikban.

A kovetkezd évek folyamdn szamos tovabbi olyan cikk ([7]—[11]) jelent
meg, amely a jatékokat matematikai vizsgédlatok targydnak tekinti. A jatékel-
mélet torténetének ezt az el8készitd szakaszat 1944-ben NEUMANN és MOR-
GENSTERN “Theory of games and economic behavior” cimii [12] monografia-
janak megijelenése zarta le. Ebben a kdnyvben a szerz6k megfogalmaztdk a
jaték axiomatikus definiciojat, bebizonyitottak szdmos a jatékokra vonatkozo
tételt és megjelolték az elmélet tovabbi fejléddésének dtjait.

NEUMANN és MORGENSTERN konyvének a megjelenése utin sok mate-
matikus erételjesen hozzalat a jatékelmélet kidolgozasahoz, és napjainkban ez
mar szélesen szétigazo és eredményekben gazdag tudomdnyos elmélet, amely
szorosan Osszekapcsolodik a matematika legkiilonfélébb agaival.

A jatékelméletben ,jatékon” olyan jelenség kelloképpen leegyszeriisitett
modelljét értik, amelyben bizonyos szamii ,,jdtékos” vesz részt, akiknek kiilon-
boz6 érdekeik vannak és akik valamilyen médon kiizdeni tudnak ezeknek az
érdekeknek a megvalosulasaért. Itt jatékosokon nemcsak fizikai személyeket
érthetiink, hanem kollektivakat, jatékosok csoportjait, versengé cégeket, had-
visel§ feleket, soOt, biologiai fajtdkat is a létért valo kiizdelem feltételei kozott,
Néha hasznos egyik jatékosnak a természetet tekinteni.

Az egyes jatékosok érdekeinek kiilonbozdsége egydltalin nem jelenti az
érdekek teljes szembenalldsat. Ezért a jatékelmélet tekintetbe veszi a jatékosok*
kozti kiilonféle kompromisszumok lehet8ségét is, a cselekedetek Osszeegyez-
tetését, az informacidk kicserélését stb.

Megtorténhet, hogy a jaték folyaman néhany jatékos, valamilyen alapon
megegyezésre jutva, egységes kollektivaként kezd fellépni, bizonyos kozos ér-
dekeket védve. Az ilyenfajta jatékoscsoportot a jatékelméletben kooperacionak
szokds nevezni, azokat a jat€kokat pedig, amelyeknek a feltételei megengedik
kooperdciok kialakitdsat — kooperativ jatékoknak. Annak ellenére, hogy mar
NEUMANN és MORGENSTERN fentemlitett konyvében a kooperativ jatékoknak
jutott a monografia terjedelmének koriilbeliil kétharmad része, a kooperativ jaté-
kokra kapott eredmények még nem tekinthet6k egységes elméletnek, szemben
a nemkooperativ jatékok esetével, vagyis az olyan jatékokéval, amelyekben a
jatékosok kooperdcidkban valo egyesiilését a jatékszabalyok nem engedik meg.

A jatékosok egyesiilésének a kooperdcional gyengébb forméja a koalicio.
A jatékosok egy csoportjardl akkor mondjuk, hogy koalicidban egyesiilt, ha
az illetd jatékosok megorizve sajat egyéni érdekeiket, azok megvaldsitisara
valamilyen koz0s, Osszeegyeztetett cselekvési modot vdlasztanak. Azokat a
nemkooperativ jatékokat, amelyekben a koalicio-alkotds lehet6sége fennall,
koalicios jatékoknak nevezziik. Azokat a jatékokat, amelyeknél egyik jatékos

-



VEGES, KOALICIOMENTES JATEKOK 213

sem szamithat a jaték folyaman tdmogatisra mas jatékosok részérdl céljai el-
érésére, koaliciomenteseknek mondjuk.

A jelen cikk a véges, koaliciomentes jatékok elméletének alapvetd ered-
ményeit tekinti at, vagyis az olyan koaliciomentes jatékokénak, amelyeknél
minden egyes jatékos véges szdmi cselekvési moddal (,,stratégidval’’) rendel-
kezik. A szerzd azért szoritkozott a véges jatékok vizsgalatira, mert éppen
ezeknek a példajan kiilonosen szemléletesen mutathatd be a sajatosan jaték-
elméleti problémak feldllitdsa, megoldasuk modszereit pedig nem bonyolitja
a funkcionalanalizis és az integralegyenletek elméletének terjedelmes apparatusa.

A végtelen, koalicidmentes jatékok és a koalicios jatékok elméletét a
szerz6 mas cikkekben szandékszik kifejteni.

1. §. Egyensulyi helyzetek

1. A normalalaka jaték definicioja. Legyen / véges halmaz, amelynek
az elemeit jdiékosoknak nevezziik. Minthogy [ elemeinek a jeldlése szamunkra
kozombos, fel fogjuk tenni, hogy /1= {1,2, .., n}.

Feleltessiink meg mindegyik i € I elemnek egy S: halmazt és nevezziik

ennek az elemeit az i jatékos stratégidinak. A S—= X S; Descartes-szorzat

=1
elemeit, vagyis az Osszes n tagbol all6 (si, sz, ..., s.) alakd sorozatokat, ahol
$: € 8: (i €1), helyzeteknek nevezziik.

Végiil legyen a /xS halmazon értelmezve egy valds értékil, nyereség-
fiiggvénynek nevezett H(i, s) fiiggvény. Hogy e fiiggvény elsdé és masodik
valtozéjanak kalonbozd természetét kidomboritsdk, rendszerint a H;(s) irds-
modot haszndljdk és a S halmazon értelmezett fiiggvényrendszernek tekintik,
amelyen beltil minden egyes jatékosnak megfelel a maga nyereségfiiggvénye.
A Hi(s) szamot az i jatékos nyereségének nevezziik az s helyzetben. A '

(1.1) =<1, {Sijier, {Hi}ier>
rendezett harmast normdlalaki jdtéknak nevezziik.

A jatékosok rendelkezésére allo stratégidk halmazainak a jatékelméletben
nagy jelent6ségiik van. Tanulmdnyozds szempontjabdl legegyszerlibb az az
eset, amikor az osszes S; halmazok végesek. Ebben az esetben magat a I’
jatékot végesnek nevezziik.

A normadlalaki jaték tartalma abban All, hogy mindegyik jatékos, ki-
pedig a helyzet létrejott, ettdl a helyzettdl fiiggben bizonyos nyereséget kap.

A jaték folyamatat ugy képzelhetjiik el, hogy a jatékosok egymastol fiig-
getleniil rogzitik stratégidjukat. Miutdn a stratégidkat rogzitették és ezaltal a
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helyzetet meghataroztdk, a helyzet megvalosul, €s valamilyen forrdsboél minden
jatékos megkapja az adott helyzetben neki jard nyereséget.

Ha ilyen forras nincs, akkor mindegyik jatékos a tobbiek szdmidjira
kapja meg nyereségét. Ahhoz, hogy ez mindig lehetséges legyen, nyilvan sziik-
séges és elégséges, hogy minden s helyzetben

2> Hi(s) =0
i€l
legyen.
Azokat a jatékokat, amelyeknél ez a feltétel teljesiil, zérus oOsszegii jaté-
koknak, vagy masképpen nullajdtékoknak nevezzik.
A zérus Osszeg feltétele kiilonosen egyszeri alakot olt kétszemélyes
jatékok esetében:

Hi(s)+ Ha(s) —O0.

Ez azt jelenti, hogy az ilyen tipusa jatékokndl a H,(s) szamot nemcsak az 1
jatékos s helyzetbeli nyereségének tekinthetjiik, hanem a 2 jatékos ugyanezen
helyzetbeli veszteségének is.

A kétszemélyes nullajatékok nyilvan olyan jelenségek modelljei, amelyek—
nél a jelenségben résztvevd két fél érdekei ellentétesek €s kizarjdk barmiféle
kompromisszum lehetOségét. A kétszemélyes nullajatékok eimélete az dltaldnos
jatékelmélet egyik legfontosabb és legjobban kidolgozott része.

Az osszes elmondottakkal kapcsolatban az az eset, amikor a jatékosok
halmaza egyetlen elembdl all, a jatékelmélet szempontjabol érdektelen, mint-
hogy akkor ez az egyetlen jatékos teljesen meghatdrozza az egész helyzetet
és azt ugy valaszthatja meg, hogy a nyereségfiiggvénynek a maga szamara
legel6nyosebb értékét biztositsa. Ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy [ leg-
alabb két jatékosbol all.

Ugyanigy feltehetjiik, hogy minden jatékos legalabb két stratégiaval ren-
delkezik, minthogy az a jatékos, akinek csak egy stratégia 4ll rendelkezésére,
lényegében sehogyan sem tud befolyast gyakorolni a helyzet kialakulasara,
és passziv szemlél6je marad a jatéknak, ha érdekelt is annak kimenetelében.
llyenkor a tobbi jatékosok tevékenysége attdl fiiggetleniil valosul meg, részt
vesz-e az adott jatékos a jatékban vagy sem. Ezért anélkiil, hogy minden
egyes alkalommal kiilon kikotnénk, fel fogjuk tenni, hogy mindegyik jatékos-
nak egynél tobb stratégiaja van.

2. Egyensitilyi helyzetek. Természetes dolog feltételezni, hogy mind-
egyik jatékos célja sajat nyereségfiiggvénye maximdlis értékének az elérése.
Minthogy azonban a jatékos nyeresége fiigg a helyzettdl, és maga a jatékos
a helyzet kialakuldsdra csak részben tud befolyéast gyakorolni, azért az a prob-
léma, hogy a jatékos miképpen tudja céljat megvaldsitani, nem ftrivialis.
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Foglalkozzunk részletesebben ezzel a kérdéssel.

Legyen
lEI, STES;’, S:(S1,82, ...,S,;)QS.

Jelolje s|st azt a helyzetet, amelyet tigy kapunk s-bdl, hogy benne az i jatékos
Az s helyzetet az i jatékos szdmdra kedvezdnek mondjuk, ha barmely
st € S; stratégiara
Hi(s) = Hi(s|s).

Ezt az elnevezést az indokolja, hogy béarmelyik az i jatékos szadmara
nem kedvezd helyzetben ez a jatékos, kelloképpen megvaltoztatva stratégiajat,
megnovelheli nyereségét (feltéve természetesen, hogy a tobbi jatékosok meg-
tartjak stratégidjukat). ,

Az olyan helyzetet, amely mindegyik jatékos szamdara kedvezd, a jaték
egyensulyi helyzetének nevezziik. A I’ jaték Osszes egyensulyi helyzeteinek a

crer

arsy

Ha a jaiék folyamatdt ugy fogjuk fel, hogy a jatékosok elézetes megal-
lapodas alapjan valasztjdk meg stratégidjukat, akkor éppen az egyensﬁlyi'
helyzetekben és csak ezekben lesz kénytelen mindegyik jatékos arra, hogy
teljesitse kotelezettségeit. Ha a jatékosok az egyezményben valamilyen nem-
egyensilyi s helyzel rogzitését kisérlik meg, az arra vezet, hogy legaldbb egy
jatékos sajat nyereségének a novelése céljabol teljesen Dbiintetleniil megszeg-
heti a magara vallalt kotelezettségeket. igy tehat az s helyzet nem fog meg-
valosulni.

Az egyensulyi helyzet fogalma a jatékelmélet kozponti fogalma, €s a
modern jatékelmélet 1ényegében a jatékok egyenstilyi helyzeteinek az elmélete.
A jatékelméleti munkédk tilnyomo tobbségét éppen az egyensilyi helyzetekkel,
létezésiikkel, értelmezésiikkel, megtaldlasuk modjaival stb. kapcsolatos kérdé-
seknek szentelték. Alapjaban véve ez a koriilmény fog visszatiikrozodni a
jelen ismertetésben is.

Kétszemélyes {1, 2}, {S1, S}, {H:, Hz}> jatéknal az s==(s1, S2) helyzet
egyensulyi voltdnak feltételei a

Hi(s1, )= Hi(st, s2)  (s1€8),
Hy(s1,82) = Ha(s1, $3) (s3€S2)

(1.2)

alakot oltik. Ha ezenkiviil a jaték zérus Osszegli, vagyis tetszés szerinti s

helyzetre
Hz(S) =—H, (S),

8 I Osztaly Kozleményei X/2
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akkor az (1. 2) feltételeket at lehet irni a kovetkezbképpen:
(1.3) ' Hl(Sl,S§)§H1(81,Sz)éﬂl(ST,ASQ).

Ezért kétszemélyes nullajatékoknal az egyenstlyi helyzetek létezésének
kritériumat a kovetkez6 elemi tétel adja meg.

1. TETEL. Ahhoz, hogy a
I'={1,2},{S, S:}, {H, —H}>
jdtéknak legyen egyensiilyi helyzete, sziikséges és elégséges, hogy a
(1.4) min sup H(s1, s;) és maxinf H(sy, $2)

kifejezések létezzenek és egymdssal egyenldk legyenek.

BizoNYiTAS. Sziikségesség. Legyen (si, s3) € Sr. Ez azt jelenti, hogy fenn-
all (1. 3). Innen kovetkezik, hogy

(1.5) H(st, s38) = sup H(s1, s%),
(1.6) H(st, s8) = inf H(st, s2),
azaz )

- sup H(s, s3) =inf H(st, ss).

Minthogy a baloldalon sy egy fiiggvényének, a jobboldalon pedig s: egy fligg-
vényének az értéke all, azért

inf sup H(s1, $:) = H(st, s3) = sup inf H(sy, S2),

minthogy pedig az ismert minimax-egyenl6tlenség alapjan a jobboldal nem
haladja meg a baloldalt, fennall

inf sup H(s1, s2) = H(st, s8) = sup inf H(sy, s2).
Osszehasonlitva ezt az (1.5) oOsszefiiggéssel kapjuk, hogy
sup H(s1, s8) = inf sup H(s1, $2),
tehat a jobboldalon &ll6 infimum eléretik és ezért helyette minimumot ir-
hatunk. Igy .
H(sl, st)==min sup H(s, $2).

Analég modon belathatd, hogy

H(st, s3) = max inf H(s, so), : ' ' )

8 83

és ezzel a sziikségességet bebizonyitottuk. !
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Elégségesség. Legyen
min sup H (s, s2) = max inf H(s1, s2).
Tegyiik fel, hogy a baloldalon all6 minimum s.=s5 esetén, a jobboldalon
allé maximum pedig s;==s] esetén valosul meg. Akkor

(1.7 sup H(si, st) =inf H(s1, s2). o~

Tovabba nyilvanval6, hogy

sup H(s, st) = H(s1, s3) = inf H(si, s2),

ebbdl pedig (1. 7)-re valo tekintettel kovetkezik (1.5) és (1.6), tehat (1. 3) is.

Az (1.4) minimax-egyenloségnek, mint a kétszemélyes nullajaték egyen-
stlyossaga feltételének a kovetkezd szemléletes értelmezés adhat6. Tegyiik fel,
hogy a jatékosok nem egyidejilleg és nem egymdastdl fiiggetleniil valasztjak
meg stratégidjukat, hanem sorban, egymdas utdn, és kozben az a jatékos, aki

flyenkor ha az elsd jatékos vélasztja meg eldszOr a maga si siratégiajat,
akkor a masodik, err6l tudva, a sajat s; stratégidjat tigy fogja megvalasztani,
hogy vesztesége kozel legyen az inf H(si, s») értékhez. Kdvetkezésképpen az

els6 jatékosnak, aki eldre latja ellenfelének ezt a magatartdsat, ugy kell meg-

inf H(s1, s¢) == max inf H(s1, s2).
Ilymédon ennek az egyenléségnek a jobboldala az a legnagyobb nyereség,
amit az elsé jatékos magénak biztositani tud.
Ha, forditva, el6szor a masodik jatékos valasztja meg a maga sb stra-

jatékos maximalis garantdlt nyeresége

max inf (— H(s1, $2)) = — min sup H(s1, s2)
lesz. Mas szoéval e feltételek mellett a masodik jatékosnak modjaban all nem
megengedni, hogy az -els6 jatékos nagyobb nyereségre tegyen szert, mint
min sup H(si, S2). '

Ezek szerint ha mindkét jatékos ,okosan” jatszik, akkor az elsének a
nyeresége az (1.4) minimax értékek kozé kell hogy essék. A minimaxok
egyenldsége esetén pedig az elsd jatékos nyeresége (és ezzel egyiitt a maso-
diknak a vesztesége) teljesen meghatdrozott szam, melyet a I” jdték értékének
neveziink és wv,-val jeloliink. Ebben az esetben egyik jatékosnak sincs oka,

8*
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hogy titkolja a stratégia megvalasztdsara vonatkoz6 szandékat: semmiféle ilyen
tajékoztatds nem fogja arra o6sztonozni az ellenfelet, hogy valamiképpen meg-
valtoztassa terveit. Az a tény, hogy az egyensulyi helyzetekkel rendelkezd
kétszemélyes nullajatékoknal a jatékosok nyeresége teljesen meghatarozott,
indokolttd teszi, hogy az ilyen jatékokat feljesen hatdrozottaknak nevezziik.

Nem nehéz megmutatni, hogy kétszemélyes nullajaték esetében a Cr
halmaz téglalap alaki (vagyis az (si, $2) € Sr, (51, 85) € Sr relaciokbol kovet-
kezik, hogy (s, s5) € €r), tovabbd azt, hogy ilyen jatéknal a &, halmazon
mindegyik jatékos nyeresége alland6. Sem az elébbi, sem az utébbi koriil-
mény nem all fenn altaldnossagban sem ketténél tobb személyes jatékoknal
(még akkor sem, ha ezek a jatékok zérus osszegiiek), sem a nem zérus 6sszegii
jatékoknal (még két jatékos esetén sem).

A &r halmaz téglalap alakt volta a kétszemélyes nullajatékoknal azt
séget  biztosit magdnak fliggetleniil az ellenfél tevékenységétdl. Egyensulyi
stratégidit ezért optimdlisaknak szokéas nevezni. Hasonldé okok miatt optima-
lisaknak nevezik az ilyen jatékoknal a masodik jatékos egyensilyi stratégidit is.
Az els6, illetve a masodik jatékos [° jatékbeli optimalis stratégidinak a hal-
mazat Ty([')-val, illetve To([")-val jeloljiik.

Végiil tegyiink egy trividlis, de gyakran nagyon hasznos megjegyzést.

Legyen
I'=<1{Si}ier, {Hijier
tetszés szerinti jaték és
Fo=<1,{Si}ier, {Hit+a}ien-
Akkor

= ~
or=— O[‘a.

3. A jatékok bdvitése. Tavolrol se minden jatéknak vannak egyensiilyi
helyzetei, még a véges jatékok kozott sem. Elég tekinteni azt a kéiszemélyes
jatékot, amelynél

(1.8) Si={1,2}, Ss={1,2}, H1,1)=H(2,2)=1,H(2,1)=H(1,2)=—1.
Nyilvanval6, hogy erre a jatékra

min max H(sy, se) =1,

S 5t

max min H(sy, $)= —1,

ugyhogy az 1. tétel értelmében ennek a jatéknak nincsenek egyensilyi helyzetei.
A fenti jaték egytttal bizonyos igen gyakran fellép6 jelenségek modell-
jétil is szolgal.
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Katonai, gazdasagi vagy egyszeriien mindennapi kérdések megoldasanal
nagyon gyakran adddik olyan helyzet, amikor egy személy (vagy kollektiva) két
cselekvési mod koziil valaszthat, a koriilmények pedig, amelyek kozott ez a cse-
lekvés meg fog valosulni, szintén kétfélék lehetnek: vagy az elsd cselekvési modra
nézve kedvezdek €s a masodikra nézve kedvezotlenek, vagy forditva. (N. WIENER
helyesen jegyzi meg: ,,...a fegyver hatdsossaga fiigg attdl, hogy milyen masik
fegyver létezik, amely képes neki ellendllni...“)’. Ha még azt is feltessziik,
hogy ezek a koriilmények egy masik személy (kollektiva) ellendrzése alatt
allnak, amelyiknek ellentétes érdekei vannak, akkor olyan viszonyokkal van
dolgunk, amelyek kozel vannak az (1.8) alatt felirt jatékhoz. Pontosan ilyen
a ,fej vagy irds‘“ jaték emlitett véltozata is.

Vilagos, hogy minden eléggé teljes jatékelméletnek tartalmaznia kell a
jatékosok viselkedésmodjara vonatkozo utmutatdsokat mind az (1.8) jaték,
mind mas hasonl6 jatékok esetében.

E célbol vezessiik be a jdték bovitésének a fogalmat. Legyen
Ii=<4ASPY AHPY, D=1 {SP), (1)

két jaték. Ha itt tetszés szerinti i € / indexre

(1.9) SV s?,
tehat SO 8P, és s€ SO esetén
(1. 10) HY(s) — HP(s)

minden i€/ mellett, akkor a I's jatékot a [ jaték bovitésének nevezziik.

Ha a I’ jatéknak nincsenek egyenstlyi helyzetei, akkor lehet foglalkozni
e jaték olyan I” bdvitésének a keresésével, amelynek mar vannak egyenstlyi
helyzetei. I" stratégiait valamiféle értelemben a I" jaték altalanositott straté-
giainak lehet tekinteni, I” egyensilyi helyzeteit pedig I egyensilyi helyze-
teinek ezek mellett az altalanositott stratégidk mellett. Ahhoz, hogy a kérdés
ilyen modon valé6 megkozelitése jogosult legyen, magatol értetédden sziiksé-
ges, hogy a I jaték stratégidinak legyen valamilyen természetes értelmezésiik
az eredeti I" jaték keretein beliil.

llyen természetes jaték-bovitéseket kiilonb6z6 modokon Ilehet alkotni-
A jelen cikkben csak a leghaszndlatosabbat érintjiik koziiliik.

Legyen
I'=< {Si}ier, {Hi}iep

valamilyen jaték. Rendeljink hozzd minden i€/ indexhez egy S! halmazt,
amely S;-n értelmezett valosziniiségi mértékekbdl all, tartalmazza az Osszes

1 N. Wiener: Cybernetics, New York, 1948.
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elfajult mértékeket (azt az elfajult mértéket, amely az s;€S; elemhez az 1
valosziniiséget rendeli, azonositani fogjuk ezzel az elemmel) és konvex, vagyis
barmely két si,si’ mértékkel egyiitt tartalmazza az oOsszes Asi-+(1—42)s/
alakia mértékeket, ahol 4 €0, 1].

A S7-hoz tartoz6 valGsziniiségi mértékeket az i jatékos I' jatékbeli

kevert stratégidinak nevezziik. A §*==) S szorzat elemeit I kevert stratégids
i€l

helyzeteinek nevezziik. Nyilvanvalo, hogy a I" jaték minden egyes s*=(si, ..., s%)

kevert stratégias helyzetét tekinthetjitk olyan S-en értelmezett valdsziniiségi

mértéknek, amely a S; halmazokon értelmezett s valdsziniiségi mértékek

szorzata.

A Si-n értelmezett elfajult mértékeket a halmaz megfelelé elemeivel

azonositva biztositjuk (1.9) teljesiilését.

Legyenek értelmezve a S* halmazon olyan HY valds értékil fiiggvények,
amelyekre
Hi(s) = Hi(s) (i€l scs).

Specidlisan, ha a Sf (i € /) halmazok olyanok, hogy a H,; fiiggvények
barmely s* € §* mértékre vonatkozélag mérhetok S-en, akkor lehet

Hi(s") =§f Hi(s)s* (ds).

Nyilvanvald, hogy a H; fiiggvények ilyen értelmezése esetén teljesiil az (1.10)
feltétel.
A
"= (ST, {HD

jatékot a [' jaték kevert bévitésének nevezziik.

A jaték kevert bovitésének a definicidjdban altalaban bizonyos hatdro-
zatlansag van, ami azzal kapcsolatos, hogy a Si mértékhalmazok kiilonbdz0-
képpen valaszthatok. A jatékelméletben a jatékok kevert bdvitésének rendsze- -
rint valamilyen konkrét valtozatat haszndljak, és ezt minden egyes esetben
kiilon valasztjdk meg. '

Jegyezziik meg, hogy véges I" jaték esetén a kevert bovités definicioja
egyértelmii, ugyanis ebben az esetben minden i-re a S-n értelmezett dsszes
mertékek halmazat vehetjiik csak Si-nak.

A I' jaték kevert bovitését a kovetkezbképpen lehet interpretdlni. Minden
s; €87 kevert stratégiahoz dlljon az i jatékos rendelkezésére egy véletlen
konstrukcid, amely az s; elemek véletlen kivalasztasat az si mértéknek meg-
feleléen valdsitja meg. Valamelyik konstrukciénak az i jatékos altal torténd
kivalasztdsa éppen egy si valdszintiségi mérték kivalasztasat jelenti. Ha min-
den jatékos kivalaszt egy-egy véletlen konstrukciot, akkor végeredményben
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S*-on megvalosul egy s* valdsziniiségi mérték. llyenkor H;(s)-bodl valészinii-
ségi valtozo lesz, és ennek a varhatd értékét nyilvanitjuk az / jatékos nyere-
ségének az s" helyzetben.

Kevert stratégidnak egy katonai (taktikai) feladatban val6 tényleges fel-
hasznalasat ismerteti [13].

Gyakran nagyon hasznosnak bizonyul a kovetkezd egyszeril allitas.

2. TETEL. Legyen I valamilyen jdték. Ahhoz, hogy I kevert bovitésének
egy s helyzete kevert stratégids egyensiilyi helyzet legyen, sziikséges és elég-
séges, hogy tetszés szerinti i és si € S; mellett

Hi(s") = Hi(s"|s)
legyen.

BizoNnyiTAs. A sziikségesség nyilvanvald. Az elégségesség viszont abbol
kovetkezik, hogy si€ S esetén

Hi(I5T) == | Hi(sTlIs)Si(ds:) = [ Hi(s") 5t (ds)) = Hi(s") [ SH(dsi) = HL(s").

S. S;

i

Jegyezziik még meg, hogy kétszemélyes nullajatéknal az optimalis kevert
stratégiak halmaza konvex.

Mint a késObbiekbdl lathatd lesz, az egyensulyi helyzettel nem, de kevert
stratégids egyensulyi helyzettel mar rendelkez6 jatékoknak van egy nagyon
kiterjedt és fontos osztilya. Ezért a jatékelméletben a kevert stratégia fogalma
olyan nagy jelentéségre tesz szert, hogy az irodalomban a jatékos stratégia-
jan rendszerint éppen valamilyen kevert stratégiat értenek, magukat a jatékos
stratégidit pedig tiszfa stratégidknak nevezik. Hasonioképpen a jatékbeli hely-
zetet tiszta stratégids helyzetnek nevezik, a kevert stratégias helyzetet pedig
helyzetnek. A tovabbi targyalds soran mi is ezt a szokast fogjuk kovetni.

4. Véges jatékok. Nash tétele. Legyen
| r=<1,{S3, {H}>
Si={si1, .. <, Sim} (i=1,2,...,n).

Természetes dolog egy tetszés szerinti s; (kevert) stratégiat olyan

(Sf(S,'l), ey S:(S,i’m"))
vektornak tekinteni, amelynek a komponensei az egyes tiszta stratégiaknak az
si stratégia soran fellépd valosziniiségei. Akkor a S; halmazt olyan szimplex-
ként lehet interpretalni, amelyet egy m; dimenzi6s tér koordinita-egységvek-
torainak a végpontjai hatdroznak meg. Az si(s;) valosziniiségek e szimplex
s; pontjanak a baricentrikus koordindtai, a szimplex csticsai pedig a jatékos
tiszta stratégidi.

véges jaték és
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Akkor a S halmaz szimplexek direkt szorzata és igy homeomorf egy
az my+my---- 4+ m, dimenziés euklidesi térben fekv® szimplexszel.

Ha s*==(si,..., s}), akkor s"(s;)-n a tovabbiakban si(s;) értendd.

A kevert stratégids egyensilyi helyzetek létezésének a kérdését véges
jatékokra NAsH oldotta meg teljesen a kovetkezd tétel bebizonyitasaval.

3. TETEL. Minden véges jdtéknak vannak egyensulyi helyzetei.
BizonyiTAs. Legyen .
=<, {S:}, {Hij>
véges jaték és
Sg={8i1,...,s,:,m',} (i'=1,...,ll).
Tetszés szerinti s*€ 8%, i€/ és 1 =j=m,; esetén vezessiik be a
¢ii(s7) = max {0, Hi(s"||sy) —Hi(s")}
jelolést. Legyen tovabba
(1.11) 5 (sy) — S () £ 9

1+ ; (Pik(s*)

Konnyii ellendrizni, hogy s} valosziniiségi mérték a S; halmazon, vagyis
st €S!. Akkor az (si,...,s}) sorozat, amelyet s*-sal jeloliink, hozzatartozik
S*-hoz.

Nyilvanvalo, hogy az (1. 11) 0Osszefiiggések minden s* € §* elemnek egy-
értelmiien megfeleltetnek egy s* € S* elemet, vagyis a S* halmaz egy onma-
gaba vald leképezését valdsitjdk meg. Abban a topologiaban, amelyet S*-on a
beagyazo euklidesi tér topoldgidja indukadl, a tekintett leképezés folytonos.
Minthogy ugyanebben a topoldgidban S* homeomorf egy szimplexszel,
BROUWER tétele alapjan (ldsd pl. [15]-ot) leképezésiinknek van fixpontja, azaz
létezik olyan s§ € S* helyzet, hogy

(1.12) shi(sy) = sbi(si7) + Pi(s)
1+ Zl Pi(sh)

Most tegyiik fel, hogy létezik olyan i€/, hogy minden az sj(s;) >0
egyenlotlenséget kielégitd j=1,..., m; indexre

@;(s0) >0.
Az utdbbi azt jelenti, hogy
y Hi(s8lls) > Hi(sd).



VEGES, KOALICIOMENTES JATEKOK 223

De akkor az egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozva si(s;)-vel és Ossze-
gezve mindazon j indexekre, amelyekre si(s;)>0, kapjuk:
(1.13) D) Hi(s"lsu) $3(s) > Hist).

sgis;) >0
Nyilvanvalé azonban, hogy itt a baloldalon szintén H;(st) all, ugyhogy az
(1. 13) egyenl6tienség nem teljesiilhet.

Kovetkezésképpen minden i € I indexhez talalhatd olyan j, hogy si(s;) >0
és @;(s5)=0. llyen j-re (1.12) helyett nyilvan irhatd

- * s*i Sij
SOL(Sij)= :h( )
1+ % @i (Sh)

Minthogy itt a baloldal j vélasztdsa folytdn zérustol kiilonboz6, azért nyilvan

mi

> pu(ss) =0,
k=1
vagyis, tekintettel arra, hogy az utdbbi Osszeg tagjai nem negativok,
@ij(s5) =0
minden i-re és j=1,...,m-re. De ez azt jelenti, hogy
Hi(s") = Hi(s™[|sy)

minden i-re és j=1, ..., m-re, vagyis s* € Er. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Emlitsiik meg ennek a tételnek egy hasznos kovetkezményét. ‘
Legyen I kétszemélyes nullajaték. NAsH tétele szerint I-nak van (s%, s%)
egyenstlyi helyzete. Ezt a I kevert bovités tiszta stratégias egyensulyi hely-
zetének tekintve és felhasznalva az 1. tételt, a
max min H(s(, ;)= min max H(si, s2)
5 EST s, ESF 5,ESY s E8F
minimaxok létezésére és egyenlOségére kovetkeztethetiink. NASH tétele a véges
jatékoknal elvben megoldja ugyan az egyensulyi helyzetek létezésének kérdé-
sét, e helyzetek megtaldlasanak modjara nézve azonban nem tartalmaz semmi-
féle konstruktiv utasitast. Az egyensilyi helyzetek gyakorlati megkeresésének
a feladatat mindeddig a jatékoknak csak néhdny nagyon szilkk osztalydra
oldottdk meg.
Jegyezzitk meg, hogy azok az erdfeszitések, amelyek célja az egyenstlyi
helyzetek tényleges meghatarozasi médjainak a felkutatasa, kétirdnytak lehetnek.
Elészor fel lehet tenni a kérdést 1gy, hogy hatarozzuk meg az adott
jaték osszes egyenstlyi helyzeteit. Ez a feladat azért fontos, mert egy jatékos-
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nak kiilonboz6 egyensulyi helyzetekben altalaban kiilonb6z6 nyereségei lehet-
nek. Ezért az Osszes egyensilyi helyzetek kellden attekinthetd felsoroldsa ad
csak lehetoséget annak a helyzetnek a kivalasztisira, amely a legnagyobb
mértékben felel meg a jatékosok érdekeinek. A megjelent ilyen irdnyti munkdk
[16] azonban azt mutatjdk, hogy mar a kétszemélyes véges nullajatékok legegy-
szerlibb esetében is az Osszes egyensulyi helyzetek felsorolasa igen farasztod
szamitasokkal jar, és ezeknek a terjedelme a jatékosok stratégidi szimdnak a
novelése esetén nagyon gyorsan ndvekszik. Még nagyobbak a szamitasi nehéz-
ségek azoknak a kétszemélyes véges jatékoknak a vizsgdlatdnal, amelyek
nem zérus Osszegiiek [17]. -

Ezzel kapcsolatban figyelemre méltdak a probalkozasok, hogy a kutatéds-
nak azon a masik dtjan haladjanak, amely a jaték legalabb egy egyensilyi
helyzetének a megtalalasaval fiigg Ossze. A feladatnak ezt a — nyilvan tavol-
rol sem teljes — megoldédsat egyrészt egyszeriibben lehet megkapni, masrészt
pedig a jatékok néhéany osztalydndl (pl. a kétszemélyes nullajatékoknal) a gya-
korlati célok tobbsége szempontjabol mar ez is elegendd.

Néhany eredményt, amelyet kétszemélyes nullajatékokra akéar az elsd,
akdr a masodik irdnyban kaptak, a 2. §-ban fogunk ismertetni.

2. §. Matrix-jatékok

1. Definicio. A kétszemélyes véges nullajatékokat gyakran mdtrix-
Jjdtékoknak nevezik. Ezt az elnevezést az teszi indokolttd, hogy az ilyenfajta
jatékokat a kovetkezbképpen lehet interpretalni.

Legyen
A - ||aini.:1,..., m
Jj=l,..,n

valamilyen matrix és
(2 1) IWA:<{1y 2}) {Sl; SZZ}; {Hy—H}>7
ahol
(2.2) Si={1,...,m},
(2.3) 82:{11-'-)’2})
2.4) H(i, j)=a;.

Vildgos, hogy akkor a jaték folyamata felfoghato Ggy, hogy egyiddben
és egymadstol fiiggetleniil az 1 jatékos kivdlasztja valamelyik (i-edik) sort, a .
2 jatékos pedig valamelyik (j-edik) oszlopot a A matrixbdl. Az e vélasztdsok
eredményeként adodo (i, j) helyzetben az 1 jatékos a; nyereséget kap (a 2
jatékos pedig ugyanennyit veszit).
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Mitrix-jatéknal a jatékosok kevert stratégidit, vagyis a jatékot leir6 mat-
rix sorai, ill. oszlopai halmazan értelmezett mértékeket nyilvdn m-dimenzios,
illetve n-dimenzids

X=(0,....,%n), Y=, ., ¥n)

vektoroknak lehet tekinteni, ahol
xizo, ngo, Zﬂxi: Zﬁy]:L
i=l1 j=1

Jeloljitk az 1 jatékos oOsszes kevert stratégidinak a halmazat S,-mel, a 2

a (X, Y) kevert stratégias helyzetben
Z ;XY == XA YT,
iij
ahol a 7 jel most és a tovabbiakban is a matrix- vagy vektortranszponalas

miiveletét jelenti.
A 2. tétel értelmében ahhoz, hogy

. (X, y) 6 6I'A
legyen, sziikséges és elégséges
XA; =ZzXAYT= A Y? (=12,...,m; j=1,2,...,n)

fennalldsa, ahol A; és A.; most és a tovabbiakban a A matrix i-edik sorat,
illetve j-edik oszlopat jelenti.
A kovetkezd allitds majdnem trividlis.

4. TETEL. Ha I’ egy (m X n)-es A mdtrixszal jellemezhetd jdték, akkor
a T\ (I') és Ty(I') halmazok m-dimenzids, ill. n-dimenzids vektorokbdl dllo
nemiires, zdrt, konvex és korldtos halmazok.

2. A matrix-jaték értékének és a jatékosok optimalis stratégiainak
a meghatarozasa. Legyen R az n-dimenzids vektortér egy konvex részhal-
maza. R szélsé pontjdnak az olyan r € R pontot nevezziik, amely nem allithato

el6 %(rﬁ—rg) alakban, ahol r,,r. € R és ri=kr,. R 0sszes szélsd pontjainak

a halmazat K(R)-rel jeloljiik. Ismeretes (lasd pl. [18]-at), hogy ha egy zart,
konvex, korlatos R halmaznak csak véges szamu szélsd pontja van, akkor R
egybeesik a K(R) halmaz konvex burkaval.

A K(Tu(I"))-beli és K(T,(["))-beli osszes stratégiak megtalalasanak
a modjat SHAPLEY és SNow [16] mutatta meg. Kideriilt, hogy ezek a halmazok
barmelyik matrix-jatéknal végesek. Kovetkezésképpen a T1(I") és T,(I") hal-
maz meghatdrozasanak a feladata visszavezethetd K(7,(I")) és K(T:(I")) meg-
hatdrozdsénak a feladatdra. Foglalkozzunk ezzel az utobbi feladattal.
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Az 1. § 2. pontja végén tett megjegyzés alapjan az altalanossag meg-
szoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy vr=£0.

A tovabbiakban ha X €S, (illetve Y€ S,) és B a A matrix egy minor-
matrixa, akkor Xz (Yg) jeloli a X (V) vektorbdl a B-ben nem szerepld
soroknak (oszlopoknak) megfeleldé komponensek elhagydsdval nyert vektort.

5. TETEL. Legyen I’ mdirix-jdték, I’ mdtrixa A, e

X=(x1, ey xm)E Tl(r)) Y:(yl’ rry y")e T2([’)'

Akkor ahhoz, hogy fenndlljon X ¢ K(T\(I")) és Y € K(T.(I')), sziikséges és
elégséges, hogy a A mdtrixnak létezzék olyan nemszinguldris B minor-mdtrixa,
amelyre 1 ' L
. ) IS
(2.5) X,,.:JLBIT, };r—v-—;{",, ,
J.B J, B,
ahol | az az r-dimenzios vekfor, amelynek minden komponense 1-gyel egyenlo.

BizoNYiTAS. Sziikségesség. Legyen X € K(T,(I")), Y€ K(T,(I")). Konst-
rualjuk meg a B matrixot a kovetkezoképpen.

Nevezziik a A, sort elsbosztalytinak, ha x; >0. Ebben az esetben nyil-
vanvalo, hogy A.YT=wvr. A A sort mdsodosztdlyinak fogjuk nevezni, ha
Xx;=0 és A.YT=vwp. Az 0Osszes tobbi sort a harmadik osztdlyba soroljuk.
Analog moédon bontjuk fel harom osztalyra A Osszes oszlopainak a halmazat,
a A; oszlopot elsGosztdlyanak tekintve, ha y; >0, mdsodosztilyunak, ha
y;=0, de XA,;==vr, és harmadosztlyiunak, ha XA, >vr. A A, oszlopnak
azt a részét (részvektorat), amely az elsbosztdlyu sorokhoz tartozé elemekbot
all, jeloljiik A%-vel.

Tekintsiik a A matrix sorainak egy olyan U halmazat, amely tartalmazza
az Osszes elsbosztalya sorokat, nem tartalmaz harmadosztalyu sort, a masodik
osztalybdl pedig csak olyan sorokat tartalmaz, amelyekre a A. vektorok nem
fiiggnek linedrisan a Aj. alaku vektoroktol (k==i, Ax- € ). A maximélis ilyen
tulajdonsédgi halmazokat kitiintetetteknek fogjuk nevezni. Hasonloan definidljuk
oszlopok kitiintetett halmazait.

Megmutatjuk, hogy minden olyan B minor-mdtrix, amely egy kitiintetett
halmazt alkoto osszes sorok és egy kitiintetett halmazt alkotd Osszes oszlopok
metszéspontjaiban elhelyezkedd elemekbdl all, megfelel a kovetelményeknek.
Meghatarozottsag kedvéért fel fogjuk tenni, hogy B-nek r sora és s oszlopa
van és a A matrix bal fels6 sarkdban helyezkedik el.

Mindenekeldtt bebizonyitjuk, hogy B sorai linedrisan fiiggetlenek.

Ha ez nem lenne igy, akkor léteznék olyan zérustdl kiilonb6z6 Gp=
=(71, ..., 7») vektor, amelyre

(26) GBB.J'ZO (j=1,2,...,8).
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A Gp vektort kiegészitve a zérus értékil ¥4, ..., ym komponensekkel, kapunk
egy vektort, amelyet G-vel fogunk jelolni. Vildgos, hogy

GA;=0 (j=1,2,...,9).
Fennall :
e GBB YTZGBJZVUJ',
masrészt (2. 6) alapjan
GgBYT=0.

Tehat, minthogy vr=0, Gg/T=0, vagyis Gp komponenseinek az Osszege
(és igy G komponenseinek az tsszege is) zérussal egyenlo.

Legyen tovabbd egy masodosztilyu sornak megfeleld 3; komponens
zérustol kiilonbozd. Akkor a B sor linedrisan fiigg B tobbi soraitél. Igy a
Al vektor is linearisan fiiggeni fog a Ak (k=r, k==i) alaku vektoroktol,
ami ellentmond a kittintetett halmaz definicidjanak.

Tehat G-nek legfeljebb azok a y; komponensei kiildnbdzhetnek zérustol,
amelyekre x; >0. Ezért megadhatdé olyan & >0, hogy |e| < ¢ esetén

Xi+ey;=0
minden i=1, 2, ..., m indexre. Képezziik-a
Xe=X+eaG

vektort. Nyilvanvalé, hogy X. komponensei nem negativok és 0Osszegiik 1.
Kovetkezésképpen X, € S,.. Tovabba

XaA.j = XaBB.j = (XB +(C GB)B..,' — XBB.J' = XI’;A’,

mindazokra a A; oszlopokra, amelyek B képzésénél fellépnek. Ha a A,
oszlop masodosztalyn, de B képzésénél nem 1ép fel, akkor a megfelel6 A}
vektor linedrisan fiigg a B’ vektoroktol. Legyen

Al — kZ AxBix.

-

Itt
X' A= XA;—ur,

tigyhogy
XA, = XiA; = (X' +aG)A;=(X'+aCG) D Br—
k

=X’A.’j—i—aG'ZlkB.'k=vp+aZlkG’B.’k=vp.
k k

Végiil ha a A, oszlop harmadosztilyd, akkor — minthogy XA;>vr —
az « szamot abszolut értékben elég kicsinynek valasztva elérhetjiik, hogy
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Xa«A; > vp is fennélljon. Tehdt XoA; = vr minden j=1,2,..., n-re, vagyis
X. € Ty(I"), és hasonloképpen X_,€ Ty(I'). De akkor X=%(X,,+X,a)e}§
EK(T2(D)).

A kapott ellentmondés azt mutatja, hogy a B matrix sorai linearisan

fiiggetlenek. B oszlopainak a lineéris fliggetlensége analog médon bizonyit-
hat6. Tehat r=s, és a B matrix négyzetalak és nemszinguldris.

Fennall _ -
2.7 XsB=vr],.
Tehat

1= XuJl = XuBB™'J] =v.] B,
ahonnan |
1
és (2. T) alapjin
4 )BT
ey 37

Y» meghatdrozdsa hasonléan végezhetd. Most mdr csak azt kell megjegyezni,
hogy X és Y csak bizonyos zérus értékii komponensekben tér el Xp-t6l, ill.
Yp-t6l. A sziikségességet bebizonyitottuk.

Az elégségesség indirekt tton minden nehézség nélkiil bizonyithatd.

A bebizonyitott tételbd] kovetkezik, hogy a K(7:(I"))-beli és K(T.(I"))-
beli stratégidk szdma nem mualhatja feliil A nemszinguldris minor-matrixainak
a szamat és igy véges. Képezve minden ilyen minor-matrixhoz a (2.5) alaka
kifejezéseket és kivalasztva koziiliik azokat, amelyek optimalis stratégiak, ezzel
a K(Ty(I))-t és K(T,(I"))-t atkotd osszes stratégidk felsorolasat nyerjiik.

Ebbdl a tételbdl kovetkezik még a kovetkezd figyelemre méitd tény,
amelyet KAPLANSKY fedezett fel e tétel egy specidlis esetének a bizonyitasa
soran [19]. Legyen a I' matrix-jatéknal, amelyhez egy'(m X n)-es A matrix
tartozik, a sorok szama kisebb, mint az oszlopoké: m < n. Akkor a mdsodik
jatékosnak van olyan optimdlis stratégidja, amely legfeljebb m szdmu tiszta
stratégia keveréke. Valoban, a K[7,(I'4)] halmazhoz tartoz6 barmelyik ¥ stra-
tégia ilyen lesz, mert taldlhaté hozza olyan négyzetalakd B minor-matrix, hogy
a Y. vektornak azok a komponensei, amelyek A olyan oszlopainak felelnek
meg, amelyek B megalkotdsdndl nem szerepelnek, zérussal egyenlok. Tehat
Y zérustdl kiilobnbdzd komponenseinek a szama nem lehet nagyobb, mint A
sorainak a szama, vagyis m.
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3. Jatékok szimmetrizalasa. A’ differencialegyenletek moédszere.
Azok a mddszerek, amelyek legaldbb egy egyensiulyi helyzet megtaldlasara
szolgdlnak, a matrix-jatékok esetében kiilondsen értékesek. Arrol van szo,
hogy az ilyen jatékoknal az egyenstlyi helyzet tobbérteimiisége viszonylag
ritka kivétel. Nevezetesen, az 0sszes (m X n1)-es matrixok halmazat mn-dimen-
2i6s Rm. euklidesi térnek tekintve, BOHNENBLUST, KARLIN és SHAPLEY meg-
mutattdk [20], hogy az o©sszes olyan (m X n)-es A matrixok halmaza, ame-
lyekre a I'4 jatéknak egyetlen egyenstlyi helyzete van, nyilt és mindeniitt
siiri R..-ben. BROWN és NEUMANN [21] bebizonyitotta, hogy matrix-jatéknal
léteznek optimalis stratégiak; bizonyitasuk elvileg megvaldsithato médszert ad
legalabb egy ilyen stratégia tényleges meghatarozédsara.

Ez a bizonyitads-kozvetleniil csak a szimmetrikus jdtékokra alkalmazhato,
vagyis azokra, amelyeknek a A matrixa ferdén szimmetrikus: ay=-—a;.
Ez azonban nem cs6kkenti az eredmények altalanossdgat, mert minden matrix-
jatékot szimmetrizdini lehet, azaz a [y matrix-jatékhoz lehet talalni olyan
I'z szimmetrikus matrix-jatékot, amelynek a megolddsa alapjan a I, jaték
megoldasa konnyen megadhato. _

Ismertetjiik a matrix-jatékok szimmetrizaldsdnak egyik modszerét [21].
A szimmetrizalds mdsik modszerét 1asd [22]-ben.

El6oszor megmutatjuk, hogy tetszés szerinti szimmetrikus [’z métrix-
jatékra

T vp, = 0, T.(I's) = To('s).
Valdban, legyen (X, Y) ¢ Sr,. Akkor
(2.8) XB;= XBYT=B.Y".
De B ferde szimmetridja miatt
XB;=—DB; X7, B.YT=—YB,, XBY'=—YBX7,
és igy (2. 8)-bol kovetkezik, hogy
B XT=YBXT=YB,,
vagyis (Y, X) € €r,. Innen mar kovetkezik, hogy 7,(/'s)= T.(I's). Tovabba,
a Sr, halmaz téglalap-alaki 1évén, (X, X) € Sr, is fennall. Igy
vFB:XBXT: — XBXT=0.
Legyen
Fa=<{1,2},{S, S}, {H, —H})
matrix-jaték, amelynek a nyereségmadtrixa tetszés szerinti lehet. Tekintsiik a

Ip=<{1,2},{S X8, S X S}, {H, —H'})>
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Uj jatékot, ahol
H,((in jQ)’ (i2, /1)) = ai,jl_aizjg >

ennek a matrixat jeloljiik B-vel. Vildgos, hogy a I'p jaték szimmetrikus.
Vélasszunk onkényesen egy X € Ty(I'p) stratégiat. Akkor XB.;, iy =0
minden (jy, &) € S; X S; pérra, azaz minden jy-re és i-re

2 X(ig, jo) (aizjz — Uy 1) = 0’

4 s J1
vagyis
Z Xz, ) Qi gy = Z x-(iz,jl) Qivjys
2, J1 t25J1
’Zt‘ (Z X(ig, jr)) Qi j, = Z(]Z: Xz, jx)) Qiy s
JL 2 2 1

véglil bevezetve a

(Thy---;nm)::H; (Ely"-;gn):E
jeloléseket, kapjuk, hogy

.
2 X =N 2 X iy =6,
J1

AHT == A, (G, )ES XS,,
tehat
(H, =)€Cr,.

Foglalkozzunk a I'p szimmetrikus jaték egyenstilyi helyzeteinek a meg-
hatirozdsival. Rovidség kedvéért haszndlni fogjuk az (i Jo)y =k, (j1,0)=1
és mn—=r jeloléseket. Legyen X a masodik jatékos tetszés szerinti stratégiaja.

Legyen
i, = As. XT,

@ (1) = max {0, uy},

20 = 3 g,

)= )

és tekintsiik a

2.9) B )= @X)x (k=1,2,...,7)
differencidlegyenlet-rendszert bizonyos
(2.10) 31(0) = x

kezdeti feltételekkel.
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A (2.9) rendszernek a (2.10) kezdeti feltételek mellett, mint konnyen
igazolhat6, létezik egyértelmii megolddsa és ez folytonos. Allapitsuk meg
elészor ennek a megolddsnak két tulajdonsagat.

Ha x} = 0, akkor xx(f) = 0.

Valdban, ha x.(t') =20, akkor

dxk
_(F = gp(uk) =

és az xx fuggveny csak novekedhet.

Ha Zxk—l akkor Zxk(t)—l

Valoban, a (2.9 rendszer Osszes egyenleteit Osszeadva kapjuk:

(%Igrlxk(t): D(X) (1 ——h%jxk(t)), ‘

tigyhogy ha a benniinket érdekl Osszeg { egy bizonyos értékénél 1-gyel volt
egyenld, akkor ettdl az értéktdl kés6bb mar nem térhet el
Abban az esetben, amikor ¢(ux) = ux >0, kapjuk:

do(ur) — Zakl ax = Z au @ (u))— D (X) ¢ (ux).
dt dat =

=1

Eszerint minden esetben

M’Q_zzakzqv(uk)fﬁ(ul) 2P(X)g* (),

dt
tehat 6sszegezve k-ra és felhasznilva B ferde szimmetridjat
| X _ 2 000w(x).
Vilagos tovabbd, hogy ‘
(2.11) V(X)) = O(X) = VrBX).
Tehat amikor &/(X) pozitiv, akkor fogyd. Ezért
W) < 2@y,

ebbdl pedig integréaldssal kap]uk, hogy
. D(X)
D(X)= .
(1 +tVBX))
Kovetkezésképpen ¢ novekedtével &(X)—0. Azonkivil (2.11) alapjan
@ (X)—0; tehdt minden k-ra ¢(ux) — 0.

9 1Il. Osztaly Kozleményei X/2
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Legyen X® a (2.9) rendszer megoldasanak egy limeszpontja (a S, hal-
maz kompaktsaga miatt ilyen pont létezik). Erre u, =0 (k=1,..., r), vagyis

A X" =0==v (k=1,...,1),

ez pedig azt jelenti, hogy X® € T,({'s).
Ilymédon a (2.9) rendszer numerikus integralasa iehetévé teszi a I's,

crer

szerinti pontossiggal vald meghatarozasat.

4. A matrix-jatékok megoldasanak iteracids moédszere. A matrix-jaték
legalabb egy egyensulyi helyzetének a meghatarozasara szolgdld masik mod-
szer, amely BROWNtO] [23] és ROBINSONtO] [24] szdrmazik, a kovetkezokben all.

Tekinteni fogjuk a A nyereségmatrixszal rendelkezd I” matrix-jaték sok-
szori megismétlését, mdasszoval olyan végtelen mérk6zést két jatékos kozott,
amelynek minden egyes jatszmaja a I' jatékra redukalddik. Irjuk le induktive
azt a folyamatot, amikor a jatékosok a [' jatékbeli tiszta stratégidik koziil
kivalasztjdk az i, i,... €s ji, js, ..: sorozatot.
lesz a konstrukcio elsé lépése.

Tegyiik fel, hogy a konstrukci6 ¢ 1épése mar megtortént, és ennek soran
az els6 jatékos rendre az

(2. 12) il;i2)--')it'7
a masodik pedig a
(2.13) jl)j2)"')jt"‘

stratégidkat valasztotta. Ha utoljara az elsd jatékos vdlasztott stratégiat, akkor
a konstrukcid (¢4 1)-edik 1épése az lesz, hogy a madsodik jatékos olyan
Jia tiszta stratégiat vélaszt, amelyre
14 t

kzzl aik]-t”+l — nl]n k%,l a[kj-

Ha pedig a f-edik lépésben a masodik jdtékos vdlasztott stratégiat,
akkor a (t4-1)-edik 1épés abbol fog allni, hogy az elsé jatékos kivélaszt egy
olyan /v, stratégiat, amelyre

o o
v

Z Qg1 = MAX Z Qs -

=1 i k=1

A fenti eljards a kovetkezOképpen interpretdlhatd. A jatékos mindegyik 1épés-
nél agy valasztja meg a maga stratégiajat, mintha feltételezné, hogy ellenfele
»atlagos” észlelt stratégidja az a kevert stratégia, amelyhez az tovabbra is
tartani fogja magat.

R
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J. ROBINSON bebizonyitotta, hogy
o
max Z @i, = vr.
k=1

e
—»mt 1

.

(2.19) lim l,min Zaika lim 1

t—»o:)l 7 k=1 t

Jeloljiikk #;-vel az i stratégidk szdmat a (2. 12) sorozatban és #/'-vel a j
stratégidk szdmat a (2. 13) sorozatban. A

1 1 ,
Xt:?(ii,..., ), Yt=7(z‘i’, R 4

jeloléseket hasznélva (2. 14)-et atirhatjuk a

. . . T
lim min X; A;=lim max A, Yy =vr
t>o J 1> i

alakba.

Innen kovetkezik, hogy a kevert stratégidkbol allo X, X, ... sorozat
barmely konvergens részsorozata az els6 jatékos valamelyik optimalis straté-
gidjahoz tart. Hasonlo &llitds érvényes-a Yi, Ya, ... sorozatra.

A (2. 14) képletben felirt konvergencidk rendkiviil lasstiak. SHAPIRO [36]

1

megmutatta, hogy a t-edik iteraciés lépésnél a hiba nem nagyobb egy ¢ "
nagysagrendii mennyiségnél. Bar a numerikus példadk valamivel jobb konver-
genciat mutatnak, altaldban tobb szaz iterdcio is csak két-harom helyes jegyet
eredményez. Ezért a jatékok megolddsa megtaldldsanak ezt a modszerét vagy
gépi tton kell alkalmazni, vagy valamiképpen tokéletesiteni kell.

5. Az optimalis stratégiak halmazai. Barmelyik 7" matrix-jatéknal,
amelynek a nyereségmatrixa (m X n)-es (rovidség kedvéért az ilyen jatékot
(m X n)-es jatéknak fogjuk nevezni), a T1(I"), To(I") halmazok az osszes kevert
stratégiak S,., ill. S, halmazaban fekvé zart, konvex poliéderek. Vilagos
tovabba, hogy nem barmely két Uc S,,, V< S, zart, konvex poliéder tekint-
heté egy (m X n)-es jatékban résztvevd jatékosok dsszes optimdlis stratégiai
halmazanak.

Példaul

U———{/l(cc, 1———(6)—!—(1—1)(6’, l—ﬂ)}xe[o,l], O<e<p@<l

nem lehet ilyen halmaz egyetlen (2 X 2)-es jatéknal sem.

Ezzel kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogyan lehet jellemezni mindazok-
nak a I' jatékoknak a halmazat, amelyeknél az optimdlis stratégidk osszes-
sége az adott T1(I') és Tx(I') poliéder. A vélasz erre a kérdésre GALE és
SHERMAN [25] munkdjaban taldlhatd meg.

Legyen R: a k-dimenzids vektortér és legyen C valamilyen kip Ri-ban
(vagyis olyan halmaz, hogy Xi, Xo€ C és 4;,4: =0 esetén 41 X1+2:X2€C).
Jelentse [C] a Ry tér C-t tartalmazd alterei kozil a legsziikebbet, C* (ill. CL)

o*
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pedig az Osszes olyan X € R vektorok halmazat, hogy XZ =0 (ill. XZ=0)
minden Z ¢ C-re. Vildgos, hogy C* is kup (amelyet C polarkipjanak
neveznek).

Legyen tovabbd U egy a (k—1)-dimenzios S, szimplexben fekv6 poli-
éder. Jeloljik U dimenzidjat dy-val, Siy-nak U-t tartalmazé minimalis lapjat
Ey-val, ennek dimenziojat ey-val, Sy-nak Ey-val szemben fekvd lapjat pedig
Dy-val. A U polieder egy tetszés szerinti dy—1 dimenzids lapjat bels6é lap-
nak fogjuk nevezni, ha nem fekszik benne Si-nak egyetlen, ey-nal alacso-
nyabb dimenzioju lapjaban sem. U belsé lapjainak a szamat fy-val jeloljiik.

Ugy fogjuk venni, hogy S: az a szimplex, amelyet a R, tér koordinata-
egységvektorainak a végpontjai hatdroznak meg. A U< Sy poliédert tartal-
mazé legkisebb kiipot jeldljik C(U)-val.

Ezek mellett a jelolések mellett fenndll a kovetkezd

6. TETEL. Legyen UcC S, VC S, két konvex poliéder. Akkor
1. Ahhoz, hogy létezzék olyan (m X n)-es I' jdték, amelyre
- (2.15) TW)=U, TA(I'Y=YV,
sziikséges és elégséges, hogy teljesiiljenek az
ev—dy=ey—dy, fv=n—ey—I1, fr=m—ey—1
Seltételek.
2. Ahhoz, hogy az (m X n)-es I' jdték kielégitse (2. 15)-it, sziikséges és
elégséges, hogy a jdték A mdtrixa elddllithato legyen

(i
A4 A,

alakban, ahol

a) a A, mdtrix a [C(Ev)] halmazt a [C(Ey)] halmazba képezi le és en-
nek a leképezésnek a magja [C(V)], a A mdtrix pedig a [C(Eyv)] halmazt a
[C(Ev)] halmazba képezi le és a leképezés magja [C(U)];

b) a As mdtrix a [C(Dy)] halmazt a [C(Ev)] halmazba képezi le, tel-
Jjesili a

AC(Dy)c C(U), A:C(Dr)nCU) =0
Jeltételeket és a U poliéder minden F belsé lapjdhoz taldlhato a Dy lapnak
olyan Z csicsa, hogy
C(AZYnU=F;

¢) a Ay mdtrix a [C(Dy)] halmazt a [C(Ev)] halmazba képezi le, tel-

Jestti a
DuA1 c '*—‘C(V)t, DUA1 n C(V)-L:O
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feltételeket és a V poliéder minden G belsé lapjdhoz taldlhaté a Dy lapnak
olyan Z csicsa, hogy
C(ZAnV=G;

d) a A, mdtrix tetszés szerinti.

3. §. Poziciés jatékok

1. Bevezetés. A mostandig tekintett jatékfogalom nem tiikrozi vissza
azoknak a jelenségeknek sok nagyon fontos vonasat, amelyek modelljéiil a
jatékok hivatottak szolgalni.

Ilyen vonds példaul a kovetkezd. Legyen megint

I'=<1, {Si}ier, {Hifier)
koaliciomentes jaték. A I" jaték definicidja a jatékos egyik vagy madsik stra-
keriilnek be a jatékba, mint absztrakt halmazok jellegtelen elemei.

Csak aszerint lehet bizonyos kozvetett megkiilonboztetést tenni a stra-
tégiak kozott, hogy a stratégia alkalmazdsa hogyan befolydsolja a jatékos
nyereségének a nagysagat.

Ugyanakkor sok tartalmas és a gyakorlatban fontos jatékndl a straté-
gidknak gyakran szamos olyan belsd, egyéni vondsuk van, amely &ket mint
olyanokat jellemzi és egyaltalan nem fiigg Ossze a nyereségfiiggvény értékei-
vel. Példaul a sakkjatéknal lényeges kiilonbség van akozott, hogy vildgos a
jatszmat a kirdlygyaloggal vagy loval kezdi, fiiggetlenl attdl, hogy hany pontot
kap a jatékos a jatszma megnyeréséért. A preferansz jatéknal a jatékosnak
az a torekvése, hogy minden koriilmények kozott 6 , jatsszék” (vagyis 6 kapja
meg a talont), szintén kittinteti az illetd jatékos stratégiainak egy bizonyos
részhalmazat, amely nem 4all kapcsolatban a téttel. Végiil az, amikor haborn
idején a szembendlld felek egyike bizonyos konkrét helyzetben a hadviselés
tamado valtozatat valasztja, — fiiggetleniil attdl, hogy ez mennyire célszerii —
a csapatok masfajta ténykedésére vezet, mintha a védekezd valtozatot valasztana.

A legtobb jelenség masik olyan vondsa, amely elvész, ha a jelenséget
normdlalakt jatékkal modellezzitk meg, abban &ll, hogy a normadlalaki jaték-
nél a stratégidnak a jatékos altal torténd kivalasztdsa folyamatat ugy tekint-
jiik, mint valami egy lépésbol 4allo aktust, amelynek soran a jatékos semmi-
féle informacidt sem kap ellenfelei magatartdsardl és szandékairdl.

A valdsagban a helyzet gyakran egy kissé jobb, bar jelentésen bonyolul-
tabb. Rendszerint a jatékos elbszOr nem magat a stratégiat valasztja ki, hanem
csak a rendelkezésére allo stratégidk egy osztalyat, meghagyva maganak a
cselekvési szabadsagot a stratégia megvélasztdsdban ezen az osztdlyon beliil.

——
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Miutan bizonyos informéciot kapott ellenfelei hasonld ténykedéseirdl, a jatékos
sziikiti sajat stratégidinak az osztalyat és 1j informécidra var stb. (itt az ,,in-
formdcié” szot nagyon tidg értelemben hasznéljuk: ez lehet teljes informacio
az ellenfelek magatartasarol, lehet err6l szolo részleges informacid, végiil lehet
annak a ténynek a megallapitdsa, hogy a jatékosnak hit volt az a reménye,
hogy kap valamilyen informéciot). gy 1épéstdl lépésre sziikitve a fennmaradd
lehet6ségeket, a jatékos fokozatosan eljut egy stratégidja kivilasztasdig.

Az a torekvés, hogy a jatékelméletben visszatiikrozodjék a megmodel-
lezendd jelenségek fentemlitett két oldala, az elmélet azon részének a kialakula-
sahoz és fejlédéséhez vezetett, amely a jatékokat éppen a jatékosok stratégidi
egyéni megkiilonboztetése és a jaték folyamdn valé fokozatos megvalositésa
szempontjabol vizsgdlja. Ez a rész a pozicids jdtékok elmélefe nevet viseli.
Jegyezziik meg, hogy a jatékok matematikai elméletérdl szold els6 munka,
ZerMeLO mar emlitett [1] cikke, éppen egy pozicios jatékkal, a sakkal fog-
lalkozott. »

A pozicios jatékokat NEUMANN [12] vette vizsgalat ala, e jatéktipus
pontos definiciojat pedig Kunn [26], [27] adta meg. Késdbb a pozicids jatékok
elméletét szamos szerzd fejlesztette tovabb munkdiban [28]—[33]. Meg kell
jegyezni, hogy a poziciés jaték angol elnevezése — the game in extensive
form (4ltalanositott alaki jaték) — nem egészen szerencsés, minthogy vald-
jaban a normdlalakt jaték fogalmanak nem valamilyen kiterjesztésérdl van
sz6, hanem ellenkezbleg, egyfajta pontosabba tételérdl és konkretizalasarol.
Kozel alinak a poziciés jatékokhoz azok a jatékok, amelyeket BERGE [34]
vizsgalt.

2. A pozicios jaték definicioja. Kezdjiik néhany kombinatorikai foga-
lommal.

A < reldcioval részben rendezett véges K halmazt erre a relaciora nézve
faalakian rendezettnek nevezziik, ha el6szor is van olyan O € K elem, hogy
0 = X mindegyik X € K elemre, masodszor tetszés szerinti X, Y€ K esetén
abbdl, hogy talalhato Z<€ K, amelyre X < Z és Y < Z, kivetkezik, hogy vagy
X=Y, vagy Y=X. A K halmaz elemeit a tovabbiakban dllidsoknak (poziciok-
nak) fogjuk nevezni. A O allast kezdeti allasnak nevezziikk. Minden olyan W
allast, amelyhez nem taldlhaté Y >W allas, végdlldsnak neveziink. A K-beli
Osszes végallasok halmazat K*-gal jeloljiik. Legyen X € K esetén

D(X)={YE€K:Y> X}
D)= U D(X).

és Uc K esetén

A U, Vc K halmazokrdl akkor mondjuk, hogy U<V, ha van olyan X¢ U és
YeV, hogy X<VY.
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K végességébdl kovetkezik, hogy barmelyik X0 A4llashoz talalhatd
egyetlen olyan Y< X 4llas, amelyre a Y<Z< X relaciobol kovetkezik, hogy
vagy Z=Y, vagy Z— X. Ezt nevezziik a X-et kozvetleniil megeld6z6 allas-
nak és f(X)-szel jeloljiik.

Legyen f'(X)=X és f"'(X)=/1(f"(X)). Nyilvanvalé, hogy tetszés
szerinti X dllashoz van olyan n =0, hogy f"(X)=0.

Legyen W€ K™ és f'(W)=0. Akkor az

FOV)=0, f (W), f (W) =W

allasok sorozatat a W végallasra vezetd jdfszmdnak nevezziik és P(W)-vel
jeloljiik. Ha X ¢ K és f"(X)=0, akkor az

X, (XD
alldsok sorozatat a X allashoz vezetd jdtszmaszakasznak nevezziik és P(X)-
szel jeloljiik. P*(X) alatt azt a sorozatot értjiik, amely B(X)-b6l az utolsd
tag elhagyasa atjan keletkezik. Ha X<V, akkor a (Y) sorozat nyilvan a
P(X) sorozattal kezdddik.

Legyen f(X)={Y€K:f(Y)—X). Az f'(X) halmazt alkoto allaso-
kat a X éllas alfernativdinak nevezziik. Jeloljik K;-vel az dsszes olyan K-hoz
tartozo allasok halmazat, amelyeknek pontosan i alternativdjuk van. Nyilvan-
valo, hogy Ko= K". A tovabbiak sordn vildgossa valo okokbdl elég azoknak
a faalaktan rendezett halmazoknak a vizsgdlatira szoritkozni, amelyeknél
Ki=Ad.

A faalakdan rendezett halmazt irdnyitottnak nevezziik, ha minden X € K;
(i =2) elemre az f'(X) halmaz elemei meg vannak szamozva az 1-t6l i-ig
terjedd természetes szamokkal. Kényelem kedvéért néha, amikor egy rogzitett
allas alternativairol beszéliink, az alternativakat sorszdmukkal fogjuk helyette-
siteni. Ha X € K; és 1 =v =i akkor D(X, »)-vel jeloljik azt a halmazt,
amely a X allds w»-edik alternativdjabol és az Osszes utana kovetkezé alla-
sokbdl all. Nyilvan

D(X)= Ql D(X, v).

Uc K; esetén D(U, »)-vel fogjuk jeldlni a
U D(X,7)
XeU

osszeget. Ha X< Z, akkor v jelentse a X allas azon alternativdjat, amelyre
Z ¢ D(X, v{). ]

Legyen a K\ K* halmaz felosztva az egymast pdronkint nem metszd
b, I, ..., I, allasosztalyokra. Ha X € [y, akkor azt mondjuk, hogy a X allas-
ban véletlen 1épés torténik, ha pedig X</, (i=1), akkor azt, hogy a X
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allasban az i-edik jatékos kovetkezik lépésre. A I, ..., I, halmazokat soron-
kovetkezési halmazoknak nevezziik. Tovabba fel fogjuk tenni, hogy minden
X ¢ Ip dllashoz tartozik egy valdsziniiségeloszlas f~'(X)-en, amely mindegyik
alternativahoz pozitiv valdsziniiséget rendel. A vy alternativa val6sziniiségének
a jele legyen p(X, vx).

Legyen mindegyik /; (i=1, ..., n) halmaz felosztva valamilyen U?, ..., U
allasosztalyokra tgy, hogy U < U és hogy a U n K= A relaciobol ko-
vetkezzék UL c K;. A UP,...,U? halmazokat informdciés halmazoknak
nevezziik. A /; soronkovetkezési halmazban foglalt osszes informacidés halma-
zok csaladjat U;-vel jeloljiik. Egy informécios halmaz osszes alldsai azonos
sorszdmmal rendelkezd alternativdinak a rendszerét ezen informdcios halmaz
alternativdjdnak nevezziikk. Az informdcidés halmazok alternativait is azonosit-
hatjuk sorszdmukkal. A megszovegezések egyszeriisitése céljabol ugy fogjuk.
tekinteni, hogy /o minden egyes &lldsa informdcios halmazt képez.

Végiil legyenek fy,..., h, a K* halmazon értelmezett valos értékii fiigg-
vények. A h;(W) értéket az i-edik jatékos nyereségének nevezziik a W végal-
lasban.

Azt fogjuk mondani, hogy adva van egy I' pozicids jdték, ha meg van
adva

a) a jatékosok /=={1,..., n) halmaza;

b) egy faalakiian rendezett, irdnyitott K halmaz;

¢) a K\ K" halmaznak egy soronkovetkezési halmazokra valé & fel-
osztasa; ‘

d) minden X € [, allas alternativdinak a halmazan egy px valdsziniiség-
eloszlas;

e) a I,..., I, halmazoknak informacios halmazokra valé & (i=1,...,n)
felosztasai;

f) a jatékosok h;(W) nyereségei minden W végallasban.

llyen mddon pozicidos jatéknak nevezziik a

F:<1’ K, &, {pX}XGIO’ {Ri}iEI’ {lli}iel>
Osszességet.

A I" pozicids jaték folyamatat induktive definialhatjuk a kovetkezoképpen.
A jiték nulladik lépése (htizdsa) a O kezdeti allds kivalasztadsabol &ll. Tegyiik
fel, hogy a I' jatékban k hizds mér megtortént és ennek eredményeként a
X allas adodott. Ha X € K*, akkor a jatékot befejezettnek tekintjilk. Ha X € /o,
akkor a (k- 1)-edik hiizds a véletlen alternativa megvalésulasa a p, elosz-
lasnak megfeleléen és az atmenet ebbe az allasba. Ha pedig Xe€l (i=1),
akkor az i-edik jatékos tetszése szerint valaszt egy allast X alternativai koziil.

1. példa. A I' jatékban két csapat (1 és 2) vegyen részt és mindegyikiik
két résztvevobol (14, 1g, ill. 24, 25) alljon. Tegyiik fel, hogy ezek a résztvevok
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elszigetelt helyiségekben tartézkodnak és nincs Osszekottetésiik egyméssal.
A I' jaték a kovetkezOkbdl all. Egy urndban harom cédula van, rendre az
1, 2, 3 szamokkal ellatva. A kozvetitd kivesz ezek koziil egyet. Ha az 1-est
vagy a 2-est hiuzta, akkor odamegy az 14 jatékoshoz, aki egy masik céduldra
felirja az 1, 2 szdmok valamelyikét és atadja a cédulat a kozvetitbnek. Ha a
cédulan 1-es all, akkor a kozvetitd a 24 jatékoshoz megy és megmutatja neki
a kapott cédulat (de a sajatjat nem). Ekkor ez a jatékos egy harmadik cédu-
lara felir egy 1-es vagy egy 2-es szamot.

Ha viszont az els6 jatékos (14) a 2-es szamot irta fel, akkor a kozvetitd
1z-hez megy ha sajat céduldjan 1-es all, és 2z-hez, ha sajat céduldjan 2-es
all. Nem kozolve az illetével semmit, a kozvetitd atvesz téle egy 1-es vagy
2-es szdmmal ellatott cédulat és véget vet a jatéknak.

Végiil tegyiik fel, hogy a kozvetit6 azt a céduldt htzta, amelyiken a
3-as szam all. Akkor sorban odamegy 2z-hez és 1z-hez és kap toliik egy-
egy cédulat. Ezutan a jaték abbamarad. A jaték végére a kozvetitd kezében
harom cédula van, a rajtuk olvashaté szdmok pedig a kovetkez6 kombina-
ciokat alkothatjak (minden szdm utan zar6jelben fel van tiintetve, hogy ki irta
fel ezt a szamot; a kozvetit6t szokas szerint a O szdmmal jeloljiik):

10), 1(1a), 1(24);  2(0), 1(14), 124);  3(0), 1(25), 1(1z);

1(0), 1(14), 2(24); 2(0), 1(14), 2(24); 3(0), 1(28), 2(1m);

10), 2(14), 1(15);  2(0), 2(1a), 1(28); - 3(0), 2(25), 1(18);

1(0), 2(14), 2(15); 2(0), 2(14), 2(2p); 3(0), 2(25), 2(1n).

Ha most a cédulakon all6 szdmok minden kombindcidjahoz hozzéaren-
delve képzeliink valamilyen nyereséget, akkor pozicios jatékot kapunk, amely-
nek a sémajat az 1. dbra mutatja.

Nyilvanval6é, hogy a domino-
jaték béarmely véltozata és a kartya-
jatékok tobbsége is (vint, preferdnsz
stb.) elvileg rendkiviil hasonlit az
ismertetett jatékhoz. Ezeknél kozve-
titbként a véletlen szerepel, amely
,kiosztja” a jatékosoknak a domin6-
kat vagy a kartyakat.

2. példa. A pozicios jatékok kozé tartoznak az Osszes olyan statisztikai
dontési eljarasok is, amelyek a szekvencidlis analizissel kapcsolatosak (lasd
[35]). Az ilyen tipusu folyamatokat a ,,statisztikusnak” (2-es jatékos) a ,ter-
mészettel” (1-es jatékos) folytatott zérus Osszegii jatékaként szoktdk felfogni.

Foglalkozzunk a legegyszeriibb ilyenfajta jatékkal.

N
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Tegyiik fel, hogy egy nagy tétel gyartmanyt kell atvenniink, amelyben

a termelési feltételek szerint a selejt részaranya O vagy % lehet. Az els6 eset-

ben a tétel megfeleldnek mindsiil, a masodik esetben nem. Tegyiik fel, hogy

a selejtes tétel elfogadasabol szarma-

, <y 26 kir £, a megfeleld tétel el nem fo-
N

\ / gadasabol szarmazé kar «, egy gyart-

ny many megvizsgalasanak a koltsége pe-
dig 7.

(n-1)y sn-tly @iy ’/57-/); Legel6szor a statisztikus szdmdra

harom lehetdség kindlkozik: elfogadni

N / x a tételt ellenérzés nélkiil, visszautasi-

tani ellendrzés nélkiil, végiil megkez-

deni az ellen6rzést egy gyartmany meg-

2y vizsgdlasaval. Ha ez a gyartmény selej-

tes, akkor a tételt visszautasitja, viszont

2/’ ha hibatlan, akkor a statisztikus tjra

harom alternativa kozott véalaszthat: el-

fogadja a tételt, visszautasitja a tételt,

7  vagy folytatja az ellenérzést tgy, hogy

megvizsgal még egy gyartméanyt. Ez a

folyamat addig folytatodik, amig legfel-

jebb n szdma gyartmanyt megvizsgal-

tak; ezutdn a statisztikus koteles vagy

elfogadni vagy visszautasitani a tételt.

Ennek a jatéknak a sémdjat a 2.

4 9 abra mutatja. Az 1-es jatékos nyere-

ségei (vagyis a statisztikus koltségei)

a végallasok mellett vannak feltiintetve.

AQ

o~

S
R
@
"\\’f\ \“«\
NI
Q

(<
~

2. dbra. Jelolések: a—elfogadni; b—ellen-
Orzés; c— visszautasitani; d— hibatlan gyart-
many; e—hibas gyartméany; f megfeleld 3. A poziciés jaték normaliza-
tétel; g—selejtes tétel. A végallasok mellett Jasa. A pozicios jaték fentebb idézett
a statisztikus koltségei vannak feltiintetve definicidja formailag kiilonbozik a nor-
malalakt jatéknak az 1. § 1. pontjidban
megadott definicic')jét(')l Minden pozicios jétéknél azonban természetes m(’)don
és ezéltal a pozicios jatékot normalalaka jatékként lehet eldallitani.
Pozici(’)s je’ltéknél a jétékosok stratégiéit egyszerﬁen lehet definiélni
olyan zz; fliggvényt, amelynek az értelmezési tartomanya W; és amelynek a
;(U) értékei a U informdcidés halmaz alternativdi. Minthogy megallapod-
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tunk abban, hogy mindegyik informaciés halmaz alternativdit azonositjuk
mezett fliggvényként lehet definidlni, hogy U c K esetén a sr;(U) érték vala-
mely j-nél nem nagyobb természetes szam.

Az [ jatékos oOsszes tiszta stratégidinak a halmazat, mint rendesen,
S;-vel fogjuk jelolni.

A pozicios jatéknal a nyereségfiiggvény definicioja valamivel bonyolul-
tabb. Legyen mw=—(m,...,7t,) a I jiték egy helyzete. Legyen béarmely
X €K\ K" allasra és ennek az Allasnak tetszés szerinti » alternativajara

px(v) ha Xc¢b,
7t( X, v) = 1 ha XeUcl; (i0) és m(U)y=v,
0 minden mas esetben.

Akkor minden st helyzet meghatdroz egy véletlen bolyongadst a K fan.
Ennek sordn mindegyik X ¢ K allas fellépésének megvan a maga s[X]?
valdsziniisége. Nyilvanvald, hogy

| alX]= M =(Y,»?).
YERHX)

Specialisan beszélni lehet minden végallas sz[ W] valdsziniiségérdl. Vég-
eredményben mindegyik jatékos h.(W) nyeresége valosziniiségi valtozo lesz.
Ennek a

> (W[ W]
WER*
varhaté értékét valasztjuk H;(sr) értékének.
A megkonstrualt
I'y=<I,{S}ier, {Hi}ier>
jatékot a I’ jaték normdialakjdnak (normalizdldsdnak) nevezziik.

Masrészt minden normalalaku [” jatékot el6 lehet allitani mint I’ pozicids
jatékot.

Ebbél a célbdl valasszuk a jaték allashalmazanak az oOsszes

(81,...,Sk) (SLGS“/C\E‘O)

alaka sorozatok halmazat (k=0 esetén az iires sorozat értendd). Ha k </,
akkor legyen
(S1,...,Sk)<(81, ...,Sl),
és ugy fogjuk tekinteni, hogy sorozataink mdas rendezett part nem alkotnak.
A R felosztas k-adik osztalyahoz, I-hoz soroljuk az dsszes k tagi soro-
zatokat, és ezt az egész osztdlyt egyetlen informacids halmaznak nyilvanitjuk.

2 A valdsziniiség ilyen szokatlan jelolésének az az oka, hogy =(X)-en X €I, esetén
a m;(X) alternativat értjiik, vagyis a »; fiiggvénynek mint stratégidnak az értékét.
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Minthogy itt L=, a p val6sziniiségek definidlasanak a kérdése nem

meriil fel. '
Végiil esetlinkben a végallasok az s==(s1,...,S,) alakii sorozatok,
vagyis a [ jaték helyzetei, és mar csak az marad hatra, hogy a A;(s) értékeket a
h; (S) = H,; (S)

képlettel értelmezziik.

A normélalaka I” jaték és a hozzd megszerkesztett I'p pozicios jaték
kozotti kilonbség tisztdn formai és abban foglalhatd Ossze, hogy a I' jaték
altalunk elfogadott interpreticidja szerint a résztvevok egyszerre és egymastol
fiiggetleniil vélasztanak stratégiat, a I'p poziciés jatéknal pedig ugyanezt
egymdas utdn teszik meg (de ismét egymdastol fiiggetlentil).

Mindazoknak a pozicids jatékoknak a megtaldldsa, amelyeknek a normali-
zalasa valamely rogzitett normdlalaku jatékkal esik egybe, bonyolult, érdekes
és megoldatlan feladat.

4. Teljes informacidji jatékok. A Zermelo—Neumann-tétel. Azt
mondjuk, hogy a I" pozicios jaték teljes informdcidju jdték, ha minden infor-
macios halmaza egyetlen allasbol all. Ezt az elnevezést az indokolja, hogy
teljes informacidji jatékndl minden jatékos, ismerve 4alldsat valamely pilla-
natban, teljesen informdlva van az 6sszes kordbbi lépésekrdl, mind a sajat-
jatékra példa a sakk. Ezzel szemben a legtobb kartyajaték nem tartozik ehhez
az osztalyhoz.

Amint ZERMELO [1] a sakkra alkalmazva, NEUMANN [12] pedig altalanos
alakban megmutatta, teljes informaciéju jatéknal a jatékosoknak nincs sziik-
ségiik stratégidik randomizdlasara.

aray

vannak (liszta stratégids) egyensilyi helyzetei.

BizonyiTAs. Nevezzitk a 3(W) (W€ Kr) alaki sorozatok maximdlis
hossziisagat a [ jaték hosszisdgdnak. A tétel bizonyitdsa a I" jaték hosszi-
saga szerint halado indukcidval fog torténni.

Ha I" hosszlisdga 1-gyel egyenld, akkor a K fa egymagabol a kezdeti
allasbol all, minden egyes jatékos stratégidinak a halmaza iires, tugyhogy
mindegyik helyzetet (mivel ilyen egydltalan nem létezik) egyensiilyi helyzetnek
lehet tekinteni.

Most legyen I hosszlisdga r, és tegyiik fel, hogy a tétel helyességét
mar minden olyan jatékra igazoltuk, amelynek a hossztisdga kisebb r-nék
Legyenek a O 4llas alternativai 1,2,...,/, és rendeljiik hozzd a j-edik alter-
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nativahoz azt a I'"? jatékot, amelyre
KY=D(, ),
1(/) ILn K(J)
pPP(»)=p, () ha XelI,
B2 (W)y=h (W) ha WeKY",
és amelynek mindegyik informaciés halmaza egyetlen alidsbol all. A v jaté-

T s

(3.1) \ O =G, ..., T €8,

és 0¢/l,. Nyilvanvald, hogy a k-tol kiilonboz6 i jatékos minden
stratégidja el6dllithatd (2, ..., 7") alakban, a k jatékos stratégiai pedig
(7t (0), &Y, ..., &) alakban, hacsak k==0. Tegyiik fel, hogy k=0 esetén
a HO (7w") mennyiség j= j,-ra felveszi maximumat.
Vegyiik most a (3.1) egyensilyi helyzetek altal meghatarozott
7= (7Y, ..., M) €S, (iFk),
7, = (75, T, ..., T") € S, (k+0)

stratégiakat, ahol sz, azt a O allason értelmezett , fiiggvényt” jelenti, amelynek
az értéke j,, és alkossuk meg belolik a I jaték 7= (71, ..., 7,) helyzetét.
Megmutatjuk, hogy w€Er. :

Valéban, tetszés szerinti sz helyzetre i 5= k == 0 esetén, valamint i= k<=0,
1 (0) ==j, esetén

Hi(@@lmr) = 2 @@ )| Whi(W) = 2 (@) [W]h(W) =

WeK (Go*

= X aW[WL(W)= > F[W]h(W)=H@).
WekK*

u'e};(in)'
Tovabba ha k=0 és n;,(0)=j/,, akkor
Hk(ﬂum)— 2, G W] (W) = 2 (@A) W (W) =

wex(*
= H;EJ)(Y[(])) = H,f.]")(ﬁ(“)) —_ WEZK'* [W] h;,(W) _ Hk(ﬁ)

Végiil k—0 esetén
Hi(7| m)—Zp‘” 2 @A WIh(W) =

J= wer*
1
=200 2 @V [Wih(W)= Hi(7).
j=1 wek*

Tehat w € Er, és ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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e ey

nak neveziink szokds szerint az illetd jatékos tiszta stratégidinak a halmazan
értelmezett minden valosziniiségi mértéket. Minthogy pozicios jatéknal a jatékos
tiszta stratégiai fliggvények, azért a kevert stratégidk véletien fiiggvények lesznek.
Legyen u=(u,, ..., u.) a I" jaték kevert stratégids helyzete. Ezt a hely-
zetet az Osszes tiszta stratégids helyzetek halmazdn értelmezett valdsziniiségi
mértéknek lehet tekinteni, ha a st tiszta stratégids helyzet mértékét a

ula] = 7))
képlettel definidljuk.

Egy kevert stratégids u« helyzetet tigy lehet targyalni, mint randomizalt
véletlen bolyongdst a Kr fan, nevezetesen mint olyan jelenséget, amelynek
soran a st véletlen bolyongas u[z] valdsziniiséggel valésul meg. Eszerint
beszélhetiink egy tetszés szerinti X allas valdsziniiségérdl a p helyzetben:

M[X]=n%;#[ﬂ]ﬂ[X]
és specidlisan a végalldsok valosziniiségérol, tehat a nyereségfiiggvény qj
Hiw) = 2 h(W)u[W]
WEK*

definiciojarol is. A nyereségfiiggvény kevert helyzetekre adott utobbi definicidja
nyilvan nincs ellentmondasban a megszokott definici6val:

Hi(w) =%: Hi () u[7).

A pozicids jatekoknak, mint minden véges jatéknak, NASH tétele szerint
vannak kevert stratégids egyenstilyi helyzeteik. Ahogy a 2. § 1. pontjdban
megjegyeztiik, a véges jaték egyensulyi helyzetei tényleges megtaldlasanak a
nehézségei elsdsorban a jatékot meghatdrozd paraméterek nagy szamabol
adddnak. A pozicios jatékokra vonatkozd [27]—[33] munkék tobbsége azzal
a kérdéssel foglalkozik, csokkenthet6-e ezeknek a paramétereknek a szédma.
Az e célra inditvanyozott eljarasok a kovetkez6 megfontoldsra épiilnek. Mind-
egyik jatékos Osszes M; kevert stratégidi koziil tiintessiink ki egy @; osztalyt,
amelyen belill minden egyes stratégiat ardnylag kisszamit paraméter hataroz
meg. Tegyiik fel tovdbba, hogy sikeriil megszerkeszteni a M; halmazok ®;-re
valé olyan ¢; leképezéseit, amelyeknél abbdl, hogy (w, ..., u.) egyensulyi
helyzet, kovetkezik, hogy (¢.u, ..., @.u,) is az. Ha nem tfizziik ki célul
a jaték Osszes egyensulyi helyzeteinek a leirdsat, hanem megelégsziink koziiliik
néhanynak (vagy csak egynek is) a megtalalasaval, akkor nyilvan elég a @;
halmazokhoz tartoz¢d stratégidkbol alkotott helyzeteket tekinteni és ezek kozott
keresni egyensulyi helyzeteket. Ennek a paragrafusnak a hatralevd részét
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a magatartas-stratégidk KUHNtOl szarmazd elmélete ismertetésének fogjuk szen-
telni. Ez az elmélet a pozicids jatékok egy osztilydra megvaldsitia a kitiizott
programot.

6. Magatartas-stratégiak. Legyen u, € S’ és X € K. Ha van olyan u
helyzet, hogy (u|w)[X]=~0, akkor a X helyzetet a u; stratégia mellett lehet-
ségesnek (angolul: possible) nevezzitk. Ezt igy jeloljiik: X¢€ Poss g, Azt
mondjuk, hogy a U informdciés halmaz a p; kevert stratégia mellett lényeges
(angolul : relevant), ha U n Possu; == 4. Ezt a tényt a kovetkezOképpen szokas
felirni: U € Rel u;.

Minden U € 1l; informécios halmazhoz definidljunk egy @ v valoszinii-
ségeloszlast U dsszes alternativai halmazan. Az Osszes igy kapott eloszlasok
csaladjat az i jatékos magatartdsdnak nevezziik. Ez az elnevezés azért indokolt,
mert az Osszes felsorolt eloszlasok megadasa teljesen meghatarozza a jatékos
tevékenységét a jaték minden informdcios halmazaban és igy a jaték minden
allasaban. A jatékos magatartdsa azonban nem hatdrozza meg egyértelmiien
nem elég tudni a fiiggvényértékek eloszlasat az értelmezési tartomany minden
pontjdban. A jatékos magatartiasaval ,0sszeegyeztetett” Osszes kevert stratégidk
kozil emeljiink ki egyet, amely kiilénés figyelmet érdemel.

Legyen @; v az i jatékos valamely magatartiasa. A

3.2) (u(8)) [ :Z]{{ﬁi,v[ﬂi(U)]

képlettel, ahol sz; az i jatékos tetszés szerinti tiszta stratégiaja, i-nek egy u(g)

........

fogunk nevezni.
Forditva, legyen w; az i jatékos tetszés szerinti kevert stratégiaja. Tekint-
siik azt a @(u;) magatartast, amelyet a kovetkezd egyenldségek értelmeznek:
oy Milm(U)=r,U€Relm] _
(3' 3) ﬂl, U(’ ) — [ll[U E Re] .7'[,’1] hd U E Rel wy,
B, v (v) = w[m:(U) =] ha U¢Rely,.
A u(8(u)) magatartas-stratégiat a u; kevert stratégidnak megfeleld maga-
tartds-stratégidnak nevezziik.

7. Teljes emlékezetii jatékok. Kuhn tétele. Azt mondjuk, hogy az i
jatékosnak a pozicios jatékban feljes emlékezefe van, ha barmely sz; tiszta
stratégidjira X € U € Rel.n; fenndllasabol kovetkezik, hogy X € Poss ;. Meg

" lehet mutatni, hogy a jatékos emlékezetének a teljessége egyenértékii a kovet-
kezo feltétellel: ha U, Vell; és U< V, akkor talalhatd olyan » alternativa,
hogy Vc D(U, v). Az utobbi feltétel 1ényegében annak a koriilménynek a for-
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malis felirdsa, hogy a jatékos a V-hez tartozd barmelyik alldsban emlékszik,
volt-e mar 6 a U-hoz tartoz6 valamilyen allasban, és ha igen, akkor melyik
alternativat valasztotta ebben az allasban. A 2. pont 1. példijidban egyik
jatékosnak sincs teljes emlékezete, a 2. példdban viszont nyilvanvald, hogy
mindkét jatékosnak teljes az emiékezete. A gyakorlatban a teljes emlékezet
hidanya rendszerint ugy jelentkezik, hogy a jatékos egy csapatot képvisel, amely
tobb elkiilonitett, a jaték folyamdn egymdssal informéaciot cserélni nem tudo
személybdl ll. Eppen igy fejezddott ki a teljes emlékezet hianya az 1. pél-
daban szerepl6 jatéknal.

Az i jatékos u; és u!’ kevert stratégidjat egymadssal ekvivalensnek nevez-
ziik (jelekben: w;=u}’), ha minden W€ K" alldsra és u helyzetre

(v i) [W]= (i) [W].
Nyilvanvalo, hogy ha w=(u,,..., u,) € Sr és ui=u;, akkor u|u;€ Sr.
8. TETEL (KUHN). Ahhoz, hogy a I' jdtékban tetszés szerinti u; € ST stra-
tégidra fenndlljon
#(B(wi)) = wi,
sziikséges és elégséges, hogy az i jdtékosnak teljes emlékezete legyen I'-ban.

A tétel bizonyitdsahoz elérebocsatunk néhdny lemmat.
Mindenekeldit jegyezziik meg, hogy a

W= I] (X, %" (i=0,1,...,n)
, XeP (V)
jelolés mellett fennall
n[W]=]]m[W]. !
=0
1. LEMMA. Legyen I' valamilyen pozicids jdték és X € Kr. Legyen fovdbbd
Pi(X)= A esetén T,(X)=S:, RI(X)+ A esetén pedig
Ti(X) = {7;: Y € Poss ;, w,(Y) = v(D)},
ahol Y a Pi(X) dlldshalmaz utolso eleme.
Akkor minden st helyzetre
[ X] ha € Ti(X) (i=1,...,n),
[ X]= g
0 egyébként.

A bizonyitds indukcioval torténik. Tegyiik fel, hogy a lemma allitisa
igaz minden ®*(X)-beli ailasra, és legyen ennek a halmaznak az utols6 Z
alldsara Z € [;. Akkor

(3.4) a[X] = n[Z)7(Z, X).
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Tovéabba s; € Ti(X) (i=1,..., n)azt jelenti, hogy 7; € Ti(Z) (i=1,...,n)
és azonkiviil

3.5) i (Z) =P,
Tehat ebben az esetben -
(3.6) 7t[Z] = [ Z].

Ha j==0, akkor (3.4) alapjan
7| X] = m[Z) 7 (Z, X) = [ X].

Ha viszont j=£0, akkor (3.5) alapjan 7;(Z, X) =1, tovabba s [X] = [Z],
és (3.4), (3.6) alkalmazasaval megkapjuk a kivant eredményt.

Legyen most legaldbb egy iZ<0 indexre st:§7:(X). Ha emellett akar
csak egyetlen i-re is ;¢ 73(Z), akkor a feltevés szerint z[Z]=0. Nyilvan-
vald azonban, hogy 0= 7[X]=n[Z], ugyhogy a tekintett esetben =[X]=0
is igaz. Végiil ha minden i=~0-ra m; € T:(Z), akkor =4 T:(X) csak ugy
lehetséges, hogy Z€ I, és m(Z)#v%. Ez azt jelenti, hogy m:(Z, X)=0;
tehat 7z[X]==0.

2. LEMMA. Legyen X € I;, jelentse v a X dllds egyik alternativdjdt, legyen
X<W és Y a X utdn kjvetkezd dllds B;,(W)-ben. Akkor Y ¢ Poss 7t; fenn-
dlldsdhoz sziikséges és elégséges, hogy X € Possm; és (X ):v&” legyen.

A bizonyitas azonnal kovetkezik a (3.4) képletbol.

Attériink a tétel bizonyitasara. Legyen a [I' jatékban az i jatékosnak
teljes emlékezete, és u; legyen e jatékos tetszés szerinti kevert stratégiaja.
Céljaink érdekében elég megmutatni, hogy barmelyik u= (u1,...,u.) helyzetben
(3.7 (eld) [W] = (el (8 ) [W].

Vegyiink egy W€ K* végallast és eldszor tegyiik fel, hogy van olyan
X< W, amely a u stratégia mellett nem lehetséges. Akkor (3.7) baloldala
nyilvdn zérussal egyenld.

Masrészt legyen X a PB,(W) sorozat u] stratégia mellett lehetséges
allasai koziil az utolsd, Y pedig az utdna kovetkezd &llds ebben a sorozat-
ban. Akkor a 2. lemma szerint

wt [X € Poss 71, 71:(X) = v§] — ut[Y € Poss 7] =0.
Minthogy azonban az i jatékosnak teljes emiékezete van, azért X € U € U; esetén

! [U € Rel 7, 71:(U) = v7") = i [ X € Poss 7, (X)) =¥ ']=0.
Kovetkezésképpen

B U, v71=0
€s igy
w(B() (W] == 0.

10 1. Osztaly Kozleményei X/2
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Ezzel a (3. 7) Osszefiiggést a W¢ Possu; esetre bebizonyitottuk.
Most legyen W € Poss u!. Fennall
(il (B)) [ W] =
=Wl 0 ) =" [wl 0 )=

U7~ < o
(3. 2) alapjan irhatjuk:
e=u@EN N @O =2")= [l 8u)U,»")

NPAW)#~ UnB(7)£A

Tovabba bevezetve a B(W)={Z\,...,Z}; Z; € U; (s=1,...,r) jelolést,
(3.3) segitségével kapjuk:

_ 4 slmU) =", U € Rel )]
«=11 iU, € Rel ;] :

Minthogy i-nek teljes emlékezete van,

[I wlm(Z) =%, Z, € Poss 7]
ui[Zs € Poss 7] )

A 2. lemma szerint az s-nek megfelel6 tort szamlaloja egyenld az (s-+ 1)-nek
megfeleld tort nevezdjével és kiilonbodzik zérustol. Kovetkezésképpen

_ wilr(Z) =»y,, Z, € Poss )]
- ui[Z1 € Poss 7] )

Itt a nevezd nyilvan 1-gyel egyenld. Azonkiviil, ismét a 2. lemma értelmében,
Z,€Possor; azt jelenti, hogy wmi(Z)=1Y és természetesen Z, ¢ Poss
(s=1,...,r). Ezért

= Mf[ fr] (7w Z) =v%, Z, € Poss m)} .
s=1

[lymoédon azt kapjuk, hogy
(Hle D) Wl=w[W]ai [ O (w(@)=v)ITul (1 (5(Z2)=r3)]=
ZER (W) JFEL ZeP(W)

=(uu) W],
és ezt kellett bebizonyitani.

Attériink az elégségesség bizonyitisara. Tegyiik fel, hogy i-nek nincs
teljes emlékezete a [ jatékban. Ez azt jelenti, hogy taldlhaté olyan U €l
informacios halmaz és benne X, Y allasok, tovdbba olyan o; stratégia, hogy
X € Poss 7t;, Y¢Poss zt;. Legyen a s} stratégia olyan, hogy si(U) == sw(U)
és Y € Poss 7rj. Vegyiink egy W € K* végdllast, amelyre Y<W és ni[W] =0,
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1
2

és képezziik a w;==— (7;+7t;) kevert stratégiat. Vildgos, hogy

() [W] =5 [ W]

Most tekintsiik az utolso allast a R:(V) n Poss zz; halmazban és jeldljiik ezt
Z-vel. Fennall y

B(w)[U, ' =

812, ) =

Tehat

(v

k(@) W] = (W]

amivel a tételt bebizonyitottuk.
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