BOLYONGASI PROBLEMAK TARGYALASA MATRIXELMELETI
MODSZERREL

irta: REIMANN JOZSEF

1. Bevezetés

Az alabbi dolgozatban véges szamu allapottal biré homogén MARKOV-
lancok specialis eseteivel, a tér rdcspontjain torténd bolyongés altal szarmaz-
tatott MARkov-lancok vizsgalataval foglalkozunk.

Ismeretes, hogy a homogén MARKOV-lancot a kezdeti valdsziniiségel-
oszlas, valamint az egylépéses atmenet-valOsziniiségeket tartalmazéd

Do por -+ Dup .

Po Pu -+ Pin

(1.1) = sztochasztikus matrix

Pn1 pn2 R pnn

teljesen meghatarozza.

Az N-lépéses atmenet-valosziniiségeket a // maétrix N-edik hatvanyanak
megfeleld elemei szolgéltatjak. A tobblépéses atmenetvalOsziniiségek meghata-
rozdsa tehat matrix-hatvanyozasi probléma, ami tetszéleges sztochasztikus
matrix esetében igen nehezen vihetd keresztiil.

A sztochasztikus matrixok bizonyos, specialis osztilya azonban ebbdl a
szempontbol jol kezelhetd.

Legyenek a homogén MaRKoOv-lancot alkotd kisérletsorozat egyes kisér-
leteinek lehetséges eredményei az Ao, A, ..., An események, amelyeket
szokdsos terminoldgidval egy véletlen &dllapotvaltozdsokat mutatd fizikai rend-
szer lehetséges allapotainak tekintjiik, és jelolje p; az A; Allapotbol az A;
allapotba torténd egylépéses atmenet-valosziniiséget. Sematizdljuk a fizikai
rendszert az alabbi modon: egy részecske bolyong a szdmegyenes 0,1,2,...,n
egész koordinataju pontjain és az A; — A; egylépéses atmenetnek feleljen meg
a részecske x =i pontbdl x—=j; pontba torténd ugrasa.

Legyen pw=1, pun=1, ps=0 (i=1,2, ..., n—1),

p ha j=i+1
pj—=9yq ha j=-i—1
0 egyébként.

3 1. Osztaly Kozlemyénei X/3
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A kapott sztochasztikus matrix:

1 00O0-.-00 O'

g -0 p 0lves 0::0.:0
(1.2) S DRsehs R

0:40<0" 0 qg O

0 0 0O 0 0 1

megfelel annak az esetnek, amikor az x=O0 és x=n pontokban elnyel&

falakat helyeziink el, azaz, ha a részecske e pontok valamelyikébe ér, moz-

gasa megsziinik, egyébként barmely bels6 pontbol csak a téle jobbra vagy

balra levé' szomszédos pontba Iéphet p ill. ¢ valdsziniiséggel. A bolyongast
1

szimmetrikusnak nevezziik, ha p=q= o

Helyezziink a részecske utjaba az x:% és x:n+% pontokba visz-
szaverd falakat, ekkor az el6z6 példdban emlitett dtmenet-val6sziniiségek mel-

lett a kovetkezd sztochasztikus matrixot kapjuk:

(1.3) B a0 B g v O
00050500 p
R g

Ha a részecske a sik racspontjaib6l allé téglalapon bolyong, amely tégla-
lapot elnyel6 fallal szegélyeziink, s barmely bels6 pontbdl a részecske egy
1épés sordn a 4 szomszédos rdcspont valamelyikébe léphet rendre p, g, r, s
valosziniiséggel, akkor az aldbbi bolyongasi tartomédny esetén:

r

(1.4) (T) ° e —eo— @ . e
: q ! p
» ° : B * .
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a kovetkez6 sztochasztikus matrixot kapjuk:

1
1
1
1
1
1
0 1 0
r q0p s
r q0p s
r g5 p s
r q 0 p s
0 1 0
0 1 0
r qg0p s
r ¢0p s
(1.5) r qO0p S =[Py].
% q0p s
0 1 0
0 1 0
r qO0p s
7 q0p s
r q0p i
. q0p s
0 1 0
1
1
1
2l
1

(Valamennyi fol nem tiintetett elem 0.)

A [P;] hipermatrix Pj; blokkjanak elemei az i-edik pontsor egyes pont-
jaibol a j-edik pontsor egyes pontjaiba valé egylépéses atmenet-valdszinii-
ségeket tartalmazzak. (Igy a P; blokk u-edik soranak »-edik eleme megadja
annak valdsziniiségét, hogy a részecske az i-edik pontsor u-edik pontjabol a
J-edik pontsor »-edik pontjdba megy at egy Iépésben).

Ha a (7) tartomanyt visszaverd-fallal szegélyezziik, egyébként a feltételek
azonosak, az alabbi sztochasztikus matrixot nyerjiik:

‘g+rp0 0 is
qrpO:: s

(1. 6) pasfont ;

r {Oqsp
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FELLER [5] munkdjaban generatorfiiggvény alkalmazasival kiszdmitja az
(1. 3) és (1.4) matrixok N-edik hatvdnydnak elemeit, valamint elnyel6falas
egydimenzios bolyongasnal annak valésziniiségét, hogy a részecske az x—=z
pontbol indulva N lépésben az x=0 pontban nyel6djék el. LOEVE [7] mun-
kajaban megtalalhato egydimenzios szimmetrikus elnyel6-falas bolyongds esetén
annak a valdszinfisége, hogy a részecske N-1épés utan még nem nyel6dott el.
(E probléma megoldasira LOEVE matrixmodszert hasznalt). Két és harom-
dimenzids sikbeli elnyeléfalas szimmetrikus bolyongdsra vonatkozélag JOrRDAN K.
{[6] konyvében taldlhatd annak valdsziniisége, hogy a részecske a (7) tarto-
many egy rogzitett racspontjabol induiva N-1épésben egy kiszemelt racs-
pontba jusson. (A szerzd a probléma megolddsara a differencia-egyenletek
modszerét hasznalta). Mc. CReEA és WHIPPLE kozos [2] dolgozatukban sikbeli
szimmetrikus elnyel6falas bolyongds esetén egy hidrodynamikai modell segit-
ségével kiszamitjak annak valosziniiségét, hogy a részecske a (7)) tartomdny
egy belsé pontjabol indulva — meghatarozatlan szamu 1épés utin — végiil
egy kijeldlt elnyeldpontban fejezi be életét.

Az aldbbiakban bemutatdsra keriild mdirixelméleti modszer segitségével
valamennyi emlitett eredmény egységes modon nyerhetd, (mig az emlitett
szerz8k mindegyike mas modszert alkalmaz), mégpedig nemcsak szimmetrikus
bolyongéds esetén (a fenti eredmények tobbsége erre az esetre vonatkozik),
hanem abban az altalanosabb esetben is, amikor, az egységnyi valosziniiséget
tetszéleges modon osztjuk fel a kiilonboz6 irdnyokba torténd elmozdulas szem-
pontjabdl. Mddszeriink segitségével az eddigi egy-két vagy hérom dimenzidra
nyert eredmények konnyiiszerrel altaldnosithatok n-dimenzids térben elnyel6-
vagy visszaver§ fallal hatdrolt tartomdnyon tortén6 bolyongés esetére.! A [2]
dolgozatban targyalt problémat tetszbleges alakii tartomany esetében is meg-
oldjuk. A modszer egyéb alkalmazésaira, valamint a nyert eredményeknek a
matematikai statisztikiban torténd felhasznalasara egy kés6bbi dolgozatban
kivanunk visszatérni.

A moédszer alapgondolata a kovetkez6: a) Az (1.2) és (1.3) tipusi
matrixok kanonikus eloallitdsa segitségével a matrixhatvanyozasi probléma egy
skalar elemekbdl allo diagondl-matrix hatvanyozasara redukalodik, igy az egy-
dimenzids térben torténé bolyongdsndl az N-lépéses atmenetvalosziniiségek
egyszerit modon adddnak.

b) Magasabb dimenzi6ji térben tortén6 bolyongds 4ital szdrmaztatott
sztochasztikus hipermatrixok * az egydimenzios bolyongdsnak megfeleld mat-

1 Tobbdimenzids visszaverofalas bolyongassal az irodalomban eddig nem taldlkoztunk.

2 Tudomdsunk szerint a hipermatrixok elméletét eddig bolyongasi problémak targya-
lasira nem alkalmaztak, pl. az (1.5) és (1.6) alakii sztochasztikus matrixok az irodalomban
nem szerepelnek.
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rixok segitségével egyszerli mdodon felépithetdk, s mivel ismert matrixelméleti
tétel alapjan az egydimenzios bolyongds matrixainak kanonikus el6allitasa
kulcsot szolgaltat a hipermatrixok kanonikus eldallitisdhoz, az N lépéses
atmenetvalosziniiségek akarhany dimenzids térben torténd bolyongas esetében
elvileg konnyen nyerhetOk.

2. Bolyongas az egyenesen

A) ELNYELO-FALAS ESET

Az (1. 3) sztochasztikus matrix megfeleld dfrendezéssel (sorok és oszlopok
egyidejii felcserélésével), a kovetkezd alakra hozhatd:

@1 p— [gl g] :

ahol P az alabbi (n—1)-edrendii matrix

g 0 p--000
2.2) Pel| e
00O0--90p
[0 0 0 --09¢q O
Konnyii belatni, hogy
v~ _|E O
2.3) P=|E R

/

Ha annak valosziniiségét keressiik, hogy a részecske az x-==i pontb()l'
indulva (0 <i< n) ponfbsan N Iépésben az x ==0 falnal nyel6djék el, akkor
meghatérozzuk annak valdsziniiségét, hogy az x =i pontbdl indul6 részecske
N—1 lépésben az x=1 pontba jusson (ezt P¥-! elemei adjak meg), s az
igy kapott valOsziniiség g-szorosa a kive’mt eredmény :

P’ =qpll" & p=ppA.
Igy szamunkra elegends a P matrix N-edik hatvanyat meghatarozni, amelyhez
a kovetkezd tételt, a matrixfiiggvények kanonikus eléallitisanak alaptételét
vessziik alapul [3]:

Ha a P mdtrix karakterisztikus polinomja |, E— P|= D (%) = [ [ (A—7:)=x,
k=1

minimdlpolinomja A(X) = [ [ (A—4), ha tovdbbd az f(z)— > c,2” hatvdny-
k=1 »=0

sor konvergenciakire a iy, 4s, ..., ks O-helyeket a belsejében tartalmazza, akkor
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az f(P) mdtrixfiiggvény a kovetkezé kanonikus alakban dllithato elo:
O f(P)= kzj (&) Li(P)= glf(zk)(umvkl + o+ o+ Upay Vi),

ahol Li(z) = m;’T(ZZ)_—Q’

alkotnak, azaz
krl:1,2,..., S
vy = O0uly| i=1,2, ..., ex].

j:1,2,...,a1

és az uy,vj; vektorok biortogondlis rendszert

Az uy, ill. vi; vektorok a P-nek a 4, sajatértékhez tartozd jobb-, ill. baloldali

sajatvektorai.
Innen f(z)=2z¥ esetben

(”) PN: kZ:I l;cv(uklvlrl + b + ukale:ak).

Ha P = P*, azaz P val6s szimmetrikus, akkor kanonikus el6ailitasa:
(11D P= gl A (W Wit A+ -+ Uray Uk,

Az alkalmazasokra val6 tekintettel megjegyezziik, hogy az L (P) Lagrange-
féle interpolacios matrix-polinom és az adj(4E— P) matrix kozott az alabbi

relacié all fenn:

Li(P)= D(a,)(l) {adjAE— A"
Ha specialisan 4; egyszeres gyok:
(V) Ly (P)= D’(,%) adj (4 E— A).

A (2.2)-ben adott P mdtrixot kanonikus elddllitds céljdbol szimmetrikus

alakra hozzuk.
Fennall az alabbi azonossag:

@H1 o o -0 oy o--oof[t 0o 0 0
ol/? 0 ---0 7 —...Ooo]flo e 0
p Vpg 0 Vpg g
=\ 2 - -\9
p—lo o (l/‘l) .l 0 0 Vpg 0---0 oflo 0 (Vl_’) et 0 =TILT,
/p q
a2 \n-2
o0 0 (8o 0 owpmalfo 0 0 ([
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ahol
01 0-.-0 O
. 1 0100 -
(2.5) I =Ypg}{0 1 0.-0 O|=VpglII
000-.-1 0

A IT matrix kanonikus el6allitdsa ismert [3]. (IlI)-ban

lk=2cosk—n
n

2
Ly (H)LJ -

*k—1,2,...,

— sin ——

. /§ kot
u; == fl SlnT,..

n—1),

sin

b

ik Jkeo
n

)

sin ___(n—l)/:n]

n

helyettesitend6. Ennek figyelembevételével a P matrix kanonikus alakja:

n-1 [
(2.6) p_2¥y (2‘1/ 5q cos -"ﬁ)
n = n

2k:ft

[t 2

PP —
2.7

2’\7’ N-1- 2+,7 N- 1+z—] n-1

p T ZCOS\ 1

k=1

Ennek alapjan

W

.k
sin

V3 e

. (V%) sin Q_—_-;ll)_kzr_ .

A (1) osszefiiggés alapjan a P~¥-! matrix i-edik soranak j-edik eleme:

2 n-1 - k.’f[ N-1 (Va)tl . I/{?T (‘l/; j-1 ) _]
ol / b q Rbiadall B Vi 4 SR
- g(zlpq cos — ) F sin — q) sin

SI’l#SlI’l
n n

N N—~7, N+1. n-1

(2.8) PN —eqPV =2

n

-1 71,' ik
ZCOS sin —— sin —
IZ n n

ik Jket
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Utobbi eredményiink megegyezik a FELLER [5] milvében taldlhaté ered-
ménnyel 6.

Szimmetrikus bolyongas esetén pf—'iqzl helyettesitéssel eredmé-

2
nyeink a kovetkezd alakot oltik:
o 2°& o kmo . ikm . ko

2. (N-1) __ < N-1
2.9 P Nkz,zlcos o Sin——sin—
és

n~-1 . ,
(2.9) Py — -I—Z cos™1 K7 gin KT G KT

k=1 n n n

Annak valosziniisége, hogy a részecske az x--i pontbol indulva 2N
lépésben kiinduld helyére térjen vissza:
‘

. DN n:l .
(2.10) PV = sz“'qN > cos‘-’Nan sin KT
k=1

Ugyanez a valdsziniiség szimmetrikus bolyongas esetén:

n-1

(2-11) PV — L 3 cosav KT o TR
n k=1 n

1. TETEL. Annak valésziniisége, hogy a részecske N lépés utdn még élet-
ben van:

N
[ - p 2
N4l N-itl  Neiol n- [14(—1)" 1](_) ) ” .
P(§>N)=—n..p g 2 Z‘ _ kq cosy%sinlkT:TsinE,
P |/ Peos X 4y
2.12) 7 g%

ahol & az elnyelddés eldtti lépésszamot jeloli.

BizonyiTAs: Annak valdsziniisége, hogy a részecske N 1épés utin még
nem nyel6dott el, nyilvdn annak val6sziniiségével egyenld, hogy a részecske
az x==i pontbol indulva az x=1, x=2, ..., x=n—1 pontok valamelyikébe
ment 4t N Iépésben. Mivel egymdst kolcsonosen kizard eseményekrdl van szo,
a keresett valdsziniiségre fennall:

n—1
(2.13) P= 2P,
7=l
’
azaz a keresett valosziniiség a P¥ matrix i-edik® sora elemeinek Osszege.

¢ Lasd [5] 292. oldal.
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Jeloljiik &-vel a részecske elnyel6dés eldtti 1épéseinek szamat, ekkor a P(§> N)
< Valosziniisegeket a

_ _ — 1 —

e

1 Z Pi

1 J=1,

I

(2. 14) Py

n—1

1 Z D=y, j

vektor elemei szolgaltatjdk. E vektor i-edik eleme adja meg a keresett valo-
szinliséget, ha a részecske az x=1i pontbdl indult. A (2.7) formulat felhasz-
nalva, a P(§ > N) valoszinliséget explicit alakban is megadhatjuk:

¥t T WL kw . ikmw [’{l(Vﬁ)' //m]
P(E>N)= Pt 2l k;cos _FsmTjél qsm Fal B

Az osszegezést j-re elvégezve, kapjuk (2.12)-t. Ha ebben a formuldban

p:qz—;—-et helyettesitiink, kapjuk a LOEVE dltal kozolt”

ke sin l-k—’rct ke
n g2n

n-1
@15  PE>N)=-> > cos"
k=1

formulat, ahol az Osszegezést csak pdaratlan k-ra kell végezni.

2. TETEL. Az elnyelddés eldtti lépésszdm vdrhato ériéke -

sin thr sin izt cos ke

S O R I~ B 7}

(2.16) M(E)——;,;l kTCtg‘ﬁ_T,:;l . ko '
- sin? == sin® ——
2n 2n

BizonyiTAs. A (2.15) osszefiiggés felhasznaldsdval konnyen kiszamit-
hatjuk annak valosziniiségét, hogy a részecske pontosan N lépésben nyelddik
el valamelyik falnal.

Nyilvan

PE=N)=PE>N—1)—PE>N).
igy (2.15) alapjan
(2.16") P(E:N)———A

k=1

— COS

2 3 y1 ko kot ikt | ke
M cos® IT N ,;

—ct
sin Soctg

Kiszamitjuk az elnyel6dési lépésszém varhato értékét;

Nkﬂ . ik
ZN[ o B cos T]%s ctg2,Z

n—1

ME=22>"

7 Lasd: [7] 48. oldal.
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Tekintetbe véve, hogy

ZNcosN'lk—n(l—cos k—n)= 1 = 1 ,
N=0 n n

kapjuk (2. 16)-ot.
Példaul n=6, i =3 esetén

sin % cos 2 sin ij—t CcoS 4 sin éy—r cos 5—”
1 2 12 2 4 12 12
ME) =— =0,
® 6 singﬁ i sin3£ N sin35—n
12 4 12

Vizsgaljuk most meg azt az esetet, amikor csak egy elnyel6falat alkal-
mazunk. Legyen az elnyeld fal az x—=0 pontban. A (2. 8) 9sszefiiggésbdl, ha
n— oo kapjuk annak valOsziniiségét, hogy az x =17 pontbdl indul6é részecske
N lépésben az x=0 falnal nyelédik el, amikor az x==n pontban levd
elnyel6falat a végtelenbe toltuk. Ez a valdsziniiség:

1
N-i N4

2 N "o o N-1 .. .
2.17) PY=2"p % g% | cos"'zx siniax sinzwx dx.
0

FELLER rdmutat arra, hogy a fenti infegral elemi alakban is kifejezhetd,
s mint az parcidlis integralassal kimutathato:

(2.18) . N N S ST
N I |N=—i] 5&— =5 -
Po = N —2 p- q-.

Megjegyezzitk, hogy az utdbbi formula elemi uton is szdrmaztathato.
Ismeretes, hogy ha az x=0 pontban nincs elnyeld fal, azaz a részecske
korlatlanul bolyonghat, akkor annak valosziniisége, hogy a részecske N lépés-
ben az x=1i pontbdl az x=0 pontba jut$:

N
(2.19) N—i| X 2w
5P 9.

Nekiink most annak val6sziniiségére van sziikségiink, hogy az emlitett esemény
N l1épésben el6szor kovetkezzék be. Egy jol ismert lemma segitségével kony-
nyen megkapjuk a kivant eredményt.

8 Lasd: [5] 293. oldal.
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LEmMMA:® Annak valosziniisége, hogy egy « darab (—1)-b6l és @ ddrab
(+ 1)-bol all6 sorozatban ne legyen olyan részsorozat, amelyben a (—1)-ek
és (+ 1)-ek szdma megegyezik:

«+f  atg’
A mi esetiinkben “=¥, /9=]i;—l, a keresett valosziniiség 7’\,—,

tehat

N . - .
|
N\ 2

éppen annak valoszinliségét adja, hogy a részecske az x =17 pontbol indulva,
N lépésben eldszor ért az x=0 pontba.
B) VISSZAVERG-FALAS ESET

Az (1.3) matrixot a (2.4) formuldban feltiintetett modon szimmetrizal-
hatjuk, majd egyszerii meggondolasok alapjan az alabbi sajatértékeket nyerjiik:

(2. 20) J=2pg coskn—n (k=1,2, ..., n—1),
b= 1.

Az elnyel6falas esettel analég szamitdsi menettel a Lagrange-féle matrix-
polinomokra az alabbi értékeket kapjuk:

L};(P)q-,:%p (Vﬁ) (S’" V g (’—l)k»z) |

1—2)pgcos kTJ

(4 lan e JanO=22)

I

(2.21)

1—2Vpgq cos %

és
=
L,I(P)-~=——i-—(—) minden i-re.

% Lasd: [8] 694. oldal.
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> oz ot . . .
(II) alapjén, annak a val6sziniisége, hogy a részecske az x=i pontbol
indulva N lépésben az x=j pontba megy éat:

1—= J-1 N-(j-9) zv+( i)
(2. 22) pi(]:"):__q_(ﬁ) +4 2N pt* 3 3 'IZ Sk,

AR

cos¥ K7L {sin l_k—'f_]/g sin (l_l)k"t] [sin sk —Vﬂ sin YDk k’TJ
n n D n n ) n
1— 2V pgcos kn_/r

Eredménylink megegyezik a FELLER éaltal kozolt eredménnyel ",
Szimmetrikus bolyongds esetén a keresett valosziniiség:

;o q acos” krjt [Sm ]r{z T ginC=D) ﬂHsm %T—sinl_%]

Py .
; Pl k; I
l—cosT

ahol

Sk =

2.22)-b6l kénnyen lathatd, hogy PS az i-t6l fiiggetlen
y gy gg

q (p)rl
. (p) q
q

stacionarius eloszlashoz tart. Ez el6re lathatd volt mdr a sajatértékek alapjan,
mivel 4,=—1, x <1, (k=1,2,..., n—1), igy a hatvdnyozas soran 4, kivéte-
-1

1ével valamennyi 4. zérushoz kozeledik, tehdt P{)) = ' ¥ Ly (P)ij + L. (P);-bél
k=1

lim pfj\’) = Ln(P)u,

No>wo

ami (2.21) alapjan valoban a kapott hatdreloszlas.

3. Bolyongas a sikon elnyel6falakkal hatarolt racstéglalapon .

Tekintsiik a szomszédos sikbeli racspontoknak m sorbol és n oszlopbol
allo téglalapjat, amely rdcs-téglalapot elnyeld récspontszegéllyel zarunk koriil
ugy, hogy a teljes racs m-+2 sorbol és n+42 oszlopbdl all. A sorokat 0-t6l

10 Lasd: [4] 357—358. oldalakon.
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m+ 1-ig, az oszlopokat O-t6l n+ 1-ig szdmozzuk. A bolyongas az (1.4)-ben
megadott modon torténik.

Az egylépéses aimenet-valdsziniiségeket m =3, n—4 esetben az (1.5)
hipermatrix tartalmazza.

Konnyii belatni, hogy az (1.5) hipermatrix atrendezéssel a (2.1)-ben
megadott alakra hozhato. ’

3. TETEL. P} n-nel jelilve annak valdsziniiséget, hogy a részecske .
az i-edik pontsor j-edik pontjdbol a u-edik pontsor v-edik pontjdba megy dt
N lépésben, ahol O<i<m-+1, O0<j<n-t+1, azaz (i,j) és (u, r) egyardnt
belsé pontok:

Jj-r -

. 21\T+‘2 ( )2 r).’.
o)) _ 4 (_ .
(3 1) P(':J)*(#J’) (m+1)(n+ 1) D s
m . n . N
IS il ol o Jh ’l’k?t( — kn I lsT ) E
o sin oy sin g = 2 sin—=sin — qucos——n+1+lrscosm——+l .

A keresett valosziniiséget példaul az m==3, n=—4 esetben a

3.2) P—

hipermatrix N-edik hatvdnydnak elemei szolgaltatjak, mégpedig az i-edik
blokksor w-edik blokkjaban a j-edik sor »-edik eleme.

Legyen
0 p 0 g 050
(3.3) A=|2PP B—fr o0 s|.
0¢0p 0ro0
\ 00g0. r
Ekkor a példaban szereplé P hipermdtrix az alabbi direkt-szorzatok 6sszege-

ként irhato fel: .
' Pig= Ay X Es+ E- X Bs.
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BizoNyiTAS. Ha a bels6 rdcs m sorbol és n oszlopbél all, akkor a P
hipermatrix a kovetkezd alakban irhato:

P:anl - An’xEm+En'><Bm .

A hipermatrixok elméletéb6l ismert tétel alapjan P kanonikus elallitasa:

) P=A-XE+E-XB= 2/ 2 (- XV))(@:+b;)(ul-xv;)
és -
(VD) PY¥== 3 3 (up X vy) @i+ b)Y, uf- XV]

3 J

ahol az u; és u; vektorok az A matrixnak, a v;, ill. vj vektorok a B matrix-
nak jobb-, ill. baloldali sajatvektorai, az a; ill. b; szdmok az A, ill. B matrixok
sajatértékei, és két vektor direkt szorzatin az

7’017 7“’017

2 Uvs
uxv=v-x| ="

Un. uvy,

n-m-dimenzi6s vektort értjiik. P spektralfelbontdsdhoz tehat csak az A, és B,
matrixok kanonikus alakjara van sziikség, amely viszont megtalalhat6 (2. 6)-ban.

4 p ’ q ’ r ’ N (IR TIL P4
B t = ¢= , '= , §=——— jelblést,
evezetve a p p+q’q PR r FTs s p i
(ahol p+q-+r+s=1), (1.3) és (1.16) alapjan
(3.4) PN =27 3 (e XV) [(p+ ) e+ (7 +5) b1 (ui*-X v},
v

ahol u; és u* az A, matrix jobb-, ill. baloldali sajatvektorai, a (p+¢q)a:
szamok A, sajatértékei (i=1,2,..., n), a v;, ill. v}* vektorok a B, matrix
jobb-, ill. baloldali sajatvektorai, az (r+s) b; szdmok a B, matrix sajatértékei.

A vektorok direkt-szorzatait részletesen kifejtve, a keresett valosziniiségre
az alabbi formulat nyerjiik:

(3.5) Py — Z W,,L b3 u,;.u;w[(p + Q)+ (r+s)bJ”.

Figyelembe véve a (2.6) formulat, e valoszinliség a (3.1)-ben adott
explicit alakot olti.

' n-m a P matrix rendjét jeldli, egy indexnek tekintendo.
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Szimmetrikus bolyongds, azaz p:q=r=s:—;— esetén
P (w)»(u v) T _“2’;—“
(3.6) CEECEN)T
kot Iz W
. < ”gin il sin ulm sin Jjkm G vkor [cos n+41 +Cosm—}—l] .
= m--1 m—+1 n+1 n+1 2

Utobbi eredményiink megegyezik JORDAN K. eredményével 1.

A (3.1) osszefiiggés alapjan konnyen valaszolhatunk arra a kérdésre,
mennyi annak valOsziniisége, hogy a részecske az (i, j) pontbdl indulva N1
lépésben a («, 0) hatarpontban nyel6dik el. Nyilvan:

-1 i
N+2 2 2
) . 2 q) (r
(3.7 PG, jy> 1.0y = 4 P 3> (s, l)ﬁ(_—_n—}—l)(mﬁ—l) q(p) (S)
G~ L ilw . oplmw . jkwo a/kn( kot q— I ')N
C 2 SN mm_}_1 nn+ls P Vpg cos _}_I—Hrscosm_l_1 )
Szimmetrikus bolyongdsndl:
(N+1) ,uln )
P(z;])»@l: 0) == (n+1)(m+1)§251n m+l
3.8)
cos ke + €cos tz \"
sin Jk o sin kT n-+1 m-+1
n+1 n+-1 2 ’

Eredményeinket felhasznalva, szamitsuk ki annak valosziniiségét, hogy
a bolyongd részecske N1 Iépésben az

n

B

elnyeld téglalap A oldaldnak valamely pontjdban nyelddik el. E valoszinii-
séget megkapjuk, ha a (3. 7), ill. (3.8) formuldkban u-szerint 6sszegziink 1-t6l
m-ig, mivel a baloidali elnyel6falnak m szamu olyan pontja van, ahova a
részecske eljuthat. (Az elnyel6 korlat cstcspontjaiba a részecske nem tud el-

1 Lasd: [6] 425. oldal.
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jutni). A keresett valosziniiséget PSi; J-gyel jelolve szimmetrikus bolyongas
] g G-8yel | yong
esetén:

l m n

(N+1) il [ jkn

Piiy = I w1 € 2m S a1

- sin ke [cos ke +cos L ]N
n4-1 m-+-1)° .
4, TETEL. Qy-nel jelblve annak valosziniiségét, hogy a részecske N lépés
utdn még életben van:

3.9)

m+1
2

N2 ’L % m 1 —1 i (ﬁ)
o Q2 (g)(,_) 3 0+ED7 7 |
NN CERICES IRV = ZVE o
T TS T
\ ad
I [ e 1
(3.10) sin It . il S _ q)

i sin
m--1 m-+1 — ' z
=+ + 21 1%__2 l/pCOS ke

g Tm41

. r
sin o sin Z=—- n+1 [qu COS ——— —H/_scos

BizonyiTAs. A fenti valdsziniiség nyilvdn annak valdsziniisége, hogy a
részecske N lépésben az elnyeld falon beliili pontok valamelyikébe megy at,
s mivel egymast kolcsonosen kizdré eseményekrél van szo, a keresett valo-
szinliség az egyes belsd pontokba N lépésben torténd atmenetek valdszinii-
ségeinek Osszege.

Ezek a valdszinfiségek, ha a részecske az i-edik pontsor j-edik pont-
jabol indul, s a blokkok m-edrendiiek, a (3.2) alaka hipermatrix N-edik
hatvanya [(i—1) m - j]-edik sordnak elemei, s Qy éppen e sor elemeinek
osszege. Qy kiszdmitdsa céljabol a (3. 6) formuldban egy u és egy » szerinti
Osszegezést kell csak végezniink, azaz

j i

3, 1Qll;: (n+12)tjz+1) (%)F(é)_ é[;%: (Vg)ysmfﬁtl]g ";lfl 2

321[;_1(1/ )vsm 1/_/:—7[1] sin 2 n—i—l [VPCI cos ——= —PV_scos T 1]N$ .
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Ezzel a (3. 10)-et bebizonyitottuk, ugyanis a u vagy » szerinti Osszegezés
eredménye lényegében mdr (2.14)-ben megtalaihato.

Eredményiink szimmefrikus bolyongds esetén, p—q—=r—=s= L helyet-

4
tesitéssel a
2 Ll lx . jk=
(3.12) = (—_n+1><m+1) P s”‘m+1“g2< R
kot + cos iz 1
ot kot n--1 m-+1
g2(n+1) 2

alakot olti, ahol az Osszegezést csak pératlan /, ill: k-ra kell elvégezni.

5. TETEL. Szimmefrikus bolyongds esetén az elnyelddeés eldtti lépésszdm
vdrhato értéke:

(3.13) il jkn It kr
sin ct
M) =

4 o 3 miis Eamr1) 8 241y |
(m+DH+1D)&E = - k o Im ‘
sin® 2(n¢1)+5“ 3m+1)

BizonyiTas. Jelolje a § valoszmusegn valtozo az elnyel6dés el6tti 1épések
szamat, ekkor

P(E = N)==1—Qxy.

Konnyen nyerjilkk annak val6sziniiségét is, hogy a részecske pontosan N lépés-
ben nyelddik el.
Nyilvéan
PE=N)=PE>N—1)—P(E>N).

Ennek alapjan példaul szimmetrikus bolyongds esetén

. > gin zlyr ]kﬂ‘ I kT
PE=N) = G 2 o TG ) 2 by
(3.14)

kx Iz \¥! e \¥
[( 41 +COs‘m+1) —(C n+1+ Osm+1)
2 2

4 Il Osztily Kozleményei X/3
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Figyelembe véve, hogy

co ——}—cos—lﬂ o co kq —l—cos Iz
< n+1 m-1 m+1
&N 2 1= 2

N=0

cos—lﬂ-{—cos Iz
n+1 m-+1
1—
2
valamint a 2—cos—— ka — Cos lx = sin2 k - sin? 4 ossze-
n+1 m+1 " 2(n+1) 2(m+1)

filggést, kapjuk a tétel allitasat.

6. TETEL. Annak valosziniisége, hogy az (i,j) pontbol induld részecske
mozgdsa meghatdrozatlan szdmi lépés utdn a (u,0) elnyeld pontban ér véget
(fermészetesen a részecskét végiil is elnyeld pontnak a (0, 0), (0, n-1), (m+1,0)
és (m+ 1, n+ 1) pontok kivételével az elnyeld fal bdrmely pontjdt vdlaszthatjuk):

3.15) R
2 (g)‘ (r) g &, ilx  wplax shin+1—j)%
+1 ’

s ]—/7_.;121 smm—l—lsmm+1 shin+ 1) %

wl

U, p>e,0 =

BizonyiTAs. A kérdésre valaszolandd, nem kell mast tenniink, mint a
(3. 6) formuldban elvégezni a

y N
Z[qu cos ——== +|/7s cos SLE :
N=0 1 m+1 ]_..V—c V lot
(3.16) PaCOS I — 1SS

Osszegezést. Ezutan a (3 5) képletben még k (vagy l) szerint is Osszegezhetiink.

Bevezetve az — —2V— cos —'2 ch 9, jelolést, a bizonyitando

Vrs

n+
tételt nyerjiik.

Eredménytink p=q—r=s= % esetén

m

Zsin il sin ulrr sh(n4+1—j) 9
m+1= m—{—l m-1 sh(n—l—l).% )
Utobbi eredményiink megegyezik Mc CREA és WHIPPLE eredményével. A neve-

zett szerz6k eredményiiket egy hidrodinamikai modell segitségével érték el.
Megmutatjuk, hogy eredményiik matrixelméleti titon kozvetleniil is kiszadmit-

@17 Usprwo=
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haté a (3.5), ill. (3.6) formuldk felhaszndldsa nélkiil, ha ismerjiik a (3.1)
alatti P hipermatrix spektralfelbontdsat.

Amikor a (3.5) formuldban a (3. 6) alatti 0sszegezést elvégezziik, 1énye-
gében az aldbbi matrix-0sszegezést hajtjuk végre:

(3.18) E+P4+ P4 cct.c.—(E—P)',
ahol P-vel a (3.1) alaki nm-edrendii hipermatrixot, E-vel az nm-edrendii
egységmatrixot jeloltiik.

Az (E—P)"' hipermatrix elemeit az alibbi egyszerii meggondolas
alapjan nyerhetjiik:

(E—P) " sajatvektorai megegyeznek (E— P) sajatvektoraival (amelyek
nem masok, mint P sajatvektorai), sajatértékei pedig (E— P) sajatértékeinek
reciprokjai. A P hipermatrix sajatértékeit A,-val jelolve (k=1,2, ..., nm), az
(E—P) hipermatrix sajatértékei az 1—4, szamok, az (E— P)' hipermatrix

sajatértékei pedig az 1—~1-[ szamok (k=1,2, ..., nm).
— Ak
Mivel 2
ool 1
st — ke — Iz '+
1— )/ pq cos T —Vrscosm—l—

ami megegyezik a (3.15) alatti kifejezéssel, P sajatvektorainak ismeretében
(3.16) kozvetleniil felirhato, s természetesen (3.17) is.

4. Sikbeli elnyel6-falas bolyongas tetszdleges alaku tartomanyon

Bolyongjon a részecske egy tetszbleges alaku, elnyelé pontokkal hati-
rolt racspont-tartomanyon. Valaszolni kivanunk arra a kérdésre, mennyi annak
valdsziniisége, hogy a részecske egy (i,j) bels6 pontbél indulva mozgésat egy
kivalasztott (u, 0) elnyelé-pontban fejezi be meghatarozatlan szamu 1épés utan.

Szemléletesség kedvéért tekintsiik az aldbbi egyszerii elrendezést:

° °

Q w— 1

12 Mint konnyen lathaté: |4,] < 1.

4*
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i - A részecske most a B tartomanyon bolyonghat. frjuk fel az egyes belsd
pontokba valé atmenetele valdsziniiségeit tartalmazé P hipermatrixot.

o PO s
q (DP S

o (l O S

T o0 Il 0 S

r 1[ 0 p s

T o -po @
¥ q 0 p @
rjo q o @

@ q o p Y S
(4 1) P= @ q o p s

q o p S
qD'l 8

_,
=0T

P
r o
¥:

P
o

-~

1

A kérdéses valosziniiséget most is az (E—P)'1 inverz hipermatrix megfeleld
eleme fogja szolgéltatni. Amennyiben ezen hipermatrix elemeit ki tudjuk sza-
mitani, maris megkapjuk a vélaszt a felvetett kérdésre.

Tekintsiink el dtmenetileg a bekarikazott 6 elemtdl, irjunk helyiikbe O-t,
ezaltal P atmegy egy P’ hipermatrixba, amely a kovetkezOképpen particio-
nalhato6:

PO ]
0 Py
ahol P, az abran jelzett B, tartomanyon, P, pedig a B, tartomdnyon torténd
bolyongdsnak megfelelé hipermatrix.

Képezziik most az (E—P’) hipermatrixot.

N (B PY R0 ]
=707 e—nl
Konnyen meghatarozhatjuk az (E—P’)™" reciprok hipermatrixot is, mert
- et JESPY 0 ]
(E—P) —[ 0 ‘(E——Pz)_l 3

|
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Vezessiik be az
(E—P)Y'=R, (E—P)'=R,, (E—P)' =R,

jelolést. Ekkor
R 0O
R =[o RJ'

Az R, ill. R, reciprok hipermatrixok meghatirozasdnak modjat a téglalapon
torténd elnyeldfalas bolyongasnal ismertettiik, ezeket a matrixokat tehat 1smert-
nek tekinthetjiik.

Az (E—P)*! meghatérozésa (E—P’)™" ismeretében a ]. SHERMAN és
W. J. MORRIsON dltal kidolgozott matrixelméleti eljaras ismételt alkalmazasa-
val megoldhatd. Ezen eljdrds szerint, ha az (E— P’) és (E— P) matrixok
egyetlen elemben kiilonboznek, mondjuk (E—P’)-ben az i-edik sor j-edik
eleme a;, (E—P)-ben az ugyanezen helyen &ll6 elem pedig a;-k, mig a
tobbi elem megegyezik, akkor (E— P) '-et az

. . 1
(E—P) 1:I\’~—I{_I;_i_rﬁriﬂ (ha rjiql:——?)
osszefiiggés szolgaltatia, ahol R=—(E—P")", r;, ill. r’ az R matrix i-edik
oszlop-, ill. j-edik sorvektora, r; R j-edik soranak i-edik eleme. Ez esetben
tehat egyetlen diad levondsa szolgaltatna (E— P) '-et.

Példankban (E—P) az (E—P’) matrixtél a diagonal blokkon kiviili
6 elemben kiilonbozik, ennek megfelelden hatszor egymds utian kell diad-
levonast végezniink, természetesen mindig az el6z6 didd levondsa utan kapott
reciprok matrixot tekintve kisebbitenddnek.

Mivel téglalapokbdl tetszbleges alakn racspont tartomdny osszerakhatd,
eljarasunk tetsz6leges tartomdnyra alkalmazhatd. Az adott tartomanyt a vazolt
példahoz hasonldan téglalapok Osszegére bontjuk, felirjuk a teljes tartomédnyon
‘(példankban a B tartomdnyon) torténd bolyongasnak megfelelé hipermatrixot,
amelyben az egyes rész-téglalapokon torténd bolyongasnak egy-egy diagona-
lis blokk felel meg, s ezen feliil a matrixnak annyi pozitiv eleme lesz, amennyi
az egyes rész-téglalapok érintkezési pontjainak kétszeres szama. E pozitiv
elemeket 0-val helyettesitve, s a kapott diagondl blokkokbdl &ll6 hipermatrixot
a vele azonos rendi{i egységmatrixbol levonva ismert modon invertalhatd, dia<
gondlis blokkokbd! &ll6 hipermatrixot kapunk. Ezt a matrixot elemenként
modositva a diagonal-blokkokon kiviili elemekkel, s SHERMAN—MORRISON
tételét szukcesszive alkalmazva meghatarozhatjuk a kérdéses valészinﬁséget
tartalmazo reciprok matrixot. Modszeriink segitségével az egyes konkrét ese?
tekben, természetesen a tartomanytél fiiggben, a keresett valoszmﬁseg exphclt
alakban is felirhato. = »
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Néhany megjegyzést kell tenniink a célhoz vezetd lépések szadmdnak
esetleges csokkentésére vonatkozolag.

Emlitettiik, hogy a tartomany alakjara ratekintve, elére meg tudjuk mon-
dani, hogy a tisztdn diagonalis blokkokbol &ll6 hipermatrix inverzéb6l hany
didd szukcessziv levonasra lesz sziitkség. A levonand¢6 diddok szdma meg-
egyezik a hipermétrix diagonalblokkokon kiviili elemeinek szamaval, amely
szam.viszont az egyes rész-téglalapok (példankban a B, és B, tartomdnyok)
érintkezési bels6 pontjainak kétszeres szdma. Nem tilsagosan bonyolult tar-
tomanyok esetén egyszeri matrixelméleti meggondolds alapjan a levonandd
diddak szama felére csokkenthetd. Ezen eljardst rdviden az aldbbi modon
vazoljuk:

A példankban szereplé (E—P) hipermatrixot sematikusan abrazolva

nem csak az [g %] alaka hipermatrixot konnyfi invertdlni, hanem az

5 5
A, B 0 D

hipermatrixot is. Ugyanis:

[A B “_[A‘ —A“‘BD“‘]

o Dl [0 I e
tehat itt is csak az A és D hipermatrix-blokkok inverzét kell ismerniink. Ezek
utdn mar csak a C blokk elemeinek megfeleld szdmu diad levonasara lesz
sziikség ahhoz, hogy (E— P)'-et megkapjuk. Ezzel az eljardssal a levonand6
diadok szama éppen annyi, mint amennyi az egyes rész-téglalapok (példank-
ban a B; és B, tartomanyok) érintkezési pontjainak szama.

Az (E—P)' maétrix inverzének meghatrozasara iranyulé vizsgalataink
matrixelméleti szempontbdl lényegében azon probléméra vonatkoznak, hogy
ha egy ismert reciprokkal bir6 matrix néhiany elemét mas elemmel helyette-
sitjiik, hogyan nyerjitk az ismert reciprokmatrixb6l a modositott matrix recip-
rokat. Az eddigiekben a kiinduldsul szolgalé matrix kijelolt elemeit egyenként
modositottuk, hogy SHERMAN—MORRISON tételét alkalmazhassuk. E tételt
RoOzsAa PAL altalanositotta, s kidolgozott egy eljardst, amelynek segitségével
az ismert reciprokkal bird matrix akarhiny elemét egyszerre modositva a
reciprok matrixbél egy alkalmasan képezett matrix levonasaval megkapjuk
a modositott matrix reciprokdt. Ezen kivonand6 matrix képezése soran egy
tjabb matrix-invertdlasi miiveletet kell végezniink, amely egyes esetekben
azonban gyorsabban is célhoz vezethet, mint a diddok szukcessziv levonasa.
Azt, hogy mikor melyik eljarast alkalmazzuk, a matrix rendjétol, struktiirdjatol
és egyéb gyakorlati (pl. elektronikus gépeknél programozasi) szempontoktol
kell fiiggové tenniink. Az aldbbiakban roviden vazoljuk a moddositott matrix
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reciprokdnak ROzsA éltal kidolgozott modszerét,”” a szamunkra érdekes esetre
vonatkoztatva.
Legyen A—=/[a;] N-edrendii kvadratikus matrix, amelynek reciprokat
ismerjiik:
Al R [I‘;j].

A moédositott métrix, amelynek reciprokat keressiik, legyen B= A K, ahol

pei gl
K— ZZEkue] Zzeak(‘ﬂj (;:12.$)’

=1 ] g=14=1
az e; N-edrendii oszlopvektor i-edik eleme 1, a tobbi 0, az e/ N-edrendii
sorvektor j-edik eleme 1, a tobbi O, @; és §; azon sorok és oszlopok indexei,

amelyekre ke, 0.
Ekkor

ey O

Ha A helyébe a fentebb vazolt (E— P’) hipermétrixot, B helyébe az (E—P)
hipermatrixot tessziik, ahol P a (4.1) hipermatrixot jeloli, akkor a vazolt
példaban:

R R O Ry e
B 0T By D
0.0 00 T s

K-l il ____”__________________i ______________________

13 Lasd [9] 11—17 oldal.
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~ A (4.1) hipermétrix esetében
(E—P)"=R—Rigiim oK +RUS 01 13) RS %™,
ahol R—(E—P’)"", P’ pedig az a hipermétrix, amelyet a (4.1) alatti P

hipermatrixbol a bekarikdzott 6 elem O-val valé helyettesitése tatjan nyeriink.
Sematikusan az alabbi matrixmiiveleteket kell végezniink:

< i ) %

2

Az iiresen hagyott helyeken mindeniitt O all.
A zaréjelen beliili hatodrendii métrix inverzének kiszdmitasa lényegében
harmadrendii matrixok invertélasat igényli. Ugyanis mivel az invertdland6 méatrix

3 i o
| T
A ! i
! r
‘1 Tl
‘; r
Q: 77777777777777777777777 ; ______________________
A E *
s 1
Ly | D
S 1
Wy st
A S ]

alaku, Q' kiszamitisat elvégezhetjiik akar tigy, hogy miutin kiszamitottuk
A'-et és D '-et, kiindulunk az

]
S Sy

matrixbol és szukcesszive alkalmazzuk a SHERMAN—MORRISON-tételt, amely-
nek sordan most hatodrendii diddokat kell szukcesszive levonnunk, akar tgy,
hogy felhasznaljuk az alabbi matrix-azonossagot™:
[A B]“ [(A —BD’ C)‘l (C—-DB" A) J
C. D (B—AC'Dy' (b—cCA'B)?
14 Lasd: [1].
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Ennek alapjan

i T A4
i r
9 A E .__L
% r
i 1
: g
R Geta i e A e e S 1
vl
S
_l i D
S
L
S, S 4 S
-t 1 Faoayt
D|AD——E 2 I DR R
e rs S rs
1 oV oo
——{AD——E A|DA——E
S Ir's rs

Mindkét esetben csak harmadrendii matrixok invertdldsira van sziikség.
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5. Bolyongas sikbeli racs-téglalapon visszaverd falak
alkalmazasaval

7. TETEL. Annak a valdsziniisége, hogy a bolyongo részecske N lépés-
ben az (i,j) pontbol az (u, v) pontba menjen dt: v

5 o (sin iz VT sin (i—l)ln)
IN+2 r 2 2 m=-1 n-1 7‘ — ?— T
o) [5) &3 -

P, ((i?;)ﬂm'): mn 3 _q— ' & 17z
= 1—2)rscos —
m
(sm ulz —V—r— sin————(”_l)ln) (sin—]kn —Vﬁ sin(Aj_l)kn)
m s m . n q n '
1—2 VECOSITZE 1—2 Vﬁcoskn—ﬂ

. vk p . (v—Vkn

sin == — | s )
- 9 (qu COS—’+Vrsc05—) +
— kot n m
1—2qucosT

vt 1

r

2v s (r)"" (p)" ( jkm Vz . (j-—l)/m)

5.1y + P (L)m 5 p p -~ sin — 7 sin =
s

1—

. (sin vkm —Vz;zsin *_-(FV_HI)/”_I) U/pq COS LR r-{—s) +

n
1—£ ba
25+ _‘q_(ﬂ)’”lr(L)* m( il V (t—l)ln)
m ](ﬂ)n q S P m S
q
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(=i-2) oo
e

BizoNyiTAS. Az (1.6) hipermatrix direkt-szorzatok Osszegeként az aldbbi
modon irhatd fel:

A stacionarius hatareloszlas:

. N
lim PGyl ) =
N>

q g 0 8 rs 0
P= g ’6 XEs+EyX|r 0 s|=Ai-xEs+Ei-XBs.
q b 0 r s
0 0 g p .
m sor és n oszlop esetén pedig
5.2) P=A, XE,+E.,-XBn.
Szimmetrikus bolyongds esetén
(5.3) P=A, XE,+E, XAn,
ahol példaul
-1 1 _
T 7 0O O
1 1
. 7 070
A= 1 1
0 7 0 7
1 1
_O 0 T 74
Az
Anz[uly u:?.y---’un] ﬁal i (u,l*j y
as lléIe
5 a ] _.u.:.“
illetve
Bm=[vl,1'g,...,v,,.] rbl 1 ﬁ’Ui*W
b: v
| byl Lo |
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spektralfelbontasokban most

ak=2VZ77]—coskn—n (k=1,2,...,n—1) és a,—p+q,

5. 4) 1
bl=2mcos—,;t— (1=1,2,...,m—1) és bp=ris,
Mngp(]/ﬁ) (Sin ikw /‘sm (z-l)kn),
n q n D u
ha i=1,2,...,n—1 és wuy==1,
(5.5)
n_'/q (j—~—1)k.7t

sin jk
J ’
[— kot

2l/pq cos =~

1“"‘—‘ j—l

ha k=1,2,...,n—1 ¢és ulj——— qn(ﬂ) )
G
q

Analog kifejezéseket kapunk a v; és v;* vektorok megfelel6 elemeire, ha az
n=m, p—r, q=s helyettesitést elvégezziik.

Felhaszndlva a (3.4') formulat, a tétel allitasat kapjuk.

Felirjuk szimmetrikus bolyongds esetére annak valdsziniiségét, hogy a
részecske N lépésben kiindul6 helyzetébe térjen vissza. Az (5.1) formulabol
egyszerii szamitassal kapjuk:

™ o Qi—)izx . lx L ¥
Pipysan = oy 1-'-22 COS ———g; Sing -] |cos— | +
of. . Qji—Dkrx k_n)z( k_n)“’
(5.6) —}—Z%(COSTsm an ) |cos— +
. . . 2
A m (cos (21271'1)ln cos (ZJ:L)IUC sin i”ntz sin Z—;[)
4
" gg (l—lcos ) (l—icosk—ﬂ)
2 m ) 2 n

It kT
- [cos o + COSTJ }
5 .
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6. Sikbeli bolyongas racs-téglalapon elnyel6- és visszaverd falak
egyiittes alkalmazasa esetén

Modelliinket az alabbi dbra szemlélteti, ahol e elnyeld, v visszaverd falat
jelol. A bolyongasi tartomanyt jelentd racsponto-
kat m sorban és (n- 1) oszlopban helyezziik el,

a sorok szamozasa'1,2,...,m; az oszlopok sza- ‘|’_°_“‘——i’
mozasa: 1,2,...,n-+1. R R S A R
Az abran jelzett esetben az atmenetvalo- R e

sziniiségeket tartalmazé hipermétrix szdmunkra
érdekes része (az elnyeldfalas modelleknél alkal-
mazott meggondolds alapjan) a kovetkez:

o
[}
o
o
o

TrpOOEs i & |
¢rp 0l s
Oqgrp: L
00gqr: s |
ey o Ena. s fopoo G |
s r ig0Op0! s S T U TR - i :
ri00q0 s 00qgp ;
""""" BE s FBp 00
R 5q§p0 { = Ay X E3+ E;- X Bs.
10gsq
£ ri00ps |

8. TETEL. Annak valdsziniisége, hogy a részecske az (i, j) pontbol N
lépésben a (u, v) pontba megy dt:

l_-r)ﬂ_l- J'—‘)‘l 1 (Sln—-—-—V (l—l)l:’l’)
Py o r(q ; (ﬂ) 2 '

()>(uv) = mn s q

—2)rscos Jid

(sm L V—r— sin _—l)ln)
: m s m ;

- ln
1—2|/rs cos <]

3
+ /rs cos %[) o

vkn krt
(6.2) Z sm smn_i_1 (Vp—qcos +1

r i 2

2N _? r u-1 q 2 n 7'[ . ( ﬂ r+s)N
. r (—) (7) ;smn—{-l n+1 V——COS,H_] g By
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BIZONYiTAS. m sor és n-1 oszlop esetén P=A,-X E, + E,.-X B
A, és B, spektralfelbontisa szdmunkra mar ismert. Felhasznalva a (3.4),
(3.5) valamint az (5.3) és (5.4) Osszefiiggéseket, a tétel allitisat kapjuk.

Hasonl6 meggondolas alapjan, mint amelyet az elnyelé-falas téglalapon
torténd bolyongdsnal alkalmaztunk, annak valésziniisége, hogy a részecske az
(i, j) pontbol indulva N+ 1 lépésben a (u,0) pontban nyel6djék el:

N+1 N
Pi w0 =q P4 e

Ennek alapjan:

JN+2 r\ 2 2
(6.3) PiSvmo="— qr(s) (—"—) :

m-1 n . o . y - -
. SZ 2 (sin iz V—r— sin t—l)ln)-(sin L VL sin (=Dl l)lﬂ)-
=1 k=1 m S m m S m

o SR I_)N‘
sin 2= snnn+1(qucosn+1+Vrscos +
1 r
2v s (Y Jha oo k,«z( ko r_ﬁ)""
T "(?) () éﬁ"‘m AT PICOS Ty -

9. TETEL. Annak a valosziniisége, hogy a részecske az (i,j) pontbol
indulva, meghatdrozatlan szdmui lépés utdn végiil a (u,0) pontban nyelddik el:

| 113 ilr . ((—DIx
(6.4) P, P, ) = o Eg(smﬁ—sm(—#)-
_(Sin ule (u—l)lﬂ) sh(n+1—/,) 9% n sh(n+ 1—j).9§ .
m m sh(n+1)% sh(n+1)9
1 S Iz I ., Iz shn+1)—j)%
——5(1 n+1) Zcos (z-———)——cos(u 2) pes sin fﬁ_q—sh(n+l)9; .

ahol 2ch 3;24——2cosl—;:—, 2ch 9=2.

BizonyiTAs: A (6.3) formuldban N szerint Osszegeziink. Hasonléan,
mint az elnyel6 falas esetnél, most még k szerint is tudunk osszegezni, s ez-
altal képletiink rovidebb alakot 6lt. Egyszeriiség kedvéért eredményiinket szim-
metrikus bolyongas esetére irtuk fel.



BOLYONGASI PROBLEMAK TARGYALASA MATRIXELMELETI MODSZERREL 313

7. Bolyongas a 3-dimenziés térben

A sikbeli bolyongasra vonatkozo eredményeink alapjan nem nehéz ered-
ményekre jutni 3-dimenzios, elnyeld- vagy visszaverd-fallal ellatott hasab alaka
racspont-tartoméanyon torténd - bolyongas esetében. A bolyongd részecske a
tartomdny barmely belsé pontjdbol a 6 szomszédos pont valamelyikébe Iép,
rendre p, q, r, s, {, u valosziniiségekkel az alabbi irdnyitds szerint:

11

t

Alljon a bolyongési tartomany c-2 réteghdl, ahol minden réteget egy
b2 sorbdl és a-+2 oszlopbdl allo racstéglalap alkot. Ha az elnyel6 falakat
nem tekintjiikk, a tartomany ¢ rétegbdl, rétegenként b sorbdl és a oszlopbot all.

Ki akarjuk szdmitani annak valdsziniiségét, hogy a bolyongd részecske
N lépésben az (x,, y,, 20) egész koordinatikkal biré pontbdl az (xi, 3, z)
egész koordinatdja pontba jusson, azaz a .

P((-iZ:)yo’Zo)—’(ﬂﬂu Y1, 21)
atmenet-valosziniiségeket.

Szemléletesség céljabdl tekintsiik az a=4, b=3, c=3 esetet. Ekkor
a tartomany belsé pontjain torténd bolyongds egylépéses atmenet valoszinii-
ségeit tartalmazé hipermatrix a kovetkez6: (1. 316. old.)

A hipermatrix tehat abc-edrendii és diagondl blokkjait a kétdimenzids
bolyongas hipermatrixa alkotja. Ezen osszetett hipermétrix direkt szorzatok
Osszegeként a kovetkezd alakban irhaté fel:

Ay X Ey X E.A4-Ey X By X E;-+Ey- X Ey- X Co\

ahol a fenti példaban:

0808 0 s 0 0t 0

A4=g ‘8 , B;=|r 0 s, C=|u 0 t]|,
¢ 0P 0 r 0 0 u 0
0 0 g p

Az N lépéses atmenet-valosziniiségeket ugyanezen Osszetett hipermatrix
N-edik hatvanyanak elemei szolgaltatjak.
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0p0O0|s t
q0p0 s t
0gO0p s t
00qg0 s t
r 0Op0O0|s t
r qO0poO s t
r 0gO0p s t
r{00q0 s t
r 0po0O t
r qO0po0 t
r 0gOp 4
r/00q0 t
u 0p0O0|s t
o u q0po0 s t
u 0gO0p s t
u 00q0 s 4
u ' 0p0O0|s t
u r q0po0 s t
u r 0gO0p s t
u r{00q0 s t
u r 0Opo0O t
u r q0po0 t
u r 0gO0p t
u 00q0 t
u Op0OO|s
u q0p0 s
u 0gOp s
u 00q0 s
u r O0p0O0|s
u r q0poO s
u 0gq0p s
u r{00q0 s
u r 0po0O
u % q0poO
u 0gO0p
u r{00q0

Ennek kiszadmitasahoz sziikségiink lesz az (V) és (VI) formuldk konnyen
belathaté altalanositasara:

-

LEMMA. Ha az A hipermdtrix elddllithato

A 3 E 3 oo XAB W Bt e Stens iSO E S s o U E S Eox vos 3¢ Ax
alakban, akkor
(VID) AN:ZZ"'Z(i"Xg"Q'X b O Ty gl AL

‘n

Lo\ o N
(T XU X eee o X uin)’
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k k k
ahol @ az Ax mdtrix sajdtértékeit, @, , ill. T, pedig ugyanezen mdtrix jobb-,
ill. baloldali sajdtvektorait jeloli.

»
10. TETEL. Annak valdsziniisége, hogy az (x,, Y, 2,) rdcspontbol indulo
részecske N lépésben az (x,, y1, 21) rdcspontba menjen dt:

To—Zy Yo-Y1 Zy—5

ON+8 q'-’r2(u)2abc
P(Io Yo, 20) > (21, Y1, 2) — (a+1) (b+1)(c+1) ( ) (;) _t_ ]Azlgmzl )

. Xekn . xiko . oyl . oyl . zemst |, zmot
armn 51na+lsma+lsmb+151nb+131nc+1sxnc+1-

4 Vrs cos——

— A’
-(qu cos +Vtu cos + : )

a+1 b+1
BizonyiTAs. Felhasznalva a (VII) osszefliggést, valamint az A,, By, és C.
matrixok spektralfelbontdsdra kapott eredményeket, a sikbeli bolyongasnal
kovetett eljardssal analdg modon nyertiik a keresett valdsziniiségre a (7. 1)
osszefiiggést.
Szimmetrikus bolyongds esetén, azaz p=q=_r=s=t=u=~16~ eseté-
ben osszefiiggésiink a kovetkezd alakot olti:

28 & n‘. xkw .yl . yix
- 3”(a-}—1)(b+1)(c—{—1),2‘”_21mz_;sma+1 IS T S Wy
7.2

. oyt . zZymit

kot mst
o B +1( +1+C°Sb+1+c° c—{—l)'

Ez utébbi eredménylink megegyezik JORDAN K. eredményével .
Annak val6sziniisége, hogy a bolyongo részecske az (x,, ¥,, 2,) racspont-
bdl indulva N+ 1 lépésben az (x,, y,,0) pontban nyel6djék el, nyilvain most:

(7' 3) P((gf‘:lzr Zo)"’(zl’ Y1, O) = tP((Ter)yD: zo)‘*(zh Y1, l) .
A kivéant elnyel6dési valoszinliséget tehat megkapjuk, ha a (7.1), ill. (7.2)
formuldkban z, = 1-et irunk, és f-vel, ill. %-dal szorzunk.

3-dimenzids esetben is valaszolni kivanunk arra a kérdésre, mennyi
annak valdszinlisége, hogy a bolyong6 részecske meghatarozatlan szamu lépés
utan egy kijelolt pontban nyelédik el. Eredményiinket egyszeriiség kedvéért
szimmetrikus bolyongds esetére irjuk fel.

14 Lasd [6].

5 IlI. Oszialy Kozleményei X/3

-
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A (7.2) formuldban N szerint Osszegezve és alkalmazva a

kox It
—_— _— I '
3 cos T 0s b1 ch 9

helyettesitést, valamint elvégezve az m-szerinti 6sszegezést, nyerjiik:

sin ———-

“ainernaasMariMar1

sin Yol sin ylr shzgFash(n+1—2) %
b+1 b+1 sh 19‘k;5h(n+1)19'1¢1 ’

24 Xkt sin X kr
(7’ 4) P(Im Yoo 2) > (@1, Y1, 7)) T Z . L

%-dal szorozva €s a z,==1 helyettesitést elvégezve kapjuk a kivant valoszi-

niiséget. Az utdbbi eredményiink megegyezik MC CREA és WHIPPLE eredmé-
nyével.

Megjegyezziik, hogy az utébbi eredmény ismét nem csak a (7.3) for-
muldbdl kiindulva, hanem a 3-dimenzids bolyongdsnak megfelel6 P hiper-
matrixot alapul véve az (E—P)™' inverz hipermatrix elemeinek kiszamitasa
utjdn az N 1épésre vonatkozoé formuldk kiszamitdsa nélkiil kozvetlentil is
szarmaztathatd, akarcsak a kétdimenzios esetben.

Ramutatunk még, hogy a sikbeli esettel analog moédon, annak valdszi-
niisége, hogy egy megjeldlt racspontbol indulo részecske végiil is egy kijelolt
elnyeld-rdcspontban fejezze be életét, tetszbleges alakii hasabokbol Osszerak-
haté térbeli racstartomany esetén kiszamithato.

Kiszamitjuk térbeli bolyongds esetén is annak valdsziniiségét, hogy a
részecske N 1épés utdn még életben van. Jeloljiik ezt a valdsziniiséget Qy-nel.
A sikbeli bolyongéasnal kovetett gondolatmenettel teljesen analog modon nyer-
jiik az eredményt, amely szimmetrikus bolyongds esetén a kovetkezd:

28 gL cw i x(,k."t . Yol . zumm
1.8 Qv=IDerDesrD & 2 2 s s‘”b+1 ST
cos kz -+ cos 4 cos mz "

o kst ot L ot mot a1 b+1 c+1
E2@+n 2+ 2(cr 1) 3 1K

ahol az Osszegezést csak paratlan k, [, m-re kell elvégezni.
Ha a & valdsziniiségi véltozo jeloli-az elnyel6dés el6tti 1épések szamat
akkor
PE=N)=1—Qy

szolgéltatja & eloszlasfiiggvényét.
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Annak valosziniisége, hogy a részecske pontosan N lépésben nyelddik
el az elnyeldfal valamelyik pontjaban:

(1. 6) PE=N)=PE>N—1)—P(E>N)=Qn-1—Qy=
28 RN Xkt o Wl o zmT
T @rDerHEr 2 2 2 sin oy sin b1
kot lox mot

g 5y 1) 8 oG 8 2(c—|— 0

y-1
cosk—”+c lre +cos£7£ co -+ cos tn - cos ma
) 1— a—l—l

a+1 b—l -1 c+1 b1 c+1
3 3
A véarhato elnyelddési 1épésszam pedig:
4 5O G
7.7 M(E) — "
(7.7) O=GImerne ) 2= &
sin Xok T sin yoln sin 2,mzst ot kot ot I ctg mot
a+1 1M ek T B 2@ B2 8 2(c 1)
sin® k7 J-sin® [ -} sin? m .
2(@+1) 206+1) 2(c+1)
°

8. Bolyongas az n-dimenziés térben

A (VII). osszefiiggés alapjdn a két- és haromdimenzios bolyongdsra vo-
natkozd eredményeink n-dimenzids racs-téglan torténd bolyongdasra is altala-
nosithaté mind elnyeld, mind visszaverd falas esetben. Itt most csak az el-
nyeléfalas bolyongdssal foglalkozunk, s anélkiil, hogy teljességre torekednénk,
folirjuk néhany eredményiink n-dimenzidra valdé altalanositdsat.

Legyenek a méretek az n-dimenzios elnyel6-fallal ovezett tégla belsd,
el nem nyel6 pontjait tekintve, racs-egységben mérve: a,—1a,—1,...,a,—1.

10. TETEL. Végezzen a részecske szimmetrikus bolyongdst, azaz egy

X1, Xay . .., Xu) rdcspontbol bdrmely szomszédos rdespontba lépjen —— valoszi-
2n

niiséggel." Ekkor annak valdsziniisége, hogy a részecske az (xy, X, . .., Xn) rdcs-
pontbdl N lépésben az (1, ¥s, ..., yu) rdcspontba jusson:

1 a,-1
2" Wz xkt ke | xkor . yhket
@en __<« Z gin 1% ny1 17T Xalte Smyz 2T
a, Q.. a,”,=172_1 a a, a

_ N

kit ky ot kot

XoKn 7T Vukon 7T C0521+ 2+ +cosa

"Sin nfns Sin nitn . 1 n

a, a, n

5%
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Annak valoszinfisége, hogy a részecske f)ontosan N lépésben nyelddjék el
valamelyik elnyeloé pontban:

a,~1
2" o <~ . Xkt xukao kT k.ot
(8 2) — Z N 2, sin At sin 222 ctg ! .eoct d .

... =1 K=l a, a, 2q, 2a,

k7t /%74 i ko knot

cos - 4 ... 4 cos n cos L +'°'+COSL

a, an 1— a, a,

n n

;A virhaté elnyel6dési 1épésszam, ha & jeloli az elnyel6désig megtett
1épések szamat:

. Xkt L Xukeot k7 k.ot
n-1 a1 18I0 ---sin ctg - —---ctg
3 M= > > G G 20 7 2a,
. = Ay ...0dn =1 kp-1 Sing k1ﬂ+ . + Sin2 /{n,’fl‘ .
2a, 2a,

Hasonld modon a&ltalanosithatok a két- és haromdimenzidra vonatkozd
tobbi eredményeink.
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