BIZONYOS POLINOMOK IRREDUCIBILITASA
A KOROSZTASI TESTEKBEN

irta: SERES IVAN

DorwaRT, H. L. és OvsTEIN ORE [1] vizsgaltdk bizonyos egész egyiitt-
hat6ji polinomok irreducibilitasat, foleg kvadratikus szdmtestek folott. A Szerzo
[2] bebizonyitotta, hogy ha F.(z) az m-edik korosztdsi polinom és ebbe a

z=P(x):=}I:;{ (x—a) polinomot helyettesitjiik, az tj F.(P(x)) polinom ir-

reducibilis a raciondlis szamok folott, ahol az a, < @, < -+« < @, szdmok racio-
27¢i

nalis egészek, és a P(x)—e ™ polinom irreducibilis a fenti feltételek mellett,

ha n=5 a H. test folott. Hogy n=4-re a dolog hogyan all, nem volt is-

meretes. A jelen dolgozat bebizonyitja a kovetkezo

L tételt: Jelentsen az a,< ay<---<a, raciondlis egész szdmokat, F,.(z) az
m-edik korosztdsi polinomot. A G(x)= Fn(P(x)) (m >2; P(x)=[] (x—a:.-))
k=1

polinom akkor és csak akkor reducibilis a raciondlis szdmftest folott, ha n=3,
az a, < a,< a; hdrom szomszédos raciondlis egész szdm €s F,(2)=2'—2"+1
a 12. korosztdsi polinom.
BizoNYyiTAs: CAPELLI tétele szerint [3] a G(x) polinom akkor és csak
n 25t
akkor reducibilis a racionalis szamok folstt, ha a [ [ (x—a,)—e™ polinom
k=1

reducibilis az m-edik korosztasi test, I, folott. (3, jelentse a racionalis szamok
277¢

testét, a rovidség kedvéért legyen em™ ={(. Jegyezziik meg a késobbiek miatt
27li R )

azt, hogy a [ [ (x—a)—e™, ((1, m)=1) polinom helyett é '[,[A(x——a;.»)~—e~”‘_
k-1 k=1

polinommal foglalkozunk, ami csak egyszer(siti a vizsgalodast. CAPELLI tétele
szerint ezt szabad tenniink.)

Tegyiik fel, hogy a P(x)—{ polinom reducibilis a &, folott: P(x)—C{=
=g(x)h(x), ahol a g(x) és a h(x) polinom fbegyiitthatoja 1. Legyen a g(x)
polinom irreducibilis és fokszdma egyik legkisebb a P(x)—{ polinom ténye-
z6i kozott.
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Sziikségiink lesz a kovetkezd segédtételekre:

1. SEGEDTETEL. (L. KRONECKERnek a korosztési test egységeire vonatkozd
tétele [4].) Minden o egység az m-edik kiroszidsi testbol, H.-bdl [gy irhato :
m =g, ahol ¢ valds egység, n egységgyik, [az m-edik, esetleg a 2m-edik
vagy a 4m-edik].”

2. SEGEDTETEL. Vegyen fel egy N..-beli egészegyiitthatés polinom, g(x)
az Xx=ay és X==a; raciondlis egész szdmokon egységeket a H,-bol. Az 1.
segédtétel szerint a két egység

ga)y=z¢en é g@=s&n
alaku, ahol & és & valds egységek, . és n egységgyokik.
Az esetben, ha
a) |ax—a|>2, az n=*1 1, ha
b) |av—ai|=2, az np=1i"m, ahol e=1 vagy 3.
A 2. segédtétel bizonyitdsa: '
a—a|g (@) —g(@) = &m—an.
A jobboldalt az &' #;" egységgel szorozva,
Ge—ai| e —es
A konjugalt komplexre térve at,
a—ai| e p— e
A két utobbi Osszefiiggésbdl addédik, hogy
(1 a—a| e —1.

Ez igaz, ha az osztandd helyett annak konjugaltjait irjuk, és ezért az (1)-ben
az oszto és osztanddnak a dfo-ra vonatkozd normdira helyes a kovetkezd:

N{ay—a|N (in>—1).
(A két norma nyilvan raciondlis egész szam.)
a) Ha |ai—a| >2, akkor
|N(@—a)| > NQ2)=|N @i —1)].
Ez csak akkor nem vezet ellenmondésra, ha
=1 n.
b) Ha |ay—ai|=2, akkor (2) szerint
IN(@—a)| = N@)|N (n"—1).
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Az mimi®—1 és minden konjugaltjinak abszolut értéke =2 miatt
N@)=|N(gn"—1)|.
Ez csak akkor kovetkezhetik be, ha az 7ry;°—1-re, illetve annak bar-
mely konjugaltjdra fenndll a kovetkezd Osszefliggés:
|7 —1]=2.

Ez, mivel |732;°|+|—1|=2, azt mondja, hogy az #in;” és a —1 vektor
egy egyenesbe esik a Gauss-féle koordinata rendszerben.
Ebbaél

) e =—1,
vagyis igaz a 2b segédtétel.
Az [. téfel bizonyitdsa:

Az n=4 eset.

4 2ti
1. Legyen adva ay<a:<a;<a,; a,—a=4. Ha a J{(x—ak)—eTpoli-
nomnak a I, folott egyik (legkisebb fokt) tényezdje a g(x) polinom, akkor
gla)=e&m (k=1, 2, 3, 4) egység. Ezen egységek kozott van legaldbb harom,
amely egy egyenesbe esik a Gauss-féle koordinata rendszerben.
Ennek bizonyitisdra gondoljuk meg, hogy a,—a, >2 és a 2a segéd-
tétel miatt _

@3) =
a) Ha a,—a,=1, akkor a,—a,>2 s igy a 2a segédtétel miatt
ny= 1,
b) ha a,—a, =2, akkor a,—a, >2 és a 2a segédtétel miatt
1C)) =1,
¢) ha a,—a, > 2, akkor a 2a segédtétel miatt
| n=d n=T p=1 7.

Mindenesetre az =, 14, 7~ €gy egyenesbe esik, ahol r=2 az a) és ¢)
esetben, és r==3 a b) esetben. A g(x) (foka =2) az interpolacios formulaval
elballithato:

_ v R(M™ga)
= & Flayo—a)’

v=r
v=4

ahol R(x)=(x—a,)(x—a,)(x—ay).
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Az a), b), és c)-ben kapott eredményeket felhaszndlva,

(x)_UIZRR(((;:))((:S)) ‘ '71L (X)

. 1:::4 ¢

ahol az L,(x) valds egészegyiitthatéji polinom a H, folott. Mivel a g(x)
polinom féegyiitthatoja 1, ezért az n, egységgyok — =+ 1, tehat a g(x) poli-
nom minden egyiitthatéja valos algebrai szdm. Osszuk el a P(x)—¢ poli-
nomot a g(x) valos polinommal:

(A) Px)—L{=Qx)g()+ T(x),

ahol a Q(x) polinom a hanyados és a 7(x) polinom a maradék. Ez nulla
kell hogy legyen. Hasonloképpen osszuk el a P(x) polinomot a g(x) poli-
nommal:

(B) P)= Q)X+ T (),
ahol a Q,(x) polinom a hdnyados, a 7;(x) polinom a maradék. Ezek valds
egyiitthatojiak.

Az (A) és (B) egyenletekbol
T,(x)—C—T(x)=0 (mod g(x)).

De a Grad (7:(x) —&) = Grad g(x); Grad (7 (x)) < Grad (g(x)); Grad g(x) >0
miatt 73(x)—8=T(x).

Ez utobbi egyenlet ellenmondast ad, ha a T(x)=0. Ugyanis a T,(x)
valos polinom, de a 7:(x)—{ mar nem valos.
2. Legyen a,—a;=3; ,=0,t,=1,0,=2,0,=3 és g(x)=x*+Ax+B
h(x)=x*4 Cx+ D. (A taglalas megkonyitése végett vegyiik az a;<a, - a5<a4
szamokat minél kisebb abszolut értékii raciondlis egész szdmnak. Ez mdédunk-
ban all, mert az x valtozdt a valds tengelyen megfelelokeppen eltoljuk.)

Ervényes a kovetkezd Osszefiiggés:

g()—g@+80—E0_ ¢

Err6l a négy alapmiivelet gy6z meg benniinket.
Az 1. segédtétel szerint szng—sgrk—}—W—:O. a,—a, = 3 miatt
fennall (3) és ezért 5, = + 3. A 2b segédtétel felhasznaldsaval:
ay—a,==2,
ezért

(5) ny= i e
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Masrészt
a,—a,=2,
ezért

ny= ia s,
a (3) figyelembevételével :

(6) YNy =— iaZ n.
A (3), (), (6) vsszefiiggést felhasznadlva és n,-gyel roviditve:
o LN 1
(7) &l 2_(I 83)1 l+?(i 84—8]):-‘0.
A 2b segédtétel szerint «, €s @, csak pdratlan lehet, igy (7) valds része,

TE—&
3 "fo-

Szorozzunk vissza az n,-gyel és hasznaljuk fel a (3) és a (4) Osszefiig-
géseket. Ekkor
an—an=gQ)—g0)=0;
vagyis 3*+3A+B—B=0, és igy
A=-—-3.

Hasonlé az eset a /(x) polinomndl. Ott C==—3. Igy
27ti

x(x—1)(x—2)(x—3)—e™ = g(x)h(x) = (x*—3x+ B)(x*—3x+ D).

A miiveletek elvégzése utan az egyijtthaték Osszehasonlitdsaval a

27z

®) ‘ B+D—=2 ésa B-D=—e™ =—

uyr

egyenlethez jutunk, amibdl

©9) B=1=+ |1+ é D=1F|1+4CL.
B és D egész szam, a szorzatuk (8) szerint egységet ad. Az egyik egyseg
1+ V147C alaki. Ez KRONECKER tétele miatt nem lehetséges, mert

—_— 25 1
2
arc(1+1+4+7C)< 4,: ;

ilyen egység a HK.,.-ben nincs. Ezzel az n=4 eset el van intézve.
”~
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Az n=3 eset.
Legyenek adva az a, < a, < a; racionalis egész szamok. A

2724

,!_?(X—ak)—e7=13(x)_g

polinom legyen két egész egyiitthatdés polinom szorzatdval, g(x)h(x)-szel
egyenlé (a .. folott). [A jelolés hasonlit az n=4 esetben targyaltakéhoz.
~ Legyen a g(x) polinom elséfoki

gx)=x+A4; h(x)=x*4+Bx+C.
1. g(x)-et tekintve, az a;—a, >2 egyenl6tlenség nem lehetséges. Ugyanis
az 1. segédtétel szerint
gla)==an, ga)==an, g(@)=:sn.
A 2a segédtétel szerint, a;—a, > 2 miatt
ns= 1t .

Az interpoliciés formula az x==q; és x=a3';ra a g(x) polinomot 7; Ls(x)
alakban adja meg, ahol az L;(x) polinom valés. llyen osztoéja a P(x)—¢
polinomnak nincs. (L. az n=4 esetet.)

2. Legyen a;—a,=2.
Legyen a,=—1, a,=0, a;=1; g(—1)=¢&mn, g(1)=¢8mn. Ez eset-
ben a 2b segédtétel szerint A
7]3:[“']1’
tovabba
g(—D=—1+4; g()=1+A.
A fenti egyenletekb6l

A +&i" . ? Az elsb egyenletben szerepld
2 - tort kifejezés és —u egy-
L s —ai" S mdashoz konjugalt komplex
— szamok.

(10)

2
A 2b segédtétel szerint ¢ paratlan, tehat (10)-bol

A=—y ésigy g(x)=x—i.
A

27

P(x)—L=(x+)x(x—1)—e™ = (x—1)(x*+Bx+C).



/ BIZONYOS POLINOMOK IRREDUCIBILITASA A KOROSZTAS! TESTEKBEN 347

A miiveletek elvégzése utan egyiitthatd osszehasonlitassal kapjuk a

—13+B=0 1
(1) —Bnp+C=—1
—C =—875

egyenietrendszert, amibdl a B és a C eliminalasaval a
2718

(12) ~ i+ aitem =0
207
egyenletet. Ebbol azt olvashatjuk le, hogy a —u, 7%, e™ egységnyi hosszi-

sagu vektorok egymassal - 27 szOget zarnak be,

3

2 2
(13) n?:em e 3 .
Ennek kobreemelésével nyerjiik: )

67ri
(14) —ii=—em ;
(13) és (14) eredményeit a (12) egyenletbe helyettesitve:
(423 i 278 27ti . 27¢i

—em femed fem —=0; e 0,
ezért osszuk el vele az utobbi egyenletet:

1, y3
‘4_m. Y 1—34—17:6"’ , illetve
em =14 ¥ = 5 10758
11 V3
2 2 )
R o7i 27ti 10775

Vagyis e™ = +e'2, illetveé e™ =+ . Ezek a szamok mind primitiv
12-edik egységgyokok. E miatt m=12.
27

Vegyiik ezek koziil egyelére az e egységgyokot és helyettesitsiik azt

107¢¢

— a g(x) megszerkesztése miatt — a (13) egyenletbe. Ekkor 7i=e 2
107

6oti

(illetve i—e @ ——i) g(x)=x—e 2 (illetve g(x)==x-+i; ez utébbi, mint
arr6l egyszerli osztassal meggy6zO6dhetiink, nem osztéja a P(x)—(=
27vi 107

=(x+1) x(x—1)—e 2 polinomnak.) Azt kaptuk tehat, hogy g(x)=x—e 2 .
10728
A (11) egyenletrendszerb8l 7 =e 2 segitésével nyerjik a B és a C koef-
1072 167¢:
« ficienseket és a A(x)—=x24+e 2 x-e B polinomot.

7 1H. Osztaly Kozleményei X/3
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et 107zi 167¢i Ry 1
Végiil is g(x)- h(x)= (x—el_z) (xz—i—eT x4+ eT) —=x—x—e” =
2rei

= P(x)—{. Minthogy a P(x)—{=x?—x—e® reducibilisa . folott, azért
CAPELLI tétele miatt a J, folott az F,(P(x)) == P*(x)—P*(x)+1 polinom is
reducibilis, vagyis Fi(P(x)) = x*—4x*+6x*—5x° 4 3x'—x*4- 1, [Ez utébbi
polinom talalhaté meg H. L. DORWART és OYSTEIN ORE emlitett dolgozataban.]
Fu(P(x)) = (x*—x*4 1)(x"—3x*+ 2x* + 1) == Norm g (x) Norm £ (x).

Altalanosabb megolddst kapunk, ha x helyébe x--a-t irunk, ahol a
raciondlis egész szam.

GALols tételével a ofy, folott még mas irreducibilis polinomot is talalunk,
o D) ) 27ri 140vi 2078 22718

ha az (eﬁ: eT), vagy az (eﬁ:e 12 ), végiil az (eT‘Z:el_Z) szubsztituciot al-
kalmazzuk. Igy kapjuk a kovetkezd, Hio[x]-ben reducibilis polinomokat

10 ( 2711.)( i 87‘61)
: 3 127 | 52 12 12
x—x—e 2 =x—e?? ) xX2+e2x+el?),

140t ( 227152') ( 227t IGni)
¢ s D) ] D)
X—x—e 2 =|x—e 2 J{x?4e 2 xte ),

227t L4ng 1470 8mi
xX—x—e 2 =(x—e 12 ) (x’3+e 12 x+e12).

Altalanosabb megoldast kapunk, ha x helyébe x--b-t helyettesitiink, ahol b
racionalis egész szam.

Az n=—2 eset.

2t

Ha az (x—a)) (x—as)—e™ felbomlik a &, folott, akkor két els6foku
faktor szorzatdra bomolhat fel:
(15) gx)=x+A4; h(x)=x+B.
Az 1. segédtétel szerint

g@)=am, g(a)=:é&n.

1. Ha a,—a,>2, akkor a 2a segédtétel szerint 2, =+ 1, és ez, mint
sokszor lattuk, ellenmonddsra vezet az interpolacids formula segitségével.

2. Legyen a,—a,=2 és a,=—1, a,=1, ekkor a 2b segédtétel szerint
na=i"7,, ahol az « paratlan.

ga)=—1+A=gn,
g(ag) _ 1 + A = 82"22 :821-(1 .
Ezen egyenletrendszerbdl:
-0

A_sl—l—i“.s-g’ L &g
D) 135 il 2
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Ez utobbi konjugalt komplex az el6z6 tort-kifejezéshez, tehat

A=—u3, és (15) szerint g(x)=x—7.
Hasonl6képpen
B=—u3, ahol 7, egységgyok és (15) szerint h(x)— x—u2; ebbol
i omi

(x—@m)(x—a)—e™ =x'—1—e™ = X*—(1F+ D) x+ 12,

Az egyiitthatok 6sszehasonlitdsaval:
i+ 15E=0,

27i

pp=—1—e".
Ezekbdl
n = 1 + em,
de
are = gt s BT = 224 2m9)
ahol

s=0, vagy 1, vagy 2, vagy 3.

A g(a)) nem lehet egység. Ugyanis az 1. segédtétel miatt a hozzatar-
27

tozo0 7 sz6g a ——-nek egész szamu tobbszorose és nem a 8m

4m
lan szamu tébbszodrose.

nek parat-

3. ag'—‘a]_:l.

27i
Legyen a,=—1, a,=0; P—{=x>+x—e™ . Ez utébbi polinomot
gyoktényezbire bontva, az

(16) (x+———1+ 12+4em)(x+—————1_ 12+4em).

szorzatot kapjuk.

278
Miutén az x*>+x—e™ -et a ,, folott reducibilisnek tessziik fel, legyen

(16) szerint a g(x) polinom az elsd, a f(x) polinom a mdsodik gyokténye-
27

zdje, az x*-+x—e™ polinomnak. A g(x) és a h(x) polinom konstans tagjai
egységek a I, -ben.

rid
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Az 1. segédtétel miatt pl.

277i

a7 Y (P
Allitjuk, hogy
arc 5 — 2%
= 4m .

2z
Ugyanis arc(l +4e7)< %;—:5, mert ha 4 helyett egy nagy pozitiv K szdmot
27ri R
irnank, az 14 Ke™ kozel parhuzamos lenne az e™ -mel. Ezt az egyszerii
rajz is mutatja, tehat

l/ ”'h 27
arc| 144em <§,—n—

27
Az arcli—‘[li‘—lff— De ekkor az

27i
1. segédtétel szerint arc n=%ﬂn£ lehet csupan. A (17)-bél sp=set™ és igy
omi '
gx)=x+en*.
A h(x) polinom konstans tagja igy irhato:

25T
-r8l is csak azt mondhatjuk, hogy < 5.

V 27ti
e 2o
1— M_= 1 —getm
2
A masik polinom:
27¢i

h(x)=x-41—zse'm,

RY 21 0 2%
Az (x—a)(x—a)—L=x*+x—e™ polinom és a g(x)h(x)=(x+sem)-
P 23
-(x—l— 1 ——wm) polinom konstans tagijait dsszehasonlitva,

2770 27i 271
826 m __godm + em ={),
27¢i 27ti

Végiil az ¢2—ee ™ | e¥m —0 egyenlethez jutottunk. Ebbdl

v \[EE A
e—mi— e 4m__4e4m

2
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27ti
(Ez valds szam!) Ez csak tgy lehet, ha e " -nek a konjugdlt komplexe

2 T im 17ti

2o || Am
em — il/e m 4 pdm
gyokkifejezéssel. Mindkét oldalt négyzetre emelve,
fmi_dni i
e-}m =¢ 4m_4e4m'
Ez nem lehetséges, mert igy a 2i sinﬁ=4e‘*’" egyenlethez jutunk. (A bal-

oldalon tiszta-képzetes szam van. A jobboldalon levd szam csak akkor lehet
tiszta-képzetes szam, ha m=2, ekkor azonban a kovetkezd helytelen egyen-

2 —4i)

16séget kapjuk: 2i sin 5

Az n=1 eset.

Ezt nem kell vizsgalni, mert az F,.(x) polinom irreducibilis a ¥, folott,
az F.(x-a) polinom is irreducibilis a ¥, folott, feltéve, hogy az a racionalis
egész szam.

Az eddigi eredményekbdl nyertiik a

I. tételt: Az m-edik kirosztdsi polinom, F.(2) a . kirosztdsi test
2kt

folott linedris tényezdkre bomlik. Helyettesitsiik egy ilyen tényezénél z—e ™
((k, my=1)-nél a z helyébe a z= P(x)= [ [ (x—ax) polinomot, ahol az a:
k=1

(k==1,2,...,n) raciondlis egészek. Ezek a polinomok majdnem mind irreduci-
bilisek a K, folitt. Kivétel: ha az F,(2) a 12. kirosztdsi polinom valamelyik
gybktényezdje és a,==a;+ 1, a;=a,+2 (hdrom egymdsutdn kovetkezd racio-
ndlis egész szdm).
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