
BIZONYOS POLINOMOK IRREDUCIBILITÁSA 
A KÖROSZTÁSI TESTEKBEN 

írta: SERES IVÁN 

D O R W A R T , H . L . és O Y S T E I N O R E [ 1 ] vizsgálták bizonyos egész együtt-
hatójú polinomok irreducibilitását, főleg kvadratikus számtestek fölött. A Szerző 
[2] bebizonyította, hogy ha F,„(z) az m-edik körosztási polinom és ebbe a 

n 
z = P(x)=* IJ(x—ak) polinomot helyettesítjük, az új Fm(P(x)) polinom ir-

k=1 
reducibilis a racionális számok fölött, ahol az a,< a2< ••• < a„ számok racio-

im 
nális egészek, és a P(x)—em polinom irreducibilis a fenti feltételek mellett, 
ha п ш 5 a ${„, test fölött. Hogy n ^ 4 - r e a dolog hogyan áll, nem volt is-
meretes. A jelen dolgozat bebizonyítja a következő 

I. tételt: Jelentsen az а,<а2<---<ал racionális egész számokat, Fm(z) az 

m-edik körosztási polinomot. A G (x) = Fm ( P (x)) | m > 2 ; P(x) = JJ(x—a,) j 

polinom akkor és csak akkor reducibilis a racionális számtest fölött, ha n = 3, 
az a, < a2 < a3 három szomszédos racionális egész szám és Fm(z) — z*—z'2+ 1 
a 12. körosztási polinom. 

B I Z O N Y Í T Á S : C A P E L L I tétele szerint [3] a G(x) polinom akkor és csak 
n -ъи 

akkor reducibilis a racionális számok fölött, ha а Г 1 ( х — á k ) — e m polinom 

reducibilis az m-edik körosztási test, SCm fölött. (3C0 jelentse a racionális számok 
•27tí 

testét, a rövidség kedvéért legyen em = £ . Jegyezzük meg a későbbiek miatt 
n 2nli n 2 iti 

azt, hogy a I J ( x — a k ) — e m , ((/, m ) = l ) polinom helyett a [J(x—a,)—e'" 
к 1 U=l 

polinommal foglalkozunk, ami csak egyszerűsíti a vizsgálódást. C A P E L L I tétele 
szerint ezt szabad tennünk.) 

Tegyük fel, hogy a P(x)—Ç polinom reducibilis a SCm fölött: P (x )—£ = 
= g(x)h(x), ahol a g(x) és a h(x) polinom főegyütthatója 1. Legyen a g(x) 
polinom irreducibilis és fokszáma egyik legkisebb a P(x) — £ polinom ténye-
zői között. 
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Szükségünk lesz a következő segédtételekre: 

1. SEGÉDTÉTEL. (L. KRONECKERnek a körosztási test egységeire vonatkozó 
tétele [4].) Minden со egység az m-edik körosztási testből, Жт-bőt így irható : 
со = £>/, ahol £ valós egység, i] egységgyök, [az m-edik, esetleg a 2m-edik 
vagy a A m-edik], 

2 . SEGÉDTÉTEL. Vegyen fel egy Sím-beli egészegyütthatós polinom, g(x) 
az x = ak és x a, racionális egész számokon egységeket a S(m-ből. Az 1. 
segédtétel szerint a két egység 

g (ak) — sk rjh és g (a,) = 

alakú, ahol sk és si valós egységek, i]k és egységgyökök. 
Az esetben, ha 
a) \ak—a)>2, az í J a = . ± Гц, ha 
b) \ak—ai | = 2 , az r\k — iarji, ahol a = 1 vagy 3. 

A 2. segédtétel bizonyítása: 

ak—a,\g (ük)—g(a,) = sk щ—£, гц. 

A jobboldalt az si1 i f 1 egységgel szorozva, 

ctk—ai\7ikrfil—síel1. 

A konjugált komplexre térve át, 

ak—ai\r]lx r\i—eif'k1. 

A két utóbbi összefüggésből adódik, hogy 

(1) ak—ai\rjlrjj2— 1. 

Ez igaz, ha az osztandó helyett annak konjugáltjait írjuk, és ezért az (l)-ben 
az osztó és osztandónak a 3C0-ra vonatkozó normáira helyes a következő: 

N(ak—a,\N(ifkr]j2—l). 

(A két norma nyilván racionális egész szám.) 

a) На I a k — ű / | > 2 , akkor 

IN (ak - аг) I > N (2) íé | N (rjl ц1 - 1 ) |. 

Ez csak akkor nem vezet ellenmondásra, ha 

7?* = ± ГЦ . 
b) Ha \ak—ű(| = 2, akkor (2) szerint 

\N(Ok—aj)\ = N (2)|7V (ifkr\j~— 1). 
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Az ifkrji2—1 és minden konjugáltjának abszolút értéke s 2 miatt 

N(2) = \N(nUï2-\)\. 

Ez csak akkor következhetik be, ha az г 2
к ф 2 —l-re , illetve annak bár-

mely konjugáltjára fennáll a következő összefüggés: 

\r)lrjï2— 11 = 2. 

Ez, mivel |^Ь]Г2| + |—11 = 2, azt mondja, hogy az r2
krfi2 és a —1 vektor 

egy egyenesbe esik a GAUSS-féle koordináta rendszerben. 
Ebből 

(2) rfrji2=— 1, 

vagyis igaz a 2b segédtétel. 

Az I. tétel bizonyítása: 

Az n = 4 eset. 
4 274 

I. Legyen adva ax < a, < a~ < a4; a4—агШ4. Ha a J j(x—a,,)—e'" poli-
4 k=1 

nomnak а Жт fölött egyik (legkisebb fokú) tényezője a g(x) polinom, akkor 
g(ak) = ek?]k (к= 1, 2, 3, 4) egység. Ezen egységek között van legalább három, 
amely egy egyenesbe esik a ûAuss-féle koordináta rendszerben. 

Ennek bizonyítására gondoljuk meg, hogy a 4 — 0 ! > 2 és a 2ö segéd-
tétel miatt 

(3) Í ?4=±Í?1 . 

a) Ha a.,—ax = 1, akkor a4—Ö2>2 S így a 2a segédtétel miatt 

b) ha a2—ax — 2, akkor a3—ax> 2 és a 2a segédtétel miatt 

(4) ± Va, 

c) ha a2—ax > 2, akkor a 2a segédtétel miatt 

+ = + + = + V» = ± 

Mindenesetre az + , + , rír egy egyenesbe esik, ahol r = 2 az a) és c) 
esetben, és r = 3 a b). esetben. A g(x) (foka g 2) az interpolációs formulával 
előállítható: 

g{ ) éi K(av)(x-av) ' 
v=r 
v = 4 

ahol /?(x) = (x—ö, ) (x—ö r ) (x—a j ) . 
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Az a), b), és c)-ben kapott eredményeket felhasználva, 

Ъ=г 
• е = 4 

ahol az Ljx) valós egészegyütthatójú polinom a 3Cm fölött. Mivel a g(x) 
polinom főegyütthatója 1, ezért az r\x egységgyök = + 1 , tehát a g(x) poli-
nom minden együtthatója valós algebrai szám. Osszuk el a P(x)— Ç poli-
nomot a g(x) valós polinommal: 

(A) P(x)-Ç = Q(x)g(x) + T(x), 

ahol a Q(x) polinom a hányados és a T(x) polinom a maradék. Ez nulla 
kell hogy legyen. Hasonlóképpen osszuk el a P(x) polinomot a g(x) poli-
nommal: 

(B) P(x) = Q1(x)g(x) + T1(x), 

ahol a Qi(x) polinom a hányados, a 7)(x) polinom a maradék. Ezek valós 
együtthatójúak. 

Az (A) és (B) egyenletekből 

ВД-|-7Хх) = 0 (mod Д х ) ) . 

De a Grad ( T , ( x ) G r a d g(x); Grad (T(x)) < Grad (g(x)); Grad g(x) > 0  
miatt T j ( x ) — Ç = T(x). 

Ez utóbbi, egyenlet ellenmondást ad, ha a Г(х) = 0. Ugyanis а T,(x) 
valós polinom, de a T,(x) — £ már nem valós. 

2. Legyen a4—a,=3; « 1 = 0 , a 2 = l , a 3 = 2 , a 4 = 3 és .g(x)=x 2- | - Ax + B; 
h (x) = x2 + Cx -f D. (A taglalás megkönyítése végett vegyük az ű, < a2 " aó< a4 

számokat minél kisebb abszolút értékű racionális egész számnak. Ez módunk-
ban áll, mert az x változót a valós tengelyen megfelelőképpen eltoljuk.) 

Érvényes a következő összefüggés: 

Erről a négy alapművelet győz meg bennünket. 

Az 1. segédtétel szerint e.2Tj.2—*'3?j3 + = 0 - a*—«i = 3 miatt 

fennáll (3) és ezért i ] 4 = + íji. A 2b segédtétel felhasználásával: 

ű 3 —öx = 2, 
ezért 

(5) = / Д , . 
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Másrészt 
«4 — 0 2 = 2 , 

ezért 

a (3) figyelembevételével 

(6) % = 

A (3), (5), (6) összefüggést felhasználva és /ji-gyel rövidítve: 

(7) SsV1 + у ( ± ««-« , ) = 0. 

A 2b segédtétel szerint ax és a.2 csak páratlan lehet, így (7) valós része, 

Szorozzunk vissza az + -gyei és használjuk fel a (3) és a (4) összefüg-
géseket. Ekkor 

í4rj4—s, jj! = g(3)— g(0) = 0 ; 

vagyis У + ЗА + B—ß = 0, és így 

A — —3. 

Hasonló az eset a h(x) polinomnál. Ott C = —3. így 
2 Tít 

l)(x—2)(x—3)—em =g(x)h(x) = (x2—3x + B){x- — 3x + D). 

A müveletek elvégzése után az együtthatók összehasonlításával a 
2л; 

(8) B + D = 2 és a £ .£> = —<+" = —£ 

egyenlethez jutunk, amiből 

(9) ß = l + f ~ f + £ és D = l + j / T + £ -

В és D egész szám, a szorzatuk (8) szerint egységet ad. Az egyik egység 
1 - F У 1 + £ alakú. Ez KRONECKER tétele miatt nem lehetséges, mert 

« R T T F - T S - ' T -

arc(l + K í + £ ) < - ^ - ; 

ilyen egység а 3£m-ben nincs. Ezzel az л = 4 eset el van intézve. 
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Az n = 3 eset. 

Legyenek adva az a1<a.,< a3 racionális egész számok. A 

3 
/ / ( x - ű f t ) - e » = P ( x ) - £ 

polinom legyen két egész együtthatós polinom szorzatával, .g(x)/?(x)-szel 

egyenlő (a 3Cm fölött). [A jelölés hasonlít az л = 4 esetben tárgyaltakéhoz.] 
Legyen a g(x) polinom elsőfokú 

«(x) = x + A; /z(x) = x2 + ß x + C. 

7- g /x j -e t tekintve, az a3—й, > 2 egyenlőtlenség nem lehetséges. Ugyanis 
az 1. segédtétel szerint 

g(a,) = e1t]i) g(a2) = s2%, g(a3) = ssrjs. 

A 2a segédtétel szerint, a 3 — û , > 2 miatt 

± Vi-

Az interpolációs formula az x = û, és x = a3-ra a g(x) polinomot i]xL3(x) 
alakban adja meg, ahol az L3(x) polinom valós. Ilyen osztója a P(x)— 'Ç 
polinomnak nincs. (L. az л — A esetet.) 

2. Legyen Û 3 — Ű , = 2. 

Legyen ^ = —1, a2 = 0, ű 3 = l ; g(— 1) = «,íj„ Ez eset-
ben a 2b segédtétel szerint 

továbbá 
£ - ( _ l ) = _ l + A ; £ ( 1 ) = 1 + A 

A fenti egyenletekből 

2 
Az első egyenletben szereplő 
tört kifejezés és —í j - 1 egy-
máshoz konjugált komplex 

számok. 

(10) 

A 2b segédtétel szerint a páratlan, tehát (10)-ből 

P (x) — Ç = (x + 1 ) x (x—1 ) - <?- = (x — r$) (x2 + В x + С). 
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A müveletek elvégzése után együttható összehasonlítással kapjuk a 

- » / ? + ß = 0 1 

( 1 1 ) -Вгь + С=-1 ' 
iTt i I 

— Cr]! =—e"' ) 

egyenletrendszert, amiből а В és а С eliminálásával а 
•2lti 

(12) + ^ + 
•bti 

egyenletet. Ebből azt olvashatjuk le, hogy a — i f i , r f î , e m egységnyi hosszú-
2 я 

ságú vektorok egymással + -4— szöget zárnak be, 

•l7ti iní 

(13) = 

Ennek köbreemelésével nyerjük: 
бят 

(14) —ri\ = — e m 

(13) és (14) eredményeit a (12) egyenletbe helyettesítve: 
6tíí 27íí 27ÍÍ 2Яг • 27ti 

— + + e™~ = 0 ; ё™ фО, 

ezért osszuk el vele az utóbbi egyenletet: 

1 , . J /3 — \ - í — — " ь 

2 2 4Ш \ 1 — — + 6 . i l l e t v e 

+ e 3 = \ , }ítí иbti s 
J . £ 3 
2 ' 2 

2яг 2я< Itíí lOrti 
Vagyis e m = + e 1 2 , illetve = + e 1 2 . Ezek a számok mind primitív 
12-edik egységgyökök. E miatt m = 12. 

bti 
Vegyük ezek közül egyelőre az e12 egységgyököt és helyettesítsük azt 

I07tt 

— a £•(*) megszerkesztése miatt — a (13) egyenletbe. Ekkor = 
_ boti 10?ri 

(illetve T]\ = e 12 ==— /') g(x) = x—e 12 (illetve g-(x) = x + z; ez utóbbi, mint 
arról egyszerű osztással meggyőződhetünk, nem osztója a P(x)—£ = 

2?й Юл, 
= ( x + 1 ) x(x—1)—e 1 2 polinomnak.) Azt kaptuk tehát, hogy g-(x) = x — e 

iom 
A (11) egyenletrendszerből ri\ = e 12 segítésével nyerjük а В és а С koef-

10?Г( 167Й 
ficienseket és а Л(х) = х2 + е 12 x + e 12 polinomot. 

7 III. Osztály Közleményei X/3 

/ 
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2«i 
= P ( x ) — M i n t h o g y a P ( x ) — £ = x3 — x — e 1 3 reducibi l isa fölött, azért 
Cape l l i tétele miatt a fölött az E1 2(P(x)) = Я 4 (Х)—Я 2 (х) + 1 polinom is 
reducibilis, vagyis F , 2 (P(x) ) = x12 — 4 x , 0 - f 6 x 8 — 5 x 6 + 3x 4 —x 2 + 1, [Ez utóbbi 
polinom található meg H. L. D o r w a r t és Oys t e in O r e említett dolgozatában.] 
Fví(P(x)) — (x4—x2 + 1 ) ( x 8 — 3 x° -f- 2 x4 -j- 1 ) = Norm g(x) Norm h(x). 

Általánosabb megoldást kapunk, ha x helyébe x + ű-t írunk, ahol a 
racionális egész szám. 

G a l o i s tételével a o>C,2 fölött még más irreducibilis polinomot is találunk, 

(2«i 10M\ í 2«t 14«i'4 f 2«; 22«Л 

e w : e ^ r ) , vagy az [e1 2 : e 12 J , végül az (e12 : e 12 J szubsztitúciót al-
kalmazzuk. így kapjuk a következő, 5Ci»[x]-ben reducibilis polinomokat 

10«i ( 2«i4 ( 2«i 8«i\ 

-x—e 

2«i4 f 2«i 8«i\ 
[x—eT2]{x2+el2x + e w ) , 

14«; í 22«A / 22«; 16«»4 
^ = [х—еЩ Ix2 + Д 2 х + , 
22«; / 14/тдЧ /• 14«; 8«Л 

>~й~=[х—е 12 J I x- + e12 x + e12) 

Általánosabb megoldást kapunk, ha x helyébe x + b-t helyettesítünk, ahol b 
racionális egész szám. 

Az n = 2 e se t . 
2«; 

Ha az ( x — ö i ) ( x — a » ) — e m felbomlik а 3ím fölött, akkor két elsőfokú 
faktor szorzatára bomolhat fel: 

(15) g-(x) = x + A ; h(x) = x + B. 
Az 1. segédtétel szerint 

g(al) = s1r}1, g(a2) = s.2rj2. 

1. Ha a2—öj > 2 , akkor a 2a segédtétel szerint + = + + és ez, mint 
sokszor láttuk, ellenmondásra vezet az interpolációs formula segítségével. 

2. Legyen a2—ax = 2 és ax =—1, a 2 = 1, ekkor a 2b segédtétel szerint 
rj2 = ia7]i, ahol az a páratlan. 

g(ay)==— 1+А = е1ъ, 

g(a2) = 1 + A = s27]2 = s2i". 

Ezen egyenletrendszerből: 

ív+LA _i fx — i"s2 
" О » rí\ ö • 

\ 
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Ez utóbbi konjugált komplex az előző tört-kifejezéshez, tehát 

A = — rf„ és (15) szerint g(x) = x— r\\. 

Hasonlóképpen 

B = —r j i , ahol щ egységgyök és (15) szerint h(x) = x—тЦ; ebből 
•ъп lui 

(x—a, ) ( x - a 2 ) — = x2—1 - e^ = x 2 — ( , f , + 4) x + 44. 

Az együtthatók összehasonlításával: 

+ + '/1 = 0 , 

2 m 
„2 „2 . + + = —1 — e ' n . 

Ezekből 

de 

ahol 

If 2vti 
h+em, 

arc ^ j f l + j j * + 2 m s ) 
' 8 m 4 g m 

s = 0, vagy 1, vagy 2, vagy 3. 

A g (a,) nem lehet egység. Ugyanis az 1. segédtétel miatt a hozzátar-
2 л : 2 л 

tozó 1] szög a ^ - - n e k egész számú többszöröse és nem a - g ^ - n e k párat-
lan számú többszöröse. 
3. a2—űi = l. 

2rti 
Legyen ö , ' = — l, a2 = 0; P—£ = x2 + x — e m . Ez utóbbi polinomot 

gyöktényezőire bontva, az 

(16) I x + L t 

2Tti) 
l + 4 é " .-УГ 

2tíí i 

+ 4e' 
x ' 

szorzatot kapjuk. 
27(1 

Miután az x2 + x — e ' " - e t a 3Cm fölött reducibilisnek tesszük fel, legyen 
(16) szerint a g(x) polinom az első, a h(x) polinom a második gyökténye-

2 Tti 
zője, az x2 + x — e m polinomnak. A g(x) és а Л(х) polinom konstans tagjai 
egységek a 3fm-ben. 

7* 
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Az 1. segédtétel miatt pl. 

(17) 

Állítjuk, hogy 

/ 2л; 
1- + ' 1 + 4e 

í / J . 

2л 
arc i, = - .—. ' 4 m 

—\ 2л 
Ugyanis arc 11 + 4e I < mert ha 4 helyett egy nagy pozitív К számot 

2 7ti 2 m 
írnánk, az 1 + Kem közel párhuzamos lenne az e m - m e l . Ezt az egyszerű 
rajz is mutatja, tehát 

2л; 
arc С 1 + 4ê™ < 

2 m " 

1/ — 
l + \\+4em 2 л 

Az arc -ről is csak azt mondhatjuk, hogy < . De ekkor az 

2 л — 
1. segédtétel szerint arc = lehet csupán. A (17)-ből erj = se4m és így 

g (x ) = x + «/?4m. 
A h(x) polinom konstans tagja így írható: 

i - L ± 
2 7íi 

1 4e™~ — 
V = 1 — е е 4 " . 

A másik polinom: 
2Ш 

h(x) = x+ 1—fe4 '" . 
2лг Г 2ЛА 

Az (x—«i ) (x—a j )—£ = x2 + x — e m polinom és a g(x)h(x) = + J • 
Г 2ЛГЧ 

•[x + 1—se4 ' ") polinom konstans tagjait összehasonlítva, 

2Л( 2Лг 2 Лг 
s2 gl7~ _ g g4ÍT gTT = Q. 

_ 2Л( 2Лг 
Végül az í 2 — f e 4m + e2m = 0 egyenlethez jutottunk. Ebből 

2Лг / 4Лг 47ti 

e
 4m + / g 4m — 4 e 4 ' " 
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•l7ti 
(Ez valós szám!) Ez csak úgy lehet, ha e 4 m-nek a konjugált komplexe 

27Ci I / 4Ti 4я1 
e m = T 1 с 4iu, 

gyökkifejezéssel. Mindkét oldalt négyzetre emelve, 
4 7ti i7ti 47ÍL 

g4m __ p 4m 4С4"1 

4TÍÍ 
ТС  

Ez nem lehetséges, mert így a 2 / s i n — = 4e4m egyenlethez jutunk. (A bal-
oldalon tiszta-képzetes szám van. A jobboldalon levő szám csak akkor lehet 
tiszta-képzetes szám, ha m = 2, ekkor azonban a következő helytelen egyen-

TX-

löséget kapjuk: 2 i sin - r- = 4/.) 

Az n = 1 eset . 
Ezt nem kell vizsgálni, mert az Fm(x) polinom irreducibilis a 3C0 fölött, 

az Fm(x + a) polinom is irreducibilis a 3C0 fölött, feltéve, hogy az a racionális 
egész szám. 

Az eddigi eredményekből nyertük a 
II. tételt: Az m-edik körosztási polinom, Fm(z) a 3Cm körosztási test 

•ZkTli 
fölött lineáris tényezőkre bomlik. Helyettesítsük egy ilyen tényezőnél z—em 

n 
((k,m)= \)-nél a z helyébe a z = P(x) jf(x—aL) polinomot, ahol az ah 

(k= 1, 2 , . . . , rí) racionális egészek. Ezek a polinomok majdnem mind irreduci-
bilisek a 3im fölött. Kivétel: ha az Fm(z) a 12. körosztási polinom valamelyik 
gyöktényezője és a., = a, + 1, ű3 = ö, + 2 (három egymásután következő racio-
nális egész szám). 
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