NEMLINEARIS SPINOR MODELL SCHWINGER-FELE
EGYENLETEIROL

irta: POCSIK GYORGY

A kozlemény célja egy HEISENBERG tipust egyenlettel és szokasos kvan-
talassal definidlt modell GREEN-fiiggvényeire funkcional differencidlegyenlete-
ket taldlni. Ezen egyenletek generatora, az egyrészecske-propagator egyenlete
— szemben a kvantumelektrodinamika és PS(PS)-elmélet elsérendii egyenle-
teivel — masodrendii; ez a nemlinearitds hatdsat tiikrozi. Megoldasaval kap-
csolatban jelen kozleményben csak néhdny megjegyzésre szoritkozunk.

L.

A kvantumtérelmélet elemeibdl ismeretes, hogy a fizikai GREEN-fiiggvé-
nyek centralis jelenidségiiek, ismeretitkben a rendszertdl nyerhetdé 0Osszes
informécié meghatarozhatd. Ennek kovetkeztében igen lényeges olyan zart
egyenleteket taldlni, melyekbol a fizikai GREEN-fiiggvények meghatdrozhatok.
liyen elsérendil, csatolt (funkcional) differencidlegyenleteket a kvantumelektro-
dinamikara és a mezon-fermion PS-kolcsonhatisra el6szor J. SCHWINGER
(1951) talalt ([1], Ch. XVIIL.). A ScHwWINGER-egyenletek integraldsa (lasd pl.
S.F. EDWARDS és R. E. PEIERLS klasszikus munkdja [2]) a GREEN-fliggvények
un. folytonos-integral reprezentacidjara vezet. Ezt a nemperturbdcios reprezen-
taciot hasznalva sok esetben fontos kovetkeztetéseket vonhatunk le a propa-
gatorokra vonatkozoan (analitikus tulajdonsdgok, renormalas stb.).

A szerzb egy el6z6 dolgozataban [3] mezonok és fermionok derivalt csa-
tolasat is tartalmazé THIRRING-modell renormaldsi viszonyait vizsgéalva, a
funkcional-integral formalizmus segitségével meghatdrozta a derivalt csatolds-
bél szdrmazo tobbrészecske propagatorokat. Nyitva maradt azonban az on-
csatolt spinor-tér nemperturbédcids targyaldsinak kérdése. Az itt felvetett prob-
léma kissé altalanosabb: keressiik az 6ncsatolt spinor-tér fizikai GREEN-fiigg-
vényeit azzal, hogy a kvantdlas a szokdsos, a téregyenletben megjelend tomeg
m=0, és a tér természetesen négydimenzids. Egy ilyen csatolds Dyson-féle
értelemben biztos renormdlhatatlan ([1], Ch. XV.), kivéve a THIRRING-modell
esetét (az egy térdimenzio miatt). Ennélfogva a kérdést perturbaciészamitas-
tol mentesen kell tirgyalni. Problémank azért is érdekes, mert az 0sszes per-
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turbaciés kozelitésben renormalhatatlan direkt négyfermion kolcsonhatas a
fentihez hasonld szerkezetii.

A tovébbiakban elsd lépésként egyenleteket keresiink a fizikai GREEN-
fiiggvényekre. Be lehet latni, hogy az egyrészecske-propagatorra talélt egyen-
letb6l a tobbrészecske-propagatorok egyenletei mar kdnnyen szdrmaztathatok,
ezért a legegyszeriibb fizikai GREEN-fliiggvény SCHWINGER-egyenletét fogjuk
csak levezetni. Meggondolasainkban a SCHWINGER altal bevezetett kiils6 forrds -
technikat hasznaljuk. Itt jegyezziik meg, hogy a dolgozatban néhany egyenlet
bizonyitdsandl feltételezziik az S-matrix csatoldsi allando szerinti sorbafejthe-
tdségét. Marmost tudjuk, hogy ez jelenleg szigortian nem all. Megnyugtatd
és érdekes azonban az a tény, hogy az emlitett egyenletek, €s igy végered-
ményiink is a formdlisan kifejtett S-mdtrixot nem haszndlva, csupan a kol-
csOnhatasi- és HEISENBERG-reprezentacid létezésébdl is szarmaztathatd [4].

II.

Mint emlitettiik, a kiilsé forrds technikat hasznéljuk. E mddszer Iényege
az, hogy a kolcsonhatidsi HAMILTON-operdtorba matematikai segédmennyisé-
geket, az un. n(x), 7(x) kiils6 spinor-forrdsokat vezetjiik be, melyekrol fel-
tessziik, hogy minden fermionvaltozéval antikommutalnak. Igy az S-matrix
és a GReEN-fiiggvények is 1, 7 funkcionaljai lesznek; a szdmitds utolso 1épé-
sében az 7, 7—0 hatdradtmenetet vessziik.

A kovetkez6 kolcsOnhatasi LAGRANGE-fiiggveénybdl indulunk Ki:

(1) L)=—H(X)=89(x)#5(X)95(X)Pa(X) + ie(X) Pa(X) + Pa (X) 7 (x),
ahol a ¢(x) szabad-tér eleget tesz az

gﬂo:_gii:]
) =28
(2) (7 ————m (P(X) 0 ¢:¢+70
w=0,...,3

Dirac-egyenletnek, ¢ a _
3 {9 (), 7o (1)} = —1Sep(x—)

szerint van kvantalva. Az §" szabad-részecske GREEN-fiiggvény, mint ismeretes,
eleget tesz az

d e N
4) (z/ W—nz) Sop(x—y) = —0,,0(x—)

egyenletnek és ¢, (x), @, (y) parositisaval hozhaté kapcsolatba

5) i ()G () = Sog (x—).
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Sziikségiink lesz a Wick-algebra alaptételének arra az aitalanositasara
(5}, 34.2 §), mely (n-+1) linearis operdtor, A, B,,..., B, kronologikus szor-
zatanak vakuum-varhatéértékére vonatkozik; a szokasos jelolésekkel:

Bl"'

(6) {O|T(AB,...B)|0> :1<,~Z:u {O|T(A Bi... B)| 0>,

ahol a D kiterjesztendd az Osszes lehetséges AB: parositisra. E tétel a
Wick-féle tétel alapjan azonnal belathatd, mindkét oldalon az A, B,,..., B,
Osszes lehetséges komplett parositdsainak Osszege jelenik meg.

Tekintettel arra, hogy az egyrészecske-propagétort éppen az altalanosi-
tott Wick-tétel alapjan akarjuk atalakitani, sziikséges egy linedris (A) €s egy
nemlinearis (L(x),S) operator parositasat definialni. Késébb be fogjuk latni, hogy
1. az A és L=20,... O; (O; linearis) operatorok parositasat az

‘ —~ -
(7) AL:rZ/.AOI...O;... O;
=)

relacioval célszerii definialni; pl.

P (D)L (2) = 60 () Ta(2) F3(2) 05 (2) Pul2) — & P () G5 (2)-

®) e
Fe(2)P8(2) Pa(2) + Fo(X) Fa(2) 1a(2),
o Fo L (2) = €500 92(2)F(2)F8(2) Pu (D) — £ (1) #a(2).

Fa(2)P(2)93(2) — Fo () Pe(2) Tia (2);
2. ha S-re elfogadjuk a perturbacidszamitasos -
(10) S—Texp (i | L(x)dx)

alakot, akkor AS természetes definicidja

(1)  AS—=i|dzT(AL@ exp (i | L(x)dx) =i | d2T(AL()S).

Ezen elokésziiletek utan alakitsuk at az egyrészecske-propagatorral szoros
kapcsolatban allo
(12) Zoo (X, ¥) = I{O| T(¢:(x) () S)| O>

mennyiséget (g az Osszes vizsgalhatatlan vakuum-atmeneteket is tartalmazza).
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(6), (5), (11), (8) alapjan

13) (%)= i<OI TG ()7 (1) S)| 0>+ iKO| TG0 ()7 (3) S)] 0> =
=s:;g<x—y><0t81o>+f_zdz{gs:;au—zxowT(@(z)w(z)q»a(zwym0>—

— & S:p(x—2)<O0| T(F(2)95(2) 9(2)§ () S) | O> +
+ Sou(x —2)<O| T(11a(2) 7, (3) S)| O3}

—m) operatort, (4) miatt
ro e

. d
aplt
Alkalmazva az (l/ Ix"

(14) (74— guelts ) =— g0 (x—)<0ISI10>—

—2ig<0| T(9a(X)9e(X) 92 (X) 7 () )| O>— i3 (x)<O| T(#,(3) $)| O

(14) egyenletb6l mar konnyli eljutni a  Gop(x, y) = goo(x, »<0|s|0>™
egyrészecske-propagator SCHWINGER-egyenletéhez.
Kovetkezd feladatunk (14)-ben a nemlinearitas miatt felléps kifejezést
Zrp variacids derivaltjaival kifejezni. (10) és (1) alapjan
0S8 ey oS .
(15) @ iT(¢a(2)S), O IT(9a(2)S),

5

0 0
igazolhatd. (15)-bol
&S .0 — N JgS
(16) 070 O | BN =i T(‘”"y’ o'm(n) -

= T(7p(3) #e(x)S).

) jobb (bal) derivaltat jelol. (15) perturbaciészamitas nélkiil is

Most mar latjuk, hogy

() Tt S — (O TG99 (T (1)) O

(17)-et (14)-be téve, kapjuk az

o 0 — — 5 Sx— TOS Fgw(x, 1)
(l T m)wggg,(x, =0 0 =) 0110 —2¢ 07 (X) O e (X)

(18) — i1 ()OI T(Fo(7)S) 0>
egyenletet. Tegyiink ebbe g,, helyett G,,<{O|S|O>-t, ahol a G fizikai GREEN-
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filggvény az Osszes sugdrzdsi korrekciot tartalmazza, de nem tartalmazza
a nemosszefiiggd FEYNMAN-diagrammokat. Ezaltal (18) a komplett GREEN-
fliggvényt tartalmazé formdaba irhatd. Mivel

0.0(x,Y)  0Go(x, ) 0<0,S|0>
(19) 512 o) OISO+ Gr(x3) =5 TS
vetkezik, hogy
Fn(t)) _ FGnlxy) _ 0Gn(x,y) 9<0|S|0>
T 007200 — 070 O TT o T
20
(20) 00n(x.y) 9O0ISI0) | ) #°¢0|S|0>
O Ona®) Y G0 0y’

vagyis (18) az

) O|TFNN0>
01§0>

( O Gro(x, ) 0G,e(x,y) 01In<0;|S|0> n

T 0000 T 0 00

0In<O[S|0> 6Gw(%,)) | Grl(xy) 0'2<0|S|0>)
07a()  One(® | OISOy Fiiu(®)01a(x)

(7“ a‘;ﬁu—”’)w Gop (%, ) = —Ore S(x— ) — it (x

1)

ormat o6lti. Egyszeriibb alakba irni (21)-et, vezessiik be a

_ (O T(@(x)S)|0> 1 91n<0IS|O>
GN="""0015105 T 0

- __LO0|T(g«(x)$){0> __ 1 0In<O|S|O)
{pa(X)p= 20 S[0> = 0 11 (x)

G090y ="2 T@;“(()T)S‘P”(‘;(’;‘)S)~O2 _

1 0:<0|S|0>
OIS|0> O ne(x)01a(x)

1
i

1
(22) ’

==iSpG(x, X) =

atlagokat. (22)-vel (21) helyett

Vo . 0 ( o : J s
‘ 1/# g xt m +2g ()‘ﬁa(x)()‘ ’ja(x) + l<(pa(X)> d'}a(x) +l ()-;ﬁ“(x) <‘Pﬂ(x)> _{_

&) Lispa, x))gw Girg(X, ) = — 0 (x— 1) Oy — 1 5 (X)<Fo(P)D
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irhatd, vagy rovidebben

(24) =—0(x—py)—in(x)-<g(),

ahol ¢ > csak téroperatorokra értendd. Kitiizott feladatunkat ezzel megoldottuk.

Az egyrészecske-propagdtor SCHWINGER-egyenletének (24) alakja hasonlit
a p-bomldsra (sztatikus hataresetben) R. ARNOWITT és S. DESER altal felirt
egyenlethez [6].

A (23) egyenletet megoldva, az egyrészecske GREEN-fiiggvényt a
G=0G(n,7,<{p>,<¢>, g,x,y) alakban kapjuk meg. Forditva, konnyii latni,
hogy SpG(x,x) meghatdrozza a benne szerepld atlagokat. Pl {g-(x)>-t
tekintve, a (13), (14) alatti gondolatmenettel kapjuk, hogy

® [se}

P> = W J d2<0|T(g,(IL@)S)|0>— 5745 J d2Spalx—2)-

(25) O T(95(2)98(2) 9(2) S)1 O -+ __" d2Ssa(x—2) 11a(2) =

®

2g =
WJ d2Ssa(x—2) ),, (z) Spg(x, x)+ J d2Ssa(x—2)1a(2),

és . »
@) (17 jh—m) == ey SPEH D)

Innen pedig lathaté az allitas:
(27)

. - ] )
3 iy o_‘;_m—{— 2igSpG(x, x)sg(r(rp,,(x)):—n(,(x)—ngSpG(x, x).

A (27) egyenlet és annak {¢>-ra felirt megfeleldje, szemben pl. a kvan-
tumelektrodinamikaval, felesleges az elméletben. A kiilonbség oka egyszeriien
abban rejiik, hogy a kvantumelektrodinamikaban az elektromagneses tér atla-
gara felirt egyenletnek (ami (27) analogonja) van mondanivaldja: éppen a foton
GREEN-fliggvényére vezet. Oncsatolt spinor térnél -7, 7—0-ra <{¢>,{g>—0
kovetkezik be, ennek kovetkeztében (23)-ban az atlagok adottnak vehetdk, mert
a fizikai S» GREEN-fiiggvényben tgysem fognak szerepelni: Sk(x,y)==
=G(0,0,0,0, g, x, ). '
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