KETVALTOZOS EMPIRIKUS ELOSZLASFUGGVENYEK
ELTERESEROL
frta; VINCZE ISTVAN

Bevezetés

1. Legyen a & valdsziniiségi valtozd folytonos eloszlasfiiggvénye F(x)
és legyenek a &-re vonatkozo fiiggetlen megfigyelések eredményei &, &,, ..., &..
E minta empirikus eloszlasfiiggvénye -

1
F,,l(x)=7£2; 1,

vagyis F.(x) az x-nél kisebb mintaelemek relativ gyakorisaga a mintdban. Az
elméleti és a tapasztalati eloszlasfiiggvények abszolit eltérése maximumanak,
mint valdsziniiségi véltozonak eloszldsat KoLmoGoOrov 1933-ban publikalt
nevezetes eredménye vilagitja meg, mely szerint

M 7 limP(/nsup |F@—F)|<y)= 2 (—1)e*,y>0.

A hatdreloszlas tehat nem fiigg az F(x) folytonos eloszlasfiiggvény specidlis
alakjatél. KoLMOGOROV e tétele rendkiviil sokirdnyu vizsgalatot inditott meg,
amely vizsgalatok igen nagy jelent6séggel birnak a sztochasztikus folyamatok
elméletében és a matematikai statisztikaban mind elméleti kérdések, mind
gyakorlati alkalmazdsok szempontjabdl. SzmIRNOV meghatdrozta a maximalis
— egyoldali — eltérés hatareloszlasat, melyre a

) lim P(J'n sup (Fu(x)—F(x)<y)=1—e?,y>0

adodott.

Ujabban véges n-re is kiszdmitottdk a maximalis eltérés és az abszolit
eltérés pontos eloszlasat (BLACKMAN [1]), ami szintén fiiggetlen F(x) alakjatol,
tovabba ismeretes (SCHMID [9]) a KoLMOGOROV-féle eloszlds megfelel6je olyan
eloszlasfiiggvényre, amelynek véges sok szakaddsi helye van. Ez esetben a
hatareloszlds mar fiigg az F(x) eloszlasfiiggvénytbl, vagyis nem eloszlasmentes.

2. Mindezek a vizsgalatok és az eredmények szamos tovabbi altalano-
sitdsa egyetlen valtozo elméleti és empirikus eloszlasanak eltérésére vonat-
koznak, de a kétvaltozos eset megfeleld problémdi alig szerepelnek az iro-
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dalomban. Igy nem ismeretes a
AF = (su;))(Fx(x, »N—F(x,y))
Y
és
dy = sup | Fx(x, y)—F(x,y)|
5 4)
maximalis egyoldali, ill. abszoltt eltérésének eloszldsa vagy hatareloszlisa
sem, ahol itt most F(x,y)=PE < x, n<y) a (§ n) valdsziniiségi valtozo-par
elméleti eloszlasfiiggvénye, mig Fx(x,y) a (& n)-ra vonatkozé6 N elemii minta,
Gi,ym) i=1,2,... N empirikus eloszlasfiiggvénye:

: 1 <«
FN(X, )’)Zﬁelz,r 1;
L/

vagyis a §<x, n<y siknegyedbe es6é mintaelemek relativ gyakorisaga. Ha
& és n nem fiiggetlenek, akkor az eloszlas — eltérben az egyvaltozos esett6l
— fiiggeni fog F(x,y) alakjatol. Ezen eltérésekre vonatkozdlag KIEFER és
WoLrrowiTz [5] a kovetkezd eredményt érték el:

Léteznek olyan ¢, és ¢, allandok, hogy minden N-re és F(x,y)-ra a
a kovetkezd relaciok allanak:

G;(f) = P(VN[]?{, < r) > ] ___coe,(.l,.z
€s
Gy(r)=P([Ndy <1)>1—cer.
Ennek az eredménynek érdekességeként, szerz6k éppen azt emelik ki,

hogy az eloszlasfiiggvényeket olyan r—oo-el 1-hez tarté korlat folé szoritjak,
amely N-t6] és F(x, y)-tdl fiiggetlen, holott a lim G;(r) és lim Ga(r) fligg-
Now

Noo
vények, melyek létezését szerz8k ugyancsak bebizonyitjak, mar fiiggeni fognak
F(x, y) alakjatdl. Szerzok tételiinket (§, 1) par helyett tetszéleges (3, ..., &™)
vektorvaltozora bizonyitjék.

3. Hasonlé a helyzet a kétmintas esetre vonatkozd vizsgalatokkal. :
Ha a & és & valtozok folytonos eloszlasfiiggvényei F(x), ill. G(x) és a
§-re vonatkozd (&, ...,&) minta empirikus eloszlasfiiggvénye F,(x), a &-re
vonatkozd (&, &, ...,5,) eloszlasfiiggvénye G.(x), akkor az F(x)=G(x)
esetben a
D, % == max (F,(x) — Gu(x))
és a (I)
Dy, = max | Fu(x)— G () -
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, . mn . ., m . .
valtozokra — l/m——i—ﬂ normaldssal és 7—>c>0 feltételezéssel — SzMIRNOV

tételei szerint az 1. pontban szerepld (2), ill. (1) hatareloszlasok adddnak.
A D, % és D, valoszinliségi valtozok pontos eloszlisa csak m=n
(GNEDENKO—KOROLJUK [2]) és m=kn (BLACKMAN [1]) esetben ismeretesek.
Mas esetben az eloszlds igen bonyolult és legfeljebb modszer ismeretes a
meghatarozdsukra (Ozovrsz [7]), vagy specidlis pozicidkban valé kozelité meg-
hatarozasukra (HODGES [3]). Aszimptotikus formulat KoroLjuk [6] adott.
Ezek az e®szldsok annak eldontése szempontjabol jelentdsek, hogy két
minta azonos eloszldsbol szdrmazik-e. Arra az esetre, ha n és m Keveset
kiilonboznek egymastél (pontosabban m > n és m—n=—O(/m~+n)) szerzd
REIMANN JoOzserfel irt cikkében [8] a kovetkez statisztikdk vizsgalatat javasolja:

B, 5% = max (nF,(x)—m Gu(x)),
@

m—n
2 ’

Bn, m = Max rlF'n(x)__m Gm(x') + m2—n
(x)

amely valtozok pontos eloszldsara eléggé egyszerii formuldk adddnak. (A B.w
statisztika az alabbi, kétvaltozos esetre vonatkozo tételiinkben fog szerepet
jatszani.)

4. Tekintsiik most a folytonos F(x,y), ill. G(x,y) eloszlasfiiggvények-
kel biro (&, ), ill. (&, n") valosziniiségi valtozopdrokat. Legyenek a (§, n)-ra,
ill. (&, )-re vonatkozo fiiggetlen mérési eredmények (&, %.), ill. (&, %:), mind-
két esetben i=1,2,... N. Jeloljék a megfeleld empirikus eloszlasfiiggvénye-
ket Fn(x,y) és Gn(x,y). Az egyvéltozds esetnek megfelelden a

Dy % = max (Fx(x, »)—Gx(x, )
Z Y.
és
Dy n= Eﬂai( [Fx(x, y)—Gn(x, y)]
Xy Y.

eltérések eloszlasanak ismerete birna érdekességgel, az F(x, y)= G(x, y) eset-
ben, azonban — mint a megfelelé empirikus és elméleti eloszidsok maximalis
eltérésének esetében, azaz az egymintds esetben — it sem ismeretesek ered-
mények. )

Jelen dolgozatunkban csupan az egyik véltozéra vonatkozé maximalis

eltéréssel foglalkozunk, vagyis a

Dy, 3(y)= max (Fx(x, y)—Gn(x, )
és a

Dy, n(y)= max | Fx(x, ¥)— Gn(x, )

8 HI. Osztaly Kozleményei X/3
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eltérésekkel kapcsolatos eloszldsokkal. Tekintettel a két valtozd azonos szere-
pére, eredményeink a megfelelden definidlt Dy %(x) és Du n(x) eltérésekre is
vonatkoznak.

Most hasznalt jeloléseink felhaszndlasdval a kovetkezd tételt fogalmaz-
zuk meg, amit az 1. §-ban bizonyitunk be.

1. TETEL. Annak valosziniisége, hogy az F(x,y)=G(x,y) feltevés mel-
lett az F(oo,y) = H,(y) peremeloszlds-torvény szerint véletlen vdlasztott vala-

mely 1==y-ra nézve a Dy, (y) maximdlis eltérés a % értéketne haladja meg:

(3) PE—M, [P (DN,*N( n< %)] —
:(2N+1)(2N)n02m_%k( e =)

ahol 0,n—k-—max(0,n—k) és k=0,1,2,... N.
A Dy ~(y) abszoliit eltérésre vonatkozo megfelel valdsziniiséget PJ'VKJ'V -val
Jelilve, ennek értékét a kivetkezd kifejezés adja:

@ P&?&—m)émzw(w i RCOY K

ahol a mdsodik Osszegezési jelnél m értéke az also hatdrndl a O ald, a felsé
hatdrndl N folé nem mehet.

Tételiink egy kombinatorikus értelmezését a bizonyitds 5. pontjaban adjuk.

Moddszeriinkkel az F(x, y)= G(x, y) = H,(x) H,(y) fiiggetlen esetben ha-
sonlo tétel adhatd meg a

V2D

k k
DNTN(X) < N DNTN(;V) < N k, k=0,1,2,. N)

egyiittes eseményekre, amire keés6bb kivanunk visszatérni.
A 2. §-ban bebizonyitjuk a (3), ill. (4) valdsziniiségekre vonatkozd ko-
vetkez0 hatareloszlastételt:

2. TETEL. Ha N—oo 65

k —r, akior
V2N 7
1 1

(5) IETEI;P N—OJ(D(V—Z_({—T;)dz—e'?’:J‘di(vi(zl_z) )dz,
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(6) lim Py =
N>
1
= > (—1)e*" j {q) (l:ij(l__z) r) — (:l;gi_——z) r)" dz,
= ; Ve(1—2) . Vz(1—2)

x
u? .

J e *du.

[o]

ahol mindkét esetben r >0 és (D(x)zvzl_ﬁ
7T

1. §. Az eloszlastétel bizonyitasa

1. A bizonyitdshoz néhdny lemmat hasznalunk fel.
Tekintsiik az n szamit -+ 1-b6l és m szami —1-bdl allo véletlen soro-
zatot: &, %y, ... Fum, amelynél a lehetd (n—’tm) szama lehetséges sorrend

mindegyike egyenlden valoszinii és legyen S;=—=3, +--- 4+ % (i=1,2,..., n+m).
Ekkor a kovetkezd relacid érvényes: ha n<m, akkor

(n—l—m)
(1.1) P =P (max S, < ) —1— n=kl k—0,1,2,... n:
It

(n—l—h)’
n

ha n>m, akkor k=0,1,2,...n—m—1-re P%,—0, mig k=n—m,

n—m+1,...,n-re P, értéke az (1. 1) formulaban adott kifejezéssel egyezik.

A bizonyitds céljabol tekintsiik a szamegyenes egész értékii pontjain
torténd bolyongast, melynek egy véletlen utja az S,=0-bdl indulva az
S, Ss, ... pontokon keresztiil a S..m =n—m-ig halad. Minden sorozatnak
egy ut felel meg, és minden utnak egy sorozat, kolcsonosen egyértelmiien.
Azon utak szamat hatarozzuk meg, amelyek a & (k>0) magassagot elérik
vagy meghaladjak. Ha ezeknek az utaknak a & magassigot eldszor elérd
pontjuk utdni részét a & pontra tiikrozziik, akkor az ugyancsak a 0-bdl induld,
de az n4m lépésben a 2k—n+m pontba jutd utakhoz jutunk oly mddon,
hogy ez a megfeleltetés egyértelmit. Ilyen Gt m -+ k iépést tartalmaz pozitiv,

s n—k lépést negativ irdnyban. Ily modon a k-t elér6 utak szama (Zi’l’:)
s a k-t el nem érd utak szama (n—}’;nz)_(/’zl—{_—r/r;), amib6l (1.1) formulank

kovetkezik. Ha n>m, akkor S,;,=n—m>0 lévén, a k<n—m nem lehet
S;-re maximum.

8*
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2. Az el6z6 pontban haszndlt jelolésekkel a kovetkezd reldcio érvényes:

o e— LS '("+m)
(1.2) P P(rr(lgx]SLKk) (ﬂ+m) j}m( ) ni k)’
n

ha |n—m|<k<max(n, m); k<|n—m|-re P, —=0.

* E formula specidlis esete ELLIS kovetkezd formuldjanak (lasd pl. [4]):
Torténjék a bolyongds a (0,s) pontok kozott (s egész) és induljon i-bdl
(O<i<s), érkezzék M lépés utan j-be. Ekkor azon utak szidma, amelyek a
0 és az s pontok egyikét sem érik el,

f(s, M, i, J) =J,§; [(%(M—iﬂj[]— ) ys) - (%(M + i/:I—j) + 3’3” '

Az idézett helyen adott formuldbdl p:q————%— helyettesitéssel, és 2% -¢l

— vagyis az ott figyelembe velt Osszes utak szamaval — valé szorzassal
kapjuk fenti kifejezésiinket, ha még attériink hasznalt jeloléseinkre.

Esetiinkben az (s, M, i,j) mennyiségeknek a (2k,n+4+m, k, k-+n—m)
szamnégyes felel meg s ebbdl mar adodik (1. 2).

3. Tekintsiik a (§ n) valtozé6 parra vonatkozd (&, 7)) i=1,2,... N
mintaelemeket, hasonloképpen a (&, n) i=1,2,... N a (§,n’) pdrra vonat-
kozbakat. Jelolje », azon (&, n;)-k szdmat, amelyek 7; koordinatdja az y érté-
ket nem éri el és u, azon. (&, n})-k szamat, amelyekre n;<y. Ekkor annak
valosziniisége, hogy v,=n és u,=m legyen (n,m=0,1,2,... N),

N

.9 Poy=nu—m=("

() treormn< s oy,

ahol az F(eo, y)= H,(y) jelolést. haszndltuk. Annak valosziniisége, hogy ez
az esemény valamely — a H,(y) eloszlastorvény szerint véletleniil valasztott
— n-ra bekovetkezzék, a teljes valosziniiség tétele szerint

Py m == fP(v,, =n, uy = m)d Hy(y) = (N) (N) jt"*’”(l_—t)”‘"‘"’dt.:

nf\m
® 0
(1.4 (m—{—n)(ZN—n——m)
. 1 n N—n
~ 2N+1 (21\1)
N

Ez a valoszinfiség a kovetkezOképpen értelmezhet6: Legyen egy urnd-
ban N szdma piros és N szama fehér golyd; hiazzunk M szamua golydt oly
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modon, hogy a M=0,1,2,...,2N szdmi goly6 htzasanak mindegyike
egyenlGen valoszinii. Ekkor (1.4) annak valésziniiségét adja, hogy M=n-+m
legyen a htizds eredménye, ahol n a hizott piros, m a fehér golyok szama.
Ennek megfeleléen a

=
=

Pn,m':]

n=0 m=—~0

relacio kell alljon, ami — hipergeometrikus eloszlasok keverékérdl 1évén szo
— egyszeriien adodik.

4. Most bebizonyitjuk a kovetkezd relaciot:

(1.5) P (max Ditv(0) <X | v, =, uy— m) —pP®,
(=)

N
ahol P{%.-t a jelen paragrafus (1. 1) formulja adja. A
{NDx'~(y)=N max (Fx(x, »)— Gn(x, y)) <k}

esemény azt jelenti, hogy az 7=y magassagli egyenes minden x pontjara
a (§<x,n<y) siknegyedbe az els6 mintdb6l esé pontok szama legfeljebb
k—1-el haladja meg az ugyanott fekvd masodik mintdbdl szarmazé pontok
szamat. Ehhez azonban elég ezen érintett pontok &, ill. & koordinatainak
elhelyezkedését vizsgdlni, amely n: <y, ill. i<y feltételeknek eleget tevd val-
tozok legyenek:
(]-6) gingigy"'sgi,,) i“' &]l‘”g;g:'-")g]"#y
ahol v=wv, és u=u,.

Ezek azonban azonos eloszlasti fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, s két

mintdnak tekintve ezeket F,(x), ill. G.(x) eloszlasfiiggvényekkel — az n<y
feltétel mellett — az

N(Fx(x, y)—=Gn(x, p)) = Fy(x)— 1 Gu(x)
Osszefiiggés all. Azonban — adott v és u mellett — a
(max(vF, () —1 Gu() <} <
x) .

esemény valoszinfisége egyszeriien visszavezethet6 a jelen paragrafus 1. pont-
jaban adott (1.1) formulara (n =, m = u). Ugyanis adott x-re a vF,(x)—
—uGu(x) megadja, hogy mennyivel haladja meg az x-nél kisebb &-k szdma
a &-k szamat az (1.6) sorozatban. Fiiggetlen valosziniiségi valtozokrol 1évén
sz0, ezen &-k és &-k minden sorrendje egyenlden valdszin{i, s ha az egyesi-
tett sorozatot nagysag szerint rendezve /I-vel jeloljiik, és bevezetjik a

{ +1, ha I-ben az i-edik elem valamely &,

= | —1, ha J-ben az i-edik elem valamely &,
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akkor vF,(x)—uGu.(x), ha x a —oo-t6l a -+ oo-ig ndvekszik, éppen az
Sos Sty oo Suim kiilonbozo értékeket veszi fel. Tehat

max (v F, (x)—u G (x)) = max S;,
) 0]

amibél (1. 5)-ben adott allitasunk kovetkezik.

5. Most ratériink 1. tételiink bizonyitdsara. Nyilvanvald, hogy

& k
P(DA’,TN(J)) < 7\7) = Z Z_«__P(DNTN< N vy =1, ,uyzm) P(v,=—n, u,=—m),
=Y m—=n-k, 0

ahol az (1.1) formuldra vonatkozé megszoritdsok indokoljdk az Osszegezési
hatdrokat; itt az ©sszegben szerepld els$ valoszinliségek (1. 5)-ben, a masodik
valosziniiségek (1.3)-ban vannak megadva. Ha most annak valosziniiségét
keressiik, hogy valamely — H,(y) mérték szerint véletleniil valasztott —
1= y-ra teljesiiljon a {D% ~(y)<k} esemény, az Osszetett valOszinliségi tétel
szerint a

Pylx=M, [P (DN,+ v(m) < %)]

valdsziniiségre jutunk, ami (1.4) miatt 1. tételiink 3. formulajihoz vezet.

A (3) formulabdl leolvashaid annak kovetkezd kombinatorikus értelme-
zése: Tekintsiik az N szamt -+ 1-bol és N szama —1-bol &llo ($1, $s, ... Faw)
véletlen sorozatot, ahol minden sorrend egyenl6en valdszindi. Valasszunk ki
véletlenszeriien 4 szamu 9-t: %, F,, ..., ¥, ((1<i<---<ip) oly modon, hogy

barmely szamiu kivalasztdsa egyenlden valoszinii: -
1
P(l;l)—-m, 2=0,1,2,... 2N.

Ekkor a kovetkezd relacid érvényes:

P(max (9, + S, + -+ + i) <k) = PVx
0=j=A

A P§ly valosziniiségekre vonatkozé allitas bizonyitasa — a megfeleld
valtoztatisokkal — teljesen azonos modon {orténik. Ugyancsak érvényes a
formula itt megadott kombinatorikus értelmezésének megfeleldje. Megjegyezziik,
hogy tételiink kombinatorikus értelmezése egyben alternativ bizonyitasnak is
tekinthet6.*

* Sarkapr KAroLy megjegyzése.
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2. §. A hatareloszlastétel bizonyitasa

1. Vezessiik be a

S 2 -G

Pyy———————
(2N+1)( )lﬂnl_ﬂnk
formulaba az indexek kovetkezd transzformdacigjat:
m-t-n=t m= f+s
2
!
m—n=s, n= t—s
=3, =

Ekkor a kovetkez6 alakhoz jutunk:

L W 2N—f t t oy
Py— —
o (2N+1)( )‘Z’”‘Z (N—i—i) ("_3) (’_s —k)
N 2 2 2

@D 1 ¥ ove 2N t t
2 2 N ,
(ZN+1)(2N)H = ( t [(1‘—3) (z‘—z—s _k)]

f=1s,8+2,... indexekre vo-

+

ahol a 2* csupan a t=—s,—s-+2,..., ill
natkozo osszegezést jelent.
2. Legyen most k~r)2N, t ~2Nz, s~ u)2N. Ekkor

ro- S u\ 1 -~ S u
k~—1Vt, —+k~ — =, —~— 2N—t
VEV 2+ (r+2)l/zv o2 2Y1—z

és igy az ismert

ot
M=l | 9 ha M—oo és [~v)2M,

e,
H
M
valamint
(ZM) 22M+%
M V2Ma
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relaciok felhasznalasidval a kovetkezdket irhatjuk fel:

2N—t¢
Ex
2 2 e W,

2.2) i
-
t
i
(2. 3) _22‘—2 O,
4
2
-
t s
sk 2/ uy
2.4) 22 ),
4
2
(ZN-t)(t)
| ¢
N—e— ]l
2.5 1 2/)\2 1 2

2N 1 (21\7) T V2ma(l—2) @N)E
N

Ekkor (2.2), (2.3) és (2.5)-bél

u

—_!____ 2N—t 5 ~ 1 " 5:(i=7) __3_
Tl BACEE S e
N)\V—7

@N+1) 22 2

tovabba (2. 2), (2.4) és (2. 5)-bél
1 _ Ju-2r(1-2)p 2

2N—t t e e =D
TN _ S Vrmz(—2) "CNYyE*
(2N+1)(21<[V)(N_é)(z‘zs_k) V2mz(1—2) (2N)
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. 1 1 . A
Figyelembe véve a Ju—= ——, 4z2=—(Jt=2()) relaciokat, tovabba
u és z-re vonatkozdlag a (2.1) 0Osszegezésb6l adédd hatdrokat — aminek

eredményeként a két Osszeget hatarértékben Osszevonhatjuk — a PPy fenti
kifejezése hatarértékben a kovetkezd kétszeres integralba megy at:

1 ®

1 f 1 L
— e #(-Adzdu—
@.6) /2n J J Vz2(1—2)

1 » 2 1 ) [u;;-’{(l—)Z)P .
e ¢ - dzdu.
V27 JJ Vz(1—2)
0 -r

Figyelembe véve az

J e ¥ dv— D(a)

-a

1
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Osszefiiggést, (2. 6) integralunk egyszerii transzformdcioval a 2. tételben adott
(5) alakra hozhato, amivel hatdreloszlastételiink egyoldali esetét bebizonyitottuk.
Az abszolut eltérésre vonatkozolag a (2.2), (2.4) és (2.5) relaciokat
kell alkalmazni, de & helyett jk-t irva, minden rogzitett j-re. {ly médon, ha az
Osszegezés sorrendjét felcseréljiik a j-re vonatkozd Osszeg altaldnos tagja ha-
tarértékben (2. 6)-nak megfelelden, és a hatarok figyelembevételével

1
+r 9728 [u—’_;r(l 2)]2

L ke [ e

ahonnan (2. 7) figyelembevételével a 2. tétel (6) formuldjat nyerjiik.
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