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1. Bevezetés

Ebben a cikkben ,kvadratikus programozdson” tobb, linedris egyenldt-
lenségek altal kifejezett megszoritdsoknak aldvetett valds valtozd azon érté-
kének a meghatdrozdsat értjiik, amelyek egy kvadratikus fiiggvény értékét
extremdlissé teszik. Azonkiviil, hogy egy Iépést jelent ama bonyolult nem-
linedris programozési feladatok megoldasa felé, melyek kozgazdasidgi model-
leknél gyakran fellépnek, egy kvadratikus programozdsndl hasznélhatd szd-
molasi eljards szamos, onmagdban is érdekes probléménzj‘ll is alkalmazhato.
llyenek:

Regresszio. Eszlelési adatoknak legkisebb négyzetek elve alapjan vald
illesztése egy fiiggvényhez, azon feltétel mellett, hogy bizonyos paraméterekrol
a priori ismeretes, hogy adott egyenlétlenségi megszoritasoknak tesznek eleget
(pl. nem-negativak).
Efficiens termelés. A nyereség maximalizdldsa linedris termelési fiiggvé-
nyek és linedrisan valtoz6 hatarkoltségek feltételezése mellett.
LAktatdska-probléma. Meghatarozni valdsziniiségi véltozoknak egy olyan
kombindcidjat, melynek véarhatd értéke adott szdm és szérasnégyzete minimalis.
Konvex programozds. Egy altaldnos konvex fliggvény minimumanak meg-
hatarozasa linedris megszoritasok mellett, kvadratikus approximacio segitségével.
A probléma valtozoi alkossanak egy n-dimenzios x — (x,, ..., X.) vektort
(a 7 jel transzponalast jelent; x-et oszlopvektornak tekintjiik, azaz egy n-szer
1-es matrixnak). Legyen A egy m-szer n-es matrix és b egy m-szer 1l-es;
ekkor a feladat linearis megszoritdsait

N x=0, Ax=b
alakba irhatjuk, azaz

=0 (G=1,...,0), Dayx=>b  (i=1,...,m).
Jj=1

* Econometrica, 27, 3 (July 1959) 382—398.
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Emlékeztetiink arra, hogy linedris egyenl8ség és egyenlbtlenség-megszo-
ritisok barmely kombinécidja is (1) alakban irhatd, ha addiciondlis valtozokat
vezetiink be.

Legyen p egy 1-szer n-es matrix és C egy n-szer n-es szimmetrikus
matrix. Az Gn. objektiv fiiggvényt, azt a (részben) kvadratikus fiiggvényt,
melynek széls6értékét keressiik, az (1) mégszoritisok mellett,

2) @, x)=24px+ %x’Cx
vagy
1
1@, x)zl;pjxj“‘ ?%‘xjcjkxk

alakban fogjuk irni, ahol az egyetlen paraméter, 4, amely nem-negativ és
valos, alkalmasan megvalaszthatd. Feladatunk marmost a kovetkez6képpen
fogalmazhat6 meg: _

A 7 = 0-ra vonatkoz6 kvadratikus probléma:

(3) Minimalizalandé J@, x)=2ipx+ % x Cx,

az x =0, Ax=~5b mellékfeltétel mellett.

Az objektiv fiiggvény C-kvadratikus részére egy lényeges megszoritast
kell tenniink, hogy biztositsuk a szamoldsi eljards sikerét: az f fiiggvény
legyen konvex, azaz C legyen pozitiv szemidefinit. Ez a feltétel — mely a
kutatds mai allasdnal nyilvanvaldoan lényeges minden nemlinedris programo-
zasi szkéméanal — biztositja, hogy a problémanal fellépé barmely lokdlis mi-
nimum egyben a keresett globdlis megoldas is. Algebrailag C pozitiv szemi-
definit volta azt jelenti, hogy

4) XCx=0 minden x-re.

Kozgazdasagi problémaknal az el6bbi feltétel azt jelenti, hogy minden
tevékenységre nem novekvd hozadékot (nonincreasing returns to scale) tulaj-
donitanak, mivel az x programrdl az x4 4x programra valé atmenetkor a
hatarkoltség-valtozas

%f(l: X+ tAx)=pdx+xCAdx+tAx CAx,

amely t-nek nem csokkend fiiggvénye lesz. A_tovabbiakban ezt mi is feltesz-
szilk. Ennek a tulajdonsdgnak a kvadratikus programozasban vald szerepérdl
részletesebb felvildgositas a [4] dolgozatban talalhato. _

Tobb javaslat hangzott el az utols6 két évben kvadratikus programozasi
problémdk numerikus megoldasdra; azokat, amelyek nagysebességit digitalis
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szamoldgépi szamolasra alkalmasnak latszanak, az irodalomjegyzékben [1]—
[6] alatt soroljuk fel. BARANKIN és DORFMAN [1] mutatott rd elészor a kvad-
ratikus probléma linedris megfogalmazéasara; jelen dolgozat alapgondolata
toliik szarmazik. 2. fejezetiinket megvdltoztatott jeloléssel [1] 1. és 3. fejeze-
tébol vettiik.

Mddszeriink az el6bb emlitett moédszerektSl elsdsorban abban kiilon-
bozik, hogy a linedris programozashoz szabott modszernek csupdn szamitasi
skémajat alkalmazza; kovetkezbleg egy szamologépnél egy linedris progra-
mozas kodjat egyszerfien lehet egy kvadratikus programozashoz kelld kodda
alakitani; az IBM 704 SHARE-linearis programozasi kodjaban e célbol csupan
11 utasitast kell modositani.

Az aldbbiakban modszeriinket két véltozatban: egy ,roviditettben” és
egy ,hossziban” targyaljuk. A ,hosszii” véltozat szamitdsi menete hasonlit
a ,rovidéhez”, azonban arra torekszik, hogy egyrészt a (3) kvadratikus prob-
lémat valamennyi 2 = O-ra megoldja, masrészt pedig a ,rovid” valtozat hasz-
nalatakor szereplé bizonyos megszoritdsokat is elkeriiljon. Az aldbbi tablazat
tartalmazza a két eljards haszndlhatosdganak feltételeit. A szimplex moddszer
sziikséges bazisvaltoztatdsai szdmadnak becslése tapasztalati szam és a 6. fe-
jezetben ismertetetthez hasonl¢d kisérleteken alapszik.

(3) megoldasa ,rovid” valtozattal ,»hosszi” valtozattal
Feltételek Vagy 4 =0, vagy C pozitiv szemidefinit
C pozitiv definit
Megoldast kapunk rogzitett A értékre valamennyi 4= 0 értékre
Ekvivalens linearis m - n egyenletig m -+ n egyenletig,
program terjedelme m - 3n valtozdval m +3n - 1 valtozéval

A megoldashoz sziikséges
bazisvaltoztatasok 2(m+n) 4(m + n)
szamanak becslése

2. El6zetes megjegyzések

Mivel a kvadratikus probléma megoldasa részben minden 4 = O-ra ér-
dekel benniinket, definidljuk 2 = O-ra az

F(A)=Min jipx+ %x’Cx:sz, Ax=0»b

kifejezést. Egész csomd informdciot kaphatunk F(4)-ra vonatkozéan anélkiil,
hogy értékét kiszdmitandnk. Mindvégig feltételezzitkk persze, hogy léteznek
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»lehetséges” x-ek, azaz olyan x = 0 értékek, melyekre Ax=b. Mindazonaltal
kaphatnank F(Z)=-—oo-t valamely (s igy valamennyi) 2 > O-ra.
Elészor is C pozitiv szemidefinit voltdnak egyik fontos kovetkezmenye az

1. LEMMA. x "Cx = 0-bol kivetkezik Cx=0

- BizONYITAs: Barmely n-dimenziés y vektorra és barmely t szamra
0=(y+tx)C(y+tx)=y Cy+2ty Cx, ahonnan y'Cx=0; Cx-=0 ebbél
azonnal kovetkezik.

Ebbdl kovetkezik a

2.'LEMMA. Bdrmely A = O-ra az 0sszes olyan ,lehetséges” x-ek ,megol-
ddshalmaza”, melyekre f(i,x)=F(A), egy linedris sokasdgnak a mellékfelté-
telek halmazdval valo koz0s része és px A > 0-ra konstans ezen a halmazon.

raryv s
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BizonyiTAs. Legyenek x és y olyan ,lehetséges” pontok, melyekre
f(4, x)=f(4, y) = F(4). Legyen w==y—x; barmely 0 =f=1-re az x-+tw
pont a mellékfeltételek halmazdhoz tartozik; mivel f konvex és f(4, x+tw)
minimalis f=.0-ra és t=1-re, f(, x+tw)=f(4, x) minden 0=¢t=1 ér-

tékre, vagyis Ap(x+iw)-+ %(x—Hw)’C(x +itwy=4px + % x'Cx, amely

(Apw+x Cw)t + %— w Cwi? = 0-ra egyszeriisodik [0 = ¢ = 1]. Igy w Cw =0,
ahonnan az 1. lemma kovetkeztében

N cw=0 és ebbol

®) v pw=0.

Megforditva vilagos, hogy ha f(4, x) = F(4), ha w eleget tesz (5)-nek
és ha x-+tw ,lehetséges” megoldas, akkor f(4,x-tw)= F(Z), ugy, hogy
adott 4-ra a teljes megoldashalmaz a mellékfeltételek halmazdnak az {x - tw}
linedris sokasaggal valo kozos része. Végiil az (5) egyenletbdl: px=py bar-
mely két megoldasra.

Ha marmost valamely 4 >0-ra egy olyan ,lehetséges” x, megoldast va-
lasztunk, melyre f(4, x;) = F(Z), akkor a 2. Lemma kovetkeztében px, értéke
fiiggetlen x, megvalasztasatol. -

1. TETEL. A =0-ra F(L) egy konkdv fiiggvény, px, monoton nemni-
vekvd; és x) egy ¥ megoldasa a '

Min {y'Cy:y=0, Ay=:b, py <pn}
problémdnak.

BizonyiTAs: Mivel f(Z, x) linedris 4-ban, F(4) infimuma egy linearis
fiiggvény-csalddnak és igy konkav.

Fﬂ TR TR T
e > K
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px. trendje egy példa egy elég dltalanos tényre. Valasszunk valamilyen
A és p értéket. Mivel x, minimalizalja f(4, x)-et,

1 1
Apxi—+ jxiCxx =ipx.+ 7x,ﬁCx,,;

és mivel x, minimalizalja f(u, x)-et,
1 ‘ 1
wupx, -+ 7x,;Cx,L =upx.-+ —2~xiCxA.

Osszeadva az egyenl6tlenségeket és rendezve, azt kapjuk, hogy
(u—A)pxy = (u—1)pXa,
ebbdl kovetkezik, hogy u >21-ra px, = px,.
Végiil, mivel x» minimalizalja Apx-+ % x' Cx-et, minden olyan y, melyre

Y Cy<xiCxi, a py>px, Osszefiiggést szolgaltatja, amely az utobbi allitast
bizonyitja.

A kovetkez6 tétel x,-nak egy olyan jellemzését adja, amely lehetbve
teszi annak kiszamitasat. f(4,x) ezen minimalizalasi feltételének csupan az
elégségességére van sziikségiink, mivel a sziikségessége mar kovetkezni fog,
ha megallapitottuk, hogy a kovetkezd fejezet szamitdsi szkémdjanak eredmé-
nyei eleget tesznek ennek a feltételnek, ha a minimum létezik.

2. TETEL. Ha x=0, Ax==0 ¢és léfeznek olyan v =0 (n X 1-es) és u
(m X 1-es) matrixok, hogy

(6) x=20
és
@) Cx——v‘+A’u—|-lp’=O, -

akkor x a -

Min {Apx-+ —;—x'Cx: x=0, Ax=2b

-~

problémdnak megolddsa.

BizonyiTAs: Legyen adva egy y = 0, melyre Ay= 5. Kimutatjuk, hogy
F(4, y) = f(4, x). C pozitiv szemidefinit voltabol kovetkezik, hogy

(y—xyC(y—x) =0,
ahonnan
yCy+xCx=2xCy,

vagy
Y Cy—x'Cxz=2x'C(y—x)
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és igy
a 1 ’ 1 ’ 7
fa)—fhx)=2p(y—x) + 5y Cy— 5 xCx = (Lp+xC) (y—x).
Minthogy (7)-bdl
p4xC=+v—u'A, fQ,N—flx)z=vy—vx—uAy=vy—0—u'b+u'b

((6) és a ,lehetségesség” kovetkeztében) — v’y =0 (mivel v, y = 0).

A (6) és (7) feltételek — melyek specidlisan inkabb sziikségesek, mint
elégségesek — lényegében KUHN és TUCKER ,nyeregpont’-tételének feltéte-
leivel azonosak [9]. Jelen formdjidban az eredmény BARANKIN és DORFMAN-
nak ([1], 3. fejezet) tulajdonithatd. Valdban, arra a feltételre oly médon jut-
hatunk, hogy f(4, x)-et egy differencidlhatd konvex fiiggvénnyel helyettesitjiik,
a (7)-beli Cx+Ap’~t pedig gradiensével.

A kvadratikus probléma emlitésre méltd jellegzetessége f(4, x) gradien-
sének linearitdsa, amely a KUHN-TUCKER feltételek nem-linearis jellegét a (6)
v'x =0 relaciora korlatozza, amelynek az alabbi

®) v; >0-bol kovetkezik x;==0 (G=1,...,n)

kombinatorikus kifejezés is lehetséges.

Hogy felderithessiik a (8) megszoritasoknak a (7) lmearls relaciokkal
val6 kapcsolatat és lathassuk, hogyan lehet azokat numerikusan kezelni, sziik-
séges roviden attekinteni a linedris programozasndl szerepld sumplex mod-
szer 7] fobb jellegzetességeit:

Ott a cx linedris format kivanjuk minimalizalni a Dx=e¢, x=0
(D pxgq, C1Xgq, e pxl-es matrix) megszoritdsok mellett. Feltessziik, hogy a
probléma ,lehetséges”, azaz létezik olyan x, mely a megszoritdsoknak eleget
tesz. Konnyen kimutathato, linedris fiiggdség alapjan, hogy létezik egy olyan
»lehetséges” x, amelynek legfeljebb p pozitiv komponense van. Egy ,lehet-
séges” x el nem tiind komponenseinek megfeleld, D-bol kivalasztott p osz-
lopbol all6 osszességet bdzisnak neveziink, magat az x-et pedig bdzismegoldds-
nak. A szimplex modszernél mindig ilyen bézisokkal dolgozunk; ha adva van
egy ilyen bazis, -kimutathat6:

1. vagy az, hogy a hozzéatartoz6 bazismegoldas a linedris forma mini-
malis értékét szolgaltatja,

2. vagy az, hogy taldlhatdo egy olyan mdsik bazis, mely az el6z6t6l
csupéan egy oszlopban kiilonbozik és az ehhez tartoz6 bazismegoldas a li-
nedris formdnak kisebb értéket ad,

3. vagy az, hogy egy ujabb oszlopvektorral boévitheté a bazis oly mo-
don, hogy talalhato az ezen p+ 1 oszlopvektorhoz tartozd ,lehetséges” x-ek-
nek egy olyan sorozata, amelyekre cx ——oo. Illy modon egy bazis-sorozat
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generdlhato, amely a probléméanak egy véges vagy végtelen megolddsara
vezet. Célszer(i a probléma megszoritdsaiban egy ,nem-degenerdlodasi” fel-
tevést bevezetni: azt, hogy barmely ,lehetséges” x vektornak legalabb p po-
zitiv komponense van. Ez a feltevés barmely bazis oszlopvektorainak linedris
fliggetlenségét eredményezi. Kimutattdk [7], hogy minden megszorités-halmaz
ugy kezelhetd, mintha nem-degeneralodd volna. A tovdbbiakban ezekre az
eredményekre fogunk tdmaszkodni és egy par helyen, ha sziikséges, feltéte-
lezzitkk a nem-degeneralodast.

Visszatérve a kvadratikus problémara, azok a feltételek, hogy egy n-di-
menziés x vektor 4 = 0-ra a kvadratikus probléma megolddsat adja,

Ax =b
Cx—v+Au+pi=0
x=0, »v=0

alakban irhatok (ha +"x = 0-t6l plllanatnyllag eitekintiink), vagy koefficien-
sekre szétvalasztott formaban

9) A 0O 0 O =~b_
C —I A p =0

alakban, amely m-+n egyenletbdl all 2n nemnegativ véltozoval és m meg-
szoritds nélkiili valtozéval (-t nem tekintjik véltozonak). A tovébbiakban
ezen egyenletrendszernek bazismegoldasaival fogunk foglalkozni. Megjegyez-
ziik, feltettiik, hogy a megszoritds nélkiili u valtozohoz tartoz6 m oszlop va-
lamennyi bdzisba be van véve (ez a technikai fogas teszi sziikségtelenné
u-nak a célbol valé algebrai eliminalasat, hogy a rendszert standard alakra
hozzuk); ez azt eredményezi, hogy barmely bazismegoldasban csak az n po-
zitiv valtozq szerepel x és v-ben.

Tegyiik fel egyelOre, hogy a 2. tétel ellenkezdje igaz; ha ekkor a kvad-
ratikus problémanak van egy megoldasa, akkor létezik olyan x, », u, mely
(6) és (7)-nek eleget tesz. Azonban (6)-bol az kovetkezik, hogy a 2n x ¢€s
v-bol legalabb n komponens eltiinik; és ebb6l kovetkezik BARANKIN és DORFMAN
[1] ama fontos eredménye, hogy [9}-nek valamely bazismegolddsa a kvadra-
tikus problémanak is egy megoldasa.

Mivel a szimplex médszer szamitasmenete alkalmas bézismegoldasok
meghatdrozasara, ennek megfelelden BARANKIN és DORFMAN javasoltdk a
modszernek oly modon vald alkalmazdsat, hogy (9)-nek egy tetszbleges bazis-
megoldasabol kiindulva o' x-et zérusra redukaljuk. A [4] dolgozat ad egy olyan

9 1. Osztaly Kdzleményei X/3
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modszert, mely ennek eleget tesz — de az sokkal bonyolultabb és valdszi-
niileg lassibb is, mint a jelen algoritmus.

Masrészr6l MARKOVITZ javasolt egy mddszert [6] az ,,aktataska”-problé-
mdara (ez a kvadratikus probléma minden 4 = O-ra valé megoldasaval ekvi-
valens), amely a (9)-nél enyhébb megszoritisokkal kezdddik és amely, bar a
(8) alatti v'x =0 feltételt kihaszndlja, a valtozdkat valtoztatni tudja mind-
addig, mig (9)-et nem nyeri. Az itt ismertetett moddszer kihasznalja ezt a
szellemes Otletet és a [6]-ban javasolt modszertdl csupan abban kiilonbozik,
hogy a linedris programozasi alakhoz tartja magat.

3. A szamitas menete

Az alabbiakban megadjuk Apx-+ %X’Cx x=0, Ax=0 meliékfelté-

telek melletti minimalizdldsdnak szamitasi algoritmusait. El6szor a ,rovid”
valtozatot adjuk meg, rogzitett 2 értékre, melynek konvergencidjéhoz az sziik-
séges, hogy vagy A=0, vagy C pozitiv definit legyen; utdna a ,hosszi”
valtozatot adjuk meg, mely a kvadratikus problémat ,paraméteresen”, minden
4 = 0-ra megoldja és amely C pozitiv definit voltdt nem kivanja meg, azonban
két ,rovid valtozat” tipusu rekurziot alkalmaz.

»ROvid” valtozat

Legyenek 2',2* és w n-, n-, illetve m-komponensii vektorok. Az eljarast a

(10) AXx 4+ w=5,
an Cx—v+Aut+2'—2=—1p,
(12) X v,2,2,w=0

Osszefiiggés-halmazzal kezdjiik, mely (9)-nek egy gyengitése.
Kezdés. Mivel b =0, a rendszernek egy kiinduldsi bazisat képezhetjiik
a 7, 2* és w egyiitthat6ibol. Hasznaljuk fel a szimplex moédszert, hogy

(13) ZW{

értékét zérusra redukaljuk, mikozben v és u-t zérusnak rogzitjiik. Hagyjuk el
w-t és 2' és 2* fel nem haszndlt komponenseit; jeloljiik a megmaradd n kom-
ponenst Z-vel, azok egyiitthatoit pedig E-vel. Ezzel most a

Ax =b
(14) cx—v+Aut-EZ=—Lp
x,v,Z=0
rendszer egy megoldasat kaptuk.

.
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Rekurzio. Ha mar adva egy bézis és egy bazismegoldas, mely eleget
tesz a (14), a (8) alatti v'x—0 és a > Z. >0 feltételeknek, hajtsunk végre
i k=1
egy bazisvaltoztatast a

(15) >z

k=1

linearis alak alabb szerepld, (16) mellékfeltétel melletti minimalizalasara szol-
galo- szimplex modszer menetében.

(16) k=1,...,n-re: ha x; szerepel a bdazisban, nem engedjik
meg ve-t; ha v, szerepel a bazisban, nem engedjiik meg x;-t.
Befejezés. Ha a (15) alak pozitiv, ismételjiik meg a rekurzids lépést.
A (15) kifejezés legfeljebb (3’1’1) iteracié utan eltiinik; ez Z=0 értéket ered-

ményez. A befejezd bazismegoldas x része a kvadratikus programozasi prob-
léma egy megoldasa A-ra.

»Hossz(” valtozat

Kezdés. Ha a ,,rovid” valtozat szamitasat 1==0-ra végrehajtottuk, adjunk
hozza p’-t a ,,rovid” valtozat adataihoz; igy a
17) Ax =b
(18) Cx—v+Autup+EZ=0

rendszert kapjuk és adott egy kezdeti megolddsunk is: u=0, Z=0 és v'x=0.

Rekurzio. Ha mar adva van egy bdzis és egy olyan bdzismegoldas,
mely eleget tesz (17), (18), v'x =0-nak és Z=0, hajtsunk végre egy bazis-
valtoztatast (ha lehetséges) ama szimplex eljarasban, amely a

(19) —u

linedris alak minimalizdlasdra szolgal a (16) mellékfeltétel és a kovetkezd
feltétel mellett:

(20) ,nem engediink meg Z;-t a bazisban”.

Befejezés. Ha nem lehet a rekurzié bazisvéltoztatasat végrehajtani, akkor
u==0, F(A)==—o0 minden 4 >0-ra és a ,lehetséges” x-eknek egy olyan
halmaza talalhaté (v6. 5. pont), melyre f(4, x) — oo minden 4> O-ra.

Ellenkez6 esetben a rekurzio a véges 0= u® < g <---< u¥ sorozatot és
a hozzdjuk tartozé bazismegolddsok x részének x', x',...,x¥ sorozatdt szol- -

galtatja; az eljaras legfeljebb (ZHn) iteracio utdn az x*® vektorral végzédik oly

g%
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modon, hogy u* =4 = u*'-re a kvadratikus feladat 4-ra sz6l0 megoldéasa

3%
(21) x=£ . x’t‘—{—}

‘uk+1 iy [,tk

l_[uk

Lk+1 e ‘uk

k41 .
’

A = uX-ra a megoldas
(22) x = x¥4- (A—p¥)x®.

MEGJEGYZES. E. M. L. BEALE a fenti ,,rovid” véltozat egy elegdns mo-
dositasat kozolte, amely lehetdvé teszi az eljarasnak az alkalmazdsat akkor is,
ha a kvadratikus alak csupdn pozitiv szemidefinit, a pozitiv definit helyett.
Lényegében abbol all ez, hogy kiszamitjuk C egy ,,virtudlis perturbacidjanak”
hatasat, ami abbol all, hogy Cj-t tetszéleges kis d-ra Cj;;+0d7-vel j=1,...,n
helyettesitjiikk és igy az algoritmus tgy hasznalhato, mintha pozitiv definit
alakkal lenne dolgunk.

4. Példa

Mind a ,,rovid”’, mind a ,hosszti” valtozattal lefolytatott szdmitdshoz
példat adand6, meg fogjuk oldani a kovetkezd problémat:

Min%(x$+x3+x§)+l(xl—2x3)

X3 %
8z XX =0, X —XFX—1

korlatozasok mellett.
Az objektiv fliggvény

f(lr x) =
— g [t P (=20 2

alakban irhaté és igy barmely Z-ra
az x megoldds a megszoritdsok hal-
mazanak a (—4, 0, 24) ponthoz leg-
kozelebbi pontja lesz. Ezt illusztralja
A=1-re az 1. 4bra és tetszdleges
¥2 2 =0-ra a 2. abra. Példank esetén
A=l —1 1],
a2

A ERR )
C=[o | 0],
0 8}

1. dbra p=1{1 0 —2].
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Mivel C pozitiv definit, a ,,rovid” véltozat adja a probléma megoldasat ,tet-
szbleges A-ra”. 4= 1-et véve a (10, 11) képletek a ,rovid” valtozat alabbi
kezdeti tablazatat adjak:

LR TR R e L ol S e T T )

Pl Bl 02 00 08 050 001 D 20 Dl ==

1 0 0|—1 0 O 111 0 0|—1 0 0/|0]=—1

0 1 0 0 —1 0j—1/0 1 O 0 —1 0[0]= O

0 0 1 0 0 —1 110 0 1 0 0—1(0|l= 2
e ?

A~hoz tar tozo
ovigebb tavolsagok

Hezdes

2. dbra

Bar a probléma tekintélyes degeneralodast tartalmaz, XZ, minimalizélasa si-
man végrehajthaté. Alabb megadjuk a vdltozok értékeit az egyes, egymas
utdni lépésekre (csupan a bazisvaltozok értékei vannak megadva). El6szor az
u véltozot vezetjilk be, mivel az valamennyi bazisban szerepel. Mivel az meg-
szoritasnak nincs alavetve, a rendszerbdl eliminalhattuk is volna; mi azonban
benne hagytuk.



384

Az x dltal (1, 0, 0)-bol (0, O, 1)-be, majd

Bazis

NS w N - O

5

X; Xo X3
1

1
e 3
fia
R
L

abréba berajzoltuk.
A ,hosszt” valtozatnadl a probléma kezdeti tdblazata a kovetkezd:

T

O N L

P. WOLFE

0 2

2
2
1

Dol o W —

I

1
1

D o T S TR

g kezdeti

© Nwwo

12553
(O, o ?)-be megtett utat az 1.

LR e S ¥ g e R Zw
1] 00 0 0|0 0 0| O 0 1]|=1
1 0 0|—1 0O O 111 0 0O|—1 0/0]=0
0 1.0 0 —1 0 oj0 1 0 0—1 0/0|=0
02061 0 0—1 —2(0 O 11 0 0—1/0]|=0
Az értékek sorozata a kovetkezo:
Bazis x5 - 1% VO e Wy Mgy RSB R W
0 *0 0 O 1
1 0 00 1( | rovid”
2.0 0 0 1( valtozat
3 0 0 0 1
1 1 1 1
iy 2 F)
1 1 1. 1
Tim o g Gy
1 1 1
’ 2 Co o
1 1
7 1 5 0 5
8 t 14t L—}—Zt z‘~1——|—t
2 2

e —(0,71,71)
Ezeknek a megoldasoknak az x részét a 2. abrdban felrajzoltuk.
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Példaul, a feladat megolddsa lzi-re (21)-bol adodik az 5. és 6. ba-

4
zisokhoz tartoz6 megoldasok kozotti interpolacidként. Az eredmény:
%_% 0_% 1 3 117
I Y. T B 42 I S N L
X o_ix+o_lx 4x—i—4x (8’0’8)'
3 4

A A=1-re sz6l6 megoldds itt a 8. bazisbol kozvetleniil nyerhetd (vo. (22)

. 1 e . 1
képlet) t;7 helyettesitéssel; (O,?, 5

vid” valtozat eredményével.

i) érték adddik, amely azonos a ,,ro-

5. Bizonyitasok

E fejezet célja a 3. fejezetben targyalt rekurziok végzddéseivel kapcso-
latos megallapitasok bizonyitasa.

Az eljaras elkezdése (v=0) és a bazisba belépd x és v megvalaszta-
sanak (16) mellékfeltétele eleve bizlositjdk azt, hogy a rekurzidk minden egyes
1épésénél v'x==0 legyen. Meg kell még vizsgainunk, mi torténik akkor, ha
valamelyik rekurziondl nem lehet tovabb folytatni az eldirt minimalizélasi el-
jardst a megadott mellékfeltételek mellett. Az aldbbi tétel megadja, hogy mi
sziikséges ezeknek a feltételeknek az elemzéséhez.

3. TETEL. Legyen A, b, ¢ ugyanaz, mint az 1. fejezetben; legyen a Q
matrix nX n'-es, a ¢ 1 Xn'-es, és a g nXx l-es. Legyen adva olyan x =0,
v =0, melyekre ' x=0. Jeloljiik x.-szel x azon komponenseit, amelyek pozi-
tivak és v.-szel a megfelelé v komponenseket (megjegyezziik, hogy v.=0);
Jjeloljiik v,-vel v pozitiv komponenseit és x,-vel a megfelelé x komponenseket
(megjegyezziik, hogy x,=0). _

Ha a

(23) qw
linedris forma a

UV =—YU,
24) X, —0
és

Ax =0,

(25) =

Cx—Iv+Aut+Qw=g

linedris megszoritdsok mellett minimdlis, akkor létezik olyan r, melyre rC=0,
Ar--046s qw=rg.

i
. ;.a-uj
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BizonyiTAs. (Megjegyezziik, hogy (24) pontosan a (18) bézist korlatozé
mellékfeltétel linearis kifejezése.) A bizonyitds azon x, v, u és w mennyiségek
részletes struktardjatol fiigg, melyek gw minimumat szolgéltatjdk. Mar meg-
kiilonboztettiik az x és v vektorokban az egymasnak megfeleld x. >0, v,=0
és az x,=—0, v, >0 részeket. Maradnak még a megfeleld xs, vs részek, ame-
lyeknek, bar nem pozitivek, a megszoritdsok kovetkeztében nem kell eltiinniiik.
Alabb (26)-ban a (25) megszoritdisok matrixat particiondljuk x és v el6bbi
particiondlasdnak megfelel6en, elébb fiiggdlegesen, majd vizszintesen, a ter-
mészetesen kindlkoz6 moédon (mint ahogy —/-t particiondljuk diagondlis
matrixokra). :

/

Xx:>0 x5=0 x,=0 v:=0 v5=0 v,>0 u w=0

st& 4 - & &40 0 0 0 10 |=b
Iz C.rx '8 Ca?v —I; 0 0 A =fa
(26)
rat G Cas G 0 —1Is 0 A Q |=g
Iy va C&u va 0 0 “"Iv A{; =%
[ All Al [ [ All

A tétel feltételei szerint a valtozok tablazat folotti értékei minimalizaljak azt
a linearis alakot, melynek egyiitthatéi a tdbldzatban szerepelnek. Az x,=0
és v, =0-hoz tartozé oszlopok figyelmen kiviil hagyhatok, mivel kikotottiik,
hogy ezek a valtozok eltiinnek.

A tablazattél balra problémank dudlis linedris programozasi feladata val-
toz6i allanak [8]. A dudlis probléma linearis alakjanak egyiitthatéi a tablazat
jobb szélén allanak; a dudlis probléma megszoritdsait a matrixon fiigg6le-
gesen olvashatjuk le, konstans egyiitthat6i pedig a tablazat aljan allanak.
A dudlis véltozokra nincs el6jelkorlatozds, mivel azok egyenlet-megszorita-
soknak vannak aldvetve. A fenti matrix alatt megadott Osszefiiggéseket ki-
elégitd ezen valtozOk egzisztencidja a linedris programozds dualitds-tételének
kovetkezménye [8], akarcsak a két objektiv fiiggvény egyenlé volta. Megje-
gyezziik, hogy ha egy valtozordl kideriil, hogy nem-zérus (mint pl. az x.-
belieknél) vagy nincs rd megszoritds (mint pl. u-belieknél) a megfelel6 dualis
Osszefiiggés egy egyenlOség.
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N

Részletezve, ezek az Osszefiiggések a koOvetkezOk:

((1) SAr+rzéxz+r6de+ruCzu='—'O

b) SAs+r:Crs4+r5Cos+r.Cso =0

(C) —rsls =0
@7 @) —r.1. =0

(e) reAL+rsAs+r. A, =0

) [rzrar,] Q =q

és

(&) qw==sb+rg,

amely azt fejezi ki, hogy az objektiv fiiggvények egyenlbek.

A (d) és (c) osszefliggésekb6l mindjart adddik, hogy r,=0 és ry = 0.
Az r,-t tartalmazd tagokat elhagyva és (a)-t ri-szel, (b)-t pedig r;-val szo-
rozva meg jobbrdl, az

SA:re+ 1o Cools+rsCosrz =0,
SAsrs +r.Crars + rsCosrs =0
Osszefliggésekre jutunk, melyek Osszeadva,

C.Td
Cass

alakban irhatok. Azonban (e) kovetkeztében ebben az osszefiiggésben az els6
tag eltfinik; a masodik tag C matrixa egy pozitiv szemidefinit matrix f6-
almatrixa, tehat maga is pozitiv szemidefinit, igy a mdsodik tag valéjaban
zérus; az 1. Lemmabdl kovetkezik, hogy

CM: de) '
( s Cos (rars) =0,

S[Axri+ Asrs] +[r=rs] (gi‘: ) [rzrs] =0

vagy

Carx:’c Cz ,:0;
(28) rz~ Cests

Ciory+ Cssrs =0.
Az (@) egyenletbd! rogton kapjuk, hogy
sA,=0,
amibdl kdvetkezik, hogy
$b=5[Azxs+ Asxs+ AcXs] = SAsXs =0
és a (g) osszefiiggésbol, (28) és (27¢) figyelembevételével €s az r={r.rsr

jelolés bevezetésével kovetkezik a tétel allitasa.
Ezt a tételt felhasznalhatjuk a ,,rovid” valtozat szamitasanal a

(29) Q—E, g=(1,...,1) é g=—2ip
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helyettesitések utan. Ha X'Z, minimalizdldsa sordn, ennek értékét nem lehet
tovabb csokkenteni a bazismegszoritidsok figyelembevétele mellett, akkor a
3. tétel feltételei teljesiilnek és fennall a

Sly=qw=rg=—~Lrp

osszefiiggés, rC =0 mellett. Azaz, vagy abban az esetben, amikor C pozitiv
definit (ekkor sziikségszeriien r=0), vagy abban az esetben, amikor 4 =0,
27, =0; ezzel a 2. tétel feltételének eleget tettiink és a végsé x a kvadra-
tikus probléma megoldasa lesz.

Z-nek zérusra valo redukdldsa utdn, megtartjuk ezt az eredményt a
,»hosszli’” valtozat szdmdra és — A értékét kezdjiik el minimalizalni. A 3. tétel itt

(30) Q=p, ¢g=—1, g=0

helyettesitéssel alkalmazhatdé. Ha a ,,hosszii” valtozat rekurzidja véges —Aa-
minimummal végzddik, a 3. tétel feltételének eleget tettiink és azt kapjuk, hogy

—A=qw=rg=0;

— 2 valéjaban nem csokkent. Igv tehdt két eset lehetséges: (1) nem alkal-
mazhatd oly Iépés, amely —A-t csbkkentené, és (2) —4 — oo-re csdkkenthetd.

(1) eset: lItt fel kell hasznalnunk a rendszeriink (26) megszoritasaira el-
érhet6 nemdegenerdlodast, mely azt allitja, hogy barmely megolddsban m+n
valtozé pozitiv. Mivel 2 =0, ezek koziil m az u-hoz tartozik és a megmaradt
n pedig az x, és v,-khez; az x; és vs-ak halmaza iires. Mivel Ar=0, Cr'=0
és (27f)-bél pr'=—1, azt kapjuk, h®y tetszéleges t-re

A(x+1ry==5

(31)
Clx+try—v+Au=0.

A nemdegeneralodasbdl kovetkezik, hogy r=0; mert egyébként valamely
t = O-ra létezne olyan x +¢r, mely eleget tesz (25)-nek és eggyel tobb kom-
ponense tiinik el, mint x-nek. [gy x--#r ,lehetséges” megoldas minden
t=0-ra és

Jl, x+try=4ipx- %x’Cx +Aprt.

Mivel prr=—1, f(A4, x+tr')—>—o0o, ha t — oo, tetszbleges 4>0-ra és a ke-
resett minimum — oo. :

(2) eset: 4 értékei nincsenek korldtozva. Mivel csak véges szamu ba-
zissal rendelkeziink, az (¢, ¢, uf, u¥), i =1, ..., g bazismegoldasoknak létezik
egy véges sorozata €s végiil egy olyan (xv+!,¢%+!, us), hogy (x7-txs*t,
0 4 ot gy - fust!) w9 +tf) megoldas minden ¢ = O-ra. A (16) bazismegszo-
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ritasbo!l kovetkeznek a

(32) 0= vixi = pix™ = pitlxi = o x*,  pwicuil(i—=1,...,2)
Osszefiiggések. Ha marmost adva van, hogy u' = 4 = p™!, az
g8 gy
o w—=2 A=t
X= ‘ui“—;d x + !"Hl_l"'i X

pont, mely x; és x*!'-nek egy konvex kombindcidja, ,lehetséges” megoldas;
konnyen ellendrizhetd, hogy ha o-t, ill. u-t ¢, !, ill. v, u"*! ugyanilyen
kombindacidival tessziik egyenlévé, a keletkez6 értékhdrmas a 3. tételt ki-
elégiti és igy x a kivant minimumot szolgaltatja. Ha mdsrészt 4 = w9 az
X9+ (A—u9)x9+Y, 94 (A—up9) oo+, ud 4 (A—po)ust! értékharmas eleget tesz a
3. tételnek és igy x?+ (A—p9)xs*! adja a minimumot.

6. Szamitasok

Béar a fenti eljardst csupan az Ax=2b, x =0 alaki megszoritdsokra
mutattuk be, arra a tényre hagyatkozva, hogy az vsszes linearis egyenldtlenség-
megszoritasok ilyen alakban irhatok, a gyakorlati szamitdsoknal van tobb
oly fogas, mely mds tipusii megszoritisok mellett a probléma nagysagrendije
csokkentésére szolgalhat. Az alabbiakban hatékonysdguk bizonyitdsa nélkiil
ismertetjiik ezeket; bizonyitdsunk szorosan koveti az 5. fejezetbeli bizonyi-
tasok menetét. A kitlizott probléma megszoritdsai legyenek a kovetkezbk:

Aunxy -+ Apx, =b

An X+ ApXy -+ Yo = by

As X1+ ApXo—Y; = bs
X1, Y5, V5= 0.

(A (33) masodik és harmadik sora a = és = megszoritdsok szokasos meg-
fogalmazdsai.) A linedris megszoritisok (j rendszere (amely a 3. fejezetbeli
(9)-nek felel meg) a kovetkezd lesz:

(33)

=0 %X %=0p»h=0v=0 u, w=0u4=0 2
Ay A = b,
AQI A22 1 - bg
(34) Ag A —1 =bs

—1 A;1 Aél A?:l pll =
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Az algoritmus az el6z6kh6z hasonléan folyik le, de a 3. fejezet (16)
szabdlyanak kovetkezd er8sebb vaitozata figyelembevételével:

Ha (x;). szerepel a bazisban, nem engedjiik meg (v,):-t és megforditva;
(35) ha (yQ)k i ’ ” 2] » 1 (wﬁ)k't 2] »
ha (y&)k ’ 2 » I3 » 2 (u:‘})k't 3 IT)

Lathat6, hogy ebben a megfogalmazasban a kitlizott probléma egyenle-
teinek szama a problémaban szerepldé nem-gyenge valtozok szamdval nove-
kedett csak. Nyilvdnvalo egy tovabbi redukcids lehet6ség: mivel x, és u, val-
tozok megszoritatlanok, algebrailag kikiisz6bolhetdk az egyenletrendszerbdl
azonos szamu egyenlettel egyiitt, amelyekben egyiitthatoik zérustdl kiilon-
boznek (ez a redukcié a (9) u valtozéjaval is végrehajthato lett volna). A ki-
kiisz6bolés utan erre az altaldnositott problémara az x,, y, és y; 6sszes kom-
ponenseinek szdméval egyenld egyenletiink marad, épp ugyanannyi, mint az
x komponenseinek szama az egyszerli probléméndl, vagyis n, ami barmely
esetben egyenld az eredeti probléma egyeniftienség-megszoritdsainak szdmaval
is. (Ez szokatlannak tiinnék, ha példaul a kit{izttt problémanal nem volndnak
egyenl6tlenség-megszoritdsok; ekkor azonban a megszoritds nélkiili valtozok
kikiiszobOlési miiveletei — és ez valamennyi valtozora vonatkozik — pon-
tosan megegyeznének az x-re és u-ra vald megoldds miiveleteivel, a klasz-
szikus LAGRANGE-féle multiplikatoros modszerben.)

Bar a kikiiszobolést egyszerii véghezvinni, szdmitdsainkban mégse tettiik,
mert nem eldnyds olyan problémdaknal, melyek matrixdban tébb zérus elem
szerepel, ersen cstkkenteni a nem-zérus elemek szamat; és éppen ez utdbbi
szdm az, amelyik tekintélyes mértékben meghatirozza a szimplex moédszer
bonyolult valtozatainak szdmitdsi sebességét. Erre kell figyelemmel lenniink,
ha ilyen jellegi eljardsok relativ efficiencidjat becsiiljik meg; ennél az elja-
rasnal az adatok zomeként a C elemei (egyszeresen) és az A elemei (kétsze-
resen) szerepelnek. Az alabb leirt terjedelmes problémanal ezeknek az ada-
toknak a szama szamszerint 1660 volna, bar az igy keletkezd linedris prog-
ramozasi probléménak 204 egyenlete van 714 valtozéval.

Az IBM 704 szamologép SHARE linedris programozasi kédjat revidealtdk
a célbdl, hogy kvadratikus programozasi problémak is megoldhatdk legyenek.
Ez a k6d egyarant haszndlhat6 az el6zOkben ismertetett ,,rovid” vagy ,hosz-
sz(1” véltozatnal, vagy pedig egy masik véltozatnal is, amelyben a kvadra-
tikus alak elhagyasaval kaphatd linedris problémat oldjuk meg el6bb, majd
ezutan keressiik a megoldasokat minden 4 = O-ra. A kddot igen sokféle prob-
léma megoldasaban alkalmaztdk, melyek koziil a legterjedelmesebb egy stra-
tégiailag fontos anyag szétosztdsa volt; e problémaban 90 megszoritds mellett
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192 valtozd szerepelt, melyek koziil 78 ,,gyenge” valtoz6 voll. E probléma
,hosszli” valtozattal vald teljes megolddsdhoz 359 szimplex moddszerbeli ba-
zisvaltoztatds volt sziikséges, melyek 230 percig tartottak.
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