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A CENTRALIS HATARELOSZLASTETEL LOKALIS ALAKJANAK
ALTALANOSITASAROL
irta: GYIRES BELA

1. Legyenek a csak egészértékeket felvevs, egymastdl fiiggetlen El,“g‘g, .
valoszinfiségi véltozok egyforma eloszlastiak, nulla varhaté értékkel és o>0
szoOrassal, azaz legyen

M PE=KH=A=0  (k=0,+1,+2,...; v=1,2,..),
ahol

@) > =1, 3ka—0 3 ka=c>0

Ha még = e =

(3) P+ +E=k) = AP,

4 B.—o/n, z:Bin,

akkor — amint az kozismert — a valdsziniliségszamitas centralis hatareloszlas-
tételének lokalis alakja szerint ([1], 237) ahhoz, hogy a —oo<k<oo inter-
vallumban k-ban egyenletesen érvényes legyen a

22
9

BAP— L T .0 0o
V27w
Osszefiiggés, sziikséges és elegendd, hogy &, ama kiilonb6z6 értékei kiilonb-
ségének legnagyobb kozods osztdja, amelyeket pozitiv valdsziniiséggel vesz fel,
egyenld legyen 1-gyel.
Ha most az (1) szdmokkal, mint elemekkel képezziik az

" AO A] AQ A3 A4 .
* A_l AO Al A2 A3 .
A = M A_2 A—l Ao Al AQ . =

(5) . A,g A_2 A—-l AO Al *
* A_4 A_3 A_2 A—l Ao .

=L(-. .y A__Q, A—l! Ao, Al, AQ, . .)

5 II. Osztily Kozleményei X/4
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Toeplitz-féle L-matrixot, amely az (1)-re és (2)-re valo tekintettel sztochasztikus
matrix és tekintetbe vessziik, hogy (3) alapjan

(6) A= 2 A4, (1=2,3,...; AD=A,),

Y=-0

akkor az L-matrixok szorzdsi szabdlya értelmében
(7) At=L(..., A%, AT, AP, AP, AP, ..)

és igy a valosziniiségszamitas kozponti lokalis hatareloszlastétele egyben a (7)
matrixnak n—oo mellett vett aszimptotikus viselkedésére is feleletet ad.

A lokdlis kozponti hatareloszlastételének most mar ezen az uton valé
legmesszebbmend 4ltalanositisat adnad egy tetszés szerinti négy irdnyban vég-
telen sztochasztikus matrix hatvanyai aszimptotikus viselkedésének felderitése.
E kérdést — tudomdasunk szerint — ilyen altaldnossdgban még nem oldottdk
meg. Mi sem vallalkozunk erre, hanem csak a kovetkezd specialisabb jellegii
altalanositasra:

Legyen most A hasonlé felépitésii sztochasztikus matrix, mint az (5),
azzal a kiilonbséggel, hogy az A, elemek helyébe a négyzetes

a®...q®
8) Ak——( e ) k=0,+1,+2,..)
L el
matrixok Iépnek.
Elégitsék ki ezek a
® P
©) 2 ka0 = (G=1,...,p)
és a
(10) S= > A>0
==

feltételeket. A (10) feltétel mellett az S—E matrix k-adik sordnak és oszlopa-
nak elhagyasaval kapott D, fOminordra fenndll a (—1)1’ "Dy, >0 egyenittlen-
ség ([2], 316). Kivanjuk meg még, hogy

an SESd=d (=1
véges €s
(12) o= Loty g

Di+--+D,
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legyen. Ha mint az elébb, A"-et a (7) jeloli, amikor is a (6) jobb oldalan sze-
repl6 Osszeg tagjait a (8) matrixok segitségével képezziik, akkor a felsorolt
feltételek mellett dolgozatunkban a kovetkezd tétel kimutatasaval foglalkozunk :
TETEL:
A (—oo<k<oo) intervallumban k-ban egyenlefesen érvényes a
1 -2

13 B.AY — —— ¢ 2P0, n—00
( ) I V271: .

osszefiigges, ha még minden j-re a
1 0 1 2
(14) o d7?,a5Y, 0D, P, ), . .. (I=1,..,p)

sorozatok koziil legaldbb egy olyan van, amelyben a nulldtol kiilonbozd elemek
felsd indexei kiilonbségének legnagyobb kiézos osztdja 1-gyel egyenld és ha
lim S*=P.

A valdsziniiségszamitds lokdlis kozponti hatareloszlastételének most
megfogalmazott tételiinkben kifejezett altaldnositdsa csak formadlis jellegli a
valosziniiségszamitds szempontjabdl. Kovetkez6kben tételiinknek valosziniiség-
szamitéasi interpretaciéjat adjuk. Ez az interpretacid RENY1I ALFREDtO] szdrmazik.

Legyenek az egészértékii I, (j=1,...,p; n=1,2,...) valdsziniiségi
véltozok teljesen fiiggetienek és a ;. (n=1, 2,...) valtozok egyforma elosz-
lastiak. Legyen tovabba {7,} homogén Markov-lanc, az 7, valdsziniiségi val-
tozok lehetséges értékei legyenek az 1,...,p szdmok. Tegyiik fel, hogy a
n €és az m, valtozok egymastol fiiggetlenek. A &, valdsziniiségi valtozokat
értelmezziik a kovetkezoképp: legyen & — .., azaz &, legyen egyenld Iy,-nel,
ill. Fou-nel, ..., ill. Ip-nel aszerint, amint n,=1, ill. 5, =2,ill...., . =p.
Legyen tovabba Cn=8 -4 .--4&,. Feltételeink szerint

PG =k, fup=j|no="h) =

P o)
= < ( n—l gn+l—k'_1 ')n+1—j; r]n—rlno h)=
P @
(15) =2 2 PGu=bLm=r|n=h)-
’P(En'{»l :k_ly N1 =j|7]n=r, ;n?—— l, To= h)=
P @

.y ﬁp(gn Lnn=r|ng=h)PE =k—1,n=j|n="r).

r=11=-
Ha most
(16) P(Gu=k, = j|10 = h) = ab} (), ai} (k) = ai;]

5*
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és

(17) AL = (a7 (B),

akkor a (15) alapjan

(18) “WW—ZZﬁw&ww

l=-om r=1

tehat fennall a (6). Igy tételiink a —-— hatareloszldsara vonatkozik. E valo-
n

sziniiségszamitasi interpretacio egyben azt is igazolja, hogy a (7) matrixok,
tehat a (8) matrixokkal generdlt (5) matrix hatvanyai léteznek, ami kiildnben
trivialis, hiszen sztochasztikus matrixok szorzata ismét sztochasztikus matrix.

2. Legyen
(19) falt)—= mm”
Ha
(20) 1(6) = (@),

akkor nyilvanvaldan
T
p— L —ivt
21 A= . Jf(t)e dt,
—-7T

azaz a (20) matrix a (8) matrixokkal felépitett Toeplitz-féle (5) matrixszal
kapcsolatban ugyanazt a szerepet viszi, mint az eloszlasokhoz tartozé karak-
terisztikus fliggvény. Ezért az (5) matrixhoz rendelt (20) matrixot karakterisz-
tikus fliggvénymatrixnak nevezhetjiik.

Ha a (17) matrixhoz tartozé karakterisztikus fiiggvénymatrixot £ (¢)-vel
jeldljiikk, konnyii belatni, hogy

(22) () = ()"
A (18) és (19) alapjan ugyanis

@
SO = 2 @it e~

= ij ( Z afﬁ) ('V) e ki aal(k—‘ ’V) ei(k-v)t) =§f;§:) (t)fal (f)

7~ a—1 \r=-w —

A kovetkezékben a (20) karakterisztikus ftiggvénymatrixszal foglalkozunk.
A (10) alapjan
f(0)=S
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azaz olyan sztochasztikus matrix, amelynek minden eleme pozitiv és a (14)
sorozatokra tett feltevés miatt ([1], 65, 2. korollarium)

})
(23) g|fﬂ(t)|<1, 0<|t|<27m.

A (20) matrixnak sajatértékeit abszolutértékben minden #-re nem novekvo
sorrendben jeloljék

(24) L(t), As(2), . .., Ap(1).
A (10) miatt
(25) 4L(0)=1, |4;(0)|<1 (j=2,...,p).

Mivel a (20) matrix elemei folytonos fiiggvények ([1], 50, 1. tétel), a (24)
fiiggvények is azok. FROBENIUS ismert tétele értelmében (1. pl. [3], 75)

P
;';.k(t)|§n(1ax21|f,-,(t)| 0<|t|<27
D 1=
és igy tekintettel a (23)-ra
(26) |4; ()] <1 (=1,...,p), O<|t<2m
1. SEGEDTETEL:
(27) |4, ()| =9<1, O<d=|tl=mn
Ugyanis a (23) miatt 4,(!) a 0O-nak bizonyos kornyezetén kiviil, folyto-

nossagdra valo tekintettel, abszolitértékben nem juthat tetszés szerinti kozel
az 1-hez.

2. SEGEDTETEL: :
L) =9<1 (/=23 ...,p).
Mert e fiiggvények a (25) és (26) miatt abszolutértékben 1-nél kisebbek

és folytonosak és igy nem juthatnak tetszés szerinti kozel abszolutértékben
az 1-hez.

(28)

3. SEGEDTETEL: -

Van a O-nak olyan kirnyezete, amelyben A,(t) karakterisztikus egyenle-
tének egyszeres gyike.

Mert (25) miatt 4,(0)=1 egyszeres gydk és 4,(f) folytonossiga miatt a
0-nak meghatarozhaté olyan kornyezete, amelyben |4,(f)|>+, ahol 9 a (28)-
ban értelmezett dllando. )

A bizonyitdsokbol kivilaglik, hogy a (14) sorozatokra tett feltevésre azért
volt sziikség, hogy teljesiiljon a (27). Kdnnyii megadni sziikséges feltételt
ahhoz, hogy |4,()|=1, &, # 0 legyen. Igaz ugyanis a kovetkezd tény:
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Ahhoz, hogy fennalljon a 4,(f,) =e*(f,= 0), sziikséges a
(29) by=¢e"ls;
feltétel teljesiilése, ha itt
f(t) =(b1), (s7)=S.
Legyen ugyanis x;,...,Xx, a
byixi+ -+ byix, =¢€"x; (j=1,...,p)
egyenletrendszernek a ftrividlistol kiilonboz6 megoldasa. Innen

= oul+ -+ (b |x]+ -+ (bpr| + - 4 [ Do) [ %o |
- 2] <o %] '

(30)

Mivel
@31 6|+ -+ + b =1,
a (30)-ban csak egyenléség allhat fenn és ez is akkor, ha a (31)-ben egyen-
16ség van, azaz ha teljesiil a (29).

Amennyiben a (14) sorozatokra tett feltétel teljesiil, (30) nem &llhat fenn
egyetlen ¢-re sem, tehat |4,(f)|<1, ha t=0.

A (29), amint konnyii err8l meggy6z8dni, még nem jelenti azt, hogy
|4,(t,)]=1. Egy elegendd feltétel ehhez a

Criryt @yt o0 i+ @ = ke
(I=n<n<---<n=p; k=1,...,p)

feltételek teljestilése. Ez kozvetleniil leolvashaté a Det(4E—e-*f(#,)) polinom-

bol, ha annak 4 hatvanyai szerint kifejtett alakjaban a Z=1 helyettesitéssel
éliink és figyelembe vessziik, hogy Det(E—S)=0.

4. SEGEDTETEL :
2
32) h(t)=1—"1- 0+ o(®), lim%o(ﬁ)zo,
t—>0

ahol o’-et a (12) értelmezi.

Tételiink kimutatdsdhoz elegendd igazolni azt, hogy 4,(f!) a O pontban
kétszer differencialhato és

(33) 4(0)=0, 4(0)=—c

Mert akkor a 4,(0)=1 figyelemhevételével (32) épp a 4,(¢) fiiggvényre al-
kalmazott Taylor tételt jelenti.
Differencidljuk ¢ szerint formalisan az

(34) F(t, &) = Det (f(t)— 4,(t)E) =0
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implicit ftiggvényt.

oF oF di, _
at T om dt =
(35) 5
9°F *F di, 62F(dll)‘ oF d?4,
oF P2ann @t e \ar) Ton ae =
Ha mint mar elébb, a
(36) Det (£(0)—E) =Det (S—E)=0

determinans k-adik sordhoz és oszlopahoz tartoz6 aldeterminanst Dy-val jelol-
jiik és figyelembe vessziik, hogy a A=1 az S-nek egyszeres sajatértéke,

iF) &
(5] ——Z o

Mivel tovabba az a determindns, amely a (36) determinansbol ugy keletkezik,

hogy ennek j-edik sordba rendre a (% fﬂ(t)) ({=1,...,p) szamokat helyet-
t=0

tesitjiik, a (9) feltételre és arra valo tekintettel, hogy S sztochasztikus matrix,

nullaval egyenld, kovetkezik, hogy

37) (‘?a—f) _o.

t=0

Ugyanis a (37) bal oldala a j=1,...,p esetre a most leirt médon kapott
determinansok osszege. Igy a (35) elsé azonossagabol maris adédik a (33)

els6 egyenldsége.
2

Tekintstik most a (aa_tlj)t . kifejezést. A (34) alapjan ez p* szamu olyan
determinans 6sszegével egyenld, amelyek koziil az eldzéek szerint mindazok nul-
laval egyeniGek, amelyeknek egyes sorait a (36) egyes sorai, illetve a (19) matrix
egyes sorainak a {=0 pontban vett differencidlhdnyadosai alkotjak. fgy tehat nul-
1atol csak az a p szamu determindns kiilonbozhet, amelyek koziil a j-ediknek
j-edik soraban a (19) matrix j-edik sordnak a =0 helyen vett masodik differen-
cidlhdnyadosai foglalnak helyet, a tobbi sordban pedig a (36) megfelelé ele-
mei vannak. Ha a determindns oszlopait a j-edikhez hozzdadjuk és figyelem-
mel vagyunk a (11) feltételre, arra jutunk, hogy

a*F 3 2

(W) = —;Dﬂj'

Vegyiik most tekintetbe azt, hogy (—1)*"'D;>0 ([2], 316), akkor a (35) ma-
sodik azonossigabdl a (33) masodik egyenlBségét kapjuk, ha itt o®-et a (12)
értelmezi.
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Legyen a (20) matrix jJordan-féle normalalakja
(38) () =U® 40U (),
ahol '
LhE) o) O .- O
@) ap=| 0 KO OO
0 0 0 ---4,(t)
és

0 .
d.1(t): 1 (]=17°"rp_1);

tovabba az

(40) U@®) = (u(0))
kielégiti az
(41) unut)=E

relaciét. Mivel a (40) matrix elsd osziopa a (20) matrixnak a 4,(¢)-hez tartozo
sajatvektora és 4,(f) a nullanak elegendd kis kornyezetében egyszeres gyok,
ezért ebben a kornyezetben a (40) els6 oszlopanak elemei folytonos fiiggvények.
Jeloljiik azt a matrixot, amelynek els6 sordnak eis6 eleme 1, a tobbi
pedig nulla, E,-gyel.
Ismeretes, hogy az S sztochasztikus matrixra tett (10) feltétel mellett
S", n—oo hatarérték létezik és az el6zGek szerint

(42) P =lim§" = lim " (0) = U(O)E, U"(0) = lim U( E,U" 9.
n-»m n->o t»

3. Most bebizonyitjuk az 1 pontban kimondott tételiinket. A bizonyitas
sordn azt az utat kovetjiikk, amelyet a lokélis kozponti hatdreloszlastételek
bizonyitdsédnal altalaban kovetni szoktak (l. pl. [1], 236—239).

A (21) értelmében '

+

4
1 it
(n)_____ 21 itk
A —2nff (t)e dt.
-7

Hagyjuk el a (39)-ben az argumentumokat és éljiink a
(43) A" = (by)
jeloléssel. A szorzds végrehajtdsa utan

bp=0, ha j>I,

n+y-1

(44) bi==0,011--01y D>, D Mds¥"Y, ha j=L

¥=0 j=a=p=t
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ps

Legyen most 4, az a matrix, amelynek els6 sordban rendre a (43) matrix
els6 soranak elemei vannak, mig a tobbi eleme nulla és 4,= A4"— A,, akkor
a (38) figyelembevételével

AP =10+
alakban is irhato, ahol

@) ¥ =2 [V 4OV Oear
(46) = U0 4OU Oewar

Mivel (44) szerint A4, a (24) sajatértékek koziil az els6t nem tartalmazza és
mivel ezekre fennall a (28), ezért a J§” matrix altaldnos elmélet c;-val jelolvén

és tekintetbe véve a (41) és (44) reldciokat,

PHERS JZZ bl =p*+ (=079 oo ") 970,

> =2

ahol a bal oldal és ezzel egyiitt a (46) matrix minden eleme n—oo esetben
k-tol fiiggetleniil a nulldhoz tart.
A (45) integrélt az x =1B, helyettesitéssel a

7B,
n ~ixz * X
2B, = f e U(B%) AI(B%)U (E) dx
-7B,

alakra hozhatjuk. Az itt szereplé6 B, €és z mennyiségeket a (4) értelmezi.
A kozismert

tza:—— 1 W=
2 — 2
27[ J dx= 27[ e

integral figyelembevételével tételiink (13) allitisanak igazolasa annak kimu-
tatasabol all, hogy az
1 -2
Rn = 27[[3,,!(”)——8 2 p]
V2=

kiilonbség a —oo<k< oo intervallumban k-ban egyenletesen tart a nullmat-
rixhoz, ha n—oo. EbbGl a célbdl R,-et négy integral osszegeként allitjuk el ;

(47) R.=L+ L+,
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ahol
A 2
I — (ap) = Je"” [U (1%) Al(%) U (7’3‘—) —e 2—P] dx,
-A
o= ] coufz)az)olz)en
A=|x|<eB,, " "

= (rn)= j ey 7;) Al(%) U*(g) dx,

&B,=|z|=nB,
. oax?
—t2T— —
= (dp) = J e 2dx-P.

|z|>A

A szerepl6 e és A pozitiv allandok, amelyekrdl a kés6bbiek soran diszponalunk.
Mivel P sztochasztikus matrix ([1], 238),

A2

2 &
|(jﬂ'§je %

(27) miatt és tekintettel a (44)-re,

wiz [ [l

8Bn§|1|§7tBn

Rl

Ha & elég kicsiny, a (32)-bol kovetkezik, hogy a |f|=¢ intervallumban
(1], 239)

1
dx=

202

|u(t)|=e =
és a 3. segédtétel szerint J,(f)=0. Ezért

&B, B,

=2 fuolg )5 ) ()]

Mivel a (32) alapjan

(ll(%)) —»e_g,_ n—»o0

12

dx<2J e 4dx<2 e ‘dx.
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és mivel a 3. segédtétel szerint, ha B, elegend6 nagy és A dllandd,

d (i)zo és végiil a (42) alapjan

Bn
imu (5w )P,

ezért rogzitett A mellett z-ben egyenletesen 1,—0, ha n—oo.

Ha tehat &t elegendd kicsinynek, A-t pedig elegendd nagynak vélaszt-
juk, L és I, tetszéleges kicsinnyé tehetdk. Az I, I, és J{” integralok pedig
zérushoz tartanak, ha n—oo, barmekkorak is legyenek ¢ és A. Igy tehat a
(47) 6sszeg tetszés szerinti kicsiny lesz, ha n elegendd nagy. Ezzel tételiinket
bebizonyitottuk.
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