A MATEMATIKA ALAPJAINAK EUKLIDESZI
TERMINUSAL 11.*

irta: SZABO ARPAD

IIl. A posztulatumok és axiomak

E dolgozat egyik legfontosabb célja, hogy megallapitsuk: mi az értelme
a matematikai principiumok harmas felosztdsanak az euklidészi ,,Elemek” leg-
elején, hogyan keriilt egyaltaldn sor a principiumoknak erre az osztalyoza-
sara? Ezt a kérdést az eddigiekben még éppen csak hogy megkozelitettiik.
Nagyjabol tisztdztuk mar a ,hypothesisek”-nek mint ,kiindulasul valasztott
feltevéseknek” a problémdjat. Sikerilt azt is megvildgitanunk, hogy ezek a

»hypothesisek” — a dialektika természetének megfeleléen — tulnyomorészt
definicick voltak; éppen ezért jelenthetett a ,hypothesis” szd nemcsak altala-
ban matematikai alapelvet, hanem specidlisan definiciot is. — A kovetkezOk-

ben az euklidészi poszfuldtumok és axiomdk kérdését kell tisztaznunk. Ezek-
rél eddig csak annyit allapitottunk meg, hogy az a gordg terminus, amelyet
Euklidés-szovegiink az axiomak megjelolésére haszndl, ,koinai ennoiai”, ki-
mutathatéan késobbi eredetii atirds; e principium-csoport eredeti gorog neve
saxiemata” volt.

Mindenekel6tt e két gorog nevet, az ,,aitémata” (airfjucra, posztuldtum)
és ,axiomata” (@fuhHuare) szavak pontos jelentését akarjuk megérteni, anél-
kiil, hogy mar most behatobban vizsgalnank az EUKLIDES nél felsorolt posz-
tulatumokat és axiomakat.

1. AZ ,,AITEMA” SZO JELENTESE

A posztuldtum neve EUKLIDESnél ,ditéma’. A szojelentés ebben az eset-
ben nem kétséges, minthogy az ,,aiteé” (witéw) ige jelentése gorogiil: , kérni,
kivanni, kovetelni”, s ennek megfeleléen ,,aitéma” a ,kovetelést” vagy ,kove-
telményt” jelenti. A fontos csak az: egy pillanatra se feledkezziink meg arrdl,
hogy ez a terminus, éppentgy mint a megel6z6 fejezetben vizsgalt ,hypo-
thesis”, a dialektikdbdl szdrmazik. Ha meg akarjuk érteni a matematikaban
hasznalt ,,aitéma” terminus pontos jelentését, abbol kell kiindulnunk: miféle
,,kovetelést” vagy ,kovetelményt” jelolt ugyanez a sz6 a dialektikaban.

* A dolgozat 1. része a MTA I[ll. Osztalyanak Kozleményei X4 (1960) szamédban
(441—468. old.) jelent meg. Ennek megfeleléen a fejezetek szamozasa folytatdlagos.

1 IIL Osztaly Kozleményei XI'1
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Gondoljunk két beszélgetd dialektikus vitdjara. Az egyik résztvevd fel-
adata, hogy e vita sordn meggy0zze a masikat egy &ltala vélasztott tétel (4l-
litds) helyességérdl. Ezért olyan premisszakat kell keresnie, amelyeket a masik
is elfogad és helyesnek tart; ezekb6l a premisszakbol vezeti aztan le az egyik
partner logikus sziikségszeriiséggel azt a végs6 tételét (allitasat), amelyet
kezdetben a masik nem akart elfogadni.” Ebbdl all a vita soran a meggyo-
zés. Hogy tehat a vita elindulhasson, olyan premisszakat kell talalniok a be-
szélgetdknek, amelyekben mind a ketten megegyeznek, amelyeket mind a
ketten bizonyitds nélkiil igazaknak tartanak. Ezért kéri a beszélgetés egyik
résztvevdje, hogy valamilyen kezdotételt a mdsik is elfogadjon. Figyelemre
méltd egyébként, milyen gyakran taldlkozunk az V. és V. szdzadi gorogok
dialektikus vitdiban olyan kifejezésekkel, mint kérni, kivdnni, kivetelni vagy
venni (Aeudeéver) az egyik oldalrol, és adni, megadni vagy nem-adni a mésik
oldalrol.® SOKRATES pl. a ,,Mendn” c. platéoni dialdgusban — mint mér a
megeldz6 fejezetben is lattuk — igy szdl partneréhez egy vizsgalodas elején:™
engedd meg, hogy a kérdést egy feltevés alapjan vizsgdljam” (ovyydonoor
‘& bnodéoews «hro oxoneciodtar); ez mas szdéval azt jelenti: arra kéri partnerét,
hogy valamilyen kozosen elfogadott &llitdsbol indulhasson ki beszélgetésiik.
Ha ez a kérés teljesiil, ez azt is jelenti, hogy a kiindulo pontban a vitatkozok
megegyeztek. Az ily moédon vélasztott kiindulo tétel lesz a ,feltevésiik” (fa6-
Jeorc). Néha azt a koriilményt, hogy a vitatkozok — az egyik kérésére —
valamilyen kiindulo tételben csakugyan megegyeztek, még azzal is kifejezésre
juttatjak, hogy az ily modon valasztott kezddtételt owoldéynua-nak nevezik;™
»,homologéma’ az, amiben mind a ketten megegyeztek.

Az ,aitéma” tehat olyan kiinduié tétele valamely dialektikus vitanak,
amelynek elfogadasat az egyik partner a masiktdl kérte, kovetelte. Ebben a
vonatkozédsban az ,,aitéma” szo szinonimaja olyan dialektikus kifejezéseknek,
mint ,,hypothesis” vagy ,,homologéma”. A

Ha azonban kozelebbrdl vizsgdljuk a gorog dialektika terminologiajat,
mindjart figyelmesek lesziink egy lényeges kiilonbségre is: mintha az ,,aitéma”
terminus mégsem pontosan azt jelentené, mint két megnevezett szinonimija,
kiilonosen pedig a ,,homologéma” sz6! Az a korilmény ugyanis, hogy az
waitéma” esetében csak azt hangsilyozzdk: az egyik fél , kovetelésérol” van
sz9, de nem emelik ki egyszersmind azt is: vajon a madsik fél hozzdjdrult-e
ehhez a , koveteléshez”’? — mintha arra mutatna: talan az ,,aitéma” terminus
éppen az ilyen egyoldali dialektikus ,kovetelésnek” volt a neve? Hiszen —

@ K. v. Frrrz, i. m. 20.

%0 Vo, ,,Phaidon” 100.B vagy Aristor. Phys. Z 9. 239 b 30.
*1 Menén” 86 E 3.

82 VO. PrLaton, ,, Theaitétos” 155 A—B vagy Resp. IV 437 A.
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mint mar emlitettem — a mdésik terminus, a ,,homologéma” sz6 éppen azt
hangsulyozza, hogy az ilyen esetben ,,megegyezésre” jutottak, azaz a mdsik
fél is hozzajarult az egyiknek a ,kéréséhez”, ,koveteléséhez”. — Ez az ,ai-
téma” szora vonatkezd sejtésem onként adoédik mar a két terminusnak —
,,homologéma” és ,aitéma” — egyszerii Osszehasonlitasabol is. Szerencsére
azonban ebben az esetben nem kell megallnunk a puszta sejtésnél. Forrasunk,
ProkLos félreérthetetleniil meg is mondja, hogy csakugyan igy kell érteniink
az ,aitémat”. O ugyanis ARISTOTELESre (vo. Anal. post. I 10, 76 b 27—34)
hivatkozva ezt irja: ,,Ha pedig az allitds — amelybdl ti. valamely dialektikus
vita alkalmaval ki akarunk indulni — valamilyen ismeretlen tétel, de a fel-
tevés mégis megtorténik jollehet a tanulé (azaz a beszélgetés masik részt-
vevdje) nem jdrul hozzd, akkor ,,aitéma”-rol beszéliink.®

Az ,aitéma” tehat a vitdnak olyan kiindulo tételét jelsli, amelynek el-
fogadasat az egyik fél ugyan ,kéri” vagy ,koveteli”, de amelyhez a masik
fél nem okvetleniil jdrul hozzd. — Latni fogjuk majd késobb, hogy az ,,ai-
téma” szonak mint a dialektika terminus technicusidnak ez a jelentése meny-
nyiben alkalmazhat6 az euklidészi posztulatumokra. Egyelére azonban beér-
hetjiikk azzal a megallapitassal, hogy az euklidész-ufdni gorog matematika
egyszeriten csak szinonimaja volt a ,hypotithesthai” (Prozistradar), illetbleg
»hypothesis” kifejezéseknek.™

2. Az ,AXIOMA” SZO JELENTESE

Ha meg akarjuk &llapitani az ,,axioma” (¢&iwua) szénak mint matema-
tikai terminusnak eredeti pontos - jelentését, akkor mindenekel6tt a kovetkezd
fontos koriilményt kell figyelembe venniink:

Azok az ismert Okori kisérletek, amelyek a matematikai ,,axioma” I[é-
nyegét vagy nevét akarjak megvilagitani, kétségteleniil mind ARISTOTELES
hatdsa alatt dllanak.

BoOségesen igazolhaté ez az utébbi allitds akar ProkLOS Euklidés-kom-
mentarjabol is. Egy alkalommal pl. azt olvassuk.nala: , Egyesek pontosabban
elhataroljdk az axiomdt a kijelent allitastol, és ezzel a szdval a kozvetleniil,
onmagaban is meggy06z6 és vildgos tételt (wiy dussor zai adréniorov ¢'évdg-
vear aoéraar) jelolik; igy értik ezt a kifejezést ARISTOTELES és a matema-
tikusok, mert szerintiik axioma és kozds képzet (,,ennoia koiné”, #vwoia xorry)
egy €s ugyanaz.”® — Egy masik alkalommal viszont — ugyancsak ARISTO-

%3 Proclus 76, 17 kk. .
# V6. pl. Archimedis Opera (J. L. Hesera) Il 124; K. v. Fritz, i. m. 57.
%5 Proclus 194, 4 kk.
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TELESre hivatkozva — ezt irja PROKLOS: az ,,axidma nem Dbizonyithato, de
mindenki elfogadja az ilyen aliitast lelki alkatdnal fogva, mégha egyesek vi-
tatkozo kedviikben kétségbe is vonjak az ilyent.”®

Az a gondolat tehat, hogy a matematikai ,,axioma’” kozvetleniil, 6nma-
gaban is meggy6z0 és vilagos tétel — és hogy az ilyesmit csak az dncélu
vita kedvéért szoktdk egyesek kétségbevonni — ARISTOTELEStOl szarmazik. Ez
az utobbi, két gondolatjel kozott kiemelt allitis — amely egyébként tavolrol
sem allja meg a helyét — messzemenden befolyasolta magénak a terminusnak,
az ,,axioma’’ szonak a megértését is. Vildgosan kitiinik ez azokbol a szavak-
bol, amelyekkel PROKLOS elkezdi az euklidészi axiomdakra vonatkozo magya-
razatat; 6 ugyanis el6bb sz6 szerint idézi azt az 6t euklidészi axiomat, amelyet 6
is hitelesnek tart, majd igy folytatja: radr’ éoti 7¢ xare ndviag @vanédente
xalodusva cklihuare, zadéoor Tmo ndviwy ofrwe e dlodrar xai diau-
qropnrel xai meog vadra ovdeic” Magyarra ezt az idézetet valahogy igy for-
dithatnank: ,,Ezek az un. bizonyithatatlan axiomak; axiomdk pedig azért,
- mert mindenki igaznak tartja ¢ket, és nem is kételkedik benniik érvényessé-
giiket illet6en senki.”® — Ez a forditdsi kisérlet, persze, joval bdébeszédiibb
mint az eredeti, és tavolrol sem érzékelteti PROKLOS magyarizatanak szo-
jatékszerii tomorségét. PROKLOS ugyanis magat az ,axioma” szot is meg
akarja magyarazni azzal, hogy utal a név etymonjara, az ¢<iéw igére, illetdleg
ennek az igének egyik jelentésére: ,jigaznak tart” (ofirws &yerv diéw).

Nem kétséges, hogy PROKLOS magyardzata — legaldbb elvben — helyes.
Az ,axioma” fénév csakugyan az <&édw ige szdrmazéka; ha tehat meg akarjuk
érteni a foénév pontos jelentését, az ige jelentésébdl kell kiindulnunk. — De
vajon ezt tette-e PROKLOS? — Nyilvanvald, hogy nem, mint ahogy ez éppen
az elébbi idézetbdl kétségteleniil megallapithato. Ahelyett ugyanis, hogy elfo-
gulatlanul keresfe volna a vizsgalt sz0 eredeti jelentését, ragaszkodott elbre
megfogalmazott naiv és téves elképzeléséhez, és csak ezt akarta igazolni,
amikor az ,axidma” sz6 allitélagos etymonjara, az &dw ige idézett jelenté-
sére (,,igaznak tart”) hivatkozott.” Az a naiv és téves elképzelés pedig, amely-
hez PROKLOS ezittal is ragaszkodott, nem egyéb, mint a mdr elébb is emlitett
arisztotelészi gondolat: a matematikai ,,axioma” érvényességét senki komolyan
. kétségbe nem vonhatja; ha egyesek mégis kétségbevonjdk az ilyen matema-
tikai axiomdkat, akkor ez csak az értelmetlen és oncélu vitatkozas kedvéért
torténik. Ezt a gondolatot képviselte PROKLOS etymoldgidja, ezért szarmaztatta
az ,axioma’ fbénevet az dfidw =, igaznak tart” igébol.

% Uo. 182, 17 kk.

87 Uo. 193, 15—17.

8 Vo. P. L. Scuoneerger forditdsaval: ,,Proklus Diadochus, Euklid-Kommentar” (her-

ausg. von M. Steck, Halle-Saale 1945) 302.
8 Az igének ehhez a jelentéséhez lasd a Pape-szotirban (1849) felsorolt helyeket.
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De ARISTOTELESnek a matematikai axiomakrol alkotott féves eigondolasa
nemcsak az antik theorétikusokat vezette félre; ugyanilyen karosan befo-
lydsolja ez még ma is a matematika torténetirdit. A kozelmultban pl. az
egyik jol ismert kutatd, K. v. FRITZ” lényegében ugyanugy magyardzta az
»axioma” terminust, mint PROKLOS az i. sz. V. szdzadban. A kiilonbség szinte
csak annyi, hogy a modern kutaté az «¢&wdw igének egy valamivel régebbi
jelentésére hivatkozott (,einschitzen”, ,fiir wiirdig halten”), s ebbdl akarta
levezetni az ,,axioma’” terminusnak azt a matematikai értelmét, amelyet hall-
gatélagosan © is éppen olyan ,kozismertnek”, ,természetesnek” vett, mint
annak idején PROKLOS. '

Ezzel az ARISTOTELES Ofa hagyomanyossa és altalanossa lett szomagya-
razattal szemben a kovetkezd silyos kifogdsok tdmaszthatok:

1. Mint konnyen kimutathato, az ,,axiéma” szo mint terminus technicus
éppenigy a dialektikdbol keriilt 4 a matematikusok szaknyelvébe, mint a
»hypothesis”, ,,horos”, ,aitéma” stb. kifejezések. Ezért félrevezeté olyan ety-
mologiai ,,magyarazatot” keresni e sz0 jelentésére, amely a legjobb esetben
is csak e terminus allitdlagos matematikai értelmét vildgithatnd meg. Ha e
terminus eredeti matematikai értelmét keressiik, abbdl kell kiindulnunk: mi-
lyen értelemben hasznéltdk ugyanezt a kifejezést a dialektikdban, mert valo-
szinil, hogy eredetileg a matematikdban is ugyanaz lehetett az érteime. Mar-
pedig bizonyos, hogy ennek a terminusnak a dialektikdban sohasem volt az
az értelme, amelyet ARISTOTELES dfa is csak a matematikdban tulajdonitot-
tak neki.

2. Megvannak a nyomai annak is, hogy e szénak eredetileg a matema-
tikan beliil sem volt az az értelme, amelyet PROKLOS tulajdonit neki. Kimu-
tathatd, hogy az ,,axiéma” terminusnak ProkLosnal is olvashato uj értelme-
zése csak ARISTOTELES nyoman lett altalanossa.

E fejezetben — éppenugy, mint az eldbb az ,,aitéma” esetében — egye-
16re csak a szo jelentését magyardzzuk meg. Az euklidészi ,axiomak” rész-
letesebb tdrgyalasara késobb tériink majd vissza.

Valéjdban egyaltaldn nem nehéz megallapitani: mit jelentett az ,,axiéma’
sz0 a dialektika terminoldgidjaban? K. v. FriTz pl. legutébb ezt irta errdl
mar el6bb is emlitett doigozatdban: ,,ARISTOTELES gyakran haszndlja az ,axi-
oma” szot egyszeriien feltevés, vélemény vagy tantétel (Annahme, Meinung,
Lehrstiick) értelemben is. A szonak ez a jelentése konnyen érthetd az ige
aristotelés-elotti jelentésfejlodésébdl.”” — Ezt a megallapitast minden tovabbi
nélkiil magunkéva tehetjiik. De még tovdbb vezet benniinket K. v. FRiTZnek

W K. v. Fritz, i. m. 29 kk.
7 Uo. 35.
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egy masik, ugyancsak helyes megijegyzése: , ARISTOTELES a Topikdban a dia-
lektikus kérdés-felelet jaték jellemzése sordn az «fiovr igét gyakran arra a
tételre vonatkoztatva hasznalja, amelyr6l a kérdez6 azt reméli, hogy ezt a
felelé is elfogadja. Ha az elfogadas bekovetkezik, akkor ezt a mdévar igével
jelolik (vo. pl. 155 b 30 kk.; 159 a 14 kk et passim). Ha az d&wodv-ra a
ndévar kovetkezik, mehet tovabb a dialektikus kovetkeztetés.”” Nagy egé-
szében még ezzel a jellemzéssel is egyetérthetiink.

A baj inkabb ott van, hogy K. v. FRiTZ nem érti magat az coiv igét
abban az 0sszefiiggésben, amelyet e legutébbi két idézetben nagyjabol he-
lyesen jellemzett. Ahelyett ugyanis, hogy ennek az igének ,eredeti” jelenté-
sére hivatkoznank (,,einschatzen, fiir wiirdig halten”), okosabb lesz el6ven-
niink barmelyik megbizhatdbb gorog szotart (pl. Papet), s mindjart kideriil
belble, hogy van ennek a szonak olyan kozismert jelentése is, mint: , kérni,
kivanni, kovetelni” (bitten, verlangen, fordern).”® Az ¢éider igének ez az utobbi
lelentése az V. és IV. szazadban annyira altalanos volt, hogy ezt igazaban még bi-
zonyitani sem kell. Inkabb csak példaképpen idézem a kovetkez6 két Platon-
helyet: Resp. IIl 406 D: nao t00 iareod ¢doucxor c&otr ,az orvostol
orvossagot kérni”; Apol. 19 D: a&ibw Tude aliijlovs diddoxey | kérlek ben-
neteket, vilagositsatok fol egymast”. — Nyilvanvald, hogy éppen ezt jelenti
az ¢&dw ige azokon az Aristotelés-helyeken is, amelyekre K. v. FRITZ az
elébbi idézetben hivatkozott: a beszéigetés egyik résztvevéje (a ,kérdezd”)
azt kéri a masiktol (a ,.felel6tol”’), hogy valamilyen tételt kozosen elfogadja-
nak. Ha pedig a mésik hozzdjarui ehhez a kéréshez, akkor ezt éppen azért
jelothetik a 7idérar igével, mert ett6l kezdve a kért (kivetelt) tétel lesz a be-
szélgetés , hypothesise”.

Kézenfekv®, hogy eredetileg az ,,axiéma” fonév sem jelentett egyebet a
dialektika terminologidjaban, mint éppen ,kovetelést’” vagy ,,kovetelményt”.
Megvolt ennek a szénak ugyanez a jelentése a dialektikan kiviil is. SOPHOKLES
pl. ,axidma”-nak mondta az istenck Aovefeléséf.” S6l ar ,,axioma” vagy
,axiosis” (@Eiworg) sz0 jelentett kérvényt, irasbeli folyamodvdnyt is.* — A sz6-
nak ebbdl az alapjelentésébdl konnyen levezethetd ennek a terminusnak egyéb
értelmi arnyalata is a dialektika terminoldgidjaban: ,,axioma” az az allitas,

92 Uo. 32. lap 32. jegyzet.

93 Nem Ohajtom kétségbevonni, hogy ennek az igének ,kérni, kovetelni” jelentése
csakugyan kifejlédhetett a K. v, Fritz altal hangstilyozott ,,8sjelentésbhdl” (,,fiir wiirdig hal-
ten”). De mégis félreértésre adhat alkalmat, ha ezt a pozitiv értelmi ,,6sjelentést” a sz0
tovabbi jelentésfejlddésében is hangsiilyozzuk. Mert ez az ige kimutathatéan nagyon sok-
szor éppen a ,hamis kovetelést”, ill. hamis feltevést” jeldlte, pl. Her. 6, 87; Plat.,, ,,Me-
nexenos” 239 stb.

% QOidipus Col. 1451.

% Lasd a Pape-szotarban felsorolt helvcket.
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amelynek elfogaddsat az egyik beszélgetd kéri, kiveteli — éppen gy, mint
az eldbb targyalt ,aitéma” —, ezért ,,axidma” az dllitds feltevés, vélemény,
tantétel is.

Nyomatékosan hangsiilyozom, hogy a régebbi, aristotelés-el6tti szOhasz-
nalat szerint nem volt ennek a kifejezésnek olyan jelentésarnyalata, mintha az
,,axioma”-nak nevezett , kovetelés’’ vagy ,kovetelmény” konnyen (teljesithetd
lett volna, mintha ,axioma” a ,hitelt érdemi6” vagy a ,természetszeriien
igaznak fartott” feltevés voina. Nem, éppen ellenkezbleg! Az a benyomasunk
mintha ,axiéma” a dialektikdban — éppenugy mint az ,,aitéma” is — éppen
az a ,kovetelés” lett volna, amelyhez a masik partner nem okvetleniil jdrult
hozzd. Ezt latjuk pl. a kovetkezd Platon-idézetbol:* -

,,Hiszen tudod, hogy a matematikusok kinevetnék azt, aki az egyet fel
akarna osztani, és semmiképpen sem jarulnanak hozza kisérletéhez. Mert ha
te az egyet osztani akarnad, 6k inkabb megsokszoroznak ugyanazt, mert min-
denképpen el akarnak keriilni, hogy az, ami egy, ne egy, hanem sok legyen,
— S ha aztdn valaki megkérdezné téliik: Ugyan miféle szdmokrol beszéltek,
ti kilonos emberek? Hat hol van olyan egy, amilyennek ti kdvefelitek (neoi
a0lwr Aordudw diaiéyeotre, v oig 0 &v ofov tuele dkiodre fory)¥ Valami on-
magdban teljesen egyforma, kiilonbség nélkiili, amelynek részei sincsenek?
— Vajon mit felelnének erre a kérdésre? — Nemde azt, hogy 06k a csak
gondolatban létez6 szamokrol beszélnek, azokrdl, amelyek masképp, mint gon-
dolati tuton meg se kozelithetok.”

Latjuk tehat, hogy a matematikusok altal ,kovetelt’” (posztulalt) ,,egy”
fogalom valami olyasmi, amit a koznapi gondolkozds nem egykdnnyen tesz
magaéva. Az afisw szénak ez az itt idézett platdni hasznalata is arra mutat,
hogy az ,,axiéma’” eredetileg aligha volt valami ,6nmagaban is evidens”,
,mindenki altal természetesnek tartott kovetelés, allitas”.

Az ,axidéma” sz6 tehat, mint a gorog dialektika terminusa, pontosan
ugyanazt jelentette, mint szinonimdja, az ,,aitéma” kifejezés. A dialektika ter-
minologidja szerint egyaitalan semmi kiilonbség sincs olyan kifejezések kozott,
mint ditéw, dirnue egyfeldl és dlww cEioua masfelol.

Ugyanez a megallapitds érvényes az antik matematikdra is — feltéve,
hogy egyel6re nem vessziik figyelembe magat EUKLIDESt €s a_hozzd kapcso-
16dd antik tudomanyos irodalmat. Az ,axioma” sz6 a matematikusoknal is
pontos szinonimaja az ,,aitéma” kifejezésnek. Ezt nemcsak az egyes matema-
tikusok szohasznalatabol allapithatjuk meg — kiilondsen pl. ARCHIMEDESEDSI,
akinél a ,hypothesis”, ,,hypokeimenon” (dmozeiyevon), ,aitéma”, ,,axiéma”,
»lambanomenon” (laufardusvor) stb. szavak azonos jelentésii szinonimdk®

“ Resp. VI 526.
Vo, K.ov. Fritz, i. m. 57.
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—, hanem ugyanezt hangstlyozza maga PROKLOS is. PROKLOS ugyanis egy
alkalommal — miutdn idézett egy példat arra, hogy ARCHIMEDES az aitéw
terminust egy olyan esetben is haszndlja, amikor 6, PROKLOS maga, inkdbb
»axiomat” mondana — félreérthetetleniil leszogezi: ,,Mdsok ugyan a mate-
matika minden kiinduld tételét axiomdnak nevezik, mint ahogy a levezetett
tételekre is egységesen a thedréma nevet alkalmazzdk.”*

Osszefoglalva két legutobbi fejezetiinket, megallapithatjuk tehat:
mint az ,aitéma” kifejezés; mind a két terminus a dialogus egyik résztvevé-
jének olyan kdvefelését (feltevését, dilitdsdt) jeldlte, amelyhez a masik fél nem
okvetleniil jarult hozza.

2. Amiképpen a dialektikdban, ugyanigy a matematikdban is szinoni-
méaja volt az ,,axiéma” sz6 az ,,aitéma” terminusnak. Ez az utébbi allitdsunk
természetesen csak akkor érvényes, ha eltekintiink maganak EUKLIDESnek a
miivétél és az ehhez kapcsolodd antik tudomanyos irodalomtél. (Hiszen
EUKLIDESNE]l ez a két terminus két kiilonalld principium-csoportot jelol, amely
két csoportot nemcsak egymashoz viszonyitva kiilonboztettek meg, hanem
ugyanakkor elvalasztottak Oket a definicioktol is!) Azonkivill ugy latszik, ez
a két terminus — ,,aitéma’” és ,,axioma’” — az euklidész-utdni matematikaban
mdr nem is volt olyan korldtozo értelmii, mint a dialektikaban. Nincs nyoma
annak, hogy az ,aitéma” vagy ,,axiéma” terminus még az euklidész-ufdni
matematikdban is olyan be-nem-bizonyitott allitast jelolt volna, amelyet meg-
kiilonboztettek a ,homologéma”-tol, vagy ,,hypothesis”-t6l. A késébbi mate-
matika nem tett mar kiilonbséget ,hypothesis” és ,aitéma” vagy ,axiéma”
kozott.

Az eddigiekben természetesen a két osszehasonlitott terminusnak — az
»aitéma”-nak és ,axioma”’-nak — még csak a szdjelentését magyaraztuk meg.
A tovabbiakban meg kell majd vizsgdlnunk azt is: mennyiben érvényes mindaz,
amit e két szordl elmondtunk, az euklidészi posztulatumokra és axidmakra.
El6bb azonban attekintjiik még a kovetkezd fejezetben azokat a legfontosabb
Okori magyarazd kisérleteket, amelyek megprobaltak fényt deriteni az eukli-
dészi posztuldtumok és axidmak kiilonbségére.

3. ANTIK MAGYARAZO KISERLETEK

Bocsassuk eldre, hogy a kitliné dkori kommentator, PROKLOS, bar tébb
izben megprobél fényt deriteni arra a kérdésre, hogy valéjadban mi is hat a
kiilonbség az euklidészi posztuldtumok (,,aitémata”) és axiomak kozott, még-
sem ad igazan megnyugtatd, torténeti jellegli magyardzatot erre a probié-

98 Proclus 181, 20 kk.
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mara, jollehet kisérletei — tobb szempontbol — figyelemre méltdéak és tanul-
sagosak. Az alabbiakban roviden ismertetem PROKLOS hdrom magyarazo
kisérletét.

1. ProKLOS egyik, latszolag nagyon taldlé megkiilonboztetése azt allitja,
hogy az euklidészi posztuldtumok csak a geometridra vonatkoznak, az axidmdk
viszont minden mennyiséggel foglalkozé tudomdanyban érvényesek.” — Nyil-
vanvald, hogy e megkiilonboztetés egyik része feltétleniil helytallo: EUKLIDES
posztuldtumai mind geometriai jellegiiek. Viszont az el6bbi allitas masik része
— hogy ti. az euklidészi axidmdk minden mennyiséggel foglalkozd tudo-
manyban érvényesek — mar tobb szempontbol kifogasolhaté. El8szor is:
van az euklidészi axidmdk kozott kéf olyan tétel, amelyekrél azonnal meg-
allapithato, hogy ezek tisztdra geometriai jellegiiek; a 7. ,koiné ennoia” ti.
igy hangzik: ,,az egymdsra ill6k (azaz: a kongruens idomok) egyenidk egymds
kozott’; a 9. viszont: ,két egyenes nem zdr be feliiletet”. Ennek a két tételnek
csak a geometridban van értelme. Ha tehat mégis el akarnank fogadni az
eldbbi magyarazatot az euklidészi posztuldtumok és axiomdk kiilonbségérol,
kénytelenek volndnk figyelmen kiviil hagyni ezt a két idézett ,,koiné ennoid”-t;
ebben az esetben ugyanis a tobbi euklidészi ,,axioma” mind olyan tétel, hogy
csakugyan elmondhat6 rola: nemcsak a geometridban, hanem minden meny-
nyiséggel foglalkozé tudomanyban egyforman érvényes.

Van azonban az elébbi magyarazatnak egy masik gyongéje is. Feltéve
ugyanis, hogy hajlandok volnank figyelmen kiviil hagyni azt a két idézett
axiémét, amelyre az el6bbi megkiilonboztetés sehogy se alkalmazhato, és fel-
téve, hogy valéban abban latndnk az EUKLIDESnél olvashato ,,aitémak” és
,»axiomak” kiilonbségét, hogy az el6bbiek csak a geometridra vonatkoznak,
az utobbiak, az ,axidomak” viszont — mint egyenlOségi tételek — jdval al-
talanosabb jellegiiek, minden mennyiséggel foglalkozé tudomanyban egyforman
érvényesek, azonnal f6lmeriil benniink egy masik, még sulyosabb kétely.
Kérdés ti.: miért sorolja fel EUKLIDES eldbb a specidlisan geometriai jellegii
»aitéma”-kat és csak ezek wtdn a joval altalanosabb jellegii ,,axioma’”-kat, ha
csakugyan 6 is abban latja ¢ két principium-miifaj kiilonbségét, amiben
PROKLOS el6bb idézett magyardzata? Az euklidészi sorrend aligha tdmogatja
az ismertetett magyardzatot. — Kérdés az is: vajon csakugyan figyelemmel
voltak-e mar akkor is, amikor az euklidészi ,,axioma’-kat eldszor megfogal-
maztak, arra, hogy e tételek nagy része nemcsak a geometridra, hanem pl.
az aritmetikdra is érvényes: Az EUKLIDESnél olvashato aritmetikai tételek
ugyanis bizonyitdsi résziikben sohasem hivatkoznak egyenldségi axiomara.
Természetesen nagyon jol tudjuk, hogy ma mar elképzelhetetlen az aritme-

® Uo. 182, 6 kk., vo. 58, 7 kk.
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tika egyenloségi tételek nélkiil; s6t a modern tudomdanynak olyan egyenl6ségi
tételeket is ki kellett mondania, amelyeket EUKLIDES maga sohasem fogalma-
zott meg, pl. az egyenldség reflexivitdsdt és szimmefridjdt. De semmi bizo-
nyitékunk sincs arra, hogy EUKLIDES egyenlOségi tételeit az aritmetikaban is
haszndlni akarta volna. Inkdbb az lehet a benyomdsunk, mintha EUKLIDES
»aXioma’-it csak a geometridra értené.’™ :

Ugy latszik tehat, PROKLOSnak ez az elsdként emlitett magyarazo kisér-
lete olyan id6kbdl szarmazhatik, amikor mar az dkoriak maguk sem voltak
egészen tisztaban azzal: voltaképpen miért is kilonbozteti meg EUKLIDES az
»aitéma’’-t az ,axiéma’’-t61?

' 2. Egy masik alkalommal PROKLOS azt allitja, hogy tulajdonképpen
haromféle ,,axidma” van: 1. aritmetikai, 2. geometriai és 3. olyan ,axioma”,
amely egyforman érvényes mind a két tudomdnyagban.™ Mind a harom féle
axiomat azonnal illusztrdlja is egy-egy példaval; az ,aritmetikai axidmdra”
peéldaja a kovetkez6 tétel: ,az egység osztdja minden szdmnak”. — Nem
szitkséges részletesebben foglalkoznunk ezzel a Proklos-hellyel, mert amigyis
megallapithatd mar az elsé pillantasra, hogy ennek az eszmefuttatdsnak egyal-
talan semmi koze sincs EUKLIDES szovegének torténeti interpretacidjahoz.
PrROKLOS példaja az ,aritmetikai axidmara” olyan tétel, amely EUKLIDESnél
egyaltalan sehol sem szerepel. (Magatdl értetédd aritmetikai dllitds ez, amely
€o ipso kovetkezik a ,,szdm”-nak euklidészi meghatarozasabdl: ,,Elemek” VI
def. 2.: ,,a szdm egységekbol Osszetett halmaz”.) ,,Axioma’-nak PROKLOS ezt
csak azért nevezte el, hogy egydltaldn legyen valami érteime harmas beosz-
tasu ,,rendszerének”. Par sorral aldbb bemutatja, hogy ugyanez a ,,hdrmas be-
osztds” alkalmazhatd az ,,aitémak”-ra is. Ezzel azonban teljesen fol is for-
gatja azt a rendszert, amely szerint EUKLIDES miive csoportositja a principiu-
mokat; a prokloszi harmas beosztdsu axiomak kozott lesznek bodségesen eukli-
dészi ,,aitémak” is, és megforditva ugyanugy. Ennek az ,,ad ‘hoc” megkisé-

7
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relt rendszerezésiek €ppoly kevés koOze van maganak EUKLIDESnek a szove-
gehez, mintahogy ARISTOTELESnek a matematikai principiumokrol adott ma-
gyardzatai is ‘csak részben alkalmazhaték az , Elemek’”-re *

3. Tobb figyelmet érdemel az utdbbindl PrROKLOSnak egy harmadik ma-
gyarazo kisérlete. Két alkalommal ugyanis'® az eukiidészi ,,aitémak” és ,axio-

10 O, Becker irja (Grundlagen der Math, 90): ,,Diese Sitze (az euklidészi axiomak)
sind ganz allgemein ausgesprochen, beziehen sich aber wohl zundchst nur auf Raum-
grissen, wie Strecken, Winkel, Flichen und dgl. Darauf scheint wenigstens Axiom 7 hin-
zuweisen.”

m Proclus 184, 11 kk.

12 Lasd a Fiiggeléket. .

18 Proclus 178, 12 kk., részletesebben: 181, 5 kk. V6. A, Frenkian, Le postulat chez
Euclide etc. 19, 1.



A MATEMATIKA ALAPJAINAK EUKLIDESZI TERMINUSAIL 11 i1

mak” kiilonbségét Osszehasonlitja a féfelek (,,thedrémdak”, dewpijuara) és fel-
adatok (,,problémdk”, noogluara) kiilonbségével oly modon, hogy az ,aité-
ma”-kat a feladatokkal, az ,,axidma’-kat pedig a tételekkel allitja parhu-
zamba. E két hély koziil a részletesebb magyar forditasban igy hangzik: ,az
aitéma az elé a feladat elé allit benniinket, hogy valamely accidens bemuta-
tasdhoz szerkessziink, konstrudljunk valamit, ami konnyen és egyszeriien szer-
keszthetd; az axioma viszont [az elé a feladat elé allit benniinket], hogy ne-
vezzlink meg valamely lényeges accidenst, amely a hallgato szdmara minden
tovabbi nélkiil ismeretes, mint pl. az, hogy a tiiz meleg, vagy valamilyen mas
nagyon vilagos igazsdg, amely igazsagot ha valaki kétségbevon, vagy azt
mondjuk ra, hogy nincs jézan esze, vagy azt, hogy fenyitést érdemelne.”

Mindenekel6tt allapitsuk meg, hogy a posztulatumoknak a feladatokkal
és az axiomaknak a tételekkel val6 parhuzamba d&llitdsa csak bizonyos meg-
szoritdsokkal talalo. Mint idézetiinkb6l is lathatd, PROKLOS az ,,aitéma’’-t nem
altaldban a feladattal (n1o63inuc), hanem csak a konstrukcios feladattal akarja
osszehasonlitani. (Erdemes lesz egyszersmind leszogezniink azt is, hogy a
gorog matematikai terminoldgia nemcsak a konstrukciés feladatot, hanem a
bizonyitdsi feladatot is npoginua-nak nevezte. Vannak ilyen bizonyitasi fel-
adatok EUKLIDES szovegében is, pl. Elem. X. App. 27. ed. H., és természe-
tesen barmely tétel is megfogalmazhato bizonyitasi feladat formajaban.) —
Ahhoz azonban, hogy PROKLOS Osszehasonlitdsa érvényes legyen, nem elég a
»feladat” terminust ,konstrukcios feladat”’-nak érteniink; a posztulatumok koziil
is csak az elsd haromra szabad gondolnunk, mert csak ezek igazi konstruk-
cids posztuldtumok. — Latni fogjuk majd késébb, hogy az ,aitéma” princi-
pium-miifajnak a konstrukcics feladatokkal valo Osszehasonlitdsa csakugyan
olyan szempont, amely a torténeti kutatdst is helyes nyomra vezetheti. Ennek
ellenére azonban PRoOkLOsnak ez a harmadik magyardzata sem helytallo teljes
egészében. Hiszen az ,,axiéma’ sz6ér6l kideritettiik mar, hogy ez a terminus
eredetileg semmi esetre sem jel6lhetett ,,magatdl értet6d6, természetes igaz-
sagot”, marpedig PROKLOS legutobbi idézete éppen azt hangstlyozza, hogy
EUKLIDES axiémait épesz(i ember nem vonhatja kétségbe, az ilyesmit csak az
értelmetlen, oncélu vita kedvéért szoktak egyesek kétségbevonni.

Ha marmost attekintjilk a feisorolt magyardzo kisérleteket, be kell Ilat-
nunk, hogy ezek koziil egyik sem megnyugtatd. Nyilvanvald, hogy ezek a
kisérletek olyan idoben keletkeztek, amikor mar nem értették EUKLIDES prin-
cipium-felsorolasi rendszerét. Ezért aztan hol olyan rendszerekkel kisérleteztek,
amelyeknek egyaltaldn semmi koziik sincs EUKLIDEShez — ilyen pl. a 2.
pontban emlitett magyarazo kisérlet —, hol meg gondos megfigyeléssel igye-
keztek megdllapitani: mi lehet a kiilonbség ,aitéma” és ,axioma” kozott;
erre az utdbbira példa az emlitett 1. és 3. ,,magyardzat”. Csakugyan, ez az
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alapos megfigyelés részben lényeges kiilonbségeket is észrevett, illetbleg tett
egy-egy talalo megadllapitast kiilonosen az ,aitéma”-kra; ilyen pl. az, hogy
az 1. magyardzat megéllapitja: az ,aitémak” mind geometriai jellegii tételek;
ugyanigy nyomravezeté a 3. kisérletbdl is az az allitas, hogy a posztulatu-
moknak — legalabbis egy része valamiképpen a geometriai konstrukcidval
fiigg Ossze. — Teljes egészében azonban egyik magyardzat sem fogadhato el.
A torténeti kutatds nem 4allhat meg ezeknél a kisérleteknél, mas eszkozokkel
kell tisztaznia az euklidészi ,,aitémak” és ,,axiomak” problémajat.

4. Az EUKLIDESZI ,,AITEMAK” PROBLEMAJA

A koOvetkezOkben arra a kérdésre keresek vdalaszt: mennyiben vilagitja
meg az ,aitéma” terminus szdjelentésére adott magyarazatunk (,,aitéma”’ =—=
=-,0lyan kovetelés, feltevés, allitds, amelyhez a madsik fél nem okvetleniil
jarul hozzad’’) az euklidészi posztuldtumok eredetét? — Hogy e kérdésre fe-
lelhessiink, meg kell elébb ismerkedniink az 6t euklidészi posztulatum torté-
neti problémdjaval. E posztulatumok igy hangzanak:

,, Koveteltessék,

hogy barmely pontbdl barmely mas ponthoz egyenest hizhassunk,

hogy barmely egyenes szakaszt folytatdlagosan meghosszabbithassunk,

hogy barmilyen kozéppontbol barmilyen sugarral kort rajzolhassunk,

. hogy minden derékszog egyenld legyen egymassal,

. és hogy, ha valamely egyenessel metsziink két masik egyenest oly
modon, hogy a belill és a metsz§ egyenesnek ugyanazon az oldalan
fekvd szogek Osszege kisebb, mint két derékszog, akkor a két egyenes
végtelen meghosszabbitasanak metszéspontja a harmadik metszd egye-
nesnek azon az oldalan legyen, amelyen a két derékszognél kisebb
Osszegili szogek fekszenek.

LIRS

A torténeti irodalom ezeknek a posztulatumoknak az értelmét és jelen-
toségét — legalabbis H. G. ZEUTHEN egyik alapvetd munkdja ota™™ — elég
egységesen itéli meg. O. BECKER pl. legutobb ezt irta roluk: ,,A posztulatumok
feladata az, hogy biztositsék olyan geometriai alapformak matematikai egzisz-
tencidjat, amely alapformakbdl a tovabbi létezd geometriai idomok konstruktiv
uton felépithet6k; ilyen geometriai alapformdk az egyenesek, korok és met-
széspontjaik. A hires 5. posztulatum pl. a konvergdld egyenesek metszés-
pontjdnak létezését biztositja.””?*

4 H. G. Zeutuen, Die geom. Konstruktion als Existenzbeweis, Math. Ann. 47, 1896,
225—228; Geschichte der Math. im Altertum und Mittelalter, Kopenhagen 1896.
105 . Becker, Das math. Denken der Antike, Gottingen 1957, 19.
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De korantsem ilyen egységes mar a szakirodalom annak a masik kér-
désnek a megitélésében, hogy vajon milyen korbdl szarmaznak ezek a posz-
tulatumok? P. TANNERY pl. — kiindulva abbol a megfigyelésbdl, hogy ARISTO-
TELES a matematikai posztuldtumokat egyaltalan nem emliti, és hogy a szerint
a meghatarozas szerint, amelyet ARISTOTELES ad, az ,aitéma” még inkabb
csak a dialektika terminus technicusa lehet — ugy gondolta, hogy legalabbis
az els6 hdrom posztulatum magdtél EUKLIDEStS] szdrmazhatik.'® Ugyanakkor
TANNERY azt a masik elgondolasat, hogy a 4. és 5. posztuladtum nem szdr-
mazhatik EUKLIDEStO], elég meglepben azzal okolta meg, hogy ezek az utébbi
tétetek ,,nem is méltoak EukLIDEShez”.” — TH. HEATH viszont éppen a 4.
és 5. posztulatumot tulajdonitotta EukLIDESnek, bar elképzelhetébnek tartotta
azt is, hogy mind az 6t posztuldtum magatdl EUKLIDEStSl szarmazik.*® —
Ugy latszik tehat — bar az egyes posztuldtumok eredetét kiilonbozoképpen
itélik meg — TANNERY Ota alakult ki az a ,,communis opinio”, hogy a geo-
metriai posztulatumok, vagy legaldbbis egy résziik, maganak EUKLIDESnek
koszonhetok. Ebben az értelemben irta J. E. HOFMANN is kis Osszefoglalo
munkdjaban: a posztuladtumok magdnak EUKLIDESnek Iényeges metodikai ki-
egészitései lehetnek.” — Csak a legutobbi id6kben jelentkeztek olyan torek-
vések, amelyek megprobaltak a posztulatumokat is az euklidész-eldfti idokre
datalni. K. v. FriTz pl. azt allitotta — hivatkozvan PRrROKLOS egyik megjegy-
zésére (Procl. p. 179) —, hogy EUKLIDES elsd harom konstrukcids posztula-
tuma PLATON tanitvanyatél, SPEUSIPPOStO] szarmaznék.'® Béar e gondolat —
mint masok is megjegyezték mar'"' — elhamarkodott, semmivel sem igazol-
haté feltevés, mégis figyelemre mélté a tendencia maga.

Az utobbi iddben ugyanis egyre tobb olyan kisérlettel talalkozunk, amely
az euklidészi posztulatumok el6zményeit kutatja. O. BECKERnek sikeriilt is
legutébb — rendkiviil plauzibilis formdban — rekonstrudlnia az euklidészi
5. és ezzel egyiitt a 4. posztulatumnak is feltehetd ,eredeti formdjat”."* Ez a
rekonstrukcio ugyan énmagaban még egydltaldin nem bizonyiték arra, hogy
csakugyan voltak posztulatumok mdr az EUKLIDESt megel6z6 korban is; de
természetesen egy ilyen kisérletnek csak akkor van értelme, ha feltessziik,
hogy nem EUKLIDES teremtette meg az ,aitéma” nevii principium-miifajt. —

106 P, TanNErY, Mém. Scient. 11 48—63.

107 V§: A. Frenkian, i m. 15 és C. Thaer, Antike Mathematik 1906—1930 (Jahres-
ber, iiber die Fortschr. der klass. Altertumswiss. begr. von C. Bursian, herausg. von A.
THierrELDER, Jahrg. 1943 II Bd. 283—284) 22.

108 Tu, HeatH, A History of Greek Mathematics, Vol. I Oxford 1921 375.

103 J, E. Hormann, Gesch. d. Math., I. Teil, Samml. Goschen, Bd. 226, Berlin 1953 32.

110 K. v. Frrrz, i. m. 97.

1t V6. O. Becker, Archiv f. Begriffsgesch. IV 213.

12 Yo. 212—-218.
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Eppen ezen a ponton akarok belekapcsolddni az eddigi kutatasokba. A ké-
vetkez6kben mindenekel6tt tisztdzni akarom az ,aitéma” principium-miifaj
eredetét. E most kezd6d6 vizsgélat sordn nem fdrgyalom az 5. és 4. posztu-
latum kérdését, minthogy ez — mint mar mdésok is észrevették — kiilon
probléma. Figyelmiinket tehat az els6 harom konstrukcids posztulatumra dssz-
pontositjuk. Kérdés: melyik korbdl szarmazhatnak e posztuldtumok?

5. OINOPIDES KONSTRUKCIOI

A torténeti kutatds valdjaban mar régen megkdzelitette a helyes valaszt
egutdbbi kérdésiinkre. Tulajdonképpen nem is kell ezuttal egyebet tennem,
mint Osszedllitanom a régebbi kutatoknak néhdny erre vonatkozo megallapi-
tasat, s aztan levonom bel6liik a magatdl adodo kovetkeztetést.

O. BECKER ugyanis, miutdn — amint szavait fontebb idéztiik is — jel-
lemezte az euklidészi posztuldtumokat, hogy ti. ezek olyan geometriai alap-
formak létezését mondjak ki, amely alapformakbdl konstruktiv tton folépithetdk
-a tovabbi létezd idomok, ezt irja még:

A matematikai exisztencianak ez a konstrukcios felfogdsa még az V.
szazadbol, OINOPIDEStS] szdrmazik; 6 volt az, aki el6szor hajtott végre olyan
elemi konstrukciokat, mint pl. adott pontbol merbieges lebocsatdsat valamely
adott egyenesre, csak korzével és vonalzoval. Ugy latszik, a platéni iskolaban
mindeniitt, ahol csak tehettek, ragaszkodtak ezeknek a geometriai segeédesz-
kizoknek, a korzének és a vonalzénak a kizarélagossigahoz.” "

Rendkiviil fontos ez az utalas OINOPIDESre, ha az euklidészi posztula—
tumok eldzményeit kutatjuk. PROKLOS ugyanis Euklidés-kommentarjaban két-
szer is hivatkozik OINOPIDESre egy-egy geomctriai konstrukcioval kapcsolat-
ban. E hivatkozdsok annyira lényegesek szamunkra, hogy mind a két hely
forditasat idézem.

EukLIDES ,,Elemeiben’ az l. konyv 12. tétele (feladata) igy hangzik:
»Bocsdssunk valamely adoft végtelen egyenesre valamely adott rajta kiviil esé
pontbol merdlegest”” — Ehhez a tételhez fiizi PROKLOS a kovetkezd meg-
jegyzést:"* [ Ezt a problémat el6szor OINOPIDES kutatta, mivel hasznat Iatta
az asztrondmidban. A merdlegest 6 még régiesen gndmon szerinti vonalnak
hivia, mivel a ,,gndmdn” (a napéra mutatéja) derékszoget zar be a forizon-
nal.” — PROKLOS madasik OINOPIDESre vonatkozd megjegyzése az ,,Elemek”
I. konyve 23. tételéhez (feladatdhoz) kapcsolodik; e madsik tétel igy hangzik:
»Szerkessziink valamely adott egyenes adott pontjdba egy megadott egyenes-
vonalu sziggel egyenld sziget”” PROKLOS ehhez a kovetkezd megjegyzést

113 Q. Becker, Das math. Denken der Antike 19 k.
114 Proclus 283, 7 kk.
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fiizi: ,,Ez is olyan probléma, amelyre, EUDEMOS tanidsiga szerint, el6szor
OmNoPIDES bukkant rd.”™

Amint latjuk, mind a két probléma (feladat) annyira meglepéen egyszerti,
hogy az elsd pillantidsra nem is értjik, miért volt egyaltalan érdemes ezekkel
kapcsolatban megemliteni OINOPIDES nevét? Csakugyan olyan kezdetleges lett
volna még OINOPIDES kordban is, tehat i. e. 440 koriil, a geometria, hogy
még ilyen egyszerii szerkesztéseket se ismertek volna?" Ez bizony egydl-
talan nem valoszinti. Hiszen OINOPIDES csak alig valamivel idésebb kortarsa
lehetett annak a chiosi HiPPOKRATESnek, akinek rendkiviil magasfoku és fej-
lett geometriai tudasat mar jol ismerjiik."” Ugy latszik, masképp kell érte-
niink ProkLOsnak OINOPIDESre vonatkozd megjegyzését is.

TH. HEATHnek erre vonatkozo feltevéseit ,,harom” pontban foglalhatjuk
Ossze. Bar tulajdonképpen mind a harom pont csak egyetlenegy allitast tar-
talmaz harom kiilonboz6 megfogalmazdsban, mégis idézem oOket mind szer-
z06jiik szavai szerint:'®

1. OINOPIDES lehetett az els6, aki az emlitett feladatokat csak vonalzoval .
és korzovel oldotta meg;

2. bizonyéara ¢ volt az elsd, aki ezekre a feladatokra inkdbb elméleti,
mintsem gyakorlati megoldast talalt;

3. OINOPIDES jelentésége abban allhatott, hogy a mddszert elméleti szem-
pontbol tokéletesitette.

Véleményem szerint e feltevések nagyon valdsziniiek. Tulajdonképpen
csak az els6 ponthoz kell megjegyzést fiiznom. Hogyan értsiik azt az allitast,
hogy OINOPIDES lehetett az elso, aki az emlitett feladatokat csak korzdvel és
vonalzoval oldotta meg? Forrdsunk, PROKLOS egy szoval sem beszél vonal-
z0rdl és korzorél! De HeATH feltevése mégsem alaptalan, csak kifejezés-
modjat kell egy kissé jobban megvilagitanunk. — Nem kétséges, hogy
EukLIDESnek az a két konstrukcids feladata (Elem. 1. 12 és 23), amely al-
kalmat adott ProkLOsnak arra, hogy OINOPIDESt megemlitse, csak elméleti
szempontbol érdekes. Bizonyos, hogy ugyanennek a két feladatnak gyakorlati
megoldasat mar nagyon régen ismerték a gorogok elotti idékben is, ugyan-
ugy, ahogy a vonalzét és a korzot is nagyon régen hasznaltak maér a kéz-
mitvesek az elméleti matematika keletkezése el6tt is. Az euklidészi feladatok
inkabb azt akarjdk megmutatni: hogyan oldhatok meg ezek a konstrukcios

115 Yo. 333, 5—6.

115 A, D. Srteeie, Uber die Rolle von Zirkel und Lineal in der griech. Mathematik
Quell. u. Studien etc. B 3 (1936) 287 kk.; 304.

17 B. L. v. . Waerpen, Erwachende Wiss. 213—214.

118 Tu, Heatn, i. m. I 175.
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problémak az elsé hdrom posztuldtum alapjdn. Gyakorlati szempontbdl ugyanis
az els6 harom posztuldtum nem egyéb, mint a vonalzd és korz6 haszndla-
tanak szentesitése a geometriai konstrukciokban.® Barmely pontbol hiizhatunk
bérmely mas ponthoz egyenest (1. posztuldtum), és birmely egyenes szakaszt
folytatolagosan meghosszabbithatunk (2. posztulatum), mert hasznalhatjuk a
vonalzot; ugyanigy barmely kozéppontbol bérmilyen sugérral kort is rajzol-
hatunk (3. posztulatum), mert meg van engedve a korzé hasznalata is. — Az
az Aallitds tehat, logy OINOPIDES az emlitett geometriai feladatokat ,csak vo-
nalzoval és korzovel oldotta meg”, egyértelmil azzal, hogy: OINOPIDES ismerte
és tudatosan alkalmazfa EUKLIDES hdrom elsé posztuldtumdt. S6t valdszinii,
hogy ezeket a posztuldtumokat éppen OinoOPIDES allitotta fel, mert kiilonben
ugyan mi érlelme volna HEATH azon allitdsanak, hogy ,bizonyédra 6 volt az
els6, aki ezekre a feladatokra inkdbb e/méleti mintsem gyakorlati megoldast
talalt”? Es miben allhatott volna kiilonben ,,a modszer elméléti szempontbol
valo tokéletesitése”, ha nem éppen abban, hogy OINOPIDES felallitotta a harom
elsd euklidészi posztuldtumot? — Ha mégis kétségbevonnank ezt a magya-
razatot és a harom elsd euklidészi posztulatumot késébbi id6re datalnank,
akkor kénytelenek volndnk egyszersmind ProkLosnak OINOPIDESre vonatkozo
szavait is tévedésnek mindsiteni, mert mdasképp ez a hagyomany megnyug-
tatdan alig magyarazhato.

6. EUKLIDES HAROM ELSO POSZTULATUMA

De mi értelme volt egyaltaldn a posztulatumok felallitasdnak? — Azt
hiszem, az a valasz, amelyet erre a kérdésre a torténeti irodalom eddig
adott, nem egészen megnyugtatd. Nagyjabol ugyanis a kovetkezd gondolat-
menettel szoktdk magyardzni a konstrukcids posztuldtumok eredetét.”™ Az antik
geometria valoban létezOknek csak azokat az idomokat tartja, amelyek meg-
konstrudlhatok. Ezért kell mindenekel6tt posztuldtumokban kimondani azoknak
a legegyszeriibb geometriai alapforméaknak a létezését — tehat az egyenesekét,
korokét és metszéspontokét —, amelyekb6l a tovabbi 1étez6 geometriai idomok
konstrukcids uton el6éllithatok. — Még abban az esetben is, ha ezt a magya-
razatot minden fenntartds nélkiil magunkéva tennénk, felmeriilne a kérdés: mi
lehetett a torténeti oka annak, hogy a ,,matematikai exisztenciat” éppen ebben
a formaban fogalmaztdk meg? Es miért nevezik azokat a tételeket, amelyek
a legegyszerlibb geometriai alapformak létezését kimondjak, posztulatumoknak,
gorogiil ,,aitémata”-nak? Hiszen ez a terminus a dialektikdban — mint mar

119 V6. J. E. Hormann, i, m. 32.
120 A kovetkezOkhoz lasd O. Becker, Mathematische Existenz, Halle a.d.S. 1927.
130 kk.
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lattuk — olyan ,kovetelményt”, ,allitdst” jelolt, amelyhez a masik fél nem
okvetleniil jdrult hozzd. Mennyiben érvényes a sz6 jelentésének magyarazata
az euklidészi posztulatumokra?

A hdrom elsé euklidészi posztulatum olyan egyszerii, konnyen elgondol-
hato kovetelményt mond ki, hogy kezdetben talan csakugyan hajlandok vol-
nank kétségbevonni: valoban ugy kell-e érteni ezuttal is az ,,aitéma” termi-
nust, mint ahogy azt egyik korabbi fejezetiinkben magyaraztuk? Ugyan mi
oka lehetett volna a dialektikus vita masik partnerének arra, hogy ezekhez a
kovetelményekhez ne jaruljon hozzd? — Azt hiszem, ezekre a kérdésekre
nagyonis egyértelm{it valaszt adhatunk, ha figyelembe vessziik PROKLOS
Euklidés-kommentarjanak néhény, éppen a posztulaitumokra vonatkozd pasz-
szusat. A kovetkez6kben PROKLOS szOvegét idézem:

»Az a-lehet6ség, hogy barmely pontbol béarmely més ponthoz egyenest
huzhatunk, kovetkezik abbol, hogy a vonal a pont folydsa, az egyenes pedig
egyenletes, irdnyat-nem-véitoztato jfolyds. Képzeljiik el tehdt, hogy a pont
egyenletes és legrovidebb mozgdst végez és igy jutunk el a masik ponthoz,
s ezzel mar teljestilt is az elsd kovetelmény (= aitéma) minden kiildndsebb
gondolati nehézség nélkiil. Képzeljiik el hasonléképpen, hogy valamely pont
altal hatéarolt egyenes szakasz végpontja legrovidebb egyenletes mozgdst végez,
s igy teljesiil a masodik aitéema konnyil és egyszerii nton. Ha viszont azt
gondoljuk el, hogy valamely egyenes szakasz egyik végpontja nyugalomban
marad, mig masik végpontjaval mozgdst végez nyugalomban maradt végpontja
koriil, akkor teljesiilt a harmadik kovetelmény (- -aitéma).”

Nem volna érdemes most fennakadnunk azon, hogy ez a Proklos-idézet
két olyan definiciora is utal, amelyeket EUKLIDES szovege egydltalin nem
orzott meg szdmunkra; az egyik definicid ti.: ,,a vonal a pont folydsa”, a
masik pedig: ,,az egyenes vonal a pontnak egyenletes, irdnyat-nem-valtoztatd
folydsa”. Sokkal érdekesebb ennél most az, hogy PROKLOS az elsé harom
euklidészi posztulatum Aallitdlagos ,,egyszeriiségét” bizonyos mozgdsformdk
egyszeriiségével magyardzza. Csakugyan, az emlitett posztulatumok ,kovetel-
ménye” mozgas nélkiil megvaldsithatatlan. — Dehat valoban olyan egyszerd,
problématlan valami-e a mozgds, mint amilyennek azt PROKLOS idézete fel-
tiintetni szeretné? — Igazdban még a kés6i kommentator, PROKLOS is nagyon
jol tudja, hogy az emlitett mozgasformak korantsem olyan konnyen elgondol-
hatok. Ez deriil ki kovetkezd szavaibol: '

»Ha meg valaki nehézséget tAmasztana azzal a kérdéssel: hogyan visz-
szilkk be mi a mozgast a geometria mozdulatlan vildgaba, és hogyan Allit-
hatjuk, hogy az, aminek egyaltalan nincs '#sze (ti. a pont) mozog, hiszen

221 Proclus 185, 8 kk.
122 Yo, 185, 25 kk.
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ez teljességgel lehetetlen, akkor megkérjiik az illet6t, ne nehez-
teljen rank tulsigosan... A mozgas ti.,, amelyr6l mi beszéliink, nem anyagi,
hanem képzeletbeli (gorogiil: ,fantasztikus”). Csakugyan nem jarulhatunk
hozz4 ahhoz, hogy az, aminek nincs része (a pont) anyagi mozgast végezzen,
de képzeletbeli mozgast végezhet. Hiszen ez oszthatatlan Nus (— az Ertelem)
is mozog, ha nem is éppen a térben stb., stb.”

Szerencsére nem kell interpretdlnunk PROKLOS ,,megnyugtatd szavait”,
amelyek az idézet vége felé egyre obskurusabbakkd lesznek. Szamunkra sokkal
fontosabb most az a tény, hogy ez a legutobbi idézet — legaldbb részben —
egy olyan dialektikus vitat reprodukdl, amelyben szohoz jutnak azok a beszél-
getd partnerek is, akik a posztuldlt mozgast ,elgondolhatatlannak’ tartjak-
PROKLOS ugyan a partnerek kifogdsat gy értelmezi, mintha ezek csak a pont-
nak, a nem-anyagi valaminek a mozgasa ellen tiltakoznanak, és mintha ez a
tiltakozas leszerelhetd lenne azzal, hogy van az anyagi mozgéason kiviil , kép-

zeletbeli” mozgds is. — De vajon abban az iddben, amikor OINOPIDES fel-
tehetben megfogalmazta a harom els6 euklidészi posztulatumot — az i.e. V.
szdzad kozepe tadjin —, nem valami mas meggondolds alapjan vontak-e

kétségbe egyesek minden mozgas elméleti lehetdségét? — Kozismert, hogy a
dialektika megteremt6i, az eleatak ki tudtdk mutatni a ,,mozgas” fogalmaban
az ellentmondast, s ezért minden érzéki tapasztaids ellenére tagadtdk a moz-
géas elméleti lehetoségét; éppen azt allitottdk, hogy a mozgés elgondolhatatlan,
mint ZENON az V. szazad els6 felében tomoren megfogalmazta: ,,a mozgo test
sem ott nem mozog, ahol van, sem pedig ott nem mozog, ahol nincs”.

Ha tehat arra gondolunk, hogy az eleai tanitds szerint a ,,mozgis”
ellentmondasos valami, és mint ilyen elgondolhatatlan, egyszerre megeértjiik
azt is: miért kellett felallitania OINOPIDESnek az elsd harom posztuladtumot
Mozgas nélkiil egyaltalan nem lehetséges geometriai konstrukcid. Vagyis, ha
elméletileg lehetdvé akarjuk tenni a konstrukcidt, akkor meg kell engedniink
legalabb azokat a legegyszeriibb mozgasformikal, amelyek feltétleniil sziiksé-
gesek a legelemibb geometriai formak (egyenesek, korok stb.) létrehozasahoz.

Az els6 harom posztulatum (,,aitéma”) éppen ezeknek a legegyszeriibb geo-
metriai konstrukcidhoz is milhatatlanul sziikséges mozgdsformaknak a meg-
engedését , koveteli”. Erthets az is, hogy ezt a ,kovetelményt” nem nevezik
,»hypothesis”-nek vagy ,,homologéma’”-nak, mert mozgdsrdl, azaz ellentmon-
dasos valamirdl 1évén szo, ezittal fiiggdben marad a dialektikus vitaban részt-
vevé masik partnernek a hozzdjarulasa a felallitott kovetelményhez. Csakugyan
arrol van tehat sz6 — legalabbis ggRisd harom euklidészi posztuldtum eseté-
ben —, amit PROKLOS ARISTOTELESre hivatkozva igy fogalmazott meg: ,,Ha

123 Diers—Kranz, Vorsokratiker, [ 29 B 4.
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pedig az allitis — amelybol ti. valamely dialektikus vita alkalmaval ki akarunk
indulni — valamilyen ismeretien tétel, de a feltevés mégis megtorténik, jol-
lehet a tanulé (azaz a beszélgetés masik résztvevbje) nem jdrul hozzd, akkor
,aitéma’-rol beszeliink.” ™

Ezzel, agy gondolom, sikeriilt legalabb nagy vonalakban tisztdznunk az
euklidészi ,,aitéma” nevii principium-miifajnak az eredetét, bar ebben az ossze-
fiiggésben a feltehetden késobbi 5. és 4. posztuldtum kérdésével nem foglal-
kozhattunk. — A kovetkez6 fejezetben az euklidészi ,,axiomak’ torténeti prob-
lémajat vizsgaiom.

7. AZ EUKLIDESZI AXIOMAK

A szdjelentés magyardzata soran megallapitottuk: az ,,axioma” sz, mint
a gordg dialektika terminusa, pontosan ugyanazt jelentette, mint szinoniméja,
az ,aitéma” kifejezés. A dialektika terminoldgidja szerint egyaltalin semmi
kiilonbség sincs olyan kifejezések kozott, mint aitéw, altrnua egyfeldl és
gdw, dbiopa masfeldl. — Kérdés: alkalmazhatd-e a szénak ez a jelentése
az euklidészi axiomakra is, amelyek fentebbi megallapitasaink szerint csak
késtbb, az EUKLIDES utani korokban kaptdk a ,koinai ennoiai” megjelolést?

Ha az ,,axioma” terminus eredetileg az euklidészi , koinai ennoiai” eseté-
ben is olyan ,kovetelményt” (,feltételes érvényil allitast”) jelolt, amelyhez a
thedretikus vita mdsik résztvevoje nem okvetleniil jarult hozza, akkor ez mas
szoval azt jelenti, hogy az euklidészi axiomak olyan Allitisokat tartalmaznak,
amelyeknek helyessége bizonyos szempontbol kétségbevonhatd. Dehat mennyi-
ben kételkedhetik valaki az euklidészi axiomak helyességét illetden? Hiszen
ARISTOTELES szerint — amint erre mar utaltunk — csak az értelmetien, on-
célu vitatkozds kedvéért szoktdk egyesek kétségbevonni a matematikai axiomak
allitasait. — Nézziik meg kozelebbrél EUKLIDES axidomadit.

EUKLIDES mai szovegében Osszesen kilenc axiomat taldlunk. A princi-
piumoknak ez a csoportja feltiinéen egységes. Eltekintve ugyanis a legutols6tol,
a kilencediktdl, a tobbi nyolc mind az egyenidségrél allit valamit. Eppen ez
a feltiin egyontetiiség volt az oka annak, hogy a legtobb kutat6 a 9. axiomat
ki is rekesztette a principiumoknak ebbdl a csoportjabol; ™ ezzel valdsziniileg
csak késobb egészitették ki az euklidészi axiomakat. (A 9. axidmdaval nem
foglalkozom e dolgozat keretében.) A tobbi euklidészi axioma tehat mind
egyenldségi tétel. Mint mas Osszefiiggésben ramutattam mdr, egyenldségi tétel
a 8. axiéma is, bar formdjaban némileg kiilonbozik a tobbitdl: ,az egész

124 Lasd a 83. jegyzetet.

1% V. ]. L. Hesero, Euclides, Elemenia 1. 1883 p. 10 és O. Becker, Die Grundlagen
der Math. 90.
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nagyobb, mint a rész”.” Ez az allitds ti. ,negativ egyenlBségi tétel” azért,
mert a teljes gondolat, amit ki akar fejezni, tulajdonképpen ez: ,,a rész nem
egyenld az egésszel, az egész nagyobb, mint a rész”.

Azt hiszem, konnyil lesz megérteniink, miért nevezték az EUKLIDESnél
olvashato egyenloségi tételeket ,,axioméaknak’”, ha Osszehasonlitjuk Oket olyan
masfajta egyenlGségi tételekkel, amelyeknek az antik dialektika terminoldgiaja
szerint ,,homologémata” volt a neviik. PLATON , Theaitétos” c. dialdguséban
ugyanis ,,homologémata” néven szerepel a kovetkezd két egyeniOségi tétel:™

1. ,,egy dolog sem nagyobba sem kisebbé nem lesz, sem tomegében
sem szam szerint, amig egyenld dnmagdval”,

2. ,amihez semmi nem jarul hozza, és amibdl semmi el nem vétetik, az
nem novekedhet és nem is csokkenhet, hanem dnmagdval egyenld marad”.

Ha alaposabban megvizsgaljuk ezeket az allitasokat, mindjart latjuk
hogy ezek tulajdonképpen az ,0nmagaval egyenld” fogalmara adnak kettds
definiciot. Az els6 tétel kimondja, hogy az ,,0nmagaval egyenldé” fogalma
kizarja annak a dolognak a nagyobba vagy kisebbé valdsat, amelyre ezt a
megjelolést alkalmazzék. A madsodik tétel megforditja ezt az allitast és azt
mondja ki, hogy éppen az a dolog ,,egyenld dnmagéaval”, amely sem nagyobba,
sem kiscbbé nem lesz.

Nem csoda, hogy ezeknek a tételeknek az antik dialektikdban ,,homolo-
gémata” volt a neviik, mert az ilyen esetekben a dialektikus vita résztvevéinek
a megegyezése (Guoloysiv) csakugyan kézenfekvé volt. Ezek az Aallitasok
ugyanis pusztan formalis tételek. Az elsd koziiliik csak mas szavakkal fogal-
mazza meg azt, hogy mit értstink az ,,6nmagaval egyenld” fogalman, a ma-
sodik tétel pedig egyszeriien megforditja ugyanezt a definicidt, felcseréivén a
szubjektumot és predikatumot. — Nyilvanvald, hogy az antik dialektikusok
éppen az ilyen formdlis tételeket tarthattdk ,kiilonosen erds allitdsoknak” (vo.
PLATON, ,,Phaidén” 100A), mert ezek nem valamilyen praktikus-empirikus
tapasztalat altalanositdsai, hanem puszta gondolatfi konstrukcick, amelyek
éppen olyan ellentmondasmentesek, mint &sképiik, PARMENIDES hires tétele:
10 ov fomwv, ,a létezd van”.

Ezzel szemben vizsgaljuk meg most az euklidészi egyenl6ségi axiéma-
kat! Ezek magyar forditdsban igy hangzanak:

»1. Azok, amelyek ugyanazzal a mennyiséggel egyenldk, egymas kozott
is egyenl6k.

2. Ha egyenl6khoz egyenl6ket adunk hozzd, az Osszegek is egyenldk
lesznek.

126 Matematikai Lapok X. (1959) 72—121.
127 Theaitétos” 155 A.
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3. Ha egyenl6kbdl egyenloket vonunk ki, a maradékok is egyenlok.

[4. Ha nem-egyenlokhoz egyenloket adunk hozza, az Osszegek nem-
egyenlok lesznek.

5. Ugyanannak a mennyiségnek a duplai egyenlok egymds kozott.

6. Ugyanannak a mennyiségnek a felerészei egyenldk egymas kozott.]

7. Az egymdsra-illdk (azaz: a kongruens idomok) egyenifk egymas kozott.

8. Az egész nagyobb mint a rész.”

Nincs ezek kozott a tételek kozott egyetlenegy olyan csak formdlis dlli-
fds sem, mint amilyenek az elébb targyalt platéni ,,homologémak”. Ellenke-
zBleg! Ezek a tételek mind olyan viszonyt irnak le két dolog kozott (,,egyenld”),
ami bizonyos értelemben mar szinte onmagaban is ellentmonddsos. Mert egy-
altalan nem inagatol értet6d6 az, hogy két kiilonbozd dolog — ami tehat
tavolrél sem ugyanaz, hiszen azért ,két” dolog és nem egy! — mégis egyenld
egymas kozott. Magatol értet6dd a spekulativ gondolkozés szamara csak az,
hogy valamely dolog dnmagdval egyenlé, de nem az, hogy ez a dolog még
egy mdsikkal is egyenld legyen!'™ — Azonkiviil ezek az euklidészi egyenid-
ségi tételek még olyan allitdsok is, amelyeknek helyességét csak empirikus
tapasztalattal, érzéki észrevevéssel ellendrizhetjitk. A 7. axioma pl. azért igaz,
mert latasunk, szemiink gy6z meg arrol, hogy -az egymasra illeszthetd (kon-
gruens) idomok egyenl6k. Ugyanez érvényes a 8. axidmdra is. Azt, hogy ,,az
egész nagyobb mint a rész”, a geometriai idomok esetében ugyancsak
érzékszerveinkkel allapithatjuk meg.

Gondoljunk marmost arra, hogyan itélték meg az antik dialektika meg-
teremtoi, az eleai filozofusok az érzékszervek itjdn nyert tuddst, az empirikus
_ tapasztaldst? Maga PARMENIDES errol a kérdésrol igy nyilatkozott: ,,Ne hagyd,
hogy a sokat tapasztalt megszokds erre az ttra kényszeritsen! Ne bizd magad
céltalan latdsodra, z1go fiiledre és nyelvedre! Ne ezekkel, hanem értelmeddel
dontsd el a sokat vitatott kérdést, amelyet eléd tarok!”™ Az eleatdk minden
érzéki megismerést, empirikus tapasztalatot elutasitottak, mert ki tudtdk mu-
tatni minden ilyen eredetii ,,tudasban” az ellentmondast. Szerintiik igazi meg-
ismerés csak az lehet, amely fiiggetleniteni tudja magat minden érzéki tapasz-
talastél, s amelyhez csak gondolati aton juthatunk el. — Ugy latszik, ennek
az eleai elgondolasnak a jegyében érthetdvé lesz az is, miért nevezhettek az

128 Természetesen mas a helyzet akkor, ha az ,egyenld” fogalmat igy hatarozzuk
meg: ,egyenlé két véges halmaz akkor, ha elemeik kolcsondsen és egyértelmilen leképez-
hetdk egymasra”. Ebben az esetben viszont éppen az ,,0nmagdval egyenld” fogalma nem
magétol értet6dd, mert ehhez még azt is ki kell mondanunk, hogy minden halmaz elemei
dnmagukra is kolcséndsen és egyértelmiien leképezhetik.

129 Az euklidészi axiomak eredetileg geometriai tételek; lasd fentebb a 1C0. jegyzetet.

130 Lasd a 67. jegyzetet.
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elobb targyalt platdni egyenifségi tételeket , homologémata”-nak (mert ezek
csak formdlis gondolati konstrukciok, amelyekhez — legalabbis ldfszdlag —
minden empirikus tapasztalat néikiil jutunk el), és miért kaptdk az euklidészi
egyenlfségi tételek az ,,axidmata” nevet? — Mert ezek az utdbbiak egészen
nyilvanvaloan érzéki észrevevéseinkbo6l szarmaznak, empirikus tapasztalataink
altalanositasai. Csakugyan megtorténhetett tehat  az, hogy a dialogus egyik
résztvevbje , kérte”, , kovetelte” ezeknek az egyenlOségi tételeknek az elfoga-
dasat, alapulvételét, mert ezeket az allitasokat minden empirikus tapasztalat
igazolni latszott. De egyéltaldn nem volt bizonyos az, hogy a dialégus masik
résztvevOje — ha magaéva tette PARMENIDES tanitdsait — hozzdjarul-e ezek-
hez az euklidészi egyenlfségi tételekhez? — Ezért volt ezeknek a principiu-
moknak régi neviik: ,,axiomata” -, kovetelmények”, azaz ugyanolyan kiindu-
lasul valasztott és be-nem-bizonyitott allitdsok, mint a posztuldtumok.

%

Az eldbbiekben arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy az euklidészi
»koinai ennoiai” régi és eredeti neve az ,axiomata” terminus nagyon jol
értelmezhetd az eleai filozdfia jegyében. Felmeriill marmost a kérdés: vajon
nem éppen az eleatak voltak-e azok, akik — mint ARISTOTELES és PROKLOS
gondoltdk — ,,az értelmetlen és oncéla vita kedvéért kétségbevontak czeknek
az axiomaknak a helyességét’? — Vagy meg is fordithatjuk ugyanezt a kér-
dést: vajon nem éppen az eleai tanitdssal szemben kellett-e a legrégibb gorog
matematikusoknak ilyen ,egyenidségi koveteléseket” (axiomakat) felallitaniok. -

Ugy latszik, erre az utobbi kérdésre konnyen felelhetink. Csakugyan
tudjuk, hogy éppen az eleatdk egészen mas értelemben targyaltdk az ,,egyenlio-
ség” problémdjat, mint az el6bb idézett euklidészi axiomak. Legutébb — tobb
mint negyedszdzaddal ezelétt — O. BECKER igy irt err6l a kérdésr6l: ™

»ZENON paradoxona Achiliésrél és a tekndsbékarol megfogalmazhatod
mint halmazelméleti probléma. E szerint a felfogds szerint a paradoxon értelme
a kovetkez6: ha Achillés utoléri a tekndsbékat, akkor az aitala megtett ot —
jollehet ez sokszorosa a tekn6sbéka altal ugyanezen id0 alatt megtett ttnak
-- minden egyes pontjdban egyértelmiien és megfordithatdan leképezhetd a
teknOsbéka altal megtett ut pontjaira. A két futdé altal ugyanazon id6ben el-
foglalt pontok kolcsonosen és egyérielmilen megfelelnek egymasnak. Ez pedig
nem mds, mint az ismert halmazelméleti tény: két aktudlisan végtelen halmaz .
ekvivalens (gleichmdchtig) lehet akkor is, ha k0ziilok az egyik valédi része a
mdsiknak.”

131 Math. Existenz 144. Ez a torténeti felismerés azonban még ennél is joval régibb
keletii; vO. P. Tannery, Revue Philosophique XX p. 385, /885 és B. Russer, The Principles
of Mathematics, Vol. 1§ 331 p. 350 és §§ 340—341 p. 358 360, Cambridge /903.

~
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Bizonyosak lehetiink afel6l, hogy ZENON paradoxondnak ez a halmaz-
elméleti interpretdcidja a legkevésbé sem ,,anakronizmus”. Mas Osszeftiggés-
ben ramutattam legutobb mar arra is, hogy ZENON antik formédban csakugyan
meg is fogalmazta azt a tényt: ,két aktudlisan végtelen halmaz ekvivalens
még akkor is, ha koziilok az egyik valodi része a masiknak.” '™ Csak ebben
az értelemben adhaté ugyanis megnyugtatd magyardzat arra az arisztotelészi
hiraddsra, hogy ZENON bebizonyitotta: a fele idd egyenld (--ekvivalens) a
duplajaval”.’® — S6t, ezzel a zéndni tétellel kapcsolatban utaltam mar arra
is: a 8. euklidészi axiomat — ,az egész nagyobb. mint a rész’ — bizonyara
éppen ez ellen a zénoni paradoxon eilen Kellett feldllitaniok az antik mate-
matikusoknak. Nem akarom ezuattal megismételni régebbi érveimet, amelyek
ezt az elgondolasomat tdmogatjdk, inkdbb csak kiegészitem Oket a kovetkezbkkel.

Mint ismeretes, EUKLIDES nyolc egyenléségi axiomajabol a modern kiado,
J. L. HEIBERG kirekesztette a 4., 5. és 6.-at. Az 5. és 6. esetében hivatkozott
ProkLOsra (196, 25), aki éppen gy, mint 0, ezeket az axiomakat foloslegesek-
nek tartotta; ' s6t HEIBERG ugyanezzel a megokoldssal interpolaciokat is vélt
folfedezni EUKLIDES két tételében (Elem. 1. 37 és 38), minthogy ezek a tételek
— a bizonyitasi részben — majdnem sz6 szerint idézik a két kirekesztett axio-
mat. — Nem kétséges, hogy ebben az esetben mind PRrOKLOsnak, mind
HEIBERGnek feltétleniil igaza van abban: a két kirekesztett axioma (az 5. és
6.) folosleges EUKLIDES szGvegében; az egész euklidészi geometria folépithetd
ezek néikiil is. A kérdés csak az: hogyan keriilt mégis ez a két folosleges
axioma EUKLIDES szovegébe? P. TANNERvnek az az elgondoldsa, hogy mind
ezt a két axiomat, mind pedig EUKLIDES tobbi principiumat csak késébb,
utélag absztrahdltdk volna az ,Elemek” szovegéb0l,'® aligha helyes. Hiszen
kozismert — amint ezt mas osszefiiggésben maga P. TANNERY is hangstlyozta
—, hogy éppen ellenkezbleg: az euklidészi principiumok kozott sok olyan
akad, amely régebbi korok hagyomdnya, s amelyeket EUKLIDES szinte csak a
hagyomany iranti tiszteletb6l vett be miivébe.

Ez lehet az eset az 5. és 6. axiomaval is: ,ugyanannak a mennyiség-
nek a duplai egyenlok egymdas kozott” és ,ugyanannak a mennyiségnek a
felerészei egyenlok egymas kozott”. Mi adhatott marmost alkalmat — egyszer
valamikor — arra, hogy ilyen tételeket allitsanak fel valamely mennyiség
dupldinak és felerészeinek egymas kozotti egyenldségérol? — Csak egy olyan
eset ismeretes az antik irodalombol, amely alkalmat adhatott e tételek felalli-
tdsdra. ZENON el6bb is emlitett paradoxona ti. — ARISTOTELES hiradasa szerint

132 Lasd a 126. jegyzetet.

133 Diers—Kranz, 129 A 29 (= : Aristor., Phys. Z. 9.239b 33).
134 Vo. J. L. Hemerg, i.m. p. 9.

135 Mém. Scient. 1l 53,
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— igy hangzott: ,a fele id6 egyenldé a dupldjdval”. Ez a paradoxon tehat
éppen valamely mennyiség dupldjdnak és felerészének ,,egyenloségét”’ mondja
ki. Utaltam legutdbb mar arra is, hogy ZENON ezt a paradoxont tulajdonképpen
vonalszakaszokkal szemléltette, vonalszakaszokon mutatta meg, hogyan lehet
valamely szakasz felerésze ,.egyenld” a duplajaval, az egész szakasszal.

Gondoljunk mérmost arra: hogyan prébaltak cafolni az antik thedretiku-
sok ZENONnak ezt az abszurd allitdsat? Pusztan elméleti uton a paradoxon
allitasa cdfolhatatlan. ARISTOTELESnek és tanitvanyainak ,,cafolatai” csak azt
mutatjdk, mennyire nem értették mdr e cafolatok szerzbi az eleai dialektika
lényegét. Valddi céfolat ZENON paradoxonara csak az lehetett, hogy empirikus,
tapasztalati tényekb6l indultak ki, s ezek alapjan fogalmaztak meg bizonyitha-
tatlan és csak véges halmazok esetére érvényes tételeiket a zénoni paradoxon
mindenegyes részletével szemben.

Ha erre a feltevésre gondolva vizsgaljuk EUKLIDES axiomait, lehetetlen
észre nem venniink, hogy nem kevesebb, mint négy egymast kovetd axidma
valojaban nem is egyéb, mint ZENON emlitett paradoxondnak empirikus céfo-
lata. Ez a négy axioma, amely tulajdonképpen csak ZENON paradoxondra
vonatkoztatva lesz érthetdvé, a kovetkez6:

5. Ugyanannak a mennyiségnek a dupldi egyenlok egymds kozott.

6. Ugyanannak a mennyiségnek a felerészei egyenlok egymas kozott.

1. Az egymdsra-illok (---a kongruensek) egyenlék egymdas kozott. —
ZENON abrajan ti. nem illettek egymdsra azok a vonaiszakaszok, amelyeket 6
mégis ,egyenloknek”, azaz ekvivalenseknek allitott.

8. Az egész nagyobb, mint a rész. — ZENON paradoxona szerint ti. az
egész és a rész ,egyenlok’ (- :ekvivalensek) voltak.

Nyilvanvalo, hogy ebbsl a négy téteibdl igazdban csak a 8. nélkiiloz-
hetetlen az euklidészi geometria felépitéséhez. Ha nagyon szigoriak akarnink
lenni, kirekeszthetnénk nemcsak az 5. és 6.-at, hanem ugyanigy a T7.-et is,
hiszen EUKLIDES maga ezt az utébbit is mindossze csak kétszer hasznalja,™™
s még ezekben az esetekben is elkeriilhette volna a hasznalatat. — Mégis,
torténeti szempontbdl aligha volna helyes kirekeszteni ezt a legutobb felsoroit
axiomacsoportot. Ezeket a principiumokat valdsziniileg még az i.e. V. szdzad-
ban akkor dllitottdk fol ugyanebben a sorrendben, amikor a gorogok eldszor
tettek kisérletet a geometria axiématikus megalapozdsara éppen ZENON elmé-
letileg cafolhatatlan paradoxonaival szemben. EUKLIDES pedig ezeket a tétele-
ket éppen olyan meggondolatlanul, csak tradicidtiszteletb6l vette fol miivébe,
mint az ,egyenes vonal” és a ,sik feliilet” definicidjat, vagy a érepdun sc
douBog, doufosdés, voindervoa, molbrieage stb. terminusokat. '™

136 K. v. Fritz, i. m. 76 k.
137 V6. P. Tannery, Mém. Scient. 1l 540—544 és 48—63.
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Osszefoglalva az eddigieket, a kovetkezéket allapithatjuk meg EUKLIDES
axiomairol:

EUKLIDES egyenldségi tételei empirikus eredetil allitdsok, amelyeknek
helyessége csak érzéki észrevevéssel ellendrizhetd. Ezért ezek a tételek nem is
elégitik ki az eleatdk igényeit, s ezért nevezték Oket a dialektikus-thedretikus
vita terminologidja szerint , kovetelményeknek”: axiomata. Minthogy azonban
a PLATON utani id6kben egyre kevésbé értették mar az eleai dialektika l1énye-
gét, megprobaltak 1j értelmet adni a matematikdban is az ,,axioma’ terminus-
nak. Arra hivatkoztak ugyanis, hogy ezeknek az axiomaknak a helyességét
éppen ugy nem lehet kétségbevonnia jozaneszit embernek, mint ahogy kétségbe-
vonhatatlan tény a tiiz melegsége.™ gy lett az ,,axioma” a kétségbevonha-
tatlan, a természetes igazsdg neve. A régi terminusnak ez az atértékelése
szorosan Osszefiiggott azzal, hogy ARISTOTELES ZENON genialis paradoxonait
is ,,szofizmaknak” mindsitette, Mivel azonban a tobbértelmi ,,axioma” széd
még igy is kényelmetlen volt EUKLIDES szbvegében, nemsokara kicserélték ezt

az 1j terminussal: ,koinai ennoiai” == ,,minden ember szdmdara kozos képze- .

tek”. Ezzel viszont sikeriilt elleplezniok nemcsak maganak a kifejezésnek,
hanem ennek az egész principium-miifajnak is a dialektikus eredetét.

IV. Az euklidészi principiumok harmas beosztasa

Eddigi vizsgalataink eldkészitették a valaszt arra a kérdésre: mi az
értelme a matematikai principiumok harmas felosztidsanak az euklidészi ,,Ele-
mek” legelején, és hogyan keriilt egyaltalan sor a principiumoknak erre az
osztalyozdsara? — Annyit maris megallapithatunk, hogy e harmas beosztis
— ugy latszik — még abbdl az idéb6l szdrmazik, amikor el8szor kisérelték
meg a geometria elméleti megalapozasat. A kovetkez6kben éppen a geomet-
ridnak ezt az elméleti megalapozasat kell kozelebbr6él megvizsgalnunk. —
Mindenekel6tt emlékeztetnem kell azonban arra, amit legutdbb az aritmetika
elméleti megalapozdsardl mondtam.

1. AZ ANTIK ARITMETIKA HIANYOS MEGALAPOZASA

Az euklidészi ,,Elemek” VII. kdnyve el6tt olvashatd aritmetikai defini-
ciokkal kapcsolatban legutébb a kovetkezéket irtam:™ , Az euklidészi aritme-
tika elsé két definicidja — az egy és a szdm — minden jel szerint az eleai
filozofia hatasara vall. E definiciok megfogalmazasat donté mértékben befolya-
solta az osztds problémdja, illetbleg az eleai filozofia oszthatatlansagi dog-

138 Proclus 181, 8 kk.
139 Matematikai Lapok X (1959) 91 k. és 97 k.
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méaja. — Hasonloképpen az eleai filozofia szerves tovabbfejlesztései mas fontos
aritmetikai definicidk is, mint pl. pdros szdm, pdratlan szdm, része valamely
szdmnak (véoog, def. 3), részei valamely szdmnak (uéon, def. 4), torzsszdm és
Osszefett szam. A dontd probléma, amely egyaltaldn sziikségessé tette ezek-
nek a definicioknak a felallitasat, minden egyes esetben az ,,oszthatosag”
filozofiai kérdése volt. Az els6é gorog matematikusok ugyanis ragaszkodtak a
legfontosabb eleai tanitas értelmében az ellentmondasmentesség elvéhez. Ezért
eldobb a szdm definicidjaval — az egy megsokszorozasival — megteremtették
az absztrakt sok fogalmat, majd pedig, hogy az oszthatosdgnak eziltal ujra
felmeriild problémajat ellentmonddsmentesen megoldjak, az eleatdk példajara
dichotomikus definiciokat vezettek be. — Ugy latszik, ez volt a kezdete a
gorog aritmetika definiciés megalapozdsanak még az i.e. V. szazad elso
felében.” :

E megallapitasokat kiegészithetjiik most a kovetkezdkkel. Az antik mate-
matikusok azt a ,,hypothesis-alkalmazast”, amelyet e dolgozat masodik részé-
ben behatobban vizsgaltunk, tulajdonképpen csak az aritmetika teriiletén hasz-
nalhattdk nagyobb nehézségek nélkiil.' Lattuk madr, hogy a dialektikus vita
legels6 hypothesise mindig a definicié, az ,elhatirolas” volt, minthogy éppen
ez biztositotta a szoban forgd fogalom ellentmondasmentességét. Ertheté az is,
hogy az eleai dialektika orokosei az ,,elhatdrolds”-ban (a definidlasban) elony-
ben részesitették az absztrakt fogalmakat, mert természetszeriileg nugy lattak,
hogy ezeknél érhetik el legktnnyebben a gondolat ellentmondasmentességét.
Konnyen belathatta pl. akarki, hogy az olyan abszirakt fogalmak, mint a
,»5zép”’ vagy az ,egyenld” sohasem lehetnek azonosak dnmaguk ellentéteivel.
De minél konkrétebb volt valamely fogalom -— azaz minél inkdbb érezték
kizelségét a tapasztalati vilighoz — anndl inkdbb fenyegetett az ellentmon-
dasossag veszélye. (Az eleai filozofia felismerése szerint a tapasztalati vilag
dolgai mind ellentmonddsosak.) — Erthetd viszont az is, hogy a szdmokat
»absztraktabb” valaminek tartottdk, mint a geometriai idomokat. Ami a sza-
mokat illeti, hivatkozhatiak arra, hogy az aritmetika nem ismer [dthato és
tapinthato testii szamokat; ™' a szdmok csak gondolati elemek, amelyek mds-
képp mint gondolati Gton nem is kozelithetdk meg.' De ugyanezt nem mond-
hattdk el a geometnai idomokrol, mert ezeket csak szemléletesen tudtdk el-
képzelni.

Ez a lényeges kiilonbség a nem-lathatd szdmok.és a szemléletes geo-
metriai idomok kozott volt az oka annak is, hogy az Okorban nem alakutha-

Ho A geometria elméleti megalapozdsdnak nehézségeire utaltam mar legutdbbi dolgo-
zatomban is; lasd a megeldz0 jegyzetet.

H1 Praton, Resp. VI 525 D.

H2 Uo. 526.
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tott ki az aritmetika axiomatikdja. Az Okoriak nem tudatositottdk magukban
azt, hogy az aritmetika is felhasznal olyan alapelveket, amelyek nem kovet-
keznek aritmetikai definicidikbodl. Az aritmetikdnak az a felépitése, amelyet
EUKLIDES ,,Elemeibd!” ismeriink, arra vall, hogy az okoriak azt hitték maguk-
rol: az aritmetikdban egyaltalan nem is hasznalnak empirikus eredetii alap-
elveket.. S6t, tigy latszik, még azt is, hogy az cuklidészi egyenl6ségi axiomak
nemcsak a geometridban, hanem pl. az aritmetikdban is érvényesek, csak
utdlag ismerték fel. Mindenesetre ezeknek az axiomaknak a feldllitisara nem
az aritmetika, hanem a geometria megalapozdsa adott alkalmat.

2. A TER TUDOMANYA

Kezdetben agy latszott, mintha a geometridra egyaltalin nem is [ehetne
alkalmazni az eleatak alapelveit. Az eleai ZENON szamos érvet tudott felsoroini
annak a bizonyitdsdra, hogy a fér fogalma eilentmonddsos.” Ebb6l viszont
az kovetkezett, hogy az eleatdknak tagadniok kellett a tér 1étezését.™ Ha pedig
tagadjuk a teret magat, akkor nem is lehetséges a tér tudomanya, a geometria-
Mert ha a ,tér” ellentmonddsos fogalom, akkor azok kozé a dolgok kozé
tartozik ez is, amelyek eleai felfogds szerint .érzékszerveink utjan tapasztal-
hatok ugyan, de amelyek az ellentmonddsmentes gondolkozds szdmara felfog-
hatatlanok, azaz megismerhetetlenek. Ilyennek tartottdak az eleai filozofusok
pl. a ,,mozgést”’. Nyilvanvalo, hogy tudtdk 6k is: a mozgas a gyakorlatban
lehetséges, 1épten-nyomon bizonyitja ezt érzéki észrevevésiink. Az, hogy mégis
tagadtdk a mozgast, csak annyit jelenthet, hogy ugy gondoltdk: a mozgds az
érzékszervek (tjan tapasztalhatd, de a logikus, elientmondasmentes gondol-
kozas szamara felfoghatatlan, elgondoihatatian. (Ezt jelenti az az eleai tétei,
hogy a mozgas csak ,hamis latszat”, olyasvalaini, amir6l nem lehet igazi
tudasunk.) Minden jel szerint igy kell érteniink azt a masik eleai tételt is,
hogy ,,nincs tér”. A térre vonatkozo tudasunk ugyanugy ellentmonddsos, mint
a mozgdsra vonatkozé tapasztalatunk. Mas szoval: eleai felfogas szerint ugy
kellene megitélniink a térre vonatkozd tuddst is, mint a mozgasra vonatkozo
tapasztalatot: ezek csak érzékeléseink eredményei.

Ugy latszik, a gordg matematika legrégibb thedretikusai eredetileg ét-
vettek az eleatdktol a ,térre vonatkozo tuddsnak”, a geometridnak ilyenfajta
megitélését is. Legalabbis erre mutat az a tény, hogy JAMBLICHOs egyik hir-
adasa szerint PYTHAGORAS a geometridt ioragin-nek tartotta.'™ Mert ha meg-

43 V5. W. CapeLLe, Die Vorsokratiker, Leipzig 1935, 172 k.

14 PLaToN, ,, Theaitétos” 180 E.

145 JamBricHos, De vita Pythagorica 89. A hely magyarazatahoz laad A. SzaBo. Deiknymi
als math. Terminus fiir bewefsen, Maia X (1938) 106—131 és A. Frenkian, uo. Xl (1939)
243—245.
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gondoljuk, hogy egyrészt a pythagoreusok tudomanyukat, kiilondsen pedig a
szamokrol szold tanitdst a pedfuare névvel jelolték, masrészt pedig, hogy
a iorooin csak latasbol szdrmazd empirikus tudast jelenthet,’” akkor nyilvan-
valo, hogy mi az értelme JAMBLICHOS megjegyzésének: abban az idében, ami-
kor a geometria még nem wednue. csak isrooiy volt, nem is tartottak ezt még
elméleti jellegli tudomdnynak, csak empirikus, foként 14tasbol szarmazo (szem-
leéletes) ismeretnek. Csakugyan, még PROKLOS, az euklidészi ,,Elemek” késdi
kommentatora is tudott arrol, hogy a geometridt nem mindjart kezdetben,
csak valamikor kés6bb ismerhették el igazi matematikai diszciplinanak, de
‘még akkor is csak az aritmetikat kovetd masodik helyre tették. Erre mutat-
nak PROKLOS kovetkezd szavai: ,,Hogy a geometria is része az egész mate-
matikanak, és hogy mdsodik helyen dll az aritmetika utdn ..., ezt kimutattak
mar a régiek is, nem sziikséges itt részletezniink.” Ugyanez volt az arit-
metika és geometria rangsoroldsa PLATONRAl is.' So6t, kimutathatjuk PLATON
miveib6l azt is, hogy mind a ,tér” problémajanak, mind pedig a ,térrol
sz0lo tudomanynak”, a geometridnak ez a megitélése kétségteleniil az eleai
filozofia t)r()kségre volt.

3. PLATON A TERROL ES A GEOMETRIAROL

Ha meg akarjuk érteni, hogyan itélte meg PLATON a geometridt mint
tudomanyt, vazlatosan ismertetniink kell ebben az Osszefiiggésben elobb
PLaTONnak a fuddsra rvonatkozé elgondolasait altalaban.'

Mint ismeretes, PLATON megkiilonbozteti a valtozo, érzékelhetd vilagot,
a ,lathatét” (dea:ér) az igazi 1étez6tdl, amely utobbi csak ,,elgondolhaté”
(vontor) E kettéosztas értelmében a kovetkezd érdekes elméletet mutatja be
az ,,Allam” c. dialogusban ™ a tuddsrél, a nem-tuddsrél és a vélekedésrol.
Minthogy a megismerd mindig valamit (valamilyen létezot, 6v) ismer meg, a
tudds csak a [étezore vagy mas szbval az elgondolhatéra, a vonrév-ra vonat-
kozhatik, a nem-tudds pedig a nem-létezdre. A vélekedés (doE«x) viszont, mint-
hogy ez a fudds és nem-tudds kozé esik, éppen azokra a dolgokra vonat-
kozik, amelyek a [étezés és nem-létezés kozott vannak; a létezés és nem-létezés
kozott van egész érzékelhetd vilagunk, amely keletkezik és elmulik, vagyis

146 AristoTeLes, Met. 5 cap. 5. V6. B. L. v. d. Waerpen, Math. Ann. 120 1947—49 127
és K. Reiemeister, Das exakte Denken der Griechen 52.

W V6, B. Snew, Die Ausdriicke fiir den Begriff des Wissens in der vorplat. Philo-
sophie, Berlin 1924 59—71; A. Frenkian, Revue des Etudes Indo-européennes, Bucarest—
Paris 1938, 468—474.

18 Proclus 48, 9 kk.

9 Epinomis” 990 C—D.

130 Vi, A. Szaeo, ,,Eleatica”, Acta Ant. Acad. Scient. Hung. Il (1955) 98 Kk.

131 Resp. V 476 E—477 B.
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mindaz, amit PLATON [dthatonak (Seavov) nevez. — PLATON szerint tehat az
érzékszerveinkkel megismerhetd vildgrol nincs igazi tudasunk, csak vélekedé-
siink (06§x). — Nem kétséges, hogy ezek a ,,platoni” gondolatok tulajdon-
képpen feljes egésziikben még magatol az eleai PARMENIDEStO!l szdrmaznak.
(Boségesen igazolhatd ez az llftdsom egyszeriien PARMENIDEs tanitokoltemé-
nyének rank maradt toredékeibol is; csak a rovidség kedvéért tekintek el
eziittal a részletesebb interpretacidtol.)

PLATON azonban nemcsak atvette, hanem részben tovabb is fejlesztette
PARMENIDES rendszerét. Kiilonosen érdekes ebbdél a szempontbd!l a ,, Timaios”
c. dialogusnak egyik részlete,”™ amely nemcsak gondolatmenetében, hanem
szinte még terminoldgidjaban is sz6 szerint egyezik PARMENIDESszel. Ezattal is
hangsilyozza PLATON, hogy a valGban létez6t, amely nem keletkezett és nem
mulik el, és amely nem is véitozik soha (azaz: ©nmagaval mindig azonos
marad), csak értelmiinkkel (vérowe) ismerhetjiilk meg, mert ez nem lathato és

-az ¢rzékszervek szdmadra egyaltalan nem hozzaférhetd; a lathatot és a folyton
valtozot viszont csak érzékeléssel és vélekedéssel tudjuk megragadni (doy
uer’ «iofoewg stsordrnrsv). — Amint latjuk: a gondolatmenet eddig még
ugyanaz, mint az a masik, amelyiket az elébb az ,,Allam” c. dialégus nyoman
foglaltunk ossze. — Lényeges kiilonbség azonban, hogy a ,, Timaios” dialogus
nem elégszik meg a vildg kettéosztdsdval lathatora (deerdv) és csak elgondol-
hatéra (veqrov). E kettd kozé ékelddik ezittal, mint harmadik valami: a ,tér”,
amely éppen olyan véltozatlan és 6rok ugyan, mint a platoni igazi létez6, a
ronrér. de amelyben mégis minden mozgas, keletkezés és elmulds végbe-
megy.™ So6t azt is kiemeli eztittal PLATON, hogy az a fajta megismerés, amely
erre a kozbiilsd harmadik valamire, a ,tér’-re vonatkozik, nem azonos sem
azzal a tiszta gondolkozassal, amellyel az igazi 1étez6t megismerjiik, sem pedig
azzal a vélekedéssel, amellyel az érzékelhetd vildg dolgait ragadjuk meg; a
teret PLATON szerint érzékszerveink igénybevétele nélkiil ugyan, de mégis
,fattyti-gondolkozassal” ismerjik meg (uev’dvaiodroicg cmriv Aoyioud 1
rédp)."™ Hogy pedig PLATON e ,fattya-tuddson” csakugyan a geometriat
értette, arrdl meggyo6zhet benniinket e , Timaios”-részlet ©sszehasonlitisa az
,Allam” c. dialégus egyik passzusaval.”™ Itt ugyanis PLATON a geometriai
megismerést a ,,dianoia” (Cuwirvoie) szoval jeldli, hangsilyozvan, hogy ez a
,,dianoia” magasabbfoki ugyan mint a puszta vélekedés (dd&e), de alacso-
nyabbfoku, mint a tiszta intellektudlis megismerés (voig).

152 A kovetkezOkhoz lasd Praton ,,Timaios” 52 A—B és 50 C—D.

153 A tér” platéni koriitirasaihoz lasd A. Frenkian, Le postulat chez Euclide efc. 25
¢s E. ZeLier, Die Philosophie der Griechen Il 1, 4. Ausg. 1889 722, jegyzet.

154 Timaios” 52 B.

1% Resp. VI 511 D—E és VI 533 E—534 A.
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PLATONnak ezeket a fejtegetéseit a geometriarol, mint ,fattyi-tudasrol” a
kovetkezOképpen magyarazhatjuk. Az eleatdk kezdetben egyszeriien tagadtik a
tér létezését. Miutan felismerték az ellentmondast az érzékelheto vilag jelen-
ségeiben — tehdt mindenekel6tt az olyan fogalmakban, mint ,,mozgas”, ,val-
tozds”, ,keletkezés”, ,elmulds” stb. — ré kellett jonnick arra is, hogy ellent-
mondasos az a két fogalom is, amely az el6bbiektdl elvalaszthatatlan, ti. a
Htér” és az ,,id6” fogalma. Minthogy viszont az, ami ellentmondasos, egyszer-
smind elgondolhatatian is, tagadniok kellett a tér valosagos létezését.

Ezzel a felfogassal szemben PLATON el6bb ismertetett gondolatai késébbi,
differencidltabb fejlodési fokra vallanak. A ,tér” fogalmat most mar nem
sorozzak ugyanabba a kategoridba, mint az érzéki vildg jelenségeit, amelyek
keletkeznek és elmulnak. Eppen ellenkezoleg, most mér azt hangsiilyozzak,
hogy a tér éppen olyan Orokkévalo és valtozatian, mint a ,,csak elgondolhatd”
(voriov), egyszersmind azonban ,,befogaddja” és ,,dajkdja” is a keletkezés-
nek,™ mert az érzéki vilag jelenségei mind benne jatszodnak le. A térnek
ebbdl a kettés természetéb6l — hogy ti. egyfel6l valtozatlan és orokkévalo,
mint a voyrer, masfeldl pedig, mint ,,befogado tartdly” szorosan Osszefiigg az
érzéki vildg jelenségeivel — kovetkezik a geometria | fattyi-tudas” jellege.
Ezt a ,fattyn” jelleget PLATON a geometria miiveldinek beszédmodijan is fel-
ismerni vélte. Mint az egyik alkalommal frta:™ a geometerek nevetséges és
kényszeredett kifejezéseket haszndlnak; tgy tesznek, mintha kutatasuk célja
valami cselekvés, ,,szerkesztés” volna; arrol beszélnek, hogy ,,négyszogesite-
nek”, vonalat ,htiznak” és feliileteket ,illesztenek egymasra”, holott e tudo-
many igazi célja: orokkévalo és valtozatlan dolgoknak, nem pedig olyasmik-
nek a megismerése, amik keletkeznek és elmtlnak.

4. A GEOMETRIA ELMELETI MEGALAPOZASA

Azt hiszem, PLATONnak a térre és a geometriara vonatkozd gondolatai
megvildgithatjgk részben azt a folyamatot is, amely mar a PLATONt megel&z6
id6kben a geometria elméleti megalapozdsdhoz vezetett. A geometria elméleti
megalapozasa azzal kezdOdhetett, hogy revizio ala vették az eleatdk vélemé-
nyét a térrél. Amig a teret ugyanolyan ellentmondédsos valaminek tartottak,
mint az érzékelhetd vildg jelenségeit — amig tehat ,tagadtak” a tér létezését
— egyaltalan nem volt lehetséges a geometria mint tudomany. Ebben az id6-
ben a geometria csak forogiy, empirikus, latasbol szdrmazd (szemléletes)
ismeret lehetett.

Egy id6 mulva azonban észre kellett vennidk, hogy a ,tér” esetében
egy rendkiviil érdekes absztrakcidé is lehetséges. Hogyan jon ugyanis létre

¥
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téréiményiink’? Természetesen mindig az érzékelhetd vilag jelencégeivel kap-
csolatban, tehat olyan dolgokkal osszeftiggésben, amelyek a térben foglalnak
helyet, benne mozognak, valtoznak, keletkeznek és eimulnak. De vajon gon-
dolatban nem abszrahalhato-e a tér a benne levd dolgoktol? Es vajon az igy
elképzelt fér nem hasonlit-e mar a ,,csak elgondolhatéhoz”, a venzév-hoz ?

Ugy latszik, a geometrianak, mint a térr6l sz6l6 tudomanynak az elmé-
leti megalapozdsa éppen ugy kezdddott, hogy megprdbaltak kialakitani valami-
féle absztrakt ,tér-szemléletet” az érzéki észrevevések igénybevétele nélkiil.
(Emlitettitk mér, hogy PLATON is azt dllitotta: a teret érzéki észrevevés néikiil,
uet @vaaodnoiee. fattyti-tudassal, Aoyioud v<de. ismerjiik meg.)'™ Régebben
tehat azt hangsulyoztdk, hogy a geometria iorogir, azaz latasbol szdrmazo
(szemléletes) és empirikus ismeret; most viszont, amikor az absztrakt teret
magat — a benniik levé dolgok nélkil — akartdk megismerni, le akartak
mondani a tér megismerésében minden érzéki észrevevésrdl, még a latasrol is.
Nemcsak egyszeriien a mozgdst akartak teljesen szdmiizni a geometridbol —
amint ez lathato pl. az euklidészi ,,Elemek” I. konyvének definicigibol™ —,
hanem ugyanigy lehetbleg a szemlélefességet is. TH. HEATH pl. utalt mar arra,
hogy az ,.egyenes vonal” euklidészi definici6ja tulajdonképpen kisérlet a
fogalom koriilirdsara minden szemléletesség megkeriilésével '™

Erthetd viszont, hogy azok a kisérletek, amelyek a ,tér” fogalmat a’

,,csak elgondolhatd’™, a veyriv kozelébe akartdk hozni, tobbé-kevésbé mind
kudarcra voltak karhoztatva. A térrel egyiitt adva voltak olyan ellentmondasos
tények is, amelyek az eleatdk moddszerével megoldhatatlanoknak bizonyultak.
Az egyik ilyen nehézségre mas Osszefiiggésben utaltam mar.™

Rendkiviili nehézséget okozott ti. mar egyszeriien a térnek végtelen oszi-
hatésdga is, amely gondolatban mindenesetre lehetséges. Ebbél ugyanis arra
a kovetkeztetésre kellett jutniok az antik theoretikusoknak, hogy nemcsak az
anyagban, hanem még a térben — tehat a geometriaban sincs valami olyasmi,
amit legkisebbnek lehetne nevezni.™ Viszonylag konnyil volt — mindaddig,
amig csak szamokrol beszéitek — a pusztin gondolatban 1étezd egyre hivat-
kozni, amely osztatlan és legkisebb; de nem taldltak ilyen legkisebb egységet
a geometridban. Mint PROKLOS irja: ,,a geometridban egyéltaldn nincs olyasmi,
ami a legkisebb volna, és ott, ahol az osztds végteleniil folytathatd, ott meg-
van az irracionalis (az ésszeriitlen, =0 dloyor) "is.”’™ Semmi akadalya sem

1% Lasd a 154. jegyzetet.

13 J. E. Hormann, i.m. 32 és A. D. Steeig, i. m. 308.
160 T, Heatn, i. m. 1 373.

1611 Matematikai Lapok X (1959) 101 kk.

12 Proclus 60, 11 kk.

163 Uo. 60, 15.
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volt annak, hogy az aritmetikaban az egybdl és a szdmokbdl induljanak ki,
mert ezeknek nem volt anyaguk, és mint pusztin gondolati elemek ellent-
mondasmentesek lehettek, de a geometridban természetesen nem taldltak ilyen
egyszerii elemeket, amelyekbdl kiindulhattak volna. ,,Vildgos, hogy a szamok
anyagtalanabbak és tisztdbbak, mint a geometriai mennyiségek, és hogy ezért
a szdmok alapja (principiuma, doyr-ja) is egyszeriibb, mint a geometriai
mennyiségeké” — irja PROKLOS."™ — Ezek a nehézségek okoztak azt, bogy
az euklidészi geometridnak mar a legels6 definicidi — a ,,pont” és a ,,vonal”
meghatarozasai — sem sikeriilhettek. Mint éppen ezzel a kettével kapcsolat-
ban K. REIDEMEISTER irta:'*® | A pont és a vonal sem a szemlélet sem a gon-
dolkozds szamdra nincs adva. Egynémely geometriai fogalom evidens; evidens
az is, hogy ezeket a fogalmakat ellentmondasmentes rendszerbe akarjak fog-
lalni. De azokat a kezdeteket, amelyekbd! levezethetd volna a tervezett elmé-
let, csak keresik mint ellentmondasmentes kiegészitését annak, ami cvidens.”
— Tulajdonképpen csak azzal kellene még kiegésziteniink ezt a jellemzést,
hogy a gorog thedretikusok legfeliebb részben taldltdk meg azokat az egy-
szerit €s ellentmondasmentes alapokat, amelyekre felépithették a geometriat,
mint elméleti tudomdnyt. Hiszen a pont euklidészi definicidja értelmében
— ,,pont az, aminek nincs része” — tulajdonképpen tagadniok kellett volna
a teret is.'® '

Pedig a tér végtelen oszthatosdga igazdban nem is volt az egyetlen és
legstilyosabb olyan nehézség, amellyel a gorogoknek a geometria elméleti
megalapozasa sordn meg kellett kiizdeniok. A ,tér” fogalmaval ugyanis
— Dbérmennyire absztraktnak gondoltdk is ezt — adva volt egy masik ugyan-
ilyen ellentmondasos fogalom is: a ,,mozgas”. A geometria legkisebb meny-
nyiségéhez, a ponthoz csak a ,,végteleniil folytathatd osztds” gondolatan keresz-
tiil juthattak el, marpedig ezt az utobbit ésszeriitiennek, irraciondlisnak érezték.
Amikor viszont a pontbol akartak kiindulni, hogy ebb6l vezessék le az
Osszetett geometriai mennyiségeket, egyszerre elkeriilhetetlenné lett a mozgds.
Amellett a térrel egyiitt adva voltak olyan empirikus tények is, amelyekre
vonatkozo allitasaikat csak az érzékszervek 4ltal nytjtott tapasztalatokbol
kiindulva fogalmazhattdk meg; lasd az euklidészi egyenldségi axiomak prob-
lémajat.

Azt hiszem, éppen ezek a nehézségek Osztonozték a gorog matemati-
kusokat arra, hogy megteremtsék — egyeldre csak magénak a geometridnak
axiomatikus megalapozdsdt. Ossze kellett ugyanis mindenekel6tt allitaniok
azokat a pusztan empirikus tényeket, amelyek ugyan tavolrél sem -elégitették

164 Uo. 95, 23 k.
165 Das exakte Denken der Griechen 12,
166 VO, ezzel Matematikai Lapok X (1959) 98 kk.
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ki az eleatdknak tisztdn intellektudlis megismerésre torekvo igényeit, de amelyek
nélkiil a térr6l szolo tudomany, a geometria mégis elképzelhetetlen volt.
Hangsulyoztdk tehat, hogy a geometria tényei — a ,vonalak”, ,szakaszok”,
,,metszéspontok”, , szogek”, ,idomok” stb. — egyaltalan nem azonosak azokkal
az alakzatokkal, amelyeket érzékszerveinkkel is tapasztalhatunk, pl. lathatunk,'”
hanem ezek igazdban csak gondolati elemek, ugyanigy mint a szamok. Majd
megprobaltdk ezeknek az alakzatoknak a definicidiban elkeriilni lehetéleg még
a szemléletességet is.

Hogy viszont a geometriai konstrukciot lehetdvé tegyék, felallitottdk az
elsé harom euklidészi poszfuldtumot. Ezekkel engedélyezték legalabb azt a
minimalis mozgdst, amely nélkiil a geometridt egyaltalan nem tudtdk volna
felépiteni. — A vonalzé és kirz0 kizdrolagossagahoz vald ragaszkodas, ugy
latszik, nem is egyéb, mint arra irdnyul$ torekvés, hogy a geometridban meg-
engedett mozgasformakat a minimumra korlatozzak. — A posztulatum gorog
neve, az ,aitéma” szd egyszersmind utalt is azonban arra, hogy ezekkel a
»kovetelményekkel” tulajdonképpen mar at is torték azokat a korlatokat, ame-
lyeket az ellentmondasmentesség elvéhez vald szigort ragaszkodas — legalabbis -
az eleatdk szdmara még — jelentett. A konstrukcidval, illetbleg a mozgdssal
mar valami ,,ellentmondasos elem” is keriilt a geometriaba.

A kovetkezményeknek egy masik — az ,,axiémata” nevii — csoportjaval
viszont olyan empirikus allitdsokat tettek meg egyelére csak a geometria alap-
java, amelyek csak véges halmazok esetében érvényesek. Ugy latszik, mind-
addig, amig e principium csoport régi nevét, az ,,axidmata” szt nem cserél-
ték fel az ujabb keletii elnevezéssel (,koinai ennoiai”), tudhattdk azt is, hogy
ezek a principiumok nemcsak bizonyithatatlanok, hanem az eleatdk modsze-
rével még céafolhatdk is. Hiszen ezeket a tételeket — minden valOsziniiség
szerint — éppen ZENON paradoxonai ellen kellett felallitaniok.

Ez lehetett a matematikai principiumok euklidészi harmas beosztdsanak
az eredete.

5. A KRONOLOGIA KERDESEHEZ

Még egy torténeti kérdést kell ebben az Osszefiiggésben legaldbb rovi-
den érinteniink. — Emlitettitk, hogy az euklidész-ufdni gorog matematikai
terminologia nem tet! mar kiilonbséget ,,hypothesisek”, ,aitémak” és ,,axiémak’
kozott. Ebben az idében mind e harom kifejezés, mind pedig a matematikai
principiumok egyéb még lehetséges megjelolése mar csak tetszblegesen fel-
cseréthetd szinonima volt. (Kilondsen tanulsigos ebben a viszonylatban
ARCHIMEDES szohaszndlata.) Ugy latszik tehat, a matematikai principiumoknak

167 Praton, Resp. Vi 510 D.

3 NI Osztaly Kozleménvei XI:1
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targyalt hdrmas beosztdsa csak EUKLIDESre érvényes. Mi lehet ennek a tény-
nek torténeti magyarazata?

Induljunk ki PLaTONnak egyik mar emlitett megjegyzésébdl.’™ PLATON
nemcsak azt allitja egy alkalommal, hogy a matematikusok bizonyos feltevé-
seket (,,hypothesis”) tesznek meg kutatasuk alapjavd, hanem egyszersmind
megijegyzi azt is, hogy ,nem is adnak ezekr6l aztdn szdmot sem maguknak,
sem masnak, minthogy ezeket — véleményiik szerint — ugyis mindenki tudja
mar”’. — Az a PLATON tehat, aki egyébként a matematikat olyan nagyra tar-
totta, észrevette azt is, hogy maguk a matematikusok a principiumok, a
,,hypothesisek” tovabbi problémgjaval szemben szinte kozombosek. Ezért gon-
dolta PLATON, hogy ezeknek a matematikai ,hypothesisek”-nek a mélyebb
vizsgalata mar nem is a matematika, hanem egy szerinte magasabbrendii
tudomanynak, a dialektikanak a feladata volna. gy gondolkozott egyébként
err6l a kérdésrdl ARISTOTELES is.'®

Ez a matematikus ko6zombosség a principiumok filozéfiai problémajaval
szemben megfigyelhetd mar az EUKLIDESszel egykorit pitanéi AUTOLYKOSnAl
is.. P. TANNERY hivta fel el6szor a figyelmet arra, hogy AUTOLYKOS miivében
(,,De sphaera quae movetur”) egyéltalan nem tesz kiilonbséget definicio és
posztuldtum kozott.™ Kiegészitettem legutébb ezt a megfigyelést azzal, .hogy
AUTOLYKOS nem Is adott nevef bizonyitas nélkiil elérebocsatott principiumainak.™
Ugy latszik tehat, nem tartotta sziikségesnek, hogy osztdlyozza azokat a be-
nem-bizonyitott alapelveket, amelyeket munkaja el6tt felsorolt. Jol Osszevdg
ezzel a ténnyel az is, hogy a gor6g matematikusok az euklidész-utani korok-
ban sem torekedtek az egyes principium-miifajok pontos terminoldgiai meg-
kiilonboztetésére. A matematika szempontjabo! szinte csak egy megkiilonboz-
tetés volt lényeges, az ti., hogy a principiumok bizonyitads nélkiil is igaznak
tartott tételek, s ezért elérebocsatandok; a thedremak viszont bizonyitanddk,
azaz olyan allitdsok, amelyeket a principiumokbol kell levezetniok. Az egyes
principium-miifajok gondosabb megkiilonboztetésére iranyuld vitdit a mate-
matikusok, ugy latszik, atengedték a filozofusoknak.

Latjuk tehat, hogy a gorég matematikusok — legaldbbis azok, akiknek
miiveit ismerjilk — EUKLIDES kivételével soha nem torekedtek az egyes prin-
cipium-miifajok szigorti és kovetkezetes megkiilonboztetésére. Kérdés: vajon
éppen ezért nem magatdl EUKLIDESt6! szdrmazik-e a principiumok targyalt
harmas beosztasa? — Ugy gondolom, e feltevés ellen szélnak a kovetkezok:

168 Resp. VI 510 C—D.

10 Lasd Praton, Resp. 510 C — 517 D és Aristor. Met. I" 3 1005 a 19 kk.

170 P. Tannery, Mém. Scient. 11 58. V6. Autolyci, De sphaera quae movetur liber.
De ortibus et occasibus libri duo, ed. Fr. Hurtsch, Lipsiae 1885, Index s. v. ,horoi”. .

171 Studi it. di fil. class. XXX 1958 10 k.
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1. ARISTOTELES tObbszor targyalja miiveiben az un. bizonyité tudoma-
nyok, kozottik a matematika alapelveit is, s6t megprobalja osztdlyozni is
ezeket az alapelveket. Ez tehat arra mutat, hogy az euklidész-eldtti korokban
csakugyan az egyes principium-miifajok gondosabb megkiilonboztetésére tore-
kedhettek.

2. Lattuk fentebb, hogy mar az i. e. V. szdzadban ismerte és tudatosan
alkalmazta OINOPIDES az els6 hdrom euklidészi posztuldtumot, s6t e posztu-
latumok valdsziniileg magatél OINOPIDEStS] szarmaznak. Valdszinii tehat, hogy
azok a gorog matematikusok, akik OINOPIDES 6ta , Elemeket” dllitottak ossze,
legaldbb e harom posztulatumot mindig mint kiillon csoportot bocsatottak
munkajuk elé.

Ugy gondolom tehat, a principiumok harmas beosztasa EUKLIDES miivé-
ben valdjaban csak tradicio. A ,hypothesisek”, ,aitémak” és ,,axidmak” meg-
kiilonboztetése nem is annyira a matematika, mint inkdbb a filozdfia szem-
pontjabol volt Iényeges. Fontosnak e megkiilonboztetést igazan csak akkor
érezhették, amikor elébb az aritmetika, majd kés6bb még inkabb a geometria
elméleti megalapozdsa sordn a matematikusok elhataroltdk tudomanyukat az
eleai filozofiatol. Ebben az idében csakugyan nem volt iényegtelen az, hogy
vajon a ,,mozgds” eleai tagadasaval szemben foglalnak-e allast a matemati-
kusok a posztuldtumokban, vagy a végtelen halmazok vizsgédlatabol levont
eleai kovetkeztetések ellen a nyolc elsd axiomdban. Kés6bb azonban, ahogy a
matematika egyre inkdbb fiiggetlenedett a filozofidtol, a principiumok meg-
kiildnboztetésének a kérdése is mindinkabb veszitett a jelentoségébsl. Most
mar nem annyira a matematikusok, mint inkdbb a filozofusok foglaikoztak
ezzel a kérdéssel. (Lasd pl. ARISTOTELESt!)

EUKLIDES tehat a principiumok hadrmas beosztisat olyan régebbi mate-
matikusoktdl vehette at, akik mar elbtte is allitottak Ossze ,‘,Elemeket”. Mint

ismeretes, ilyenek voltak: a chiosi HIPPOKRATES, LEON és a magnesiai
THEUDI0S.'™

A geometria elméleti megalapozasa a matematikanak az eleai dialektika-
bol valo kiszakadasa, fiiggetlenné véldsa soran alakult ki. Ezért tud olyan
kevés, torténetileg is felhaszndlhato lényeges gondolatot mondani a mate-
matikai principiumok mibenlétérdl az az ARISTOTELEs, aki az eleai dialektikat

is oly kevéssé értette meg, hogy ZENON paradoxonait puszta szofizmaknak
mindsitette.

122 Proclus 66, 7—8; 66, 20—23; 67, 12—16.
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V. A korai gorég matematika néhany problémaja aj megvilagitasban

A megeldz6 fejezetekben olyan magyardzatot kiséreltem meg a gorog
matematika axiomatikdjanak kialakuldsara, amely magyarazat (j megvilagitasba
helyezheti a korai gorog tudomany egyéb torténeti problémait is. Anélkiil,
hogy ezeket a kérdéseket mar itt részletesebben targyalni akarnam, csak
roviden utalok ezfittal néhany ilyen problémara.

1. KONSTRUKCIO ES MATEMATIKAI EXISZTENCIA

Az antik matematikatorténet egyik fontos kérdése pl.: hogyan meriilt fel
egyaltalan az Okorban a matematikai exisztencia problémdja? — Ugy latom,
ezt a kérdést a torténeti irodalom eddig még soha nem is vetette fel elég
pregnans formaban. Ehelyett olyan féligazsdgokbd! indultak ki, amelyek nem
megoldottdk, inkdbb csak elkenddzték az igazi torténeti problémat.

Mint ismeretes, altalaban H. G. ZEUTHEN maradand6 érdemének tartjdk,
hogy megvilagitotta az okoriak exisztencia-bizonyitdsanak elveit.”® O. BECKER
pl. igy irt err6l a kérdésrdl:'™ ,,ZEUTHEN kutatdsai szerint az Okoriak exisz-
tencia-bizonyitdsdnak egyetlen és allandoan hasznalt eszkbze a konstrukcio
volt. Minthogy pedig az antik matematika csak geometria volt (az aritmetikat
és algebrat is geometriai formaba oltoztették), ez a konstrukcid idomok szer-
kesztését jelentette. Mindig két alapvetd konstrukciobodl indultak ki: két adott
pont osszekotése egy egyenessel és korszerkesztés adott pont koriil adott
radiusszal. Két euklidészi posztuldtum mondja ki, hogy ezek a szerkesztések
lehetségesek, vagyis ami egyértelmii ezzel: hogy az igy szerkesztett alakzatok
léteznek stb.”

Barmennyire plauzibilisek is ennek az idézetnek egyes allitdsai, ra kell
itt mutassak e koncepcid gyongéjére. Mert igaz ugyan, hogy a gordg mate-
matika tilyomoérészt geometria volt, és valoban a gorogoék az aritmetikat,
algebrdt is — legalabbis utélag — ,,geometrizaltak.””””™ De vajon az aritmeti-
kdban is mindig szerkesztésbol allott-e az exisztencia-bizonyitas? — Nyilvan-
valo, hogy nem! ZEUTHEN féved, amikor azt allitja, hogy az antik exisztencia-
bizonyitds egyetlen és mindig alkaimazott eszkdze a konstrukcid, azaz a geo-
metriai szerkesztés volt. Vegyiik pl. az euklidészi aritmetika kovetkezd két
érdekes tételét: VII 31. Minden dsszetett szdmnak osztéja valamely primszdm,
és 1X 20. Tobb primszdm van, mint a primszdmok bdrmely adoft (= véges)
halmaza. — Nem kétséges, hogy e tételek bizonyitdsa exisztencia-bizonyitas.
Mert az elsd esetben abbdl all a bizonyitds, hogy megmutatjuk, barmely tet-

13 H. G. ZeutHen, Math. Ann. 47 (1896) 222—228.

19 O, Becker, Math. Existenz 1927, 130.
1% V6. O. Nevucesauer, Quell. u. Studien etc. B 3 (1936) 245—259.
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szbleges Osszetett szam, pl. a esetében van egy olyan primszam (pl. f vagy g),
amely osztéja a-nak. — Hasonloképpen a masik tétel esetében a bizonyitas
abbol all, hogy megmutatjuk, a primszamok barmely adott (= véges) halmaza
esctében van még Jegaldbb egy olyan primszam, amely nem eleme a prim-
szamok vizsgalt halmazdnak.

EUKLIDES e tételek esetében a keresett szam exisztencidjat nem geomet-
riai konstrukci6val bizonyitja. S6t kérdéses: vajon nem a mi gondolkoza-
sunkat magyarazzuk-e bele az antik szovegbe, ha e tételekkel kapcsolatban a
sz0 barmiféle értelmében ,konstrukcidrél” beszéliink?

ZEUTHEN elméletének egy masik gyongejére A. FRAJESE hivta fel a figyel-
met.'™ Emlékeztetett ugyanis arra: EUKLIDES az O&kori hagyomany szerint a
platoni filozéfia kovetdje volt.”™ De hogyan lehetséges, hogy a platéni filo-
zofia hive a konstrukciét az exisztencia bizonyitékanak tartsa? — kérdezi
FRAJESE. Hiszen a geometriai szerkesztés csak [ldthatovd — szinte megfog-
hatévd — tesz valamit, PLATON pedig éppen a ,lathat6té]” tagadta meg az
igazi létezést! — nem kétséges, hogy FRAJESE kifogdsa nagyonis indokolt.

Ugy gondolom azonban, a megelz6 fejezetek értelmében a matematikai
exisztencia problémajat is egészen 1 oldalrd]l vilagithatjuk meg. — Beszél-
tink mar arr6l, hogyan értetiék az exisztenciat (a "valodi létezést) az eleai
és a platoni filozofia hivei. A létez6 (vo 6r) — vagy mas néven az egy
(z0 &) — exisztencidja az eleatdk szdmdra egyaltalan nem volt problematikus.
PARMENIDES ezt a téteit indirekt uton bizonyitotta: kimulatta ugyanis az ellent-
mondast a masik két tételben: ,,a létezd6 nincs” és ,a létezd van is meg
nincs is”,

Hasonlo volt az exisztencia-bizonyitds az aritmetikdban is — azzal a
kiilonbséggel, hogy itt még eldbb az ,absztrakt soknak”, a ,szamnak” a
fogalmat kellett megteremteni oly modon, hogy az egyet gondolatban megsok-
szoroztdk.”™ (Az eleatdk kezdetben tagadtik a ,,sok” létezését is; amig pedig
nem volt ,sok” — azaz ,szam” —, nem volt lehetséges természetesen az
aritmetika sem.) Felaliitottak tehat a kovetkezé aritmetikai definicidt: ,,a szam
egységekbdl osszetett halmaz.” E definicié alapjan pedig most mar az arit-
metikaban is indirekt dton bizonyithattdk az exisztenciat.

A gorog aritmetikaban tehat valamely szam exisztencidjat nem szerkesz-
téssel (konstrukcioval) bizonyitottdk be, hanem oly médon, hogy kimutattdk az
ellentmondast abban az allitasban, amely kétségbevonja a kérdéses szam léte-
zését. Az elemek VII. 31 tétel értelmében pl. van minden Osszetett szamra
olyan primszam, amely osztdja ennek az osszetett szamnak, mert az az allitas,.

16 A. Frajese, La matematica nel mondo antico, Roma 1951 p. 92.
177 Proclus 68, 20 kk. .
18 V5. Matematikai Lapok X (1959) 81—98.
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hogy ,,nincs ilyen szam”, ellentmond a szam definicidjanak. — Hasonloképpen
a primszamok barmely adoft (= véges) halmaza esetében van még legalabb
egy olyan primszadm, amely nem eleme a vizsgalt halmaznak, mert az az
allitds is, amely tagadja ezt a tételt, ellentmondasra vezet.

Az az Allitds tehat, hogy a gordg aritmetikaban az exisztencia-bizonyitas
egyetlen és mindig alkalmazott eszkoze a szerkesztés (konstrukcio) lett volna,
nem 4llja meg a helyét. A gbrog aritmetika jelentds részében az exisztenciat
logikai dton, indirekt bizonyitdssal mutattdk ki.

Kétségteleniil igaz viszont az, hogy a ,,matematikai exisztencia” fogalma
tj értelmet kapott a geometridban, a térrdl szolé tudomanyban. Mert a 1étezés
kritériuma az eleai filozofia szerint az ellentmonddsmentesség volt; ezt a kri-
tériumot pedig a geometridban mar kevésbé lehetett alkalmazni, mint az arit-
metikaban. Hiszen lattuk mar, hogy a ,,pont”, a ,vonal”, s6t még maga a
»tér’ fogalma is ellentmondasos. A geometridban tehat praktikus-empirikus
tényekbdl kellett kiindulniok a matematikusoknak. Ezért épiil a geometriai
exisztencia-bizonyitds legtobbszor csakugyan konstrukcidra. Minden szerkesz-
tést pedig igyekeznek visszavezetni két alapvefé szerkesztésre, az egyenes és
a kor szerkesztésére, azaz a hdrom els6 euklidészi posztulatumra, amelyek
valojaban exiszlencia-posztuldtumok.

Bar a gorogok ily modon a geometriai exisztenciat csakugyan a szer-
keszthet6ség — pontosabban az euklidészi posztulatumok alapjan valé szer-
keszthetdség kérdésévé tették, az eleai és platoni filozofia szempontjabdl ez
a fajta exisztencia tovabbra is problematikus maradt. Ezért panaszkodott
PLATON — mint fentebb egy idézetben lattuk mar —, hogy a geometerek
kifejezésmodja, amely mindig a szerkeszthet6ségrol beszél, félrevezetd latszat,
hiszen a geometriai alakzatok a szerkesztéstdl fliggetlentil léteznek. Mast jelen-
tett tehat a matematikai exisztencia mar PLATON kordban is pusztan csak a
matematika, és mdst a filozofia szempontjabol.

2. Az UN. PLATONI REFORM

Egy mésik érdekes probléma, amely — tgy gondolom — az elmondot-
tak alapjan uj megvilagitasba kertil: a platoni filozofidnak és a matematikanak
egymashoz vald viszonya. Erdemes lesz roviden visszapillantanunk arra, hogyan
itélték meg ezt a kérdést régebben.

Még 1913-ban publikalta H. G. ZEUTHEN egyik fontos cikkét, amely
benniinket eziittal inkabb csak a cime miatt érdekel: ,,Sur les conaissances
géométriques des Grecs avant la réforme platonicienne.”'™ Mint a cimb6l is

1% Qversigt det kgl. Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 1913 No. 6.
431—473.
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kideriil, ZEUTHEN 1(gy gondolta, hogy volt a gorog geometria torténete soran
egyszer egy ,platéni reform”; s6t a cikk ezt a bizonyos reformot egyenesen
maganak PLATONnak tulajdonitotta. ZEUTHEN véleménye szerint ugyanis
PLATON, bar nem kozvetleniil csak tanitvanyain keresztiil, de mégis lényeges
befolyast gyakorolt a geometria fejlédésére. Tizenkét évvel kés6bb igy fog-
lalta 6ssze O. TOEPLITZ azoknak a torténészeknek a véleményét errdl a kér-
désrdl, akik ZEUTHEN ,,reform-theoridjat’’ vallottdk:™®

,,PLATONnak természetesen nem voltak matematikai felfedezései; az az
Okori hagyomdny, amely neki tulajdonitja a dédekaéder felfedezését, tévedés.
PLATON azonban dlfaldnos irdnyelveket adott a matematikdnak; az , Elemek”
axiomatikus felépitése; a szerkesztésben a vonalzo és kirzo kizdrolagossdgdhoz
valo ragaszkodds, és az analytikus modszer: PLATON mijve. PLATON korének
nagy matematikusai, THEAITETOS és EUDOXO0S, az 0 hatdsdra teremtették meg
az tn. euklidészi geometridt.”

Mint az idézet kiemelt szavaibol latjuk, a torténészek ebben az idSben
hajlandok lettek volna szinte az egész rendszeres gordg matematikat annak a
»platoni reformnak” a szdmlajara irni, amelyet ZEUTHEN val6saggal mérfold-
kének tartott a tudomany torténetében. 1927-ben még O. BECKER is annyira
ZEUTHEN elképzelésének a hatdsa alatt &llott, hogy gy gondolta: PLATON
mitkodésével 0] korszak kezdddott a matematika torténetében. Akkoriban igy
irt errél:®

»Nagy egészében a matematika PLATON el6tt szemléletes és formahoz
kotott (mint ZEUTHEN mondta: ,érzékletes geometria”) volt. A feltind (szim-
metrikus és ehhez hasonl6) alakzatok tulajdonsagait vizsgaltdk, anélkiil, hogy
e vizsgalatok rendszeresek lettek volna. A szerkesztések is onkényesek és
szabdlyozatlanok voltak (,,becstisztatds”, mindenféle kinematikus konstrukciok,
pl. az élisi HIPPIAS quadratrixa). PLATON vezetfe be azt az dltaldnos reformot,
amelynek az axiomatikus mddszert és a matematikai exisztencidnak a szer-
keszthetéséggel valo definicidjdt kiszonhetjiik.”

ZEUTHEN elmélete a ,,platdni reformrél” az elmilt évtizedek soran alta-
lanossa, s6t csaknem kizarolagossa lett. Jo példa lehet erre O. TOEPLITZ
esete, aki a kovetkezd gondolatmenet alapjan probalta kisebb mértékben revi-
dedlni ZEUTHEN elméletét:

Ha csakugyan volt a tudomany torténetében egy olyan gyokeres ,,platoni
reform”, mint ZEUTHEN gondolta, akkor a gorog geometria fejlédésében két
nagy korszak kiilonboztethetd meg: egy empirikus korszak a reform eldft, és
egy theoretikus a reform wfdn. , Elképzelhetd volna azonban — irta tovdbba
TospLITZz —, hogy e két korszak kozé egy atmeneti fokot iktassunk; ti. egy

180 Mathematik und Antike” az ,Antike” c. foly6iratban 1925 I 175—203.
181 ‘Mathematische Existenz” 250.
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olyan fokot, amelyen ugyan bizonyitanak mar, de még nem teszik fel rend-
szeresen a kérdést: mennyi az a bebizonyithatatlan minimum (axiéma), amely
elégséges minden bizonyitdshoz. Hogy egy ilyen fokozat a tudomany torté-
netében is elképzelhetd, arra tobbszor példat ad iskoldink matematika-tani-
tasa,” 1#?

Természetesen, ha TOEPLITZ nyoméan ilyen d&tmeneti fokot iktatunk a
matematika két nagy korszaka kozé, akkor ezédltal erdsen csvkken mér a
feltételezett ,,platdoni reform” jelentdsége. Ennek a harmadik fokozatnak a
megkisérelt kozbeiktatdsa azonban TOEPLITZ részér6! valdjaban nem volt tobb,

,»Elképzelhet6 volna az is, hogy a nagy matematikusok, meég azok is,
akik PLATON akadémidjahoz tartoztak, nem PLATON dsztdnzésére hajtottdk
volna végre a reformot, hanem a matematika belsé lényegének engedelmes-
kedve, és hogy PLATON lett volna az, aki tdliik fanulf, amikor mddszeriiket
az dltaldnos ismeretelméletre alkalmazta.” ™™

A ZeUuTHEN-theorianak ez a revizi6ja meglehetdsen hiivos fogadtatasra
talalt. O. BECKER pl. csak a kovetkezOt jegyezte meg TOEPLITZ idézett gon-
dolatara:™

»E hipotézist se bizonyitani, se cafolni nem lehet, mivel olyan kevés
hiteles egykorti forras all a rendelkezésiinkre. Annyit azonban mégis bizonyosra
vehetiink, hogy PLATON wvolt az elsd, aki vildgosan felismerte: a matematika
elemi felépitéséhez szigoru modszeresség kell; ezzel pedig a pozitiv matemati-
kai kutatds fejlodését is donté mértékben eldsegitette.”

Nem csodalkozhatunk azon, hogy O. BECKER 1927-ben még annyira
hangstilyozta az egykort hiteles forrdsok hidnyat s ebben latta a platon-elotti
matematika megismerésének nagy akadalyat. A pdros és paratlan elméletét,
ezt az V. szdzadbodl szarmazo tételsorozatot csak 1936 ota ismerjiik, éppen
O. BECKER egyik kitlin dolgozata nyoman.”™ Annal kiilondsebb viszont, hogy
O. BECKER ZEUTHEN theoridjat az allitdlagos ,,platoni reformrol” még késébb
sem akarta feladni. 1951-ben pl. egyik recenzi6jdban birdlta B. L. van der
WAERDENnek azt a feltevését, hogy az euklidészi , Elemek” VII. kdnyve még
az i. e. V. szdzadbdl szdrmazik, megjegyezvén, hogy: ,a VII konyv mai toké-
letes formdja taldn kés6bbi 4atdolgozas eredménye, egy olyan atdolgozase,
amelyet talan az Akadémia matematikusainak koszonhetiink.” ™ Nem kétséges,

182 . m. 201.

183 Uo. 201—202,

18¢  Mathematische Existenz” 250, 2. jegyzet.

185 Quell. u. Studien etc. B 3 (1936) 533—553. Vo. O. Becker, Grundlagen der Mathe-
matik 1954, 38 kk.

186 Gnomon 23 (1951) 38 kk.
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hogy BECKER maga is tisztdban volt azzal: mennyire indokolatlan ez a szkep-
szise. Eppen azért rogtéon hozza is fiizte eldbbi megjegyzéséhez: ,Persze,
B. L. van der WAERDEN joggal hivatkozhatnék arra, hogy egy olyan szigori
logikdval felépitett rendszernél, mint EuxLIDES VII. konyve, aligha szabad
kiilonbséget tenniink tartalom és forma kozott.” — Az el6bbi megjegyzés
tehat, amely szerint EUKLIDES VII. kényvét az Akadémia matematikusai ,,atdol-
goztdk volna”, csak arrol tanuskodik, hogy BECKER még 1951-ben sem akarta
feladni ZEUTHEN régi elméletet: PLATON kortarsai gyokeres reformot hajtottak
végre az egykoru matematikaban.

Azt hiszem, e dolgozat utolsé fejezetében nem sziikséges még egyszer
osszefoglalnom véleményemet a ,,platoni reform” kérdésérl. Fontosabb lesz
talan ehelyett ramutatnom e tilhaladott eiméletnek az eredetére.

Az antik hagyomany csakugyan tobbszor hangsilyozza PLATON szoros
kapcsolatat koranak matematikajahoz. PROKLOS pl. ezt irja:™ ,,PLATON buzgd
tanulmanyainak koszonhetd a matematikai diszciplinak, kiilonosen pedig a
geometria fellendiilése. Irdsai telis-tele vannak matematikai gondolatokkal, és
6 maga mindig arra torekszik, hogy a filozofia hiveiben felébressze a csodalatot
ezek irdnt a dolgok irant.” Ha ehhez hozzdszamitjuk még, hogy e kor nagy
matematikusai, THEAITETOS, EuDOX0S és még sokan masok, akiket PROKLOS
felsorol, PLATON baratai, illetleg a matematikdban mesterei, vagy a filozd-
fiaban tanitvanyai voltak, csakugyan elképzelhetének tartjuk majd, hogy PLATON
mitkodése taldn a matematika szempontjabdl is 1ényeges lehetett. (Hiszen ez
a dolgozat is a rendszeres matematika eredetére vonatkozd elméletet ugy épi-
tette fel, hogy kozben dllanddan figyelemmel volt PLATON miiveire is.)

Arrol azonban sehol sem beszél az antik hagyomany, hogy PLATON
reformot vagy plane fordulatot hozott volna a matematika fejlédésében. Ugy
latszik tehat, az az allitas, hogy ,,PLATON lett volna az elsd, aki felismerte:
a matematika elemi felépitéséhez szigori modszeresség kell, és hogy PLATON
ezzel a pozitiv matematikai kutatds fejlodését is dontd mértékben eldsegitette
volna”, indokolatlan tiilzds a modern torténeti kutatds részér6l. — Még abban
az esetben is, ha PLATONnak a matematikdhoz valé viszonyat nem ugy itél-
nénk meg, ahogy e dolgozatban kifejtett elméletembdl kovetkezik — hogy ti.
mind PLATON filozofidja, mind pedig a vele egykorti matematika kozds gyike-
rekbdl, eleai dialektikabdl sarjadtak ki —, még akkor is kézenfekvébb volna
REIDEMEISTER elmélete,”™ hogy ti. PLATON vette volna at az indirekt bizonyi-
tds modszerét a matematikabol.'™

De mi adhatott akkor mégis okot arra, hogy kialakuljon ZEUTHEN kiil0-

187 Proclus 66, 8 kk.
188 K, REIDEMEISTER, i. m. 44—63.
189 L3sd ehhez még B. L. v. d. Waerpen, Erwachende Wissenschaft 247.
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nos elmélete a ,,platoni reformrol”, és arra, hogy ez az elmélet ilyen nagy
mértékben el is terjedjen? — Azt hiszem, hozzdjarulhatott ehhez az az indo-
kolatlan bizalmatlansag is, amelyet a torténeti kutatds — legaldbbis régeb-
ben — az i.e. V. szazad egyik kivdlo gbdr6g matematikusdval, a chiosi
HIPPOKRATESSzel szemben tanisitott. Bar ezuattal nem térhetek ki részleteseb-
ben HIPPOKRATESNnek a holdacskdk quadraturdjarol irt munkdjara, mégis
emiékeztetnem kell itt néhdny olyan véleményre err6l a munkard!, amely
egyszersmind azt is illusztralhatja, hogyan tamogatta a HIPPOKRATESszZel szem-
ben tanusitott bizalmatlansdg a ,,platoni reform” elméletét.

Mindenekel6tt érdemes lesz felhivnom a figyeimet arra, hogy régebben
még azt sem tartottdk val6sziniinek: mar HIPPOKRATES is alkalmazhatta volna
az indirekt bizonyitast matematikai levezetéseiben?™ HIPPOKRATES tudasanak
és képességeinek ez a megitélése éreztette hatdsat a szovegkritikdban is.
Kiilonb6z6 megokolasokkal ugyan, de mégiscsak kirekesztették SiMPLICIUS
szovegébdl mindazokat a részeket, amelyek indirekt bizonyitasokat tartalmaztak,
mondvan, hogy ezek nem magatdl HIPPOKRATEStS] szdrmaznak, inkabb csak
EUDEMOS kiegészitései lehetnek.”™ A , megtisztitott” szoveg interpretdlasaban
még tovabb mentek; mindent elkovettek, hogy HIPPOKRATESt mint igazi
~ Szofistdt mutassak be.

SimpLICIUS szovege pl. azt allitja: HIPPOKRATES bebizonyitotta, hogy
,,koOrok teriiletei ugy ardnylanak egymdshoz, mint az atmér6ikre emelt négy-
zetek”. Minthogy azonban SIMPLICIUS szbvege e tétel bizonyitasat nem kozli,
feltették a kérdést: vajon HIPPOKRATES csakugyan hibéatlanul be tudta-e bizo-
nyitani ezt a tételt? Az a bizonyitds ugyanis, amelyet erre a tételre EUKLIDESRé!
olvasunk (Elem. XII 2), PLATON kortarsatol, EuDoxostol szdrmazik, vagyis
ezt HIPPOKRATEs aligha ismerte. Ezért aztdn O. ToepLiTZ megkisérelte mar,
el6bb is emlitett cikkében egy olyan ,kevésbé tokéletes bizonyitds” rekonst-
rudlasat, amelyet — véleménye szerint — mdar HIPPOKRATES is adhatott téte-
lére. TOEPLITZ tehat feltefte, hogy HIPPOKRATES bizonyitdsa szabdlyos sok-
szogekbdl (4, 8. 16, 32, ..., n) indult ki. Ezekre hibatlanul ki tudta mutatni
HIPPOKRATES, hogy két szabdlyos sokszog teriilete (A és a), csakugyan ugy
aranylik egymashoz, mint a megfeleld korok radiuszaira (R és r) emelt négy-
zetek; tehat: A:a= R*:r". Ebb6l viszont — TOEPLITZ szerint — arra kovet-
keztetett volna HIPPOKRATES, hogy ugyanez érvényes a két kor teriiletére
(K és k) is: K:k= R*:r*, minthogy a korbeirt sokszogek teriiletei az oldal-
szam novelésével ldthatéan kozelednek a kor teriiletéhez.

Miutan TOEPLITZ rekonstrudlta ezt a naiv ,bizonyitast” HIPPOKRATES

190 Lasd a 179. jegyzetet.
191 Lasd uo. 452. lap.
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szamdra — anélkiil, hogy erre barmilyen adatot talalt volna az antik hagyo-
manyban, egyszeriien csak fantdziabdl —, mindjart le is sziirte beléle a tanul-
sagot: '™

,,EUDOXO0s genialitdsa kellett ahhoz, hogy felismerjék: végtelen folyamatroél
van itt sz0, amely attori a tiszta bizonyitds kereteit. Az n oldald sokszog
alapjan a két kor, K és k, teriiletére valo kovetkeztetés logikai ugras, amely-
nek nincs axiématikus igazolasa. Es ez nem volt az egyetlen eset, ahol ilyen
ugrdst kdvettek el. Megismétlodott ez egy egész sor mds tételnél is, gy ahogy
a szofista tanitomesterek eléadtdk Jket.”’

Ezutan kovetkezik ToepLITznél az eudoxosi axidoma jellemzése, amely
véleménye szerint nélkiilozhetetlen HIPPOKRATES tételének a bizonyitdsahoz,'™
majd pedig hatdsos kontrasztban hasonlitja 0ssze a ,,szofistat” és az ,igazi
platéni tudost’:™

»,az egyik oldalon all tehat a szofista iskolamesterek dlldspontja, akik
elegansan megteszik a titokzatos ugrdst a végtelenbe, a mdsik oldalon viszont
a platoni akadémidra jellemzd miivészi modszer: elkeriiini minden gondolati
ugrast, szigorian megmaradni a véges geometria keretei kozott, és mindent
more geometrico levezetni EUDOXO0S egyetlen 1ij axiomajabol.”

Vildgosan bizonyitja e két legutdbbi idézet, hogy tulajdonképpen kettds
torténeti konstrukcioval van dolgunk. — Ahhoz, hogy kimutathassak a mate-
matika ,,platoni reformjat”, el6bb rekonstrudlniok kellett azt a ,,szofista mate-
matikat”, amely a reform eldff lett volna érvényben.® Nem sziikséges talan
hangsilyoznom, hogy a jozan kritika ezt a kettds konstrukciot egyaltaldn nem
fogadja el. Ami a ,,szofista matematikat” illeti, err6l ma mar senki sem beszél,
vagy legalabbis nem abban az értelemben, mint ahogy TOEPLITZ beszélt rdla.
Azok a szofistdk, akik egyben matematikusok is voltak, egyaltalan nem valtak
szégyenére a matematikdnak. — Ami viszont a matematika ,,platoni reformjat”
illeti, bar ezt a gondolatot — tudomdsom szerint — elttem még senki sem
cafolta érvekkel, valdjdban ma mar ennek az elgondoldsnak is csak az
emléke él '

Azt hiszem azonban e dolgozat befejezéseként valaszolhatok egy olyan
kérdésre is, amelyet legutobb ToepLITZ fogalmazott meg éppen a ,,platoni
reform” problémajaval kapcsolatban. TOEPLITZ ugyanis emlitett cikkében fel-
tette a kérdést:

w2 Antike” (folyoirat) 1 1925 182—183.

143 . Becker legutobb (Archiv f. Begriffsgesch. IV 218 kk.) megmutatta, hogy
HiprokraTEs tételét egyszeriibb eszkozokkel is hibatlanul bizonyithatta.

14 Antike” (folydirat) 1 1925 192.

195 Az ujabb kutatds Hippokratésszel kapcsolaiban mdr nem ,szofista” matematikarol

beszél, hanem éppen bizonyitasainak feltiinG szigoriisdgat emeli ki; vo. pl. B. L. v. d.
Waerpen, Math. Ann. 120, 139 - 140 és , Erwachende Wissenschaft” 214.

N
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»Vajon a matematika torténete sordn volt-e id8, amikor a filozéfia dontd
modon szo6lt bele a matematikaba, és a filozdfia alakitotta-e ki ennek a tudo-
manynak igazi, végleges formajat, vagy talan mindezt 6nmagdabol teremtette-c
meg a matematika?”

Az itt osszefoglalt kutatdsok értelmében a rendszeres és deduktiv mate-
matika torténetének legelsé szakaszaban nem volt egyéb, mint a filozofianak,
kozelebbr6l az eleai dialektikdnak egyik specidlis 4ga. A gordg matematika
tulajdonképpen a geometria elméleti megalapozasaval szakadt ki a filozofiabol
és lett tole fliggetlenné.

Fiiggelék

ARISTOTELES és az euklidészi principiumok

A torténeti kutatds mar tobbszor megkisérelte, hogy a gérog matematika
axiomarendszerének kialakuldsat ARISTOTELESbDOI kiindulva magyarazza (lasd
pl. TH. HEATH miivét, ,, The Elements, Euclid, Cambridge 1908” a Beveze-
tésben; K. v. FrITZ tobbszdr idézett dolgozatdt 1955-b6l és O. BECKERnek
ehhez kapcsolodo megjegyzéseit: Archiv f. Begriffsgesch. IV 210 kk.). Nem-
csak azért érthetd ez, mert ARISTOTELES miiveiben gyakran hivatkozik az
egykorii matematikdra, sajat gondolatait tobbszor matematikai példakkal
illusztralja, s6t neha vitatkozik is a matematikusokkal, hanem még inkabb
azért, mert az egész rank maradt 6kori irodalomban ARISTOTELES a legrégibb
olyan szerzd, aki egyik miivében — az ,Analytica posteriora”’-ban — a
matematikai axiomatika kérdéseit Osszefiiggben targyalja. Nyilvanvalo, hogy a
modern matematikatorténeti kutatas nem hagyhatja figyelmen kiviil ARISTOTELES-
nek gyakran nagyon értékes adatait. A gorog matematika axiomarendszerének
sok torténeti problémajat egyaltalan nem is tudndnk megoldani, ha nem alina
rendelkezésiinkre ARISTOTELES mint forras.

Mégis, ha az euklidészi axidmarendszer torténeti magyardzatat tiizziik ki
célul, vigydznunk kell: nehogy tiilértékeljiik ARISTOTELES magyarazatait.
Nyilvanvalé ugyanis, hogy ARISTOTELES magyardzatai nagyon sok esetben
egyditaldn nem alkalmazhatok EUKLIDES-re. tekintsiik at pl. roviden, hogyan
kiilonbozteti meg ARISTOTELES az Analytica posteriora els§ konyvének maso-
dik fejezetében az egyes matematikai pricipiumokat (a kovetkez6khoz lasd
K. v. FriTZ, i. m. 25 kk.).

ARISTOTELES mindenekel6tt megkiilonbozteti a Féoe-t az délloue-tol.
A ,thesis”’-r6l azt allitja, hogy ez — éppentigy mint minden principium —
bizonyithatstlan, és hogy erre (a ,thesis”-re) nincs is okvetleniil sziiksége
mindenkinek, aki valamit a sz0 tudomanyos értelmében tanulni akar.
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Az ,axiéma” szerinte éppen abban kiilonbozik a ,,thesis”-tdl, hogy mindenki,
aki a szo6 tudomdnyos értelmében fel akar fogni valamit, az ,axiéma” bir-
tokdban kell hogy legyen. A ,thesis”-t a tovabbiakban felosztja aztan ,,hypo-
thesis”-re és ,horismos”-ra; az utdbbi (doioudg) nala a ,,definicid” neve.
— Rendkiviil érdekes az is, miben kiilonbbzik — szerinte — a ,,hypothesis”
a ,horismos”-t6l. A ,hypothesis” ugyanis azt mondja ki, hogy valami van
vagy nincs. A ,horismos” (a definicio) kevesebb ennél. Mert a definicié pl.
az egység esetében csak annyit mond ki, hogy az egység a mennyiség szerint
oszthatatlan valami; de a definicid 6nmagaban még nem 4llapitia meg az
egységnek a [éfezését is; a létezés megdllapitasa egy olyan ,hypothesis”-nek
a feladata, amely parhuzamos a megfelel6 ,horismos”-szal. A principiumok
felosztasdnak arisztotelészi schémadja tehat a kovetkezd:

aoyai
Féae aiwuc
o LN :
vrrodeog 0QLOUOG

Hogyan lehetne marmost ezt az arisztotelészi schémdat dsszhangba hozni
EUKLIDESszel ? — ARISTOTELES axiomdit minden tovabbi nélkiil azonosithat-
juk az euklidészi axiomakkal, és ugyanigy taldn a definiciokat is (EUKLIDESnél
»horoi”) a ,horismos”-szal. De mar a kovetkezd lépésben megakadunk.
Megprébalhatnank ugyan az euklidészi posztuldtumot (,,aitéma”) azonositani
az arisztotelészi ,,hypothesis”-szel, minthogy mind a kettd az exisztenciara
vonatkozik, de egyaltalan nem értjiik — EUKLIDES szempontjabdl — a ,,hypot-
hesis” és ,horismos”-nak arisztotelészi Osszefoglaldsit a ,,thesis’’-ben. Ha
EUKLIDES szovegébdl indulunk ki, semmi értelme sincs annak az allitasnak,
hogy a posztuldtumok kozelebbi rokonsadgban allnak a definiciokkal, mint az
axiomakkal!

De igazdban nem is azonosithatjuk az arisztotelészi ,,hypothesis”-t az
euklidészi ,,aitéma’”-val. EUKLIDES ,,aitéma”-i lényegiikben mdsok mint ARIS-
TOTELES ,,hypothesis”-ei. Hiszen ARISTOTELES a kovetkezOket is llitja meg
(An. post. 1 10, 76 b 7 kk. v6. K. v. FrITZ, i. m. 54-—55): a matematikusok
bebizonyitjdk az aritmetikdban a parosnak €s a paratlannak, a geometridban
pedig az inkommenzurdbilisnek és a haromszognek a létezését. — Ennek az
allitasnak az elsé fele — EUKLIDES szempontjdbdl — egyszeriien tévedés.
EUKLIDES sehol sem bizonyitja be a paros és a paratlan létezését abban az
értelemben, ahogy ezt ARISTOTELES kivanni. EUKLIDES ezeket a fogalmakat
egyszeriien csak definidlja. — ARISTOTELESt olvasva az a benyomdsunk,
mintha ARISTOTELEs valami egészen mdst értene exisztencidn, mint amit mi
az eleatdkbol és PLATONDOI kiindulva EUKLIDESnél is folismertiink.

+




46 SZABO A.: A MATEMATIKA ALAPJAINAK EUKLIDESZI TERMINUSAI,

Le kell tehdt szogezniink — anélkiil hogy kisérletet tennénk ezittal az
Aristotelés-interpretdciora —, ARISTOTELESnek nemhogy az axidmatikarol adott
magyardzatai, de még csak a terminologidja sem alkalmazhaté az euklidészi
»Elemekre”. Ugy latszik, minden olyan kisérlet, amely megprobalja Ossz-
hangba hozni egymdssal ezt a két kiilonbozd — arisztotelészi és euklidészi —
terminologiat, erészakosan meghamisitja koziilok legalabb az egyiket.

Azt viszont, hogy ARISTOTELES terminologidja az Skor tobbi, euklidész-
utani matematikusdra nem alkalmazhato, megallapitotta mar K. v. FriTZz is;
bar 6 ezt a tényt — ARISTOTELESbSl kiindulva — inkdbb ugy fogalmazta
meg, hogy ,,a matematikusoknal a principiumok elnevezését illetéen teljes a
terminologiai ziirzavar és Osszevisszasag”.

(Beérkezett: 1960. VI. 5.)

A Magyar Tudomdnyos Akadémia
Matematikai Kutato Intézete
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