EGY ALTALANOS MODSZER
VALOSZINUSEGSZAMITASI TETELEK BIZONYITASARA
ES ANNAK NEHANY ALKALMAZASA

irta: RENYlI ALFRED

Jordan Karoly emlékének ajanlva

1. 8. Bevezetés

Szamos azonossagés egyenldtlenség ismeretes tetszéleges események
valészinlségeikdzott. Olyan egyenldtlenségekregondolok, amelyekteljes alta-
lanossagbanérvényesek,figgetlentl attél, hogy a szébanforgd eseményekkd-
z6tt milyen faggfségall fenn. Az ilyen tételek gazdaggyQjteményéttartal-
mazza M. FRecHET kétkdtetesmunkdaja [1]. A legismertebba sz6banforgd
tipusba tartoz6 tétel az @n. Poincaré-tétel, amely a kovetkezdképpenszol:
Legyenek Ai, A>,..., A, tetszdlegesesemények,legyen

(1.1) 5N= 1 és S= 2 D(AEG-A,) ha k— \,2,....N,

ahol az 6sszegezésaz 1,2,...,/! szamokbdl kivalaszthatd dsszes lehetséges

Itehat j»j szamaj(fi, k,..., 4) A&adrendikombinacioraterjesztenddki. Akkor

n

(1.2) P(AA---A) = Z(— lys*.
-0

(Itt és a kovetkez8kben eseményekszorzata azt az eseménytjeldli, hogy a
szorzattényezditalkoté eseményekegyiittesenbekévetkeznek,A az A esemény
ellentétét és P(A) az A eseményvaldszinlségétjeldli.)

Az (1.2) képletet szokas,szitaformulanak"is nevezni,tekintettela szam-
elméletben hasznélatos ,szitalasi" eljarassal val6 0OsszefliggéséreAz (1.2)

képlet (ill. a szitaformula) tulajdonképpenkombinatorikai, ill. logikai jellegd
. pl. [2]). A megfeleld kombinatorikai formula a kovetkezdképpenhangzik:
legyen H egy tetszblegesvéges halmazés legyenek Ai,A,,...,A, tetszdleges

tulajdonsagok,amelyekkel H elemei birhatnak. A H halmaz 6sszeselemeinek
szamatjeldlje Ny és a H halmaz azon elemeinek szamat, amelyek az A tu-
lajdonsaggalbirnak, jeldljik Ny(A)-val. Jeldlje két vagy tdbb tulajdonsag
szorzata azt a tulajdonsagot,hogy valami a szorzat tényezdikéntszerepld tu-
lajdonsagokmindegyikévelrendelkezik. Jeldlje tovabba A az A tulajdonsaggal
ellentétestulajdonsagot. Legyen

(1.1a) Sn= Ny és S= 2 ATh(AnAv.-AJ,
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ahol az dsszegezésmegint csak az 1,2,...,n szamok kézil kivalaszthato
osszes(ii, i>,..h) /ir-adrendii kombinaciora terjesztenddki. Akkor
n
(1.2a) Ny(AIA---  A) = £ (—10SA.
AS

Szavakban kifejezve: a H halmaz azon elemeinek a szamat, amelyek az
Ai, A-2,..., A, tulajdonsagokegyikével sem rendelkeznek,lgy kaphatjukmegj
hogy H 0Osszes elemeinek szaméabdl rendre levonjuk azon elemek szamat,
amelyek az A, az A<>,.az A,. tulajdonsagokkal birnak, ezutan rendre
hozzéaadjukazon elemek szamat, amelyek a szébanforg6 tulajdonsagokkoziil
két tetszblegesenvalasztott tulajdonsaggalrendelkeznek, majd levonjuk azon
elemek szamat, amelyek a szébanforgé tulajdonsagokkézil harom tetszdle-
gesen kivalasztott tulajdonsaggalbirnak, s. i. t. Az (1.2a) képlet az (1.2)
képlet specidlis esete, amelyet akkor nyeriink, ha a sz6banforg6 valdszinlOségi
mez6 véges sok elemi eseményttartalmaz és ezek mind egyenld valészinQ-
séggel birnak (vagyis, ha az (1.2) képletet, amely tetszdlegesvalészinlségi
mezdben érvényes, az Un. klasszikus valészinlségimezdkre (1. [3]) alkal-
mazzuk).

Ismeretesektovabba a kovetkez egyenldtlenségekis :

2
(1.3) P(liA>.--A,)=8§ 1*SA  ha
A=0
és
2s+l
(1.4) PiAiAo-.-A)» (—'1)*& ha
fc=0
Mas széval, ha (1.2) jobboldalan az 6sszegezésnhem folytatjuk /&ig, hanem
elébb megallunk, akkor az 6sszeg értéke nem kisebb, ill. nem nagyobb a

baloldalon all6 valészin(ségnélaszerint, hogy paros, illetve paratlan index(
tagnal allunk meg. (Hasonl6 allitas érvényes természetesen(l.2a)-ra vonat-
kozélag is, lévén (1.2a) az (1.2) azonossagspecialis esete.)

JORDAN KAROLY{OI [4] Szarmazik a Poincaré-tétel kovetkezd nevezetes
és gyakran haszndlt altalanositasa Jeldlje B, azt az eseményt, hogy az
Ai, A, ..., A, események kozlil pontosan r szamu esemény kdvetkezik be
(r=0,1,2,...,ri), akkor

(1.5) =
A=U vV or o)

(1.5) a Poincaré-tétel altalanositasanakiekinthetd, mivel az r= 0 esetben
(1.5) megegyezik (1. 2)-vel. Az (1.5) formula az irodalombanJordan Karoly
formuldja néven ismeretes.
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Ismeretesaz (1.5) formula kévetkez® inverzidja is:

(K\
(1.6) (r=0,1,...,7ri.

Az (1.6) formula felfoghatdo mint az (1.5) egyenletrendszermegolddsaaz
S ismeretlenekre,és megforditva: (1.5) tekinthetd az (1.6) egyenletrendszer
megoldasanaka P(B;) ismeretlenekre.

Ervényesek tovabba a kovetkezd egyenldtlenségekis :

1.7 P(B)A"(-lyi~rfUwr ha 022 s~ n-r
(1.7) (Br) K:g ANRE S .
i
és
stl ikA-1\
(1.8) ha

Az (1.7) és (1.8) egyenlbtlenségek ugyanugy viszonylanak JORDAN KAROLY
(1. 5) formuldjdhoz, mint az (1. 3) és(1.4) egyenldtlenségelaz (1.2) Poincaré-
formuldhoz. Meglepd, hogy ennekellenérea szakkdényvekaz (1.7)—(1.8) for-
mulékat nem emlitik.

A felsoroltakhoz hasonlo jellegiek példaul a kévetkezd, M. FRECHET-tdl
szarmazd egyenldtlenségek

(1.9) ) ("= 0,1,...,n—1),
I n \ E
(r+1j (rj

tovabba a kdvetkezd, cumBELIOI szarmazdegyenldtlenségek

n | n
1/-+13 7t \aA®:
(1.10) 4 g O . ("= 1,2,..., n—1).
n—rl) n\r—_1\35

JorRDAN KAROLYtSl szarmazik tovabba a kévetkezd azonossagis:
(7.ii) P(a,+as., + see+a) =z (-1 (*'" ' )Sk..
Itt és a kdvetkezdkbeneseményekdsszegénazt az eseménytértjik, hogy az

0sszegtagjaiként szerepld eseményekkdzil legaldbbegy bekdvetkezik. (1.11)
bal oldalantehatannaka valészinGségedll, hogy az A\, A2,..., A, események

6 lll. Osztaly Kdzleményei M/1
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kozll legalabb r kovetkezik be. Az (1. 11) formulék invertalasavaladédik az

képlet.

Még sok mas, a felsoroltakhoz hasonlé azonossag és egyenldtlenség
ismeretes.Ezek felsorolasatdlitt eltekintek, hiszenaz érdekl6éddezeket FRECHET
emlitett kbnyvében megtalalhatja. E dolgozat célja egy altalanostétel bebi-
zonyitasa,amelynek segitségéveh szobanforgo tipusl azonossagolés egyen-
I6tlenségek egységesmaddszerrel rendkivill egyszerlen igazolhatok. E tételt,
amelyet néhany évvel ezel6tt talaltam (1. [5]), a 2. § tartalmazza. A 3. § egy
grafelméleti segédtételttartalmaz, amely 6nmagabanis bizonyos érdeklédésre
tarthat szamot. A 4. §-ban a 2. §-ban ismertetett médszer és a 3. § grafel-
méleti tétele segitségévelegy Ujabb, a vizsgalt tipusba tartozé egyenlétlensé-
get bizonyitunk be, amely a szamelméletb8|6l ismert Brun-iéle szita-médszer-
hez hasonl6. Végil az 5. §-ban a 4. § tételének egy alkalmazasakéntegy
ERDOsS PAL altal felvetett, véletlen részhalmazokravonatkoz6 probléma meg-
oldasat adjuk meg.

Koszonettel tartozom sooNAR KATALINNnak e dolgozat atnézésesoran tett
megjegyzéseiért.

2. 8. Egy altalanos mdédszer valoszinlségszamitasiazonossagok
és egyenldtlenségek bizonyitasara

Legyen él egy tetszdlegeseseményalgebraMint ismeretes,egy esemény-
algebra kétféleképpenis felfoghaté: vagy mint egy absztrakt Boole-algebra,
vagy mint ezen Boole-algebra halmaztesttel valé realizalasa. Az e §-ban
targyalt kérdéseknélnem jelent elényt az eseményalgebrakhalmaztesttelvalé
realizalasa, ezért azt tessziikcsak fel, hogy él Boole-algebra. llyen médon tehat
él elemeire — amelyeket eseményeknekneveziink,és nagy nyomtatott betlk-
kel jelolink — értelmezvevan két mivelet: a szorzasés d6sszeadas,tovabba
minden A eseménnyelegyitt él tartalmaz egy masik A eseményt(amelyet A
ellentétének neveziink), tovabba, hogy él tartalmaz két kitintetett eseményt,
amelyeket O-val, ill. I-vel jeldlink (és a lehetetlen,ill. a bizonyos események-
nek nevezzik)és érvényeseka kdvetkezd mdveleti szabalyok: *

* Az alabbi felsorolas azokat az alapvetd miveleti szabalyokat tartalmazza, amelyekre
a Boole-algebradkban végzett mlveletek sordn a legtobbszor szilkség van. Mint ismeretes,
ezen szabalyok kézil egyeseka tobbibdl levezethetdk,pl. a 2. 1.,3. L, 3.2., 4.1., 5. 1. és 6.1.
relaciékbdl az 6sszestdbbi levezethetd; ezek tehat egy lehetségesaxiomarendszerét alkot-
jak a Booleféle algebraknak. Lasd pl. [6].



egy altaldnos médszervalésziniséoszamitasitételek bizonyitasara 83

1.1..A+B=B+ A 2.1. AB = BA 3.1. A+ A= |
1.2. A+ A= A 2.2. AA= A 3.2. AA-=
1.3. A+ (R+C)= (A+ B)+C 2.3. A(BC) = (AB)C 3.3. A=A
4.1. A+ 0= A 5.1. Al = A 6.1. A(B+ C)= AB + AC
4.2 AT ==1 5.2, A+1 =1 6.2. A+ AN = (A+ R)(A + R)

7.1. A+ B= A-B

7.2. AB=A+B
(A felsorolt szabalyokbanA, A, N az 61 Boole-algebra tetszélegeselemei.)
Legyenekai, A,,..., A, az61Boole-algebra valtozéelemei; al, A,,..., A,
tehat egymastél figgetlenil végigfutnak 61 6sszeselemein. Az a1, A,, ..., A,
eseményekegy /(As Ao, ..., A,) @-valtozos e/lem/fiiggvényén egy olyan fligg-
vényt értlink, amely az 61-bdl tetszdlegesenvalasztott Ai, A,,..., Ay esemé-
nyekhez hozzarendeli 61 egy meghatarozottelemét, amely az as A,,..., A,

eseményekbdl kiindulva a Boole-algebra véges szamu milvelete segitsé-
gével fejezhetd ki. Mas szoval, olyan fliggvényeketneveziink eleminek, ame-
lyeknek minden valtozojanak értelmezési tartomanya az 61 Boole-algebra,
értékkészleteugyancsakaz 61 Boole-algebra, és amely kifejezhet6 olyan kép-
lettel, amelyben csak a szorzas, az 6sszeadasés a fellilvonas maveletek for-
dulnak el6 véges szamban.*

Tegylk fel, hogy az Si Boole-algebra elemein értelmezvevan egy P(A)
(szamértéki)fuggvény, amely eleget tesz a kdvetkezd feltevéseknek

I. P(A)*"0 minden A £ 6l-ra,

P()= 1,
. P(A+ B)+ P(AR)=P(A)+ P(B) ha Ai & ésAi ét

A P(A) fuggvény értékét az A eseményvaldszinlségénekevezziik. Egy olyan
Boole-algebrat, amelyenaz L, 1., . feltevéseknekelegettevd P(A) fiiggvény
van megadva, valészinlségi algebranak nevezzik. Magat a P(A) flggvényt
az 61 Boole-algebran értelmezett valészinliségeloszlasnakevezzik. Az L, Il

és lll. feltevésekbdlkdnnyen kovetkezik, hogy
(2.1) P(O)= O
és
(2.2) ha AB 0, akkor P(A+5)= P(A)+ P(B)
* Konnyen belathaté 7.1.,ill. 7.2. segitségévelhogy minden ilyen fliiggvény kifejezhetd

csak az 0sszeadéasés a feliilvonas, vagy csak a szorzas és a feliilvonas segitségével.

6*
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és altalaban,* ha EA, = 0 midén ifsj (ij = \,2,....n), akkor
(2. 2a) P(Ai+ Ao+ eoet+ A= P(AI)+ P(A)+ ceo+ P(A).
Mos bebizonyitjuk a kovetkezd tételeket:
1. TETEL. Legyen ¢« egy valoszinGségi algebra, legyenek

FI=/I(AI, Al..., E) . FI=FI(AI, AT, A Fs=Fn(Al, A, A)

tetszdleges, d-n értelmezett n-véltozds elemi fuggvények, a. a,.-.., a meg-
adott valés szamok. Annak szilikséges és elégségesfeltétele, hogy akarhogyan
is valasztva d-ban az Ai, A->,..., A, eseményeket,mindig fennalljon a

N
2.3
(2.3) hel
egyenldtlenség, az, hogy (2.3) teljesuljbn azokban az esetekben, amikor az
AlLA,, ..., Ay eseményekmindegyike vagy I-vei vagy O-val egyenld.

1. Megjegyzés. Az 1. tétel szerint tehatahhoz, hogy igazoljuk (2. 3)
fennallasataz A,, A,,..., A, eseményekbarmely valasztasara,elegendd veri-
fikalni (2. 3)-at abban a 2" specidlis esetben, amikor az Ai,A,,...,A, ese-
mények kozil egyeseketl-nek, a tébbit pedig O-nak valasztjuk. A téte! alli-
tasabol az is kodvetkezik, hogy amennyibena (2. 3) egyenldtlenségegy valo-
szinlségialgebrabanigaz, akkor minden mas valészinOségi algebrabanis
igaz; ez abbol koévetkezik, hogy minden val6szinlségialgebraban P(lI)= 1
és P(0)= 0,

2. Megjegyzés. Nyilvanvaléan nem jelenti az altalanossagmegszo-
ritasat, hogy a (2. 3)-ban szereplo F, F,,..., Fy elemi eseményfliiggvényekrdl
feltettiik, hogy mind é-valtozésak, hiszen pl. az Ai, A,..., Ac (k<n) ese-
mények egy L-valtozés fliiggvénye mindig felfoghaté mint az Ai,A,, ... A,
eseményvaltozékolyan figgvénye,amely az Au, Awa. °., A, eseményvalto-

z6ktél nem fligg. Nem jelenti az altalanossagmegszoritasataz sem, hogy
N

csak homogén egyenldtlenségekreonatkozik a tétel. Eqy a + ) laﬂ P(Fn)@ 0
i =

alakl inhomogén egyenldtlenségis felfoghaté ugyanis homogén egyenldtlen-
ségként; ehhez csak az szlikséges, hogy egy olyan Fo elemi fliggvényét
valasszuk meg az Ai,A,,...,A, eseményeknekamelyre azonosan (azaz az
Ai, A,,..., Ay események minden vélasz,\tlésa mellett) P(F,)=I; akkor a

szbbanforgd inhomogénegyenldtlensén V«,,P(F,)@0 homogén egyenldt-
h=0

* A 1.3. és 1.1, ill. 2.3. és 2.1. szabalyok figyelembevételéveltdbblagli 6sszegekés
tobbtényezds szorzatok zarojelek nélkul irhatok fel.
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lenség alakjaban irhaté fel. llyen F, fliggvényt pedig kénnyd talalni: ilyen
példaul Fo= Ai + Ai.

Az 1. tétel bizonyitasa. Legyen (6, i,..., i) az 1,2,...,n elemekbdl
alkotott tetszdleges &-adrendl kombinacié, (r= 0,1,2,...,n) és legyenek
az 1,2,...,/? szamok kodzul azok, amelyek nem szerepelnekaz
(ii, io,..., 4) kombinaciéban.Képezziik az
(2-4)

szorzatokat. Nyilvan 6sszesen 2" kiilonbozo (2.4) alaki szorzat képezhetd.
Rendezzik ezeket el tetszdleges médon egy sorozatba, és jeldljuk
Ei, Ei,..., F.,,-nel. (Példaul legyen / eldallitasa a 2-es szamrendszerben
/= si+ 2«2+ 2%«gH b2"E, (0~ /<2"), ahol tehataz e,,e,,..., &, ,jegyek"
mindegyike 0 vagy 1 és jelélje £)+1 azt a (2.4) alaku szorzatot, amelyben
ii,i-2,..., ik azokatazi szamokatjelélik, amelyekre 1, ésigy ji,ya,..

azok aj szamok, amelyekre = 0.) Nyilvanval6 tovabba, hogy az Ei ese-
ményekre igaz a kbévetkez6 allitas:

(2.5) EiE, = I ha I=f=m.
Az F eseményeketfelfoghatjuk az A\, A-i,..., A, eseményvaltozéke em
flggvényeiként.

Kénnyen belathatd, hogy az Ai, A,,..., A, eseményvaltoz6k minden
f(Ai, Ai,..., A/ elemi flggvényéhez hozzarendelhetd egyértelmien az
1,2,...,2" szamok egy O részhalmazaoly médon, hogy
(2.6) f(Ai,Ao0,...,A,)= /£ El-

66

A (2.6) eldallitast a matematikai logikdban hasznalatoskifejezésselélve (lasd
pl. [7]) az f(Ai, A-2,.., A,) fliggvénydiszjunktiv normalalak\dna.k nevezhetjuk
Azt, hogy minden n valtozdés elemi fliggvény a (2.6) alakban eldallithato,
pontosan ugyanugy lehet belatni, mint ahogy az Aallitaskalkulusban az alli-
tasok diszjunktiv normalalakbanval6 eldallithatésagatbizonyitjak (lasd pl. [7]);
a két tétel tulajdonképpenazonos egymassal,ezért ezt itt csak vazoljuk.

a) A 6. 1. relacid (disztributiv torvény) segitségévelaz f(Ai, A*..., A,)
elemi fliiggvényt kifejezd képletben szerepld zarojelek kiklisz6bolhetdk.

b) A 7.1. és 7.2. relaciok segitségévelelérhetjik, hogy csakegyes ese-
ményvaltozok (nem pedig egész kifejezések)felett all feltlvonas.

c) 3.2. és 4. 1. szerint egy 6sszegolyan szorzat-tagjaiamelyekbenA, és
A, mindketten el6fordulnak, elhagyhatok.

d) 1.2. miatt egy 6sszegazonostagjai 6sszevonhatok.
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e) Ha egy taghan sem az A, sem az A tényezd nem szerepel, 3. 1 és
5.1 szerint e tagot beszorozva (A. + A)-sal, az nem valtozik meg; a szor-
zast 6. 1 szerint elvégezve az eredeti egy tag helyett kettdt kapunk, amelyek
kozll az egyikben A a masikban A, szerepel tényezdként.

llyen médon az 6sszeslehetségesé-valtozés elemi fiiggvények szama
2°"-nel egyenls.

Az 1. tétel allitasabanszerepld F.=f,,(Ai,A~,...,.A,) elemi figgvények
mindegyikéhez tehat hozzarendelhetdegyértelmien az 1,2,...,2" szamok
egy O, részhalmazath= 1,2,...,N) oly médon, hogy

(2.7) Fr=MAA,....A)= 2 Eu

160

Ennélfogva, figyelembe véve (2. 5)-6t és (2. 2a)-t

N 2"
(2.8) 2«bP(R) = 2 P(R)A.
h=I 1=1
ahol
(2.9) Ri= 2 cG.
1°0,
Marmost, ha A, = Ar= o..= A, = | és A, = A, = eee=A] =1 és
Ei= A Az Ai{AAyh... Ajhk, akkor A = | és minden mé I|-re E,= O,
tehat ebben az esetben
N
(2.10) 2«<"P(Fy) = Ri.
h=1

Ha tehat (2.3) fennall az A, A, *+-, A. eseményekminden olyan valasztasa
mellett, amikor az A eseményekmindegyike | vagy 0, akkor sziikségképpen
$ = 0, / minden értékére.De akkor (2. 8) miatt (2. 3) fennall az AL A,,..., A,
eseményektetszdleges valasztasamellett. Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

Az 1. tételbdl kdnnyen adédik a kévetkezd

KOROLLARIUM. Legyen ¢ egy valészin(ségialgebra, A =/1(A, A, AL,
Fn=f°(Ai, A,..., A],..., F,=f,(Ai, A, ees A)) él-& értelmezett elemi fiigg-
vények, ai, a,..., ay Vvalés szamok. Annak szikséges és elégséges feltétele,
hogy az A\, A>,..., A, eseményekminden valasztasa mellett fennalljon a

N
(2.11) 2>.P(Ai)= 0
h=1
Osszefliggés, az, hogy (2.11) fenndlljon az Ai, A,,..., A, események minden

olyan valasztasa mellett, amikor mindegyik A ragy |, vagy O.
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A korollarium bizonyitdsa. Ha (2.11) fenndll, valahanyszor mindegyik
Ai vagy |, vagy 0, akkor ezen esetekbenegyszerreteljesiilnek a

N
(2.12)

h=1
és a
(2.13) o OP(/V)2:0
ji=i
egyenlotlenségekés igy az 1. tétel szerint a (2. 12) és (2.13) egyenlbtlensé-
gek az Ai, A2,¢+ -, An eseményekminden valasztasamellett fennallnak, tehat
(2.11) is fenndll az A, Ao,.., A, események minden valasztasa mellett.
Az 1. tétel, illetve annak korollariuma alkalmazasakéntnézzik meg,
hogyan bizonyithaté be pl. JorDAN KAROLY (1.5) formuldja. Az 1. tétel
korollariuma szerint elegendd(1.3)-at arra az esetreigazolni, ha mindegyik
Ai vagy az |, vagy az 1 esemény.Ha az Ai, A-,*+-, A, eseményekkdzil m

szamu l-vel, a tébbi n—m O-val egyenld,akkor = és igy (1.3) a

kévetkezd nyilvanvalé azonossagraredukalédik:

Az (1.3)Iill. (1.4) egyenldtlenségekgazolasdahozlegenddkimutatni, hogy

(2.15a) li-"K=*)n~ O
illetve, hogy
(2.15b) I W ~ O

A (2. 15a) és (2.15b) egyenldtlenségekleolvashatdk a

€9

azonossagbol.
Az (1.7) és (1.8) egyenldtlenségekigazolasara elegendd a kovetkezd
egyenldtlenségeketbelatni:

06a



88 rényi a.

Ezek az egyenldtlenségekazonban leolvashaték a kovetkezd azonossagbdl:

(@] , ha m</-

S'l)ai[,ﬁ\%&i mir—lj” ha mwrr

Hasonloképpenaz (1.9) Fréchet-féle egyenldtlenség bebizonyitasaban
elegendbaz 1. tétel szerint a

m \ Im

(2.20) g o ha o
' T n\
r+1; | r

egyenldtlenségetverifikalni, ami viszont kdnnyen elvégezhetd.A tébbi felsorolt
€s szamosmas, itt fel nem sorolt azonossag,ill. egyenl6tlenségaz 1. tétel,
ill. annak korollariuma segitségévelhasonlé egyszerlenbizonyithaté be.

3. 8. Egy grafelméleti segédtétel

Legyen H egy véges halmaz, H' jelélje a H halmazkiilénb&z6 elemeibdl
all6 dsszesrendezetlenelemparok halmazat(az (a, b) és (b,a) elemparokat
tehat nem kilonboztetjik meg). Ha A egy tetszblegeshalmaz, jeldlje Ny az

A halmaz elemeinek szaméat. Ha tehat Ny = n, akkor Nm= ~~j. Legyen E

a H- halmaz egy tetszdlegesrészhalmaza;az E halmaz elemeitehata H hal-
maz elemeibdl képezettbizonyoselemparok. A G= (H,E) halmazpart(véges)
grafnak nevezzik;a H halmaz elemeit a graf szégpont\alnak, az E halmaz
elemeit pedig a graf e'/einek nevezzik.ia 14 és V} a G graf szégpontjai és
(VVj) a G gréaf éle, azt mondjuk, hogy a V, és V,-szdogpontokat G-ben él
koti 6ssze;a (14, Vj) élt egyarant nevezzik 14-bdl, ill. 14-bél kiindulé, ill.
ezen szégpontokbaérkezd élnek.

Ha G= (HE), legyen No = Ny és Mg = Nz. Vagyis Ne a G graf
szogpontjainakszamatés M, a G graf éleinek szamat jeldli.

Legyen G= (B, E) egy gréaf, és h legyen a H halmaz egy részhalmaza.
A EG grafot a kévetkezéképpen definialjuk: hG — (h,IfE), vagyis & EG
graf a G graf azon szoégpontjaibolall, amelyek E-hoz tartoznak, és G azon
éleibdl, melyek két E-hoz tartoz6 szégpontotkétnek 6ssze. Ha Mg, azt
mondjuk, hogy a h halmaza G grafnak| élét tartalmazza.Legyen G= (H, E
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egy tetszblegesvéges graf. Legyen

(3.1) Na(j,k)=2I
he H

vagyis Na(j, k) jelolje H azon é elem( részhalmazainaka szamat, amelyek
G-nek legfeljebbj élét tartalmazzak.Az Ures halmaztitt 0-elemi (tehat paros
elemszamu)részhalmaznakekintjik, tehatminden G grafra és minden y'~O-ra

Na(, 0)=1.
Legyen tovabba
3.2 NiPG,2k+ D= i>¢(/\ 2/+ 1
(3.2) @ ) 1:Oe( )
és
(3.3) ANy, 2%) = 6~1I';G(/,Zl).
=i

Vagyis MP(J, m), ill. M\, m) H azon paratlan,ill. paros, de legfeljebb m
szamu elembdl all6 részhalmazainakszamatjeloli, amelyek G-nek legfeljebb
j élét tartalmazzéak.Legyen tovabba barmely nemnegativegészé és/ szamra

M ha k=l
(3.4) W - j0 ha &0l
Bebizonyitjuk a kovetkez6 tételt:

2. TETEL. Legyen G= (H,E) tetszdleges végesgraf, és n= N,, akkor
€ minden nemnegativ egész értékére fennallnak az

(3.5) Na\ 1,26 + 2)-3, @ 0, 2k+)
és az
(3. 6) ArY(1, 2k + 2K)—Gho

egyenldtlenségek.

Megjegyzés. Abban a specialis esetben,ha G egyetlen egy élt sem
tartalmaz, (3. 5) és (3.6) a (2. 15a), ill. (2.15b) egyenl6tlenségekrereduka-
l6dik; ha emellett 2égi, akkor (3.5) és (3.6) egyitt azt a jol ismert tényt
fejezik ki, hogy minden nem Ures véges halmaznakugyanannyi paros elem-
szamu részhalmazavan mint paratlan elemszamurészhalmaza.

A 2. tétel bizonyitasa. A 2. tételt a H halmaz elemeinek szamara
vonatkozé teljes indukciéval fogjuk bizonyitani, mégpedig mindkét ((3.5) és
(3. 6)) egyenlbtlenségetegyitt. Eldszor konstataljuk, hogy ha n= Na= 0,
akkor (3.5) és (3. 6) fennallnak. Valéban, ez esetben(3.5) és (3.6) mindkét
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oldalan 0 all. Tegyik most fel, hogy (3.5) és (3.6) minden n szégpontd
grafra teljesilnek, és legyen G egy tetszdlegesn-f 1 szégpontd graf. A G
graf szogpontjailegyenek VI, V>,..., Viui. Legyen H' a Vi, V»,..., V,, ele-
mekbdl all6 halmaz, és legyen G'= H'G. Legyen H" a H halmaz azon
elemeinek halmaza, amelyeket G-ben V,+i-gyel él kot Ossze, és legyen
G" — H"G. Legyen tovabba G" = H"G, ahol H" H azon elemeibdl all,
amelyek G-ben V,+i-gyel nincsenekéllel 6sszekotve.

Vizsgaljuk meg el6szor az No\\, 2&+ 2) mennyiséget.Kdnnyen belat-
hato, hogy

37)  N$\\,2k+ 2)= Ng)(l,2k+ 2)+ N$i\, 2k+) + J¥,

ahol J° H' azon részhalmazainakszamatjeloli, amelyek H"-nek pontosan
egy elemét tartalmazzak, elemszamukparatlan és legfeljebb 2AT+1, és nem
tartalmazzak G egyetlen élét sem, tehat

(3.8) E 1
X=21+, "@e
N H H " :\
Mpg=0

(3. 7) belatasahozelegenddfigyelembe venni, hogy H részhalmazai, amelyek
G-nek legfeljebb egy élét tartalmazzak,harom tipusbasorolhaték: a) olyanok,
amelyek V,.i-et nem tartalmazzak,b) olyanok, amelyek V, +i-et tartalmazzak,
de H" egyetlen elemét sem, c) olyanok, amelyek tartalmazzak V,.+i-et és
R"-T14é pontosan egy elemét. Marmost nyilvanval6, hogy ha G™ (res, akkor
JW”Njv, tehat altalaban

(39) Edv|o-Afr.
Masrészt viszont

(3. 10) N$>(0, 2k+ 1= m¢ (0, 2k+]) + N0, 2k),

ugyanis H azon részhalmazai,amelyek G-nek egyetlen élét sem tartalmazzak,
két osztalyba sorolhaték aszerint, hogy V,+i-et tartalmazzak-e vagy sem;
H m
eldbbiek V,+1 mellett csak H'"' elemeibsl allhatnak. (3.7), (3.9) és (3.10)
szerint

3.11) Nels, 2k+2)—Na\0, 2k+ ) (NA(1,2k + 2)—NiP(0,2k+ \)’
+ (Ng>»(\,2k+1)-Ni%(0, 2k))+ Nydx.,,,o.

Az indukciés feltevés szerint tehat

(3. 12 NS\, 2k+ 2)—NIP(0,2k+ + A, 0(M/™-1).
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Marmost G' vagy ures, akkor djv.,0=1, Oy, 1 1 és Nh-~ 0, tehat
(3. 12) jobb oldalan 1—1 = 0 all; vagy G' nem lres,akkor vagy Nv>0  vagy
Ne"-— 0 és Nh-@1; az elsd esetben(3.12) jobb oldalan 0 all, a mésodik
esetbenNu" — 1 i"0, tehat (3. 12) jobb oldala mindenképpennemnegativ,vagyis
(3. 5) teljestul G-re.

Most vizsgaljuk meg (3. 6)-ot. Nyilvan

(3.13) NA(L2Kk+\) NIP(\,2k+\) + NA(\L2k) + ),
ahol
(3.14) JW="7z 1
&<=/1"

N, —21 Osi*k

NhH":l, Mhozo
Hasonloképpen,mint el6bb,
(3. 15) Na(0, 2A)= Niv (0, 2k)-\- Na"(0,2—1 ),
tehat
(3.16) Nel\, 2k+ \)-N£\028)@0¢s,,i—aé a1

Marmost (3. 16) jobb oldala mindig 0-val egyenld (ugyanis,ha H' Ures, akkor
H'" is dres), tehat (3.6) is fenndll. Ezzel a 2. tételt bebizonyitottuk.

4. 8. Egy () ,szitalasi" tétel

A 2. tétel, tovabba az 1. tétel segitségével bebizonyitunk most egy
.Szitalasi" tételt.

Legyen d egy valészinlségialgebra, A, A-,,.A tetszdlegesesemé-
nyek. Legyen G egy tetszblegesgraf, amelynek n szégpontjavan, amelyeket
az 1,2,...,n szamokkal szamozunkmeg. A révidség kedvéért G szdgpont-
jait azonositjukaz 1 , 2 n szamokkal, ha tehat G-ben az f-edik és y-edik
szogpont éllel van dsszekotve,ezt roviden agy fejezzik ki, hogy G-ben az i
ésj szamokatél koti 6ssze.JelbljeH az 1,2,...,.n szamokhalmazat. Jeldlje
i \ H azon részhalmazainakdsszességétamelyekvagy paros szamu elembél
allnak és nem tartalmazzak G egyetlen élét sem (azaz a szdébanforgd rész-
halmazhoz tartozé szamokkal megszamozott szégpontok G-ben nincsenek
O0sszekoétve),vagy paratlan szamu elembdl allnak és G-nek legfeljebbegy élét
tartalmazzak.Jelélje /' H azon részhalmazainakdsszességétamelyek vagy
paratlan szamu elembdl allnak, és nem tartalmazzak G egyetlen élét sem,
vagy paros szamu elembdl allnak és G-nek legfeljebb egy élét tartalmazzak.

Legyen
(4.1) 5i*=l éssP=  Z P(A,As ** Ai) ha 1,2,..n,

1 E=h<H<—<fc="
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tovabba
(4.2) SF=1 és 5F= £ Ay ha k=A,2,...n.
1=d< 2<—ft=«
(ivh,....l)&i<e>
Tehat St ill. 5i% az y4 A,,.A» eseményekbdlképezettazon Ar-tényezds
eseményszorzatokvaldszinlségeinekdsszegétjeldli, amely szorzatokban sze-
repld eseményekindexeibdl all6 halmaz H¥-be, ill. #®-ba tartozik. Fennall

marmost a kévetkezd tétel, amely az (1.3) és (1.4) egyenldtlenségek altala-
nositdsainaktekinthetd.

3. TETEL
21+1 o _ 21
(4.3) V (—1)*SKAP(i4iE e oo E,) si Zi—IfSi%*,
k=0 te=0
ha/= 0,1,2,....

Bizonyitas. Ahhoz, hogy a 3. tételt bebizonyitsuk,az 1. tétel szerint
elegend® megmutatni, hogy a (4. 3) alatti egyenldtlenségekérvényesekabban

az esetben, ha az Ai, A,,..., Ay események mindegyike vagy |, vagy O.
Nézzik el6bb a (4.3) alatti felsd egyenldtlenséget. Az Ay A,. .., A, esemé-
nyek mindegyike legyen azonos I-vel vagy O-val. Jeldlje h azon & szamok
halmazat, amelyekre A, = |I. Ez esetben

21)—Nhe(0,  21]).
k=0

(3.5)-bdl tehat kévetkezik, hogy (4.3) felsd egyenldtlenségefennall. Az alsé
egyenldtlenséghasonléképpenigazolhaté, ugyanis ha ujb6l h jeléli azon é
szamok halmazat, amelyekre A, = 1, akkor

21+1

i2/0(- 1f Sk> = Nhe(0, 21)—Nho(], 2/+ 1).

Tehat (3.6) szerint a (4.3) alatti als6 egyenldtlenségteljesul.

5. 8. Erdds Pal egy problémajanak megoldasa

ERDOS PAL nemrégibenszamelméletivizsgalataivalkapcsolatbam kévet-
kezd kombinatorikai problémat vetettefel: Egy n elem( &£ halmazbél valasz-
szunk ki talalomra m részhalmazt, oly médon, hogy az egyes részhalmazok
valasztasaiegymastol figgetlenul térténjenek és minden valasztasnal £ bar-
mely részhalmaza ugyanazzal a valészin(séggel (tehat valészinlséggel)
keriljon kivalasztasra.Milyen nagyrakell az m szamotvalasztani, hogy I-hez
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kozeli valészinGséggellegyen a kivalasztott m részhalmaz kézott legalabb
két olyan, hogy az egyik részhalmazaa masiknak?

A véletlen részhalmazokkalkapcsolatbanszamos méas érdekes probléma
is felvethetd; ezekkel egy masikdolgozatbanrendszeregargyalasbankivanunk
foglalkozni. Itt mostcsak ERDOS PAL problémajanakmegoldasaraszoritkozunk,
az eldzb6 §-ban bebizonyitott 3. tétel alkalmazasaként.

El6szor néhany lemmat bizonyitunk be.

1. LEMMA. Legyen /A egy n-elemi halmaz. A& elemeitjeldljék a,a.,, ...,a,.
Vélasszuk ki taldlomra A egy h részhalmazat oly médon, hogy mind a 2"
lehetséges részhalmaz ugyanazzal a val6szin(séggel keriljon kivalasztasra.
Legyen r¢(h) — 1 vagy s (h) —0 aszerint, hogy & benne van-e h-ban vagy
nem (k= 1,2,..., n). Akkor az e”h), &(h),..., si(h) valoszinGségi valtozok

1
teliesenfiiggetlenek ésmindegyik az 1 és0 értékeket N valdszinlséggel veszi fel.

Az 1. lemma bizonyitasa. Legyen & 0,...,, 0, tetsz8legesO-kbol és
I-esekbdl all6 sorozat. Akkor nyilvan A-iaé egyetlen egy olyan h részhal-
maza van, amelyre &,(E)= 6] (y'= 1,2,...,r) és igy P(g(h) =<?, «(E)

do, ..., s, (Ji)~0p) = amibdl a lemma allitasa leolvashaté.

2. LEMMA. Legyen A& egy n-elemi halmaz. Valasszuk ki taldlomra (Ugy,
hogy % minden részhalmaza ugyanolyan val6sziniséggel keril  kivalasztasra)
és egymastdl figgetleniil /& két részhalmazat: legyenek ezek E, és h,. Annak
a valészinlsége, hogy h, részhalmaza llinek vagy h., részhalmaza h,-nek,*

P(h\—hi vagy h”hj)-
A 2. lemma bizonyitdsa. Definialjuk az e(li) (k= 1,2,..,n) valészi-
nlségi valtozékat agy, mint az 1. lemmaéaban.Akkor nyilvan az, hogy E, rész-

halmaza E,-idé, ekvivalens a kovetkezd egyenldtlenségekegyidejiu teljesiilé-
sével: Sk(hj) "a(h) ha k—\2,...,n. Mivel

P(«<*(lh) =8 ec(h-0)= P(a(h,) = 1)+ P(a(n) = 0,&(E)= 0)= -

és az s(hj) "a(h,) események(k —1,2,...,n)az 1. lemma, valamint h, és
E, fliggetlenségénekeltevése miatt figgetlenek, kdvetkezik, hogy

P(EME) = (4)

* Itt és a kovetkezOkbenazt, hogy h részhalmaza/L-nek, agy jeldljik, hogy h”h.,.
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f3\"

Hasonloképpen a val6szinGségeannak, hogy legyen. Ha h~lu
és h.fAh,, akkor E,=E¢ és ennek valoszinGségenyilvan —, Ebbdl a lemma

allitasa (1.2) szerint azonnal kévetkezik.

3. LEMMA. Legyen A egy n-elemi halmaz. Valasszuk ki talalomra és
egymastol fiiggetlenil /& harom részhalmazat; legyenek ezek h,, E, és h..
Akkor annak a valészin(sége, hogy a hy és Ir, halmazok kozil az egyik rész-
halmaza legyen a masiknak és ugyanakkor a E, és hs halmazok kozil is az
egyik részhalmaza legyen a masiknak,

P((h~hi vagy h~hi) és (h*hs vagy hs”h,))

18/ 4"

A 3. lemma bizonyitasa. A szdbanforgd eseménya kdvetkezé médokon
kovetkezhet be:

a) h~h., és h~”h,
b) h~h., és ha”hu
C) h,™hy és h”~hs,

d h~h, és Ei£E,.
Az a) lehetBségvaldészinlségej-jj-j -nel egyenld, ugyanis ahhoz, hogy

h~h., és h”hi legyen, az kell, hogy teljesiljenek az Sj(hj)*e,(l) és
Sj(hj)"Sj(hi) Jd= 1,2,...,n) egyenldtlenségek.Marmost

P{sj(hJ”sj(hj) és i;(/?)gf;(F))= P(s,(/?i)=0) +
+ 8(NE1)=«0(E)="(E¢) = 1)= -§-
Hasonloképpena d) lehet8ségvalészinlségeis
A b) lehet8ségvalészinlsége ugyanis ahhoz, hogy hCLhCkh, le-
gyen, kell hogy teljesiiljenekaz sfthJ”Ar"hf~SjihJ egyenldtlenségekés
PD«(E)- e,-(A.)Si= P(i/(Fiy= 0, sj(h) 0) +
+ P(M(F)=L«,1)-1) =6 »

HasonloképpenJ-- -nel egyenlda c) esetvaldszinliséges. Marmostaz a) és d),
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valamint a b) és c) lehetfségek egyidejlleg csak akkor kévetkezhetnekbe,
ha E;= E,= /& aminek  avaloszinGsége;az a) ésb) lehetdségek,valamint
az a) ésc) lehetdségekegyidejilegcsakakkor kovetkezhetneke, ha E;==E" 3,

aminek a valészinlsége;hasonloképpena b) és d), valamint a c) és

d) lehetdségekegyideji bekdvetkezésénela valészinlségeis , az a),

b), c) és d) lehetdségekkozil barmely harom egyidejlleg csak akkor kovet-
kezhet be, ha h=h; = hg, ennélfogvaa keresettvaldszinlséga Poincaré-
képlet szerint

R 1A _4[AA, =
=2U +2 2) 18 J 4
Ezzel a 3. lemmat bebizonyitottuk.
Ezek utan ratérhetiinkerpos pAL problémajara. Be fogjuk bizonyitani
a koévetkezd tételt.

4. TETEL: Legyen % egy n-elemi halmaz. Valasszuk ki egymastél fiigget-
lendl éstaldlomra %-nak m=m(n) darab részhalmazat oly médon, hogy minden

valasztasnal % minden részhalmaza ugyanakkora [tehat —j valoszinldséggel

kerlljon kivalasztasra. Jeldlie P,(m) annak a valdszinlségét, hogy a kivalasz-
tott részhalmazok kozott van legalabb két olyan halmaz, hogy az egyik rész-
halmaza a masiknak. Akkor barmely rogzitett c>Q-ra, ha

G-D Hn - M r = c,
HWI | &
n
akkor
(5.2) lim P,(m(n))=l—e"\
H-M-fit
Bizonyitas. Legyeneka talalomra kivalasztott részhalmazokh,, h,..., hy

és jelélje Ay azt az eseményt,hogy vagy h”~hj vagy hjvkhi. Nyilvan
(5.3) P,(m)=I-P( /7 AJ).
Az (/,j) A~ Kj~™ m) szamparokhalmazatjeléljuk Q-val. A G graf szog-

pontjai legyenek Q dsszeselemei, és az (/,j) és (&,1) sz gpontok legyenek
sszek tve, ha az ijjk| szamok nem mind kilénbdzdek (vagyis ha i= Kk,
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vagy ha /= [/, vagy ha j = k, vagy ha j=1). A 3. tétel szerint fennallnak
a kovetkezd egyenlétlenségek:

21+1

(5.4) p( i )*Sf  (1=0, 1,...)

és

(5.5) P( (= 0,1,..)
]_:i<j:">

(5. 4)-ben az SfP szamok a kévetkezdképpenvannak definialva:

Sr=1 és Sr"*"PTO.A"-.A"NX ha k= 1,2,...,
ahol azt jeldli, hogy az 6sszegezésaz (i,j) (1 szamparok-
bél kivalaszthatd 6sszesolyan +tagu kombinéaciora végzenddel, amelyekben
az (h,ji),...,(ik,jk) szamparok mind idegenek, ha é paratlan, és legfeljebb

két szdmparnakvan egy kozés eleme, ha & paros: SiP(5.5)-bena kdvetkezd-
képpen van definialva:

s 0= \ és S P=2n"n P(AdiAijZ"'Aikjl)y ha é=1,2,..

ahol azt jelli, hogy az 6sszegezésaz (i,j) (1 szadmparok-
bél kivalaszthat6 6sszesolyan & tagl kombinaciokra végzenddel, amelyek-
ben az (h,ji),-..,(ik,j\) szamparok mind idegenek, ha & paros és legfeljebb
két szadmparnakvan egy kdzoseleme, ha & paratlan.

Marmost a 2. lemma szerint

Im—2 Im —2(2/+ 1)+ 21
5 fiy co M 2 A x 2 Jigi3A *
(510 (27+1)! A @ :
és
'm)im —2) im—Ar+ 2
(5- 7) Sir o 2 Fi2fiT oA
(2a)! 114/ 2
ha/=0,1,....
Tovabba
im—4r+ 2)
[-1; B
(5.8) B 2 3V 2 Y3 AL a
21\ \
ahol
(5-9) 1=

Itt 2* ** jelli, hogy az 6sszegezésazokra az (i) 1 szam-
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parokbol képezett2r tagl kombinacidkraterjesztenddki, amelyek k6zott pon-
tosan kettd van, amelyek nem idegenek. Ennélfogva a 2. és 3. lemma szerint

m—\ (m—3\ (m—4r+5
m
N
(5. 10) R 2r—2)!

gp 3 LY\ L H o 3A 1

Hasonloképpen

(tn\(m—2A (m—4n
75 11 o> U1 2 LA 2 rizi*n gt ,d&o,
~ " +72+1s
(5.11) So.e1- (2r-f- 1)1 Ag "2»J
ahol
(5- 12) R4>, = 1>(A1E "'A2r+lj2r+l)-

It O' megint azt jelenti, hogy az 6sszegezésazokra az (/,j) 1
szamparokbdl képezett 2r+1 tagul kombinaciokraterjesztenddki, amelyek
k6zott pontosan kettd van, amelyek nem idegenek. llyen médon a 2. és 3.
lemma szerint

[m— \) (6—4a+0\

_4(|)||+7
Legyen most

(5.14) o(N)~fl 2

Egyszerl szamolassaladodik az (5.6)—(5.13) képletekbdl, figyelembe véve,

5
hegy 2 =%,y <b hogy ez esetben
/E) ra
(5.15) Sf=",01) (y= 0,,...)
és
(5.16) 5A=A+0(1) 0= 0,1,...),

ahol o(l) olyan hibatagot jel6l, amely O-hoz tart, ha /&—+ <>

7 1ll. Osztaly Kozleményei X/l
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Ennélfogva az (5.3)—(5.5) képletek szerint | minden értékére

21- 0j 21 e
(5. 17) \ - Z = LM MM pLo</E(E))» L-ZIi-1Y-R-
J=1 J LT i->-+g J=1 y!

igy tehat,figyelembevéve azt, hogy / tetszblegesnagynakvalaszthatékapjuk,
hogy
(5.18) lim Pi(/é (&)= 1—e-%
n-M-ce

Ezzel a 4. tételt bebizonyitottuk.

Most még csak azt kivanjuk megvilagitani, hogy miért volt szukség
a 4. tétel bizonyitasdhoza 2. tételre, vagyis arra az eljarasra,amit ,korlato-
zott szitdlas"-nak nevezhetink, és miért nem alkalmazhattuk egyszerden
a Poincaré-iéh formulat (pontosabbanaz (1.3) és (1.4) egyenlGtlenségeket),
vagyis a k6zoénségesszitalasi eljarast. Vizsgaljuk meg e célbdl az

Sé= Z P(r«ldl e’ Aigy)

sszeget, ahol most az 6sszegezésaz 6sszes,az (/,j) (Lgi<jgffl) szam-
parokbdl képezett &-adrendi kombinacidkra terjed ki. Az S 06sszegtartal-
mazza tobbek k6z6tt a P (AijAujes Aiy) tagokat is, ahol <[y<eee<4;
az ilyen tagok szama nyilvan

f-1 Hw)

Masrészt
P{Aijees Ay O =1, /=1,2,...,ri)= 1

k n *
tehat a sz6banforgé tagok 6sszege 2|'|i|\ nagysagrendd,és mivel £U>1,
| 372 3n

ha €0 4, tehat a szébanforgd ,hibatagok” ¢sszegeminden hataron tal nd.
Természetesena Z(~1)’5> 6sszegminden tagjaban fellépé ilyen hibatagok
az O0sszegvaltakozo eldjelt 1évén, végeredménybenkiesnek, azonban ennek
kézvetlen kimutatasarendkivil bonyolult volna. Ezért kellett azt az utat valasz-
tanunk, hogy a szébanforgd ,hibatagokat" a korlatozott szitalas alkalmazasa-
val eleve kikliszdboljuk.

A 4. tételbdl kénnyen kdvetkezik, hogy ha az m m(n) pozitiv egész

értékd fuggvenyt agy valasztjuk meg, hogy lim /"i®,. =0 legyen, akkor rt
H ©I1 L\
n)
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novekedésével0-hoz tart annak a valészin(sége,hogy talalomra kivalasztva
az n elemd % halmaznakm{n) szamu részhalmazat,azok kodzo6tt legyen két
olyan, hogy az egyik részhalmazaa masiknak; mig ha az m{ri) fliggvényt
agy valasztjuk meg, hogy
im () 1
ii-H-
E¢
legyen, akkor a szébanforgéval6szinlségl-hez konvergal, ha n—e +
A kérdést, amelyre a 4. tétel valaszt ad, a kdvetkez6képpenis meg-
fogalmazhatjuk: Az n elemd % halmazbdl valasszunktalalomra egymastal
flggetlenill részhalmazokataddig, mig eldszér fordul eld, hogy a kivalasztott
részhalmazokk6zott van két olyan, hogy az egyik részhalmazaa masiknak.
Jeldlje iy azt, hogy ez hanyadik részhalmazkivalasztasautan kdvetkezik be;
hatarozzuk meg a v{ri) valészinlségivaltozé eloszlasat,illetve hatareloszlasat
z—»-J-" esetén.Nyilvanvalé, hogy

(5.19) P(R(/1)EIN) = P,(/IN)

és igy a 4. tétel szerint
(5.20) lim P jv{ri) si f 1—a-

A 4. tétel eredményébdimar sejteni lehet, hogy ha az n elemd % hal-
i 2w

mazbdl talalomra m(ri) részhalmaztvalasztunk,és ha m{ri) = co(n) "y >
ahol co(n)—°o, akkor, ha n nagy, nemcsak, hogy I-hez kézeli val6szinQ-
séggel lesz a kivalasztott részhalmazok kdzétt olyan ri és ri halmaz-par,
hogy ri részhalmazaE,-idé, hanem nagy valoszin(séggelnagyszamu ilyen
részhalmaz-parlesz a kivalasztott m{ri) részhalmazkodzott. A kovetkezd tétel
megmutatja, hogy ez val6éban igy van, és egyben megadja, hogy korulbelil
hany ilyen részhalmaz-parlesz.

5. TETEL. Az n elemd % halmaznak valasszuk ki taldlomra egymastol
fuggetlentl m{ri) részhalmazat oly médon, hogy minden valasztasnal % minden

részhalmaza ugyanakkora |tehat ~J valészinOséggel keriljén kivalasztasra.
Legyen
m(n) =«j(n)j-|=J,

n
ahol lim w(n)= +o0o0 és lim |/cu(n)= 1. Jeldljék ri, h,,.., Ey,) VC tala-
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lomra kivalasztott részhalmazait éslegyeny, egyenld ah, hy,..., lingy halmazok

kozott taldlhaté olyan h,, h, halmazparok szamaval (i<j), amelyekre hi rész-
halmaza hnak vagy h, részhalmaza h-nak. Akkor, ha O0<i< 1 tetszbleges

lim P(|/, —a&(&)|<i>(&)'"®) = 1.

Bizonyitas. Legyen £>= 1, ha h, részhalmazaE-idé, vagy h, részhal-
maza E,-i4é, egyébkéntlegyen «s = 0. Akkor
= 22
L i j- fif
Az Sij mennyiségekés y, természetesermind val6szinlségivaltozok. Jeldljuk
M(£)-vel egy £ val6szin(ségivaltozd varhato értékét és D(£)-vel a szorasat.

Akkor, mivel a 2. lemma szerint M(f,,) P(%= 1)= 21Aj] — tehat

M (7.) )(2(A)"- 1] = ar(n) + o(1).

Tovabba,mivel &, és s, fluggetlenekhaaz i,jk,'l szamokmind kilénb6zbek,
és a 3. lemma szerint,haaz ijkl szamok kdzott van két megegyez8,akkor

](((! 5,,):T ((AJI)Y

tehat
M (y?,)= o* (/8)+ celri) + o(or(n)).

llyen médon .
uoi) ax\i) +  T(AN).

Marmost cseBisev jélismert egyenl6tlenségeszerint barmely £ valészinlségi

valtozéra

P(Ig_M(£)[iI"D(£))si".

llyen médon az 5. tétel a Csebisev-féle egyenlétlenségbdkdzvetlenil kovetkezik.
A nyert eredményekhezét megjegyzéstfizink.
i2\"

1. MEGJEGYZEsS. Az 5. tétel szerint, ha NOE)|— ; részhalmaztvalasztunk
ki az n eleml % halmazbél talalomraés egymastoélfiiggetlenil,akkor ,majd-
nem biztosan" (azaz n—>-+oc eseténl-hez tart6 valészinlséggel)lesz e rész-
halmazok kozt két olyan, hogy az egyik részhalmazaa masiknak, ha co(n)
tetszdlegesenlassan tart végtelenhez.Erdemesezt az eredményt 6sszehason-
litani . sPERNER [8] kOvetkezd ismert tételével: Legyenek h, h,,..., h, az
n elemd % halmaz olyan részhalmazai,hogy h, nem részhalmazaEo6-i&é, ha



egy altalanos modszervalésziniségszamitasitételek bizonyitasara 101.

i=f=j, /,/= 1,2,...,m. Akkor m , ésez az egyenlbtlenségnem javit-

hat¢, tehat adott tulajdonsagurészhalmazvaléban megadhaté (ti. ha

vesszik % ©sszespontosan elemi részhalmazait,ezek kozil egyik sem

n \

részhalmazaa masiknak). Vegyik észre,hogy ] . tehat Iénye-
n] ~ 1Aii
2
(2 :
gesen nagyobb, mint jy~j .

2. MEGJEGYZES. Vizsgaljuk most meg a kdvetkezd kérdést: az n elemi
% halmazbdlkivalasztva m részhalmazttalalomra,jelélje W,(m) annaka val6-
szinGségéthogy ezenrészhalmazokozottlegalabbkettdidegen.Mit mondhatunk
a W,(m) valészinlségrdl? A valasz az, hogy W,(m) hasonléan viselkedik,
mint P,(m). Ha ugyanis /a, és h, % két talalomra kivalasztott részhalmaza,
akkor

B, R = 1) =if 7T/% - BMW) = gidy=13 W= fjx

és ezért a 4. tétellel teljesen analég médon bebizonyithatd, hogy ha
Jim MM

> 2

0¢

lim Wu(m)=\—e~*\

c>0,

akkor

Az a mobdszer, amelyet e dolgozatbanismertettiink, lehetbvé teszi még
szamos mas, véletlen halmazokra vonatkozé hasonl6 tétel bebizonyitasatis.
Anélkil, hogy a részletekbebelemennénkvagy teljességredrekednénk, meg-
emlitink itt egy tételt, amely a 4. tétel kdzvetlen altalanositasa.

6. TETEL. Jeldlie PJm, r), ahol R 2 pozitiv egészszam, annak a valo-
szinOségét, hogy az n elemi % halmazbdl talalomra vélasztva m részhalmazt,

amelyeket jeldlienek h,, ho,.. .,h,,  ezek kozt taldlhat6 r olyan halmaz:
hy, hi E,.., hogy hi*hin- ~h. Ha
m (n)

lim c,

31-- 1o
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akkor .
lim P,{m(«),/¢)=-- 1-a-"".
«-H-00

1. MEGJEGYZES. A 6. tétel allitasaaz r= 2 specialis esetbena 4. tétel
allitasara redukalédik.

2. mecJeEcYzEs. Hasonléképpenoldhaté meg a kovetkezd, még altala-
nosabb kérdésis: Legyen G egy tetszdleges szdgpontliranyitottgraf, amely
nem tartalmaz (irdnyitott) kért, azaz ne lehessena G grafban megadni olyan
Vi, Vu,.., Vi szdgpontokathogy agraf tartalmazzaa V), Vo, Vi_V7,..., Vi xVk
és Vi Vi, élek mindegyikét (k= 1,2,..). (E feltételbe beleértjik azt, hogy
ne legyenek a grafban hurkok, azaz V;V,-alakl élek éshogy ha if=j a VV,

és VjVi élek kozil a graf legfeljebb az egyiket tartalmazza.) Hany részhal-
mazt kell talalomra kivalasztani az n elemd % halmazbdl ahhoz, hogy ezek
kozul ki lehesservéalasztanir olyan részhalmazt— legyenekezek E,, hy,..., h,
—, amelyekethozzarendelva G graf 16, 16,..., V,-szogpontjaihoz,h; legyen
részhalmazaE,-nek, ha G tartalmazzaa 16V, élt.

Az a modszer,amelyet e dolgozatban ismertettiink, alkalmas tovabba
a kovetkezd, ugyancsakerpos pAL altal felvetett problémak megoldasarais:
hany részhalmaztkell kivalasztani egy n elemd % halmazbél, hogy a kiva-
lasztott részhalmazokkdzétt |-hez kozeli valészinlséggellegyen harom olyan
halmaz: h, h, éshs, hogy a) h; legyenegyenld h, és E, egyesitetthalmazaval,
b) h; legyen egyenldh, ésh, kozosrészével.Még altalanosabbanlegyen eldirva
egy relacié, amely r halmazravonatkozik, és a halmazalgebra maveleteivel
fejezhet6 ki. A fenti moédszerrel elvileg minden ilyen relaciéra vonatkozélag
eldénthetd, hogy hany részhalmaztkell az n elemd % halmazbdél kivalasztani
ahhoz, hogy eldirt valészinlséggellegyen a kivalasztott részhalmazokkdzott
r olyan, amelyek az el@irt relaciét kielégitik.

Természeteserminden ilyen probléma megoldasahozeldszorki kell sza-
mitani, hogy a szébanforgé relacié (és esetleg néhany mas, azzal rokon rela-
cié) milyen valdszinlséggelteljesil, ha abbaaz n eleml % halmaztalalomra
és egymastolfiggetlentlvalasztott r részhalmazabehelyettesitjik.A 4. tétellei
kapcsolatbane feladat megoldasata 2. és 3. lemmak tartalmaztak.

Példaul A fent a) alatt emlitett erpos prAL altal felvetett probléma ese-
tében a kdvetkezd lemmara van sziikség.

4. LemmA. Valasszuk ki taldlomra és egymastol fliggetlenil az n elem(
% halmaz harom részhalmazat: legyenek ezek h, h, és hs. Akkor annak
a valdszinlsége, hogy a h; halmaz egyenlé a E, és fi, halmazok egyesitésével,
vagy kozds részével

D(E,= E,éh>) = P(hs= h nhl)e- ~.



egy Altaldanos moédszer valésziniségszamitasitételek bizonyitasara 103

Bizonyitds. A E; halmaz akkor és csak akkor egyenld a E, és h-,
halmazok egyesitésévelill. ko6z0s részével, ha

iiih) = max(*,(*), Sj(j), ill. &-E)= min(sj(h)), &-(&))
(j= 1,2,..., ri). Marmost
D(«AB) = max8AEl, *i(h>))) = DBAEgF min fe(E), */(E2))) = 6.
A 4. lemma segitségévelbebizonyithatéa kévetkezd tétel.

8. TETEL. Valasszunk ki az n elem( A halmazbdl taldlomra rn= m(n)
részhalmazt. Jeldlie Q,(m) ill. Q*(m) annak a valdszin(ségét, hogy a kiva-
lasztott részhalmazok kézétt legyen harom olyan, hogy az egyik egyenld a masik
kettd egyesitésével(ill. kdzds részével). Akkor Q*,(m)= Q,(m) és ha

lim = ¢>0,

/2)"
akkor

lim Q,(m(n))=~— 1-0.
n-M-ce

MEGJEGYZEs. VegylUk észre, hogy

1,154= < f2= 1,259.
1/3

Megjegyzés a korrektiranal (1961. febr. 16-an)

A 2. §-ban ismertetett médszer— mint legUjabbanészrevettem— kozeli
kapcsolatbandll az M. Loeve altal megfogalmazottés indikator-médszernek
nevezettmaddszerrel(lasd M. Loéve, Probability theory, van Nostrand, New York
1955. 44. 1., tovabbaE. Parzen, Modern probability theory and its applications,
Wiley, New York, 1960, 81. 0.). E mddszer a valészinGségialgebrak halmaz-
algebraval val6 realizacidjan alapszik. Legyen 2 egy tetszélegesnem (res
halmaz, amelynek egy tetszdlegeselemét jeldljik w-val. Legyen d az i2 hal-
maz bizonyos részhalmazaibolallé és L2-1is tartalmaz6 halmazalgebra, és
P(A) egy 6l-n értelmezettnemnegativ és additiv halmazfiiggvény, amelyre
P(i2) 1. Az 6l halmazalgebra elemeit eseményeknekés a P(A) szamot
(A d6l) az A eseményvaldsziniségénelnevezzik; az 2 halmaz il elemeit
elemi eseményekneknevezzik. Minden A eseményhez hozzarendelhetjiikaz
ia = IAcO) ( ¢ci2) az (2 halméazon értelmezettfiiggvényt,amely a kdvetkezd-
képpen van definialva:

U ha ATdA

b<» Mo ha «KA.
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Az i, fuggvényt (valészinlségivaltozét)az A eseményindikatoranaknevezzuk.
Nyilvanvalé, hogy m(iay=-=p(a) vagyis barmely eseményvalészinliségesgyenld
indikatoranakvarhatoértékével.igy ha T, ( 61(ft= 1,2,...,N) és«,, «,,..., &
valés szamok, mivel a varhato érték linearis operacio, tehat

N /' N \

ZcG,P(Fh)-M AKKIF, .
h—I u=1 J \
Az indikator médszer marmost abban all, hogy a % 1ahP{Fh) sszeg

nemnegativitasat,ll. zérussalvalé egyenléségétgyakran Ugy lehet bebizonyi-
X

tani, hogy kimutatjuk, hogy a %_1ah\F}i(<») 0sszeg minden ra nem-
negativ.
N
Nyilvanvalé tovabba, hogy a __('Df‘cc,,P(Fﬁ)"O egyenldtlenség (ill. a
ji=i
X
é/’l‘cchP(Fh): 0 egyenldség)a P valészinlségimérték minden lehetségesva-
N
lasztasanalcsakis abban az esetben allhat fenn, ha a % ;UU("’) sszeg

minden eoC Q-ra nemnegativ (ill. azonosan eltinik). Ez az allitas (amely
LoEVENél explicite nemsterepeI) lathatélag rokon a fenti 1.tétellel. Annak

kimutatasa, hogy egy Z a%im{w) alakl 06sszeg minden w-ra nemnegativ
li=\
(ill. zérussalegyenld),altalaban a nyilvanvalé ias = iA-i; ésii==I —rela-
ciok felhasnznélésévatbrténhet. Példaul Poincaré formuldja az indikator-maod-
szerrel a [70—IA,.) szorzatkiszorzasaés az 6sszesegyenldszamu tényezo-
€i

bdi allé6 tagok 0sszegezésaitjan bizonyithatd.

Nem nehéz belatni, hogy a 2. §-ban ismertetett médszer és az indika-
tor-mdédszer lathatolageltérd jellegiik ellenérelényegébenazonosak.Ha ugyanis
az r, Fo,..., F, eseményekaz a, a.,,. .., A eseményekelemi fliggvényei,
akkor valaszthatjukB-nak az 6sszesl  * A, A,- «A; Aj, A,,- Ajj. események

X
halmazat, és ez esetben az, hogy Z a,\F.{(0) ugyanaztjelenti, mint az,
h=1
X
hogy Z 2hP = 0 abban az esetben, middn A- = Ap=eee=e A- =] és
h=1
Aj, — Aj, —ees= Aj,_x — 0. A két moédszer kézott az a kilénbség, hogy mig
az indikator-moédszerfeltételezi a valészinlségialgebrakhalmazelméleti inter-

lendl is megfogalmazhatéés alkalmazhaté.
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