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Jelen munka a bels§ és kiils6 feltételes kinematikai (geometriai) kapcsolatokkal
rendelkez8 radszerkezetek szildrdsdgi viszonyainak szdmitdsit — elsSrendd elmélet
alapjdn — a végsd ismeretlenek tekintetében kiilonbozd kvadratikus programozdsi
feladatra vezeti vissza. Sikbeli szerkezeteknél fellép6 belsd feltételes kinematikai kap-
csolatok osztdlyozdsa utdn a radszerkezet geometriai matrix rangjdnak figyelembe-
vételével elemzi az elmozdulds és er6médszerre alapozott programozisi feladatokat.
Kimutatja, hogy az elmozduldsmédszer alkalmazdsi kore szélesebb mint az eréméd-
szeré, mivel ez utdébbival csak statikailag hatdrozatlan rdidszerkezetek vizsgalhaték.
Végezetiil az elmozduldsmédszerre alapozott programozdsi feladatra — belsd feltételes
kinematikai kapcsolat esetén szdmszer{i példakat mutat be.

1. Bevezetés

Az épitészet, gépészet egyes szerkezeteinek (berendezéseinek, gépeinek)
szilardséagi viszonyait jél nyomon kévethetjiik a szerkezet ridszerkezetként
torténd modellezésével.

A szerkezetek egy része

I. rugalmas-szilard alapon, timaszokon nyugszik oly médon, hogy az
alaptél a terhelés hatdsara el is valhatik, azaz koztiik a kapcsolat egyoldald;
masik résziiknél

II. a szerkezet néhany eleme kozott gyartasbél, szerelésbdl adédéan
kezdeti hézag is van, illetve

III. kapcsolatuk korlatozott teherbirasi.

Ezeket az eseteket altalinosabb megfogalmazisban definidlt rddszer-
kezetek kozé sorolhatjuk. Nevezetesen az olyan rudszerkezetet, amelyiken
a rudak kapcsolédasi helyeinek legalibb egyikén az oda befuté ridvégek
elmozdulasai és szogelfordulasai kozott egyenlStlenségi feltételek irhaték fel,
bels§ feltételes kinematikai (geometriai) kapcsolatokkal rendelkezd — vagy
belsd feltételes kinematikai kapcsolatii — ridszerkezetnek nevezziik (pl. a II. eset).

Amennyiben a bels§ feltételes kinematikai kapcsolatokon kiviil a meg-
tamasztasoknél is felirhaték elmozduldsra és szogelfordulasra vonatkozé
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50 PACZELT ISTVAN—HERPAI BELA

egyenlGtlenségek, gy bels§ és kiilsé feltételes kinematikai kapcsolati vagy
egyszeriibben feltételes kinematikai kapcsolatii ridszerkezetrdl beszéliink.

Az olyan ridszerkezetet, amelyen csak a megtamasztisoknal irhaték fel
elmozdulasra és szogelfordulasra vonatkozé korlatok, feltételes kiilsé kinema-
tikai kapcsolatii riidszerkezetnek nevezzik (pl. az 1. eset).

Az olyan ridszerkezetet, amelyen a megtamasztasnal (vagy a bels§
ridkapcsolatoknil) (vagy mindketténél) a tamasztGerSrendszerre (vagy a
bels6 erfkre) (vagy mindkett§jiikre) egyenlStlenségi korlatok irhatdk fel,
feltételes kiilsd (vagy belsd) (vagy kiilst és belst) dinamikai (szilardsagi) kap-
csolatii ridszerkezetnek nevezzik (I11. eset).

Amikor a ridszerkezeten kinematikai és dinamikai korlatok is szere-
pelnek, feltételes kapcsolati ridszerkezetrdl beszélink.

A fenti szerkezetek szildrdsagi viszonyainak tisztidzédsa a matematikai
programozas mdédszereinek felhasznalasaval térténhetik.

Az egyoldali kapcsolatokkal rendelkezd ridszerkezetek kvadratikus
programozassal t6rténé megoldasaval foglalkozé els6 munkik a 60-as évek
végére tehet6k [1—3]. A kutaték mind a mai napig figyelmet forditanak
e teriiletre (lisd az irodalomjegyzékben [4], [5] alatt felsoroltakat sth.) egy-
részt elvi, masrészt szamitastechnikai problémak tisztazdsa céljabél. Igy pél-
daul: korlatozott teherbirasid kapcsolatokkal rendelkezd szerkezeteket vizsgal
a [6] munka; a nagyelmozdulasok hatasat vizsgilja — maéasodrendii eimélet
fethasznalasaval — a [7] tanulmany.

Jelen munkankban feltételezziik, hogy a szerkezet anyaga linearisan
rugalmas, szilardsagtani viszonyai kis elmozdulasokkal és alakvaltozasokkal
szdmolé un. els6rendd elmélettel [8] leirhaték.

A TII. tipusy feladatokkal elsGsorban gépészeti szerkezeteken pl. szer-
szaimgépeken talilkozhatunk. Altalaban ezek a berendezések idealisan-rugal-
mas anyaginak tekinthetdk, tovabba a terhelés hatasara fellépd elmozdulasok,
deformacidk kicsinyek. A szerkezeti elemek kozotti kezdeti hézag nagysaga
befolyasolja a szerkezetben kialakulé fesziiltségi allapotot, az egyes elemek
deformaciéjat, az elemek egyiitt dolgozasat, a szerkezet dinamikai viselkedését.

Az alabbiakban a terhelést statikusnak tekintjiik, az egyoldald kapcso-
latokkal rendelkez§ rendszer dinamikajanak kérdéseivel csak egy késShbi
tanulmanyban fognunk foglalkozni.

2. A ruadszerkezetek alapegyenlete

Az idealisan rugalmas anyagi, feltételes kapcsolatok nélkiili ruddszer-
kezet alapegyenlete [8] alapjan

HERH.
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MEGJEGYZES RUDSZERKEZETEK SZAMITASAHOZ 51

alakd, ahol ¢ — a csomdponti terhek, t — a ridmenti kinematikai terhek
vektora, u — a csoméponti elmozdulasok, s — a rudak bels§ erdinek vektora,
G — a szerkezet geometriai matrixa, F — a szerkezet hajlékonysagi matrixa.

Az (1) egyenlet els sora a csomépontok egyensilyat, a masodik sora az
elmozduldsok kompatibilitasat fejezi ki.

Az u, q vektorok koordinatdi a viszonyitasi (globalis) koordinata-
rendszerben az s,t — a rudakhoz kotott helyi koordinatarendszerben értel-
mezettek.

Kénnyen meggydzddhetiink arrél, hogy az (1) alapegyenletet a

min{ﬂlzés*Fs+s*t]G"‘s+q=0] (2)

kvadratikus programozasi feladatként is tdrgyalhatjuk, azaz keressiik a
II, = II,(s) minimumat a

G*'s+q=0 3)

mellékfeltétel, illetve korlatozas mellett.
A programozisi feladathoz tartozé Lagrange-féle fiiggvény

Ly = Ly(s, u) = II;(s) + u*(G*s 1 q), (4)
mig a minimum feltételb6l adédéan a

6u‘:0=G*s—}—q (5a)
egyensiilyi egyenlethez,
8:1 —0-Gu+ Fs+t (5b)
8

kompatibilitasi egyenlethez jutunk.

3. A programozasi feladat megfogalmazasa
feltételes kinematikai kapcsolatok esetében

3.1. A mellékfeliételek

Amint mar az el6z6ekben emlitettiik, kiilsé és belsé feltételes kinematikai
kapcsolatokrgl beszéliink.!

3.11. A KFK kapcsolatokat lényegében két osztalyba lehet sorolni.
Az els§ esetben a tamaszokat, a szilard alapot merevnek tekinthetjiik a rdd-
szerkezethez képest, mig a mésodik esetben rugalmasnak. Mivel az (1) egyenlet

1 A tovdbbiakban haszndlni fogjuk az alibbi jeloléseket
Kiils6 feltételes kinematikai kapcsolat = KFK kapcsolat;
Belso feltételes kinematikai kapcsolat = BFK kapcsolat.
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52 PACZELT ISTVAN—HERPAI BELA

olyan ridszerkezetre érvényes, ahol a terhelés csomépontokban hat, a rugal-
mas alap hatdsat, annak a ridszerkezettel valé egyiittdolgozasat csak kozeli-
tdleg, diszkrét pontokban a feladat természetébdl kovetkezd kitiintetett
iranyban (pl. az egyik test normalisa) vessziik figyelembe.

Ehhez egyrészt a tartészerkezet rugalmas alappal érintkez§ részén
fiktiv csomépontokat vesziink fel, masrészt a rugalmas alap elmozdulas-
allapotat leiré differencidlegyenletet, integralegyenletet vagy valamilyen
variaciés elv alkalmazdsakor a széban forgé funkcionalt is diszkretizaljuk,
a tartészerkezet kérdéses tartészakaszan megtalalhaté valdsdgos és fiktiv
csomépontok figyelembevételével. Feltételezziik, hogy a tartészerkezet és
az alap kozott a sirlédas elhanyagolhaté, igy kozottiik csak normalis irdnyd
nyomads jon létre. A timaszokat is minden esetben sirlédasnélkiilinek tekintjiik.

A ridszerkezet és a rugalmas alap vagy a tamaszok kozott terheletlen
allapotban kezdeti hézag, rés lehetséges.

Jelolje a hézag értékeibsl alkotott vektort a globalis rendszerben
h* = [h,, ..., hy], ahol N a rugalmas alap és a ridszerkezet kozotti koleson-
hatist figyelembe vevd pontok szdmanak és a tidmaszoknal jelentkezd korla-
tozasok szdmanak 8sszege. Megemlitjiik, a h vektor elemei nemecsak tavol-
sagok, hanem sz6gek is lehetnek, igy a kezdeti hézagot, mint az (1)-ben szerepld
u elmozdulast, s belsé er6t — altalanositott értelemben kell hasznalnunk.

Meilékfeltételek (korlatozéasok) felirasa céljabél vizsgiljuk meg az 1.
abran vazolt szerkezetet. A 2 jeli rugalmas talaj és ridszerkezet kozott
az érintkezés-elvalas feltételét 7 db pontban ellendrizziik. A rddszerkezet
8,9, 10 jelli pontjai, keresztmetszetei a terhelés hatasara a feltiintetett merev
tdmaszokra is tamaszkodhatnak. A 8 jeldinél a keresztmetszet ey irdnyd elto-
l6dasa és szogelfordulasa egy, illetve két iranyban van korlatozva, a 9 jeliinél
az ey iranyd elmozdulds van korlatok kozé szoritva, mig a 10 jeld kereszt-
metszetnél annak vizszintes irdnyd elmozduldsara irhatunk fel korlatot.
Az egységvektorok éaltal meghatarozott iranyt kitiintetett irdnynak fogjuk
nevezni.

1Z » | kitintetett irdny

s {w2

1. gbra. Kiilsg feltételes kinematikai kapcsolatokkal rendelkez ridszerkezet. 1 — ridszerke-
zet, 2 — rugalmas talaj, & — merev tdmasz
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MEGJEGYZES RUDSZERKEZETEK SZAMITASAHOZ 53

Jelolje a ridszerkezet 1—7 jeld pontjainak &, iranyd elmozdulasat w®,
mig a rugalmas alap azonos koordinataji pontjainak ugyanezen iranyd
elmozdulasat w®, (w(l)* = [w®, ..., w"] (1)~ (2)).

A tamaszoknal levs keresztmetszetek € (j = 8,9, 10) iranyv elmoz-
duldsat, illetve a 8-as keresztmetszet ef iranyu szogelfordulasat d® vektor
foglalja magaba. A w®, d" vektorok a ridszerkezet elmozdulasallapotat
jellemzé u csomdponti elmozdulasvektorbél megfelelden valasztott AY, A%
matrixok segitségével

w =A%, 4P =A% (6a, b)

osszefiiggéseken keresztiil szamolhatdk.
Ily médon a ridszerkezet

K=[w?]=[A"Ju= Au )]
a® A

vektoraival jellemzett elmozdulasaira kell felirni az egyoldali kapcsolatokbél
szarmaz6é mellékfeltételeket, korlatokat. Mint latni fogjuk, a felirhaté korlatok
szama a k) vektor méretét meghaladhatja.

Vegyiik sorra ezeket.

A rugalmas alap és a ridszerkezet kozott az i jeld pontban érintkezés
1ép fel, ha

gl =w® —wl 4 b =0; p/>0 (8a)
és rés van, ha
g =w® — ) + B >0; p =0, (8b)
vagyis, barmely pontban all a
pigi =0, i=1,...,1, : (8¢c)
feltétel, ahol p{ — a riddszerkezet és az alap kozott fellépd érintkezési erd.

Bevezetve a relativ hézagok g“, a kezdeti hézagok h"”, tovabba p* érint-
kezési er6k vektorat, a (8a—c) feltételeket tomorebb formaban is felirhatjuk:

gW = w® Wi + | Nt > 0;

p'>0; pg’ =0, Ga=9)

ahol
w.

gw’ = [3?7 e g;vL P =[p»---ps] sth.
Merev timaszoknal (lasd 1. ibra) a 8 jeliinél az e irany elmozdulasra,
—eg irAnyi reakciderdre
Bs=hs —dg >0, Fy>0; g-Fg=0 (10a—c)

osszefliiggések irhatdk fel.
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54 PACZELT ISTVAN—HERPAI BELA
Az ¢f irdnyban egyrészt
g =i —di>0; My >0; gi -M{=0 (11a—c)
+ jelii korlatozasok, masrészt
88 =98 +df>0; My >0; ga-Mg =0 (12a—c)

— jeld korlatozasok fogalmazhaték meg.
A 9 jeliinél e, iranyban egyrészt

g5 =hi —dy>0; F{>0; gi-Ff=0, (13a—c)
masrészt

g7 =hy +dy>0; Fy>0; gy Fy=0, (14a—c)
mig végezetiil a 10 jellinél

8o =hyo—d1p=>0; Fiu>0; gi5- Fiy=20 (15a—e)

irhaté.
Itt Fy, ..., F i, a timaszoknal keletkez reakciéerdket, nyomatékokat
jelentik. Ezeket a |- indexnél vagy index nélkiili esetben a kitiintetett irannyal

ellentétesek, mig — indexnél azonos iranyidak. Definidlva
r'* = [Fy, M{, F¢, F,)]; r=* = [M5, Fy ] (16a, b)
= e ] (17)

tamasztéerdk vektorat, a

g% = g 88" 85 8101 87 = [887, 871 (18a, b)
g = [ i8] (19)
relativ hézag, tovabba
hrj = [hB’ (pg_’ hg-’ hlo]; h’* = [(PS_-; h9—] (20a, b)
h'* = [ | B (21)

kezdeti hézag vektorokat, a
0% — [dy, &5, dy, d,p] — u* A% (22a)
dV* = [dg, d)] = u* A% (22b)
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elmozdulasvektorokat, a (10a—15¢) feltételek helyett t6mor formaban

g =[g.]=[h.]—-[] A%]Ju=h —A"u>0, (23a)
g h” —A?
r>0; r*g =0 (23b, ¢)

alakban irhaték.
Ily médon a rugalmas alappal és merev timaszokkal rendelkez§ rud-
szerkezetre vonatkozé korlatozasok

g =[g"]1=[h"]-[AY |u+ w?1>0, (24a)
g h’ A’ 0
g =h— Au+w>0,
(24D, c)
pr=["ir]>0, p*g =0
alakban irhaték fel.
Megjegyzés 1. Amennyiben minden tamasznal + és — jeld korlatozéasok
1épnek fel, dgy A1 = AZ.
Megjegyzés 2. Ha a tamaszok rugalmasak, akkor (23a) helyett

g =[W.]+[] d.]—[ Al Ju=h"+d —A"u>0 (25)
h_ —d_ — A%

all, ahol d’,, d_ — a | és — jeli tAmaszok elmozdulasa a kitiintetett iranyban.

3.1.2. BFK kapcsolatok. Ezeknek a kapcsolatoknak két osztilyat kiilon-
boztetjiik meg.

1. A kapcsolédéasi helyre egyetlen olyan rid fut be, amely kezdeti
hézaggal illeszkedik.

2. A kapcsolédasi helyre tobb egymastdl fiiggetlen olyan rdd fut be,
amely kezdeti hézaggal illeszkedik.

Sikbeli szerkezetet feltételezve, a hézaggal illeszkedd rid (tovdabbiakban
2-es rid) szempontjabol az alabbi kapcsolatokat fogjuk megkiillonboztetni.

1.1. Vezeték I. Olyan hézaggal illeszkedd vezeték-hiively parrél van
sz6, amikor a d atmérgji vezetéken a I > d belsd atmérsjd hiively korlato-
zott mértékben elcsiszhatik, illetve a vezeték & hossztengelyére merélegesen
n iranyban meglevd Ay = D — d jaték miatt Adp = + An/l;, nagysigd szdg-
elfordulasi jatékkal is elfordulhat, mikozben nyomatékot nem visz at. Ez az
i fécsomépontba befuté m ,,szabadvégid” ridnal A(pﬁn = An/lim kezdeti szog-
-elfordulasi hézagot okoz (2a 4bra).
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2. dbra. Vezeték I és a kezdeti hézag értelmezése. a) i — vezeték, m — hiively, b) dp értel-
mezése, c) Vezeték I kapcsolat mechanikai sémdja, d) a hiively tengelye ¢° szoget zar be
a & tengellyel: Agi,, Apim értelmezése, e) Vezeték I kapesolat sémaja ¢° == 0 esetében

A An alapi és l;,, magassagi téglalap 2b dbra sze.inti bevonalkédzasaval
(melyeket merevnek tekintiink) a szogelfordulasi jaték jol érzékeltethetd.
Az 7 irdnyban ezen haromszégeket egymastol — Ay, + Ani, tavolsagra eltolva,
majd a kapott AB szakaszt merevnek feltételezve, tovabba az i fécsomé-
pontoknal a £ irdnyd egymastol A&, + A&7, tavolsagra levé (haromszogekkel
jelolt) C és D korlatokat az azok kozé képzelt merev ridbél felépitve, az i és
m pontok (rddkeresztmetszetek) kozotti Vezeték I tipusi feltételes kinema-
tikai kapcsolatot jelsls (érzékeltets) sematikus abrahoz jutunk (2¢ abra).
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Amennyiben a hiively tengelye nem parhuzamos a & tengellyel, kozottik
@° szog van, akkor a 2d abra alapjan felirhaté kezdeti szogelfordulasi hézag

A SRR ...l )
lim
o . 4ncos @’
im
ahol
an— g -
cos @°

A & és 7 tengelyek irdnyaba es§ AE, Ay kezdeti hézagok a Vezeték I
tipusi kapcsolat 2e dbran vazolt sematikus abrajat eredményezik.

A 2c és 2e abrakon levé Vezeték I-nél feltiintetett kezdeti hézagok pozi-
tivak. Negativnak (tilfedésnek akkor tekintenddk, amikor a kottazasnal
a nyil hegye a ,,talp vonéashoz képest’ az abran szerepl6tdl ellentétes iranyba
mutat el. P1. Az;, esetén, amennyiben < helyett — kotta all, dgy A7;,, <~ 0-nak
tekintendd. Ez azt jelenti, hogy a 2e abran szereplé CD ridszakaszhoz kotott
&n koordinatarendszer az A ponttél balra helyezkedik el.

A jelen modellezésben, a vezeték és a hiively az i f6csomépont (kereszt-
metszet), kornyezetében a kinematikai feltételek felirasa szempontjahol
merevnek tekintett. Ebbél adédéan A&, An kovetkezésképpen Ap-nek mindig
pozitivnak kell lennie barmilyen AR A@im kezdeti hézag kombinaciénal.
A vezeték és hiively kozotti rugalmas deformicié figyelembevétele a térbeli
rugalmassagtani feladat megoldasat is igényelné. Mivel a rudak hosszméretei-
hez képest a most targyalt vezeték-hiively méretei, illetve a késébbiekben
targyalt kapcsolatok geometriai méretei lényegesen kisebbek, a rudak kapcso-
lédasat merevnek tekintett szerkezeti elemek el6zetesen nem ismert egyiitt-
dolgozasaval kivanjuk modellezni. A bemutatott médszerek, altalanosithatok
a joval bonyolultabb esetre is.

A kapecsolatban szereplé merev elemek kovetkeztében, a felléps kap-
csolati er6k és nyomaték a kezdeti hézag eltiinése utan barmekkora értéket
felvehetnek. Jelen esethben az m jeld ridvégre atadédos &, 7 és y iranyd T,
Nm, M, er6k és nyomaték a

fiiggvényében a 3a abra szerint valtoznak (M, = M,,(P) esetén Api, < 0
elofeszitést vettiink fel.)
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T M
a. m i
(Np)
(An:m)
As;, A A%,
/5 5 (;1) A‘ﬁ-;n<0 P
(an;)
b.
T
ASim
N A% 3

3. dbra. Jelleggorbék. a) Idedlisan merevedd kapcsolatnal fellépé belsé erdk (nyomaték)
&= & — &, elmozdulas (szogelfordulas) ¢ = ¢; — @, diagramok (i — fécsomépont, m —
befuté radvég jele, T, (stb.) az m-re haté eré (stb.) a 2. dbran véazolt &ny koordinata-
rendszerben). b) Idedlisan rugalmas-merevedd kapcsolat belsd erg-elmozdulds diagramja

Ezeket a kapcsolati erd-elmozduldas diagramokat ideélisan merevedd
(bezarulé) kapcsolatokhoz tartozé jelleggorbéiinek nevezi az irodalom [6].
Amennyiben a kapcsol6dé szerkezeti elemek bizonyos mértéki rugalmassaggal
rendelkeznek, gy az el6bbi diagramok helyett a 3b abran feltiintetett idealisan
rugalmas-merevedd kapcsolatot leiré jelleggorbék tartoznak. Ez utébbi sza-
mitasaval jelen munka Melléklet cimd részében foglalkozunk.

A 2. abra alapjan felirhaté kinematikai feltételek, korlatok egyrészt

g;‘?m:&%-d&fn——fmz(),

4 A 4 (26a, b)
&eim = —&i + Aéim + Em =00
grﬁm =N + A’]rJ;iz =T = 0,

- % (27a, b)
Eyimi— =1} + A"]im + Nm > (i

masrészt

T -

8oim = @i + Apim — om >0,
(28a, b)

8pim = —@i + APim + ¢m >0,
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ahol : " g5
i = u; sin &; w; CcOoS &;,
; (29a, b)
Ni = w; COs &; — W; sIn &; ,
&m = um sin o; 4+ wp, cos o;,
(30a, b)

Nm = Um COS &; — Wy, sin o; ,

Wi, Wiy ;i (Um»> Wi, Pm) az i (m) jelld csomépontok vizszintes és fiiggdleges

eltolédasa, illetve szogelfordulasa a 2. abran feltiintetett pozitiv iranyokban.

1.2. Vezeték II. Nyomatékot is atadé hézagnélkiili vezeték, amelynél

a hiively mozgéasa korlatozott (4a abra). Felirhaté feltételek (26a, b), tovabba
a Ay = Anim = 0-bél kévetden

i = Nmy @i = Pm- (31a, b)

A (31a, b) feltételeket célszerli a csatolt rendszer, vagyis a G eléallita-
sanal mar figyelembe venni.

a. b.

ASim

4. abra. a) Vezeték II, b) Csiszka I

Megjegyzés 3. A Vezeték 1. és II. tipusoknal lehetséges olyan eset is,
amikor a csiszkanak tengelyiranyd mozgasa csak egyik iranyban van korla-
tozva. Ebben az esetben értelemszertien a (26a, b) koziil valamelyiket nem
kell szerepeltetni korlatként.

1.3. Csiiszka I. A 2-es rid a tobbi ridhoz csiszkan keresztiil illeszkedik,
a csiszka mozgasa korlatozott. A 4b abra alapjan kinematikai korlatokként
a (26, b), (31a) szerepelnek.

1.4. Csiiszka II. A csiszka a vezetékben jatékkal illeszkedik, mozgéasa
korlatozott (5. abra). Kinematikai korlatokként egyrészt a (26a, b) alattiakat,
masrészt a (27a, b) alattiakat irhatjuk fel.

1.5. Csiszka I11. A csiszka a vezetékben nincs régzitve, mozgasa korla-
tozott (6. abra). A (26a, b) és a (27b) egyenlitlenségek a kinematikai korlatok.

1.6. Csiszka IV. A 2-es rid végpontjaban a A&, kezdeti hézag ,,el-
tinése”” utan keletkez§ riderd, nyoméerd. A nyiréerd tetszéleges, a hajlité-
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nyomaték zérus. Igy kinemetikai korlatként a (26 b), (31 a) alattiak szere-
pelnek (7. abra).
(31a) szerepelnek (7. abra).

2.1. 1.1—1.6 alattiak kombinaciéi.

2.2. Vezeték I11. Az dtmend tengely hézag nélkiil illeszkedik, vezetékbeli
elmozdulésa [eg,y‘lrfmyban] korlatozott (8. la ébra].

kétiranyban b

(26a), (31a,b)

il & korla
Az érvényben levd korlatok { (26a, b), (31a, b)

} a vizsgalt csatlakozasnak

megfelelGen.
2.3. Vezeték IV. Hézaggalilleszked atmend tengely, vezeték iranyi elmoz-
(26a), (27a, b), (28a, b)
(26a—28b) }

dulasa {egylranyban] korlatozott. A felirhaté korlatok {

kétiranyban

a9.l? l abran vazolt csatlakoznak megfelelGen.

b

5. abra. Cstszka II 6. dbra. Cstszka III

Nim

A Sim

o

asi [ a% | [ || Lasi

8. dbra. Vezeték III
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Nim
n

|
|
Tflon

>
(7.4
5
»
m
:
ww
C
\,_
:l_
l"ﬂ

A .

A% /
9. dbra. Vezeték IV

Lathat6, hogy paronként a Vezeték II. és I1I-nal, illetve a Vezeték I.
és IV-nél felirhaté korlitok egy és ugyanazok. Szerkezetbeli kiilonbség a
csatlakozasi helyre befuté rudak szaméban van, tovibba a szerkezeti elemek
i, m jeleinek felcserélésében.

A vizsgilat folytatasa céljabél vegyiik a Vezeték I-et, mint a legtbb
korlatozast el5iré csatlakozast.

Bevezetve a (28a,b) alapjan a csatlakozds vn. f6 csomdpontjahoz
(i jeld) tartozé

T{ = [ sin «; cosa; O (32)
cos o —sine; 0
. 0 0 1

transzformalé matrixot, a
= [&in@l, uf =[uwe] (@ m)

elmozdulas vektorokat a

hii* = [Ah, dni Aol

(+ == —)
gm* = [8im 8nim 8gim]
kezdeti és relativ hézag vektorokat,
a (29a—30b) helyett
i = T, dn = Ty, (33a, b)

a (26a—28b) helyett
gm=[gml=[Wi]-[-T/ T[uw]>0 (34)
gn him T, —1|]u,
frhaté.
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Mas tipusd csatlakozasoknil a (34) egyenlStlenség természetesen a fel-
irhaté korlatoknak megfelel§en médosul. Amennyiben az i jeld csoméponthoz
(csatlakozasi helyhez) tobbfajta csatlakozason keresztiil futnak be a rudak,
dgy osszegylijtve a korlatokat egy vektor egyenlet-egyenlStlenségbe, formailag

gf =hi —Afu>0 (35)

irhaté fel, ahol u az 6sszeillesztett ridszerkezet (csatolt rendszer) elmozdulas-
vektora.

Merev csatlakozasnal a ridvégek etmozdulasai nyilvan azonosak, a csat-
lakozasok néhany fajtajanal az eltolédasok kozott fennéllé lineiris kapcsolatbél
kévetkez6en az egyik ridvégi eltolédas valamelyik koordinitija mar nem
szerepel az u-ban, a megmaraddék igen. (Pl. a (31a) szerinti feltételnél az i és
m csomépontok esetén az u vektorban u;, w;, u, szerepelnek, w, méir nem,
hiszen az (29b), (30b) alapjin w,, figg az el6zbektél.)

Végezetil az egész ridszerkezetre vonatkozé belsé kapesolatokbél szar-
mazé kinematikai korlatok a (34) felhasznalasaval a kovetkez§ alakot nyerik:

g =n—Au>0. (36a)

Hasonlé megfontolasbél, mint a 3.1.1. pontban lattuk, a gJ, relativ hézag
eltlinése a rudak kozotti j; erd keletkezését vonja maga utan, azaz

glji=0 i=1,...,B, (36b, c)
vagyis
g=0, j*g'=0,

ahol j — az egyoldald kapcsolatoknal keletkezs belsd er6k vektora, B — a belsé
korlatok szama.

Ily médon a KFK és BFK kapcsolatokkal rendelkezd ridszerkezeteknél
felirhat6 korlatok

g=[g"1=[b"] [A"Ju+[w?]>0, (37a)
gr h’ AT d
g 'n A/ 0
azaz
g=h—Au+d>0,
tovabba

p* = [p"*. 1, j*] > 0%, p*g=0. (37b, c)
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3.2. A programozdsi feladat feldllitisa

Lattuk, hogy a (2) programozasi feladat megoldasa az (1) egyenlet-
rendszer megoldasat szolgalhatja. A BFK és KFK kapcsolatokbél adédéan
az (1)-ben a q helyett ¢ — A*p szerepel, vagyis a ridszerkezet csomépont-
jainak egyensilyat az alaprél, tamaszokrdl atadédé egyeldre ismeretlen
tamasztderdk, a belsd kapesolatoknal keletkezd belsd erSk figyelembevételével
kell keresniink, mikézben a (37a—c) feitételeknek is fenn kell allniuk.

Tételezziik fel, hogy ismerjik a IT;” = I1;(p"), II; = II;(r) kvadratikus
alakokat, az alap és a rugalmas timaszok kiegészitd energidjit. Ekkor a
Castigliano-tétel értelmében oIl [op” = w®, sIlijor = A", mivel a testre
haté p*, (r) egybeesik w®, (d") pozitiv iranyaval.

Tétel 1. A (37Ta—c) feltételekkel jellemzett KFK és BFK kapcsolati
ridszerkezet elmozdulis mezejét és fesziiltségi allapotat a

min{]]2 =1+ I + II{ + p*h | G*s = q — A*p — 0,p > 0} (38)

kvadratikus programozasi feladat megoldéasa szolgaltatja.
Bizonyitds : A (38) feladathoz rendelt

L, =Ly (s,u,p > 0) = II)(s) + II(p") + IIc(r) + (39)
+ p*h + u*(G*s - q — A*p)

Lagrange-féle fiiggvényb6l kiindulva (w — Lagrange-féle multiplikator) a
matematikai programozids Khun—Tucker tétele értelmében [9] a

6L2=Gu+Fs—|—t=0 (40)
Os
kompatibilitasi egyenlethez, a
OL; _ G*s+q— A*p =10 (41)
du
egyensulyi egyenlethez, a
— oITr
op”
66L2=h—Au+ olT; |=g>0; p*ZL‘“':O
P or P
[ 0 ] p>0,  (42a—c)
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egyoldald kapcsolatot kifejezd egyenlétlenség-egyenl6séghez jutunk, amelyek
egybeesnek a feltételes kinematikai kapcsolatd rudszerkezet éllapotat leiré
egyenlet-egyenlStlenségi rendszerrel. Q. e. d.

3.3. A (39) programozdsi feladat megolddsa elmozdulismédszer segitségével

Az elmozdulismédszer alkalmazasahoz fel kell tételezniink, hogy az F
hajlékonysagi matrix nem elfajulé: det F 5= 0, azaz a rddszerkezet merev
rudakat nem tartalmaz. Ekkor a (40)-b6l kifejezhetjitk a belsd er6k vektorat

s = —F1Gu — F~!t, (43)
majd a kapott értéket (41)-be betéve és atrendezve a
Ku=§— A*p (44)
egyenlethez jutunk, ahol
K=6G*F16; g=q— G*F1t (45a, b)

a ridszerkezet merevségi matrixa, redukalt terhelési vektora.

A (44), (42a—c) alapjan felirhaté6 megoldandé egyenlet-egyenlGtlenségi

rendszer a
[ K A* [uJ—{— —q]+ 0 }— 0]:0; (46a, b)
oll,
—A 0 p [ h] [ap [g
Mﬂ
g>0; p>0; g*p=0; (46c—e)
ahol
[ﬁﬂc *z[(any)*g(aﬂz "lot]. w0 —
op op¥ | [\ or | |

pozitiv szemidefinit matrix.

A Khun—Tucker-féle feltételek felhasznalisival konnyen meggydzdd-
hetiink arrél, hogy a (46) feladat az alabbi programozasi feladatbdl is szar-
maztathaté:

alzczo, pzo}, (47)

minlﬂp|g= h — Au |

ahol II, = %u* Ku — u*q — a rddszerkezet potencialis energidja. A (47)-hez
tartozé Lagrange-féle fiiggvény
Ly = Ly (u,p > 0) = I () — II;'(p*) — II(r) — p*(h — Au),
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aminek a programozasi feladat megoldasa folyaman a nyeregpontjat keressiik

oL, i R oL, Sy oL, 1Y 2
Ju op op
vagyis a minimax feladat
min max { I7,(n) — IT7'(p*) — II{(r) — p*(h — Au) |. (48)

u p=>0

Miel6tt tovabblépnénk, vizsgaljuk meg, hogy a K matrixnak milyen
tulajdonsagokkal kell rendelkeznie ahhoz, hogy az elsGrendii elmélet alkal-
mazhaté legyen a (46) feladat megoldasara, annak ellenére, hogy a széban
forgo feladatot ezen elmélet segitségével épitettiik fel. Erre a kérdésre a K
métrix rangja és struktiraja (az alabbiakbél kideriil mit fogunk ezen érteni)
ad feleletet.

A K merevségi matrix o(K) rangjat a G geometriai és F hajlékonysagi
matrix rangja hatarozza meg:

o(K) = ¢(G*F~16) = min (o(G), o(F)).

Mivel F nem elfajulé, gy
e(K) = ¢(6),

vagyis a K invertadlhatésagat G rangja donti el.

Ha ¢(G) = min (m, n) — ahol m, n a G matrix sorainak, oszlopainak
szama, tovabba m — n, akkor statikailag hatarozott szerkezetrdl, illetve
m > n esetben statikailag hatarozatlan szerkezetrél beszélink. Ezekben az
esetekben K invertalhaté. (Lasd pl. a 10a, b abrakor vazolt szerkezeteket.)

Ha ¢(G) = min (m, n) és m <~ n a szerkezet statikailag tilhatéarozott.
Ebben az esetben a KFK kapcsolati ridszerkezetnél (lasd pl. 1. abran vazolt
szerkezetet) mindig kivalaszthaté a K-bél olyan legnagyobb méretii elnem-
fajulé matrix, amelyhez tartozé fiktiv tdmaszokkal rendelkezd alapszerkezet

’ n ﬁ!‘ G ll]
t t !
& 3

10. abra. Riudszerkezet a) statikailag hatérozott, b) statikailag egyszeresen hatdrozatlan
c) statikailag tdlhatarozott

o
b -
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merevtestszerli mozgast nem végez. Vagyis egy és ugyanazon szerkezethez
altalaban tobb alapszerkezet rendelhetd.

A BFK kapecsolati ridszerkezetnél (lasd pl. 10c dbran vazoltat) lehetnek
olyan esetek is amikor ¢(G) <~ min (m, n). Ha a BFK kapcsolatok nem vol-
nanak ,,beépitve” a ridszerkezetbe, akkor a szerkezetet mar csak masod-
rendd elmélettel lehetne megoldani [7]. Amennyiben a kapcsolatban szerepld
kezdeti hézagok mértéke nem haladja meg a ridszerkezetnél felléps u elmoz-
duldasok mértékét (amelyekrdl eleve feltételeztiik, hogy kicsinyek a ridszer-
kezet hosszméreteihez képest), dgy a programozasi feladat megoldasanak
megkeresésére abban az esetben sort lehet keriteni, ha a riddszerkezetet
a kinematikai kapcsolatokban felvett fiktiv tamaszokkal statikailag hataro-
zott vagy hatarozatlan alszerkezetekre lehet bontani. A fiktiv tamaszok tény-
leges elmozdulasat — mint valamelyik ridvég elmozduldsat — a programozasi
feladat megoldasabél nyerjiik. Igy pl. a 1la abran vazolt szerkezet a 10c
abran vazolthoz tartozé A és B jeld alszerkezeteket tiinteti fel, amelyek rendre
statikailag — hatarozatlan (A4), illetve — hatarozott (B) szerkezetek. A 11b
abran vazolt szerkezetet a jelen tanulmanyban targyalt médszerrel meg-
oldani mar nem tudjuk, mivel a B alszerkezet statikailag tilhatarozott.

Természetesen a KFK + BFK kapcsolati ridszerkezetnél a fenti esetek
barmelyike el6fordulhat.

A fentiekbdl kovetkezéen a BFK kapcsolati szerkezetnél a programozasi
feladat felallitdsanak tehat csak akkor van értelme, ha a K struktiaraja bizto-
sitja azt, hogy a K-bél kivalaszthaté olyan invertalhaté rész, amelyen kiviili
oszlopok — jobbrél térténd szorzas esetén — a BFK kapcsolatokba befuté
szabad-, vagy legalabbis az elmozdulas némely koordinatajaban szabad — rid-
végek (fiktiv tamaszok) elmozdulasaival vannak szorozva. A KFK 4 BFK
kapcsolati ridszerkezetnél amennyiben a K matrix széban forgé oszlopai az
elébbiekben meghatarozott elmozdulasokon kiviil a kiilsé tamaszokkal érint-
kezd vagy a terhelés hatasara majdan érintkezd alszerkezet merevtestszeri
elmozdulasat leiré csoméponti elmozdulas koordinatakkal vannak szorozva,
a programozasi feladat megoldasat meg lehet kisérelni. A kvadratikus progra-

11. dbra. Alszerkezetek felhaszndldsa a szilardsdgtani feladat megoldédsiara. a) 10c dbrin
vazolt tartészerkezet felbontdsa 4 és B alszerkezetre. b) Példa a linearis elmélettel meg nem
oldhaté szerkezetre (a fiktiv tdmasszal ellatott B alszerkezet statikailag tidlhatérozott)
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mozas elméletében bizonyitott, hogy ha a feladatnak van megoldasa, akkor
csak egyetlen megoldas létezik [9]. A megoldas 1étezésére a K matrix rangja,
struktiraja nem ad feleletet, az a rddszerkezetre haté erSrendszertdl, és a
feltételes kapcsolatoktél fiigg. El6fordulhat, hogy a KFK és BFK kapcsolatok
altal megengedett er6k, nyomatékok a kiilsé erdrendszerrel nem képesek egyen-
silyi erfrendszert alkotni. Ekkor a feladatnak nyilvdn nincs megoldasa.

Ezek utan térjiink vissza a (47) programozisi feladat, vagyis a (46)
egyenlet-egyenlftlenségi rendszer megoldasinak vizsgalatihoz. A megoldast
kétféle médszerrel keressiik.

I. médszer
Az u elmozdulast egyrésazt két pozitiv vektor kélonbségeként allitjuk els
u=ut—u", ut>0, u" >0, (49)

majd (46a) az egyenletet vele egyenértékii két egyenlStlenséggel helyette-
sitjiik és az egyenl8séget pétlolagosan bevezetett gt > 0, g~ >0 valtozékkal
Masrészt, mivel

Gl =16 )=

— [Pw* H(2)W + f(2)W* r* H(2)f + f(2)f* 0*] — P* H(Z) + f(2)* (50)

allitjuk helyre.

alakban felirhaté, ahol H® = H®* _ hatasmatrix, f? — az alapra és a
rugalmas tamaszokra milikodd kiils§ ismert terheléshél szarmazé, a feltételes
kapcsolatok kitiintetett irinyaba es6 elmozdulas, a (46a, b) helyett

— | —K K A* J[uw 14+ [ —q — g+‘|_—_0,
K —K A* u- q g
A —A —H?||p h + f® g
Ml xl h! yl
irhaté, azaz
y'=bt —Mixt >0, x>0, x*yl=0, (5la—c)

ahol M! negativ szemidefinit matrix, vagyis a
min {p(x') = x*y" [x! >0, y! = b! — Mix! > 0} (52)

programozasi feladat kvadratikus, aminek megoldasa, ha létezik, kiilonféle
modifikalt szimplex eljarassal — végesszamid baziscsere elvégzése utdn —

megkaphaté [9].
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II. médszer

A eset: det K 5= 0
A (46a) egyenletébdl kifejezett u-t, behelyettesitve a (46b) egyenletbe, a

g=(h— %)+ H¥p + e >0, (53

osszefiiggést kapjuk, ahol HD — AK-1A* — < HO¥ 3 ol HY > _ kvazi
diagonal felépitésii — pozitiv definit — hatdsmdtrix, £ = AK"1q — a fel-
tételes kinematikai kapcsolatokban kiilsé terhelésb§l szarmazé elmozdulas:

f(l)t — [f(l)W* gf(l)r* if(l)i*].

Ekkor az (50) figyelembevételével, a (46c—e) és az (53) alapjan ..eg-
fogalmazhaté programozasi feladat

min { 2(p) = é—p*(H(l) + H®)p + p*(h + £ — £9)p > 0}, (54)

mivel

g = (H(l) + H(2))P +h+ £ __ gD >0,

p=>0, g'p=0.
Beset: det K =0
Legyen a K matrixbél kivalasztott legnagyobb méretii elnemfajulé
matrix K,,. Ekkor (46a) egyenlet az alabbi alakra irhaté at:

—[K11§K12][u,‘J+ Q@ ]—[Af*éA{*’A{*} P ]=0.
--------- e[ || |||
K, | Ky Jlur] [dn Al AR AR x (55)

A kapott matirixegyenlet elsé sorabél kifejezett uj-t, behelyettesitve
a masodik soraba, nyerjitk az up elmozdulassal kapcsolatos csomépontok
(fiktivtamaszok) egyensilyat kifejezd egyenletet

Dur 4+ GEp — qr = 0, (56)
ahol

D =K,, — K, Kg' K, (57a)
G} = Al — K,, Kii' Af,
. ! 1. (57b—¢)

qr = qu — K;n Ki qr-

Itt Duyr — a belsd erskbdl, Grp — a feltételes kinematikai kapcsolatok-
bél, mig qr az ismert kiils§ terhelésb6l szdrmazé erdt jelenti. Amennyiben
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nem a KFK kapcsolatoknil (csomépontoknil) vessziik fel a fiktiv taAmaszokat,
vgy A} = Aj; = 0, tovabba, ha BFK kapcsolatnil uy nem tartalmazza
a csatlakozis f6 csomépontjadba befuté szabad rddvég elmozdulasat (ahol
fiktiv tamasz is lehetne, lasd 11a abra), akkor Af| is zérus matrix.

A megmaradé (46b) egyenletbe az up-n keresztiil kifejezett u-t helyet-
tesitjiik. Eredményiil kapjuk:

—Gpllp—|— Hp+tp=g20, (58)
ahol
H=H"4+ H®, H®=A, K7 A} (59a, b)
— hatasmatrixok
Fr=h4+ P _ D D A Kg'g (59c, d)

ismert elmozdulasok.
Vagyis a (46a, b) helyett a

R RN .

egyenlet irhaté, tovabba az I. médszernél tett atalakitasokat megismételve
a programoziasi feladat

min{<p(x)=x"‘y|x20, y=b—Mx>0}, (60)
ahol
M=[-D D -G} b= —qr
D -D Gr | qr
G —Gr —H tp

Lényeges a gyakorlati szamitasok elvégzése szempontjahél észrevenniink
azt, hogy az M negativ szemidefinit matrix mérete kisebb, mint az (52) fel-
adatban szereplé M!-é, azaz a modifikalt szimplex algoritmus alkalmazasa
most eldny6sebbnek mutatkozik a kevesebb szamii ismeretlen miatt. A (60)-as
feladat hatranyaként réhatjuk fel a Ki;' méatrixon keresztiil kifejezhetd mat-
rixok, vektorok el§allitasat. Amennyiben Ki' a szamitégép memoériajaban
téarolhaté, vdgy az M és b elGillitisa nem okoz nagy problémat, ellentétes
esetben a [10] munka 1.3. pontjaban leirtak szerint jarhatunk el, vagyis sorra,

pl. Gauss-féle eliminacié segitségével megoldjuk a
K ,;B=K, K,;C=Af K, l=4q (6la—c)

Miissaki Tudomdny 56, 1978



70 PACZELT ISTVAN—HERPAI BELA

egyenleteket — (6la, b) esetben tobb jobb oldallal — majd a kapott meg-
olddsokat rendre megszorozzuk K, -el, a D, Gf, qr, mig Aj-el a HY, £D els-
allitasanal.

A (60)-as programozasi feladat megoldasaval az (55)-be torténd vissza-
helyettesités utan

w=—Ki' At p + Ki' § — Kii’ Kjpup
vagyis (6la—c) figyelembevételével,
u; = —Cp +1— Bug

mig a teljes elmozdulas

L

osszefiiggéssel szamithaté. Ttt E egységmatrix.

Lathaté, hogy B, C matrixok és 1 vektor elraktarozasaval a progra-
mozasi feladat megoldasa utdn a rugalmas ridszerkezet altalinositott csomd-
ponti elmozdulasa a K, matrix ijbéli invertaldsa nélkiil igen konnyen sza-
mithaté, vagyis a javasolt médszer igen hatékonynak bizonyul konkrét
szamitdsokkor. Mivel a programozasi feladatbdl a p automatikusan ,kijon”’,
nincs szitkség el§jelének ismételt értelmezésére, a C matrix méar eleve ,,tudja”
azt.

34. A (39) programozdsi feladat megoldisa erémddszer segitségével

A médszer alkalmazasahoz fel kell tételezniink, hogy ¢(G) = min (m, n),
m > n; vagyis alkalmazasi lehetdségei sziikebbek, mint az elmozduldsmédszeré.
Legyen a G matrixbél kivalasztott elnemfajulé matrix G,, a megmaradé
részt jellje G,. Ennek megfeleléen felbontjuk az F matrixot és t vektort is.
Ekkor a (40), (41) helyett azt irhatjuk,? hogy

Gyu | Fysl | t1 =0,

(62a, b)
G,u + F,e? + 2= 0,

illetve
¥l + GFs?2 4- q — A*p = 0. (63)

A (63)-bél kifejezett s!-t behelyettesitve (62a)-ba az u elmozdulast s?
és p fiiggvényeként kapjuk meg, majd az elmozduldasnak (62b)-be torténd
helyettesitésével a kovetkezd Osszeférhetdségi egyenlethez jutunk

Ss2 — Q*p +t -0, (64)

26, t' (i = 1, 2) vektoroknal i indexként szerepel nem hatvinyozdsra utal. Ez a jelolési
szabdly a tovabbiakban is érvényes.
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ahol
S =F, + G,67'F,G'G,,
. ) (65a, b)
Q* = G,67 F,GF A+
i =2 —G,67'(tt — F,G¥'q), (66)

tovabba (42a) egyenldtlenség helyett az (50) kifejezést is felhasznalva

—Qs*+ Hp+h—g=0 (67)

irhaté. Itt
H=HY + H?, H = AG'F,Gt A+ (68a, b)
h—h 4 AG (1t — F,G'q) + . (69)

Vagyis a (40)—(42a—c) helyett a megoldandé egyenlet-egyenlGtlenségi

BT AR Hu Rt

B

p>0, g>0, p'g=0, (70c—e)

rendszer

azaz keressiitk a

min | 0 1] B (9710 4 [ 0]

pzo} (108)

programozasi feladat megoldasat.
A megoldés kereséséhez tisztdzzuk a B matrix definit voltat.
Bevezetve az

R=G['F, G

matrixot, amely az F, G, el nem fajulé matrixok miatt pozitiv definit, a
(65a, b) alatti mi.crixok

S —F, + G, R G,

(71a, b)
Q* =G, R A*,
illetve a (68b) képletszam alatt talalhaté HY hatasmatrix
HY = A R A* (71c)

alakban irhaték fel.
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nlo +[ G, JR[GEi—A*].
S

0'H® —A

Igy

Mivel a G,, A matrixok elfajulék, tovabba x*F®x > 0, x*H?x >0 bar-
milyen x 5= 0-nal, dgy a B matrix pozitiv definit. Ezek utan vizsgaljuk a (70f)
feladat megoldasat.

I. médszer. Felbontva s vektort két pozitiv vektor kiilénbségére,
82 = g2+ — 8?27, 52+ >0, 52~ > 0, illetve a (70a) egyenletet az (52) fel-
adatnal tett atalakitiasokhoz hasonléan egyenl&tlenségekkel behelyettesitve
az alabbi programozasi feladat fogalmazhaté meg.

min {O(y?) = x>*y% | y2 > 0,x2 = b — M2y > 0}, (73)
ahol
_s S Q* ot
M2 = S —S —Q*|, xz=|[s&"1},
Q —Q —H P

y2 = g2+ s b = i:
. g2— _E
g h

II. médszer. Felhasznalva, hogy S pozitiv definit matrix, a (70a)-bél
8% kifejezhetd

s2 = S-1Q*p — S, (74)
és (70b) helyett
Hp -f=g>0, (75)
frhaté, amihez (70c—e) figyelembevételével a
min {w(p) = p*g|p >0, g=Hp — >0} (76)

programozisi feladat rendelhetd, ahol®
H=H-QS1Q* f=h-+4 QS i. (77a, b)

3 Igazolhaté, hogy H pozitiv definit (ldsd (70) —(72)), irhatjuk, hogy
0 < x*Bx = [x!* xg"][ S —Q* x!']=x!*Sx! —2x1*Q*x2 x2* Hx2,
-9 H

x! = §-1Q*x2,

xZ
Legyen bdrmilyen x esetében
vagyis
0< x2(H — Q8-1Q*)x% = x2* Hx?,
azaz illitdsunkat igazoltuk.
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(70a) egyenlet — p = 0-nal — a rudszerkezet er6mddszerrel térténé
megoldasanak végs6 klasszikus egyenlete.

Konkrét szamitasoknal az I. és II. médszer kozotti valasztasban a (73)
és (76) feladatban szereplS ismeretlenek szima nydjt tampontot. A (76) fel-
adatot eldnyben kell részesiteniink a (73)-mal szemben, annak ellenére, hogy
az S matrix invertalasira is sziikség van, mivel az ismeretlenek szama a
(76)-ban a szerkezet statikai hatarozatlansagi fokatdl figgGen lényegesen
kevesebb lehet, mint a (73)-ban.

*

A fentiekben megfogalmazott programozasi feladatok Gsszehasonlita-
sabol lathaté, hogy az elmozdulasmédszer alkalmazasa lényegesen egyszeriibb-
nek tiinik, mint az er6médszeré. Az ut6bbinal jéval t6bb szamitas utan ériink
el ahhoz a programozasi feladathoz, amelyre mar a modifikalt szimplex-féle
médszerek elényésen alkalmazhaték.

Altalanos érvényil tanicsot nehéz adni, melyik médszer alkalmazasa
az elénybsebb; ezt egyrészt befolyasoljak a statikailag hatédrozatlan rddszer-
kezet u és 8% vektorainak méretei, masrészt a végsd kvadratikus programozasi
feladatban szerepl ismeretlenek szdma, a programozasi feladat felallitasanak
szadmitasigénye.

Nyilvan az ésszehasonlitas érvényét veszti, amikor a szerkezet geometriai
matrixanak rangja kisebb, mint oszlopainak vagy sorainak szama. Mint lat-
tuk, bizonyos esetekben a feltételes kinematikai kapcsolati rddszerkezet
elmozduldsa és fesziiltségallapota, elmozdulasmédszer alkalmazasaval az (52),
(54) vagy (60) alatti kvadratikus programozasi feladat megoldasan keresztiil
hatarozhaté meg. Amennyiben az (52) és (60) feladat felallitasahoz a K rang-
janak és struktirajidnak tekintetében megfogalmazott sziikséges feltételek
nem teljesiilnek, gy a feladat megoldasira a masod- vagy harmadrendd
elméletet kell felhasznalni.

4. ,,Vezeték I kapcsolattal rendelkezé BFK kapcsolati
sikbeli ridszerkezetre vonatkozé néhany példa

Gépészeti berendezésekben egyik leggyakrabban el6fordulé kapesolat
a ,,Vezeték I”. Vizsgaljuk a 12 dbran vazolt szerkezetet. A 12a dbran levénél
BFK kapcsolat nincs, mig a 12b és 12c¢ abrakon feltiintetett szerkezetnél
az 1 jelii fGcsomépont és a 6 jeld ,,szabad” rddvég, illetve az 5 jeld f6csomébpont
és a 8 jeld ,,szabad” ridvég kozott frhatdk fel a kinematikai feltételek.

A 12b abran feltiintetett szerkezet K matrixanak rangja megegyezik
sorainak (oszlopainak) szamival. A 12c¢ abran levd szerkezet 6—8 csomé-
pontd ridja merevtestszerili elmozdulassal is rendelkezik és igy K merevségi
matrixanak rangja, kisebb sorainak szaminal. Nevezetesen, sikbeli alak-
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12. gbra. Allvanyszerkezet. A fiiggGleges oszlopok keresztmetszeteinek geometriai adatai:

felillet 4 = 3000 mm?, y tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték I, = 3 - 10° mm?,

a vizszintes rudaknal 4 — 5000 mm?, I, = 5 - 10° mm*. Rugalmassigi modulus E = 2,07 - 10°

N/mm?. Terhels er6 F — 200 kN. a) Feltételes kapcsolat nélkiili ridszerkezet, b) BFK kap-

csolati, alszerkezet nélkiili ridszerkezet, ¢) BFK kapcsolatd, 6 —7—8-as csomépontd merev-
testszerli mozgdst végz6 alszerkezettel rendelkezd ridszerkezet

valtozasokat feltételezve, az elmozdulasvektor csomépontonként harom koor-
dinédtaval rendelkezik, vagyis K (24,24) tipusd matrix, mig rangja 21.

A 13. abra a BFK kapcsolatoknél felvett &7 koordinatarendszereket,
a kezdeti hézagokat tiinteti fel abban az esetben, amikor a vezeték hiivelyének
tengelye nem parhuzamos a vezeték & tengelyével.

A 12a abran vazolt statikailag hatarozatlan szerkezet elmozdulasalla-
potat és hajlitényomatéki abrajat a 14. abra tartalmazza. (A hajlitényomatéki
abra a szerkezet alakvaltozas eltti kézépvonaldhoz viszonyitva a tartészakasz

hizott oldalan helyezkedik el.)
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oy =0°
w
5
Ange
1 =
ASg
n.
6
0%
Ang <0
y 5
A%y <0
13. dbra. A vezeték I-es kapcsolat az I-es és 5-6s f6csomépontoknal; a b, és hyg vektor elemeinek
értelmezése
o~
s
@
-0,0041 G282t |52 3
g 1,687, L 1n.68
3.37 3,37
i Izo KkNm
Smm
=
<D D
o <
0,043 [F 081 & & ,081
315 : % X0
NN B0 7
™)
|
L5 &

o

1,05 11,05

14. d@bra. 12a abran vézolt szerkezet elmozdulasi és hajlité nyomatéki abraja
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4.1. A 12b abran vazolt szerkezetnél az elmozdulasvektor

u* = [uf, uf, uf, ..., uf] (78)
(3.21)

mig az l-es fGcsomodpontba elhelyezett &7 koordinatarendszert figyelembe
véve, a (32) szerinti transzformaciés matrix

0 1 0
TI—|1 o of, (79)
(3.3)

0 0 1

illetve a (34), (36a)-ra valé tekintettel

—T, 0 0 0 0 T

Al = ; , , 80
(6:21) T 0 0 0 0 —T§ (80)
tovabba a kezdeti hézag vektora
h/* = [hi;*, hiz*] = h, (81a)
(1,6)
ahol
his* = [4&, Ane, Apisl,  (+ ~ —) (81h)
hjg* = [0; 0,7 mm; —0,05 rad]

hig* = [0,5 mm; —0,5 mm; 0,1 1ad].
Mivel a ridszerkezet csak BFK-val rendelkezik, gy (37a—c) szerint

g-h—Au>0, h=W, A=A/
(6.1)
tovabba

p=j>0. (82)

A feladat megoldasara az elmozdulasmdédszert valasztva a (47) alatti
programozasi feladatot a 3.3 pont alatti a II. mddszer A esete szerint oldhatjuk
meg, hisz a K merevségi matrix nem elfajulé.

Igy figyelembe véve, hogy (53)-ban o8Il /op = 0 (hisz rugalmas ala-
tamasztas hianyzik), az (54) alatti programozasi feladat helyett a

] . 1, . .
min | 1(j) = —3§* HYj + j*(h — £Y)

izof (83)
feladat fogalmazhaté meg, ahol

HY - AK-1A* hatasmatrix,
(6.6)

£ — AK™1q — terhelésbil szarmazé elmozdulas.
(6.1)
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A (83) alatti feladat megoldéasabél nyert, j belss feltételi kapcsolatokban
ébredd er6k ismeretében a (46a)-bél kifejezett

u= —K1A* K14 (84)
csoméponti elmozdulas vektor szamithat6, majd ennek alapjan a tartészer-

kezet deformalédott alakja megrajzolhaté. Ez utébbit a hajlitényomatéki
abraval egyiitt a 15. abra tiinteti fel.

45,82
7,82 2053
W
-35 917
ISOkNm
1810l 219
-14,89 L /26'22 P o 21,29
-
i 24,35 -2316

15. abra. A 12b 4brén viazolt BFK kapesolati ridszerkezet elmozduldsi és hajlité nyomatéki
abréija

Az 1—6 csomépontnal keletkezd kapcsolati erd
j* = [41,81 kN; 0; 41,11 kN - m; 0; 9,24 kN; 0],
mig a relativ hézag
g* = [0; 0,2 mm; 0,5 mm; 0; 0,05 rad]

értéki, vagyis ténylegesen fennall a g*j — 0 feltétel, tovabba a j-ben szerepls
Mf{s" = 41,11 kNm nyomaték a 6-0s csomépontbeli hajlitényomatékkal kell,
hogy megegyezzék. Ez utébbit a (84) alatt kiszamolt u segitségével hataroztuk
meg. Lathat6é a két mennyiség azonossaga.

A j vektorban szereplé kapcsolati er6ket és nyomatékot az egymastél
eltavolitott I-es és 6-0s csomépontokra felrajzolva a 16. abrahoz jutunk.

A bemutatott példa jol érzékelteti, hogy a ,,Vezeték 1" kialakitasabol
ad6do negativ. kezdeti hézagok (tilfedések): erételjes befolyast gyakorolnak
a rudszerkezet elmozdulasi és fesziiltségi allapotara. A szimmetrikus terhelés

Miiszaki Tudominy 56, 1978



78 PACZELT ISTVAN—-HERPAI BELA

49,81kN

411TkNm

41,1TkNm

16. dbra. Az l-es és 6-0s csomépontokra haté kapcsolati erdk, nyomatékok

ellenére a szerkezet pontjainak egyoldald vizszintes irdnyd elmozdulasa
jelentds.

4.2. Ezek utan térjiink at a 12¢ abran vazolt szerkezet szadmitasara.
Az u elmozdulasvektor (1,24) tipusii.

Az 1 és 5 jelli fcsomépontokban felvett &y koordinatarendszer (13. abra)
és a (32) alapjan

0 1 0 0 —1 0
=1 0 0|, T{=|-1 0 o], (85a, b)
0 0 1 0o 0 1

illetve a (34), (36a) figyelembevételével az 1—6, 5-~8 csomépontok kozotti
kapesolatbél adédéan

-T, 0 0 0 0 T, 0 0

NE T, 0 0 0 0 -T, 0 0

(12,24) 06 0 0 0 -—-T, o0 o0 T

0 0 0 0 T, 0 0 -—T]
=[ A} 1AL ], (86)

(12,21)  (12,3)
mivel

u* = [uf, ..., uf] = [uf, uf]. 87)

(L.24) (L.21) (L3)

A kezdeti hézag vektora
h* = [hi:i*a hﬂi*’ h;s*e h5—8*]’

ahol hgg, hig (lasd (81b) alatt).
Hasonléan értelmezhetd a hg;, hy; is. Ismételten a szilardsagtani feladat
megoldasara az elmozdulas médszert valasztva, a 3.3. pont II médszer B
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esetében leirtak szerint, az (55)-6s egyenlethen p” = r = 0-t felvéve

K, Kp uy +| @ - Ajl“= j=0 (88)
(21,21)  (2L,3) (21,1) (21,1) 112) |azy
K,, K, ur qQu AJI?

(3.21) (3.3) (3.1) _| (3:.1) _ (3.12)

egyenlethez jutunk, ahol det K;; 5= 0. Jelen esethen up a 8 jeld csomépont
elmozdulasanak felel meg. Ezek utidn az (56)—(59d) figyelembevételével,
a (60) alatti programozisi feladat felépithetd.

A 6—7—8 csomépontii B jeli alszerkezet valasztott fiktiv megtamasz-
tasabdl adédéan D = 0-ra adédik, s igy az (56)-os egyenlet az alszerkezet
egyensulyat fejezi ki. Természetesen, ekkor a Gr matrix az (57b)-t8l eltérs
moédon, egyszerli vetiileti és nyomatéki egyenletek felirasaval — kozvetleniil
elallithaté.

A (60) feladatban szerepld x és y vektorok (18,1) tipusiak.

A csoméponti elmozdulasok (61d)-vel a p = j helyettesitéssel allit-
haték el6.

A feladatot kétféle h vektor felvételével szamoltuk ki.

A 17a abran levé elmozdulasok és hajlitényomatékok h* = [h}, h%],

hfs = [0; 0,7 mm; —0,05 rad; 0,5 mm; —0,5 mm; 0,1 rad],

h3 = [0,5 mm; 0,7 mm; 0,1 rad; 0; —0,5 mm; —0,05 rad] (89)
mellett nyertek meghatarozast, mig a 17b dbran szerepldk

his = [0; 0,1 mm; 0,05 rad; 0,5 mm; 0,1 mm; 0,05 rad],
h% = [0,5 mm; 0,1 mm; 0,05 rad; 0; 0,1 mm; 0,05 rad] (90)

kezdeti hézag vektorhoz tartoznak.
A 17a abrabeli esethben a kapesolati erdk vektorai

J% = [100 kN; 49,05 kN; 433,09 kN - m; 0; 0; 0],
j% = [0; 49,05 kN; 0; 100 kN; 0; 433,09 kN - m],
a relativ hézag vektorai

gl = [0; 0; 0; 0,5 mm; 0,2 mm; 0,05 rad],
g% = [0,5 mm; 0; 0,05 rad; 0; 0,2 mm; 0]

értékiiek.
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17. @bra. A 12c¢ abrén vazolt szerkezet elmozdulasi és hajlitonyomatéki abrija. a) (89) alatti
h-nal, b) (90) alatti h-nal

Erdemes megjegyezni, annak ellenére, hogy a 6 —8 riid hossza terheletlen
esetben 1 mm-rel hosszabb volt, mint az I—5 csomépontok kozotti tavolsag,
az emlitett rid a terhelés és a h-ban szerepls Ap™ szogelfordulasi kezdeti
,.hézag’ okozta alakvaltozas utan nem nyomott, hanem huzott lett.

A bemutatott példa jol érzékelteti, hogy a szerkezeti elemek kozotti
szereléshil szarmazé hézagok, tilfedések a szerkezet allapotara olyan mértéki
hatast gyakorolhatnak, amelyet el6zetesen nem lathattunk.
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A kapcsolati erék a 4.1, alpontban ismertetettek szerint kénnyen fel-
rajzolhaték az 1—35 fG6csomépontokba, illetve a B jelli alszerkezet 6-os és
8-as csomépontjaiba.

A 17b abran feltiintetett esetben

(X )

jis = [100 kN; 0; 0; 0; 23,45 kN; 0],
Jss = [

0; 0; 0; 100 kN; 23,45 kN; 0],

gls = [0; 0,2 mm; 0,066 rad; 0,1 mm; 0; 0,034 rad},
{0,1 mm; 0,2 mm; 0,034 rad; 0; 0; 0,066 rad],

I

*
8ss

vagyis az I1—6 és 5—8 csomépontok kozotti kapcesolatnal nyomaték nem 1ép
fel, a hiively a vezetékre nem fesziil ra.

Az allvanyszerkezet terhelési- és a kapcsolatokbeli kezdeti hézagok
szimmetridja miatt, mint vairhaté volt, szimmetrikusan deformalédik.

5. Kovetkeztetések

Feltételes kinematikai kapcsolati ridszerkezetként a gépészet, épitészet
szimos berendezése modellezhets. gy pl. gépészetben szerszamgépek, kiilon-
féle mechanizmusok szilardsagi és deformaciés allapotanak pontosabb nyomon-
kévetése konnyen elérhetd a feltételes kinematikai kapesolatok kvadratikus
programozasi feladatként valé kezelésével.

A megfogalmazott programozasi feladatok osszevetésébdl kovetkezik,
hogy az elmozduldsmédszer alkalmazasa szélesebb mint az erdmdédszeré,
ugyanis az elmozdulismédszert a merevségi matrix struktirajanak bizonyos
feltétele mellett (lasd 3.2. pont) abban az esetben is alkalmazhatjuk, amikor
a matrix rangja kisebb sorainak szamanal. Erdmédszerre alapozott kvadra-
tikus programozisi feladat azonban csak statikailag hatirozatlan szerkezetnél
fogalmazhaté meg.

IRODALOM

1. Dupuls, G.—Prosst, A.: Etude d’une structure élastique soumise a des conditions uni-
laterales, J. méc. 1 (1967), 3—41

2. T'oppees, B. H.—TTepenbmyTep, A. B.: Pacyét ynpyrux CHCTeM OJHOCTOPDOHHHMH CBSI3SIMH
KaK 3ajadya KBaJipaTHUeCKOro mporpammupoBanusi. C6. HccrnemoBaHusi no TEOPHH CO-
opy>xenwit Boin. XV. Crofiuznar M., (1967), 208—212

3. PabuHoBuy, U. M.: JHepreTHuecKue CBOHCTBA W 0CO0EHHOCTH Pac4éTa CTaTHCTHYECKH He-
OMpeeUMBbIX CTEPIKHEBBLIX CHCTEM C OJHOCTOPOHHMMH JIHIIHUMH cBsizaimu. CO6. Hccre-
JIOBaHHS 10 TeOPHH Coopy>keHuid Buin. XVIII. cTpoiinanar M., (1969), 141 —153

6 Miissaki Tudomdny 56, 1978



82 PACZELT ISTVAN—-HERPAI BELA

4. TlepenbmyTep, A. B.: K BonpoCcy 0 KMHEMAaTHYeCKOM aHaJIU3e CHUCTeM, COIEPIKAIHUX OIHO-
CTOpOHHME CBsI3H. CTpoMTE/IbHAsI MeXaHHKa M pacuér coopyyxenuit Ne 1, (1970), 33—37

5. PAczerr, I.: Rugalmas rendszerek érintkezési feladatainak megolddsa matematikai
programozassal, Nehézipari Miiszaki Egyetem Kézleményei, IV. sorozat, Természet-
tudomanyok, 22 (1977), 185—224

6. Kariszky, S.: Feltételes kapcsolatokat tartalmazé szerkezetek vizsgdlata, Epités- és
Epitészettudomany, 6 (1974), 325—339

7. ROLLER, B.—SzENTIVANYI, B.: Extremumsiitze und deren Anwindungen in der Theorie
zweiter Ordnung der Stab- und Flichentragwerke, Acta Techn. Hung. 83 (1976),
381—392

8. SzaBO, J.—RoOLLER, B.: Ridszerkezetek elmélete és szamitdsa, Miiszaki Kényvkiadé,
Budapest 1971

9. Ktnzi, H. P.—KgreLLE, W.: Nichtlineare Programmierung, Springer-Verlag, Berlin—
Gottingen — Heidelberg 1962

10. PAczerr, I.: Solution of Elastic Contact Problems by the Finite Element Displacement
Method, Acta Techn. Hung. 82 (1976), 353—375

MELLEKLET

s

Az (59¢) egyenlet strukturaja ketténél tobb alszerkezet esetében

M. 1. Vizsgéljuk az M.l. dbrdn vazolt szerkezetet. A 3—10, 7—12, 2—13, 8—15
csomépontok kozotti vezeték I tipust BFK kapcesolath6l adédéan a szerkezetet 4, B, C jelii
alszerkezetre bontjuk.

Az elmozduldsmédszer (46a) egyensilyi egyenlete a valasztott szerkezetre konkreti-
zalva, az (M.1) képletii egyenlethez vezet.

Kus+A'j-§=0 (46a) ==D>

11 0 0 B ol =0
é\\ (24))
A A
0 (E2+E1K E.,) =S 0 0 | [
(27 27) = A" = [A7 1AT]

0 0 1y 0|
K% K1BZ O UJB a? hA?'
0 KS K% ue| [ag) — A
o |« kel | e — i

Ko [Kzl |uE] 3Ll N s (M1.)

Az 1 és 9 csomépontbeli kinematikai peremfeltétel kovetkeztében az A alszerkezetre
vonatkozé — a kinematikailag lehetséges elmozduldsmezdhoz tartozé egyensilyi egyenlet

E(KAu® — ¢4 + A%j) =0
alaki. Itt E, olyan diagonalis matrix, amelynek fédtlojdban — az adott elmozduldsi koordi-

natikhoz tartozé helyeken — zérus 4ll, mig a tobbi tag egységnyi. Egy E, = E — E; midtrix
bevezetésével, az u” = Eu” azonossdg felhaszndldsdval, illetve az E,u” tagnak az egyenlet
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_‘f

3i}/m 1£ \12§I7

13 15
§ S}

1ok 9
M.1. abra

mindkét oldaldhoz valé hozzdadasaval az elgbbi egyenletbél az (M.1)-ben feltiintetett
(E; + E,KAEJu = (E, — E, K4 E)u? + E((§* — A%*j)

egyenlethez jutunk, amelyben
§** = [0%, §A*%, 0°]; (E; — E,K“E;u" =0

az 1 és 9 csomépontok (radszerkezetek) merev befalazdsa miatt.

Megjegyezziik, hogy az (M.1) egyenlet A* matrixdban csak a besraffozott blokkok
kiilonboznek zérustol.

Amennyiben az (M.1) médtrixegyenlet (55) alatti felbontdsit végeznénk el, gy ehhez
az egyiitthatémadtrix sorainak és oszlopainak felcserélését kellene végrehajtani. Mivel a K”, K
matrix blokkok felett zérus matrixok dllnak, Gigy az dtalakitdsra valéjdban nincs sziikség,
hisz az uj elmozduldsvektor elemei alszerkezetként egymastél fiiggetleniil kifejezheték.

Vagyis az (M.1) egyenletbdl, az A jelii statikailag hatdrozatlan ridszerkezet elmozdulds-
vektora

of = —[84]-1A%j + [ (M.2)
osszefiiggéssel szamolhaté, mig
up = —[KB]-'KBuB — [KB]-1AB*j + [KB]-'§f (B« C). (M.3)

Az (M.3) alatti uf-t (B <~ C) behelyettesitve az (M.1) egyenlet 3. (5.) blokksordba,
a B (C) alszerkezetre vonatkoz6 (56) tipust egyensitlyi egyenletekhez jutunk:

DEuf +63*j —qf =0, (B-OQ) (M.4)
ahol
DB — KB — KB [KB]-1 KB,
(3,3) = » 2
3‘;1?;‘ = Af* — KE [KB]*AP* (B« O) (M.5)
(3,12

af = qff — K [Kf]-"§f.
@)

Az érintkezés-elvilds (58)-as kinematikai egyenletében szereplé H hatdsmdtrix

T S i (M.6)

6* Miiszaki Tudomdny 56, 1978



84 PACZELT ISTVAN—HERPAI BELA

felépitésii, ahol

HA, | HA ] 12
BB BC
il Yl |l k™ [ ----------- gt ] (M.7)
(24,24) HA, | HE | 12
12 12
illetve
HB = AB [KE]-1AB*. (B~ C) (M.8)
A geometriai matrix
Gor 0 3
- e e (M.9)
(6,2{1:) 0 iG¢*|3
12 12
mig a kezdeti h hézagtél és terheléstdl fiiggd vektor
t,=h— AA [8A]-14A — AB[KB]-1gB — AC[KG ] 4f. (M.10)
Ily médon az (59) egyenlet az alibbi struktdraja
|~ p& | o | 6 | 0 05 A A R ke
o |['Dc | o | 6§ ug, 0
: (M.11a)
—GE | 0 | ¢
e e H i g
o B G E A T SRR
mig a (46¢c—e) alapjan
i*g=0, j >0, g>0. (M.11b—d)

A fentiekbdl a (60)-as kvadratikus programozasi feladat mdr konnyen elGdllithaté.

M.2. A KB invertdldsdt, ismételten a (61a—c) egyenletek analégidja alapjin kozvetett
tton célszerii elvégezni. Amennyiben a B alszerkezet a 12-es csomépontjdban fiktiv tdmaszt
(befalazast) helyeziink el, ennek a statikailag hatdrozott szerkezetnek kell megkeresni a meg-
oldésat. A fiktiv tdmasznél zérus elmozdulast a

— KB 0 ub =I" P
ST || SR e SRR # (M.12)
o i1y uB 0
egyenlet megolddsa szolgéltatja.
Igy a (61a—c) szerint a DB, GB*, ¢ elsillitasdhoz a
BT 1T
---------- e 1} 00 (M.13)
S 0 0o |3

28 3 24 it

egyenletet kell megoldani. Hasonléan jarunk el a C alszerkezetnél is. Az A alszerkezetnél mar
az (M.1)-ben feltiintetett S* matrix felvételével biztositottuk az 1 és 9 csomépontokban
a befalazds dltal el8irt peremfeltételeket.
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M.3. A bemutatott példdbél kovetkezik, hogy a BFK kapcsolatok esetében az (M.11a)
egyenletben szerepld mdtrixokat, vektorokat, alszerkezetként, az egymdstél fiiggetleniil
jelentkez8 egyensulyi egyenletnek az alszerkezet valésdgos vagy fiktiv megtimasztdsanil
levd kinematikai peremfeltételt kielégitd megolddsa révén célszerii meghatdrozni.

Latjuk, hogy a merevtestszerii elmozduldssal biré alszerkezetek esetében a D kvizi-
diagonal matrixként jelenik meg, mivel a felirhaté (M.4) egyenletek szdma, megegyezik a
merevtestszeri elmozduldssal rendelkezd alszerkezetek szdmdval. Az (M.1la) egyenlet 3.
és 4. blokksora az A— B, A—C alszerkezetek kozotti BFK kapcsolatok kinematikai viszo-
nyait irja le.

A blokksorokban szerepld egyenletek széma, a felvételezett Vezeték I tipusi kapesolat
miatt kapcsolatonként 6 db, azaz 6sszesen 24,

M.4. A (60)-as kvadratikus programozdsi feladatban szerepld j és up mennyiségek
kiilénb62z8 mértékegysége miatt, a szdamitis folyamdn célszerii j = j/F°-el szdmolni, azaz
H helyett H - F°-at, D5 helyett D5/F°-at tovibbd 2 helyett §§/F°-at (B« C) venni, ahol
F° az ug, j-ben szerepld mennyiségek dimenzi6jatol fiiggd nagy szdm, pl. ha hosszlisdg mm-ben»
er6 N-ben szerepel, akkor F° = 108 — 10° Eziltal elérhets, hogy a Gp, H - F°, D/F° mat-
rixok, a §g/F° és tp vektorok, s6t maga az [F° - u}, j°*] vektor is kozel azonos nagysdg-
rendii tagokat tartalmaznak. Ez a szimplex tipusi algoritmusndl jelentkezd kerekitési hibik
csokkenését okozza, ami végsSsoron a szamitds pontossigdnak novekedéséhez vezet.

Contribution to the Calculation of Frame Structures Including Conditional Kinematic
Connections. In this paper the strength calculation of frame structures, having both internal
an external conditional kinematic (geometric) connections, is reduced with the aid of the first
order theory to quadratic programming problems differing from each other with respect tc
the final unknown values. After classifying the internal kinematic connections occurring in
the case of inplane structures, the programming problems based on the method of displacement
and on the method of force are analysed by taking into account the geometric matrix degree
of the frame structure in question. It is pointed out that the field of application of the method
of displacement is larger than that of the method of force, considering that with the aid of
this latter only statically undetermined frame structures can be investigated. In conclusion.
numerical examples are presented for the case of the internal conditional kinematic connection
to the programming problem based on the method of displacements.

Beitrag zur Berechnung von Rahmentragwerken mit bedingten kinematischen Ver-
bindungen. In der Abhandlung wird die Festigkeitsberechnung der innere und &duflere be-
dingte kinematische (geometrische) Verbindungen besitzenden Rahmentragwerke aufgrund
der Theorie erster Ordnung auf das Problem der im Hinblick auf die in den endgiiltigen Un-
bekannten verschiedenen quadratischen Programmierungsaufgaben reduziert. Nach der Klassi-
fizierung der bei den ebenen Konstruktionen auftretenden inneren bedingten kinematischen
Verbindungen werden die auf die Verschiebungsmethode oder auf dem KraftgriBeverfahren
beruhenden Programmierungsaufgaben unter Beriicksichtigung des Ranges der geometrischen
Matrix des Rahmentragwerks analysiert. Es wird nachgewiesen, dall der Anwendungsbereich
der Verschiebungsmethode breiter als das KraftgroBBeverfahren ist, da mit dem letzteren nur
statisch unbestimmte Rahmentragwerke untersucht werden konnen. Zuletzt werden numerische
Beispiele fiir die auf dem Verschiebungsverfahren beruhende Programmierungsaufgabe fiir den
Fall der inneren bedingten kinematischen Verbindung vorgefiihrt.

Missaki Tudomdny 56, 1978



	56. kötet / 1-2. szám
	PÁCZELT ISTVÁN-HERPAI BÉLA: Megjegyzés a feltételes kinematikai kapcsolatokkal rendelkező rúdszerkezetek számításához����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������


