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Jelen munka a belső és külső feltételes kinematikai (geometriai) kapcsolatokkal 
rendelkező rúdszerkezetek szilárdsági viszonyainak számítását — elsőrendű elmélet 
alapján — a végső ismeretlenek tekintetében különböző kvadratikus programozási 
feladatra vezet i vissza. Síkbeli szerkezeteknél feUépő belső feltételes kinematikai kap-
csolatok osztályozása után a rúdszerkezet geometriai mátrix rangjának figyelembe-
vételével elemzi az elmozdulás és erőmódszerre alapozott programozási feladatokat. 
Kimutatja, h o g y az elmozdulásmódszer alkalmazási köre szélesebb mint az erőmód-
szeré, mivel ez utóbbival csak statikailag határozatlan rúdszerkezetek vizsgálhatók. 
Végezetül az elmozdulásmódszerre alapozott programozási feladatra — belső feltételes 
kinematikai kapcsolat esetén számszerű példákat mutat be. 

1. Bevezetés 

Az épí tészet , gépészet egyes szerkezeteinek (berendezéseinek, gépeinek) 
szi lárdsági v i szonya i t jól n y o m o n k ö v e t h e t j ü k a szerkezet r údsze rkeze tkén t 
t ö r t é n ő modellezésével . 

A szerkezetek egy része 
I . rugalmas-sz i lá rd a lapon, t ámaszokon nyugszik oly m ó d o n , hogy az 

a l ap tó l a terhelés h a t á s á r a el is vá lha t i k , azaz k ö z t ü k a kapcso la t egyoldalú ; 
m á s i k részüknél 

I I . a szerkeze t néhány e leme között gyá r t á sbó l , szerelésből adódóan 
kezde t i hézag is v a n , illetve 

I I I . k a p c s o l a t u k kor lá tozot t t eherb í rású . 
Ezeket az ese teke t á l t a l ánosabb megfoga lmazásban de f in i á l t rúdszer-

keze t ek közé s o r o l h a t j u k . Neveze tesen az o l y a n rúdszerkeze te t , amely iken 
a r u d a k kapcsolódás i helyeinek legalább e g y i k é n az oda b e f u t ó rúdvégek 
e lmozdulásai és szögelfordulásai k ö z ö t t egyenlőt lenségi fe l té te lek í rha tók fel , 
belső feltételes k i n e m a t i k a i (geometr ia i ) kapcso la tokka l rende lkező — v a g y 
belső feltételes kinematikai kapcsolatú — rúdszerkezetnek nevezzük (pl. a I I . eset) . 

Amenny iben a belső fe l té te les k inema t ika i kapcsola tokon k ívü l a meg-
t ámas z t á s okná l is fe l í rhatok e lmozdulásra és szögelfordulásra vona tkozó 

* Dr. Páczeit István, 3531 Miskolc, Győri kapu 37, III/3. 
** Dr. Herpai Béla, 3529 Miskolc, Kulich Gy. u. 13, IV/5. 
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egyenlőt lenségek, úgy belső és külső fe l té te les k i n e m a t i k a i kapcso l a tú vagy 
egyszerűbben feltételes kinematikai kapcsolatú rúdszerkezetről beszélünk. 

Az o lyan rúdsze rkeze te t , amelyen csak a meg támasz tá sokná l í r h a t ó k fel 
e lmozdulásra és szögelfordulásra v o n a t k o z ó kor lá tok , feltételes külső kinema-
tikai kapcsolatú rúdszerkezetnek. nevezzük (pl. az I . ese t ) . 

Az o lyan rúdsze rkeze te t , ame lyen a m e g t á m a s z t á s n á l (vagy a belső 
rúdkapcso la tokná l ) ( v a g y mindke t tőné l ) a t ámasz tóerőrendszer re ( v a g y a 
belső erőkre) (vagy m i n d k e t t ő j ü k r e ) egyenlőt lenségi korlátok í r h a t ó k fel, 
fel tételes külső (vagy belső) (vagy külső és belső) dinamikai (szi lárdsági) kap-
csolatú rúdszerkezetneí nevezzük ( I I I . ese t ) . 

Amikor a rúdsze rkeze ten k i n e m a t i k a i és d i n a m i k a i kor lá tok is szere-
pelnek, feltételes kapcsolatú rúdszerkeze t rő l beszé lünk . 

A f e n t i szerkeze tek szilárdsági v i szonya inak t i s z t ázása a m a t e m a t i k a i 
p rogramozás módszere inek fe lhaszná lásáva l t ö r t é n h e t i k . 

Az egyoldalú kapcso la tokka l rende lkező rúdszerkeze tek k v a d r a t i k u s 
p rogramozássa l t ö r t é n ő megoldásával foglalkozó első munkák a 60-as évek 
végére t e h e t ő k [1 — 3]. A k u t a t ó k m i n d a mai n a p i g f igyelmet f o r d í t a n a k 
e t e rü l e t r e (lásd az i r oda lomjegyzékben [4], [5] a l a t t fe lsorol takat s t b . ) egy-
részt elvi, másrész t s zámí tá s t echn ika i p rob l émák t i s z t á z á s a cél jából . í g y pél-
dául : ko r l á tozo t t t e h e r b í r á s ú kapcso la tokka l rende lkező szerkezeteket vizsgál 
a [6] m u n k a ; a nagye lmozdulások h a t á s á t v izsgál ja — másodrendű elmélet 
fe lhaszná lásáva l — a [7] t a n u l m á n y . 

J e l e n m u n k á n k b a n fe l té te lezzük, hogy a szerkezet anyaga l ineár isan 
ruga lmas , sz i l á rdság tan i viszonyai k is e lmozdu lásokka l és a l akvá l tozásokka l 
számoló ún . e lsőrendű elmélet tel [8] l e í rha tók . 

A I I . t í pusú f e l a d a t o k k a l e l sősorban gépészeti szerkezeteken p l . szer-
számgépeken t a l á l k o z h a t u n k . Á l t a l á b a n ezek a berendezések ideá l i san-rugal -
mas a n y a g ú n a k t e k i n t h e t ő k , t o v á b b á a terhelés h a t á s á r a fellépő e lmozdulások , 
deformációk k ics inyek. A szerkezeti e lemek közö t t i kezdet i hézag n a g y s á g a 
befo lyásol ja a sze rkeze tben k ia lakuló feszül tségi á l l apo to t , az egyes elemek 
de fo rmác ió j á t , az e lemek együt t do lgozásá t , a szerkezet d inamikai v i se lkedésé t . 

Az a l á b b i a k b a n a terhelést s t a t i k u s n a k t e k i n t j ü k , az egyoldalú kapcso-
la tokka l rende lkező rendszer d i n a m i k á j á n a k kérdése ive l csak egy későbbi 
t a n u l m á n y b a n f o g n u n k foglalkozni . 

2. A rúdszerkezetek alapegyenlete 

Az ideál isan r u g a l m a s anyagú , fe l té te les kapcso la tok nélkül i rúdszer -
kezet a lapegyen le te [8] a l ap ján 

0 G* u + ч = 0 (1) 

G F s t 
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a l a k ú , ahol q — a c s o m ó p o n t i t e rhek , t — a r ú d m e n t i k inema t ika i t e rhek 
v e k t o r a , u — a csomópont i e lmozdulások , s — a r u d a k belső erőinek v e k t o r a , 
G — a szerkezet geomet r ia i m á t r i x a , F — a szerkezet ha j l ékonyság i m á t r i x a . 

Az (1) egyenlet első so ra a c somópon tok e g y e n s ú l y á t , a másod ik sora az 
e lmozdulások k o m p a t i b i l i t á s á t fejezi ki . 

Az u , q vek to rok koo rd iná t á i a v iszonyí tás i (globális) k o o r d i n á t a -
r endsze rben az s, t — a r u d a k h o z k ö t ö t t helyi k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n értel-
m e z e t t e k . 

K ö n n y e n m e g g y ő z ő d h e t ü n k arról , hogy az (1) a l apegyen le t e t a 

i 7 1 = l s * F s + s * t | G * s + q = 0 J (2) 

kvadratikus programozási feladatként is tárgyalhatjuk, azaz keressük a 
П х = U f s ) minimumát a 

G*s + q = 0 (3) 

mellékfeltétel , i l letve korlátozás mellett. 

A programozási fe ladathoz tartozó Lagrange-féle függvény 

Lx = Lfs, u) = Щs) + u*(G*s + q), (4) 

míg a minimum feltételből adódóan a 

9u 
egyensúlyi egyenlethez, 

9 Lx 

9 V 0 = G*s + q (5a) 

9s 

kompa t ib i l i t á s i egyenle thez j u t u n k . 

0 = G u + Fs - f t (5b) 

3. A programozás i fe ladat megfoga lmazása 
feltételes k inemat ika i kapcsolatok ese tében 

3.1. A mellékfeltételek 

Amin t m á r az e lőzőekben eml í t e t t ük , külső és belső fe l té te les k i n e m a t i k a i 
kapcso la tokró l beszélünk. 1 

3.11. A K F K k a p c s o l a t o k a t lényegében két o s z t á l y b a lehet sorolni. 
Az első ese tben a t á m a s z o k a t , a szilárd a l apo t merevnek t e k i n t h e t j ü k a rúd-
szerkeze thez képes t , míg a másod ik ese tben r u g a l m a s n a k . Mivel az (1) egyenle t 

1 A továbbiakban használni fogjuk az alábbi jelöléseket 
Külső feltételes kinematikai kapcsolat = K F K kapcsolat; 
Belső feltételes kinematikai kapcsolat = B F K kapcsolat. 
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o l y a n rúdszerkeze t re érvényes, a h o l a terhelés c s o m ó p o n t o k b a n ha t , a ruga l -
m a s alap h a t á s á t , a n n a k a rúdsze rkeze t t e l va ló együ t tdo lgozásá t csak közelí-
tő l eg , diszkrét p o n t o k b a n a f e l a d a t t e rmésze tébő l k ö v e t k e z ő k i t ü n t e t e t t 
i r á n y b a n (pl. az egyik test no rmá l i s a ) vesszük f igyelembe. 

Ehhez egyrész t a t a r t ó s z e r k e z e t r u g a l m a s a lappal é r in tkező részén 
f i k t í v c s o m ó p o n t o k a t veszünk fe l , másrészt a ruga lmas a l a p elmozdulás-
á l l a p o t á t leíró d i f fe renc iá legyenle te t , in tegrá legyenle te t v a g y va lami lyen 
var iác iós elv a lka lmazásakor a szóban forgó funkc ioná l t is d i szkre t izá l juk , 
a t a r tószerkeze t kérdéses t a r t ó s z a k a s z á n meg ta l á lha tó va lóságos és f i k t í v 
c somópon tok f igye lembevé te léve l . Fe l té te lezzük , hogy a t a r tó sze rkeze t és 
az a lap közöt t a súrlódás e lhanyago lha tó , í gy k ö z ö t t ü k c sak normál i s i r á n y ú 
n y o m á s jön lé t re . A t á m a s z o k a t is minden e se tben súr lódásné lkü l inek t e k i n t j ü k . 

A rúdszerkeze t és a r u g a l m a s alap v a g y a t ámaszok k ö z ö t t te rhe le t len 
á l l a p o t b a n kezde t i hézag, rés lehetséges . 

Je löl je a hézag é r téke ibő l a lko to t t v e k t o r t a g lobál is rendszerben 
h* = [hj, . . ., Лдг], ahol N a r u g a l m a s alap és a rúdszerkeze t közö t t i kölcsön-
h a t á s t f igye lembe vevő p o n t o k s z á m á n a k és a t á m a s z o k n á l je len tkező kor lá-
t o z á s o k s z á m á n a k összege. Megeml í t j ük , a h vek to r e lemei nemcsak t ávo l -
ságok , hanem szögek is l ehe tnek , így a kezdeti hézagot , m i n t az ( l ) -ben szereplő 
u e lmozdulás t , s belső erőt — á l t a l ános í t o t t é r t e lemben kell h a s z n á l n u n k . 

Mellékfel tételek (kor lá tozások) felírása cél jából v i z s g á l j u k meg az 1. 
á b r á n vázol t szerkezete t . A 2 j e lű ruga lmas t a l a j és rúdsze rkeze t k ö z ö t t 
az ér intkezés-elválás fe l té te lé t 7 db p o n t b a n el lenőrizzük. A rúdszerkezet 
8, 9, 10 je lű p o n t j a i , ke resz tmetsze te i a t e rhe lés ha tásá ra a f e l t ü n t e t e t t m e r e v 
t á m a s z o k r a is t á m a s z k o d h a t n a k . A 8 je lűnél a ke resz tme t sze t ea i rányú el to-
l ó d á s a és szögelfordulása egy, i l l e tve két i r á n y b a n van k o r l á t o z v a , a 9 j e lűné l 
az éj, i r ányú e lmozdulás van k o r l á t o k közé szor í tva , míg a 10 jelű keresz t -
me t sze tné l a n n a k vízszintes i r á n y ú e lmozdulásá ra í r h a t u n k fel k o r l á t o t . 
Az egységvektorok által m e g h a t á r o z o t t i r á n y t kitüntetett iránynak f o g j u k 

nevezn i . 

I kitüntetett irány 

1. ábra. Külső feltételes kinematikai kapcsolatokkal rendelkező rúdszerkezet. 1 — rúdszerke-
zet, 2 — rugalmas talaj, — merev támasz 
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Je lö l j e a rúdszerkezet 1 — 7 j e lű pon t j a inak ez i r á n y ú e lmozdulásá t w , 
míg a ruga lmas a lap azonos k o o r d i n á t á j ú p o n t j a i n a k ugyanezen i rányú 
e lmozdulásá t w(2), (w{1)* = [«#>, . . u/,1'] (1) « (2)). 

A támaszoknál levő keresz tmetsze tek ej ( j = 8, 9, 10) i r á n y ú elmoz-
dulásá t , i l letve a ő-as keresz tmetsze t i rányú szögelfordulását vektor 
foglal ja magába . A w l d(1> vek to rok a rúdszerkezet e lmozdulásál lapotát 
jel lemző u csomóponti e lmozdulásvektorból megfelelően vá lasz to t t A" , Ad 

m á t r i x o k segítségével 

w (1) = А ш и , d(1) = A d
+u (6a, b) 

összefüggéseken keresztül számolha tók . 
I ly módon a rúdszerkezet 

k ( 1 >= w<4- = 

d(1) 

A u (7) 

vek tora iva l jel lemzett e lmozdulásai ra kell felírni az egyoldalú kapcsolatokból 
származó mellékfel té teleket , ko r l á toka t . Mint látni f o g j u k , a fel írható kor lá tok 
száma a k(1) vektor mére t é t m e g h a l a d h a t j a . 

Vegyük sorra ezeket . 
A rugalmas alap és a rúdszerkezet között az i j e lű pontban ér intkezés 

lép fel, h a 

gr = w?) - wW + h? = 0; рГ^О (8a) 
és rés van, ha 

g7 = « 4 4 - ">?> + ЛГ > 0; P?= 0, (8b) 

vagyis, bármely pontban áll a 

p7g7 = 0, i = 1, . . ., 7, (8c) 

feltétel , ahol pY — a rúdszerkezet és az alap közöt t fellépő ér intkezési erő. 
Bevezetve a re la t ív hézagok g", a kezdeti hézagok h1", továbbá pu érint-

kezési erők vektorá t , a (8a—c) fel té te leket tömörebb f o r m á b a n is f e l í r ha t j uk : 

(2) (1) I 1» ч л 
g = w w — wv ' -j- h j> 0; 

(9a—с) 
U> ^ n U>* 1V П V ' 

p Л 0; p g = 0 , 
ahol 

g""* = [g7, • • -, g7], pw* = [pv • • ••> p ? ] stb-

Merev támaszoknál (lásd 1. ábra ) a 8 jelűnél az e8 i rány elmozdulásra , 
—e8 i r ányú reakcióerőre 

gs = К — da> 0; F* ^ 0; g8 • F8 = 0 ( l O a - c ) 

összefüggések írhatók fel. 
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Az ef i r á n y b a n egyrészt 

gl+ = cp+ _ dl ^ 0 ; Mg+ ^ 0 ; gt • M8
+ = 0 ( l l a - c ) 

+ j e l ű kor lá tozások , másrészt 

gV = n + d8 ^ 0 ; Ms ^ 0 ; gi • Mg- = 0 ( 1 2 a - c ) 

— j e l ű kor lá tozások f o g a l m a z h a t ó k meg. 
A 9 je lűnél e9 i r ányban e g y r é s z t 

g+ = ht - d 9 ^ 0 ; F f ^ 0 ; g f • F9
+ = 0, ( 1 3 a - c ) 

m á s r é s z t 

gV = hj + d9^> 0 ; F9 ^ 0 ; • Ff = 0, ( 1 4 a - c ) 

m í g végezetül a 10 jelűnél 

gio = Ko - «*ю ^ 0 ; F 1 0 ^ 0; g 1 0 • F 1 0 = 0 ( 1 5 a - c ) 
í r h a t ó . 

I t t F g , . . ., F 1 0 a t á m a s z o k n á l keletkező reakc ióerőke t , n y o m a t é k o k a t 
j e l e n t i k . Ezeket a -f- indexnél v a g y index nélkül i esetben a k i t ü n t e t e t t i r ánnya l 
e l len té tesek , míg — indexnél a z o n o s i r ányúak . Def in iá lva 

r + * = [F8 , M g , F + , F 1 0 ] ; r * = [M8", F 9 "] (16a, b) 

r * — [r ] r - * ] (17) 

támasztóerők vektorát , a 

g+ = [fc, g í , giol; g - = W " , gl] (18a, b) 

g r* = [g? ; gl*] (19) 
re lat ív hézag, t ovábbá 

h ? = [h8, <pt, К , A10]; hl* = [<p8-, hi] (20a, b) 

h r * = [hr
+* \ЪГ*] (21) 

kezdet i hézag vektorokat, a 

d<?* = [d8, d l d9, d 1 0 ] = u* Ad
+*; (22a) 

dl»* = [dg, d9] = u* Al* (22b) 
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e lmozdu lá svek to roka t , a (10a—15c) fe l t é te lek helyet t t ö m ö r f o r m á b a n 

= hr — A r u 0, (23a) II 
kM

 

Г r 1 g+ = К — А<П 
Г 

. 8 - . h i - A i 

r ^ O ; r* g r = 0 (23b, c) 

a l a k b a n í r h a t ó k . 
I l y m ó d o n a r u g a l m a s a lappa l és merev t á m a s z o k k a l rendelkező rúd -

szerkeze t re vona tkozó kor l á tozások 

g = h w 

hr 

A w 

A r 

u + 
(2) 

^ 0 , 

= h — Au + w ;> 0, 

[pw* ! r*] ^ 0, p*g' = 0 

(24a) 

(24b, c) 

a l a k b a n í r h a t ó k fel. 
Megjegyzés 1. A m e n n y i b e n m i n d e n t ámaszná l -j- és — jelű kor lá tozások 

l épnek fe l , úgy A Í = A Í . 
Megjegyzés 2. H a a t á m a s z o k r u g a l m a s a k , akkor (23a) he lye t t 

r 
g = h i 

h i d i — A 

u = hr + dr - A ' u ^ O (25) 

ál l , ahol d i , d i — a -(- és — jelű t á m a s z o k elmozdulása a k i t ü n t e t e t t i r á n y b a n . 
3.1.2. BFK kapcsolatok. Ezeknek a kapcso la toknak k é t osz tá lyá t külön-

b ö z t e t j ü k meg. 
1. A kapcsolódási helyre egye t len olyan rúd f u t be, amely kezde t i 

hézagga l i l leszkedik. 
2. A kapcsolódási helyre t ö b b egymás tó l függet len o lyan r ú d f u t be, 

amely kezde t i hézaggal i l leszkedik. 
S íkbel i szerkezetet fe l té te lezve, a hézaggal i l leszkedő r ú d ( t o v á b b i a k b a n 

2-es r ú d ) s zempon t j ábó l az a lábbi kapcso la toka t f o g j u k megkü lönböz te tn i . 
1.1. Vezeték I. O l y a n hézaggal i l leszkedő veze ték -hüve ly pá r ró l v a n 

szó, a m i k o r a d á t m é r ő j ű veze téken a D i> d belső á t m é r ő j ű hüve ly kor lá to-
zot t m é r t é k b e n e lcsúszhat ik , i l letve a veze ték £ hossz tengelyére merőlegesen 
rj i r á n y b a n meglevő Ar] = D — d j á t é k m i a t t A<p = + Ar]llim nagyságú szög-
elfordulás i j á t ékka l is e l fo rdu lha t , m iközben n y o m a t é k o t n e m visz á t . Ez az 
i f ő c s o m ó p o n t b a b e f u t ó m „ s z a b a d v é g ű " rúdná l A(pym = kezdet i szög-
elfordulás i hézagot okoz (2a ábra) . 
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2. ábra. Vezeték I és a kezdeti hézag értelmezése, a) i — vezeték, m — hüvely, b) A<j> értel-
mezése, c) Vezeték I kapcsolat mechanikai sémája, d) a hüvely tengelye ip° szöget zár be 
a í tengellyel: Arpfm, Acpjm értelmezése, e) Vezeték I kapcsolat sémája <p° Ф 0 esetében 

A Ar\ a l apú és í,-m m a g a s s á g ú tégla lap 2b ábra sze . in t i bevona lkázásáva l 
(melyeket merevnek t e k i n t ü n k ) a szögelfordulási j á t é k jó l é rzékel te the tő . 
Az r) i r ányban ezen há romszögeke t egymástó l —Arjfhi t ávo lságra e l to lva , 
m a j d a k a p o t t AB s zakasz t merevnek fe l té te lezve, t o v á b b á az i főcsomó-
pontokná l a | i r ányú e g y m á s t ó l A£fm -f- A^Ym t ávo l ság ra levő (háromszögekkel 
jelölt) С és D ko r l á toka t az azok közé képzel t merev r ú d b ó l felépítve, az i és 
m pontok ( rúdke resz tme t sze t ek ) közöt t i Vezeték I t í p u s ú fel tételes k inema-
t ika i kapcso la to t jelölő (érzékel tető) s e m a t i k u s áb rához j u t u n k (2c á b r a ) . 
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A m e n n y i b e n a h ü v e l y tengelye n e m pá rhuzamos a Í tengellyel , k ö z ö t t ü k 
<p° szög v a n , akkor a 2d ábra a l ap j án fe l í rha tó kezdet i szögelfordulási hézag 

. , . , / Incosff l" 
A<Pim = - 9» + 

hm 

Л _ « - /LÎ7 COS FFI° 
^ = 9>° + 

hm 
ahol 

D—d 
Ar; = 

cos 9?° 

A £ és r] tengelyek i r ányába eső z l f * , kezdet i hézagok a Vezeték I 
típusú kapcso l a t 2e á b r á n vázolt s e m a t i k u s á b r á j á t e redményezik . 

A 2c és 2e áb rákon levő Vezeték I-nél f e l t ü n t e t e t t kezdet i hézagok pozi-
t ívak . N e g a t í v n a k ( tú l fedésnek akkor t ek in t endők , amiko r a k o t t á z á s n á l 
a nyíl h e g y e a „ t a lp vonáshoz k é p e s t " az áb rán szereplőtől el lentétes i r á n y b a 
m u t a t el. P l . Arjtm esetén, amenny iben •*— he lye t t —»• k o t t a áll, úgy Arjtn 0 - n a k 
t e k i n t e n d ő . Ez azt je len t i , hogy a 2e á b r á n szereplő CD rúdszakaszhoz k ö t ö t t 
£r] koord iná ta rendszer az A pon t tó l ba l r a helyezkedik el. 

A je len modellezésben, a veze ték és a hüvely az i főcsomópont (kereszt-
metszet ) , környeze tében a k inema t ika i fel tételek fel í rása s z e m p o n t j á b ó l 
merevnek t e k i n t e t t . E b b ő l adódóan Ai, At] köve tkezésképpen zlçj-nek mind ig 
poz i t ívnak kell lennie bá rmi lyen Ai~j~m, . . ., А<рЛ kezdet i hézag kombinác ióná l . 
A veze ték és hüvely közö t t i ruga lmas deformáció f igye lembevéte le a t é rbe l i 
r uga lmasság tan i fe ladat megoldásá t is igényelné. Mivel a r u d a k hosszmérete i -
hez képes t a most t á r g y a l t veze ték-hüve ly méretei , i l le tve a később iekben 
t á rgya l t kapcso la tok geometr ia i mérete i lényegesen k isebbek , a r u d a k kapcso-
lódását m e r e v n e k t e k i n t e t t szerkezeti e lemek előzetesen nem ismert e g y ü t t -
dolgozásával k íván juk modellezni . A b e m u t a t o t t módszerek , á l t a l ános í tha tók 
a jóva l bonyo lu l t abb ese t re is. 

A kapcso la tban szereplő merev e lemek köve tkez t ében , a fellépő k a p -
csolati e rők és n y o m a t é k a kezdet i hézag el tűnése u t á n b á r m e k k o r a é r t éke t 
f e lvehe tnek . Je len ese tben az m je lű r ú d v é g r e á t adódó i,r\ és y i r á n y ú Tm, 
Nm, Mym e rők és n y o m a t é k a 

Ï = ii — Ím, V = Vi — Vm, 

9 = <Pi — <Pm 

függvényében a 3a áb ra szerint v á l t o z n a k ( M y m — Мут{ф) esetén А<рЦ 0 
előfeszítést v e t t ü n k fel.) 
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3. ábra. Jelleggörbék, a) Ideálisan merevedő kapcsolatnál fellépő belső erők (nyomaték) 
I = — f m elmozdulás (szögelfordulás) <p = у,- — qpm diagramok (i — főcsomópont, m — 
befutó rúdvég jele, Tm (stb.) az m-re ható erő (stb.) a 2. ábrán vázolt |t)y koordináta-
rendszerben). b) Ideálisan rugalmas-merevedő kapcsolat belső erő-elmozdulás diagramja 

Ezeke t a kapcso la t i e rő -e lmozdu lás d i a g r a m o k a t ideá l i san m e r e v e d ő 
(bezáruló) k a p c s o l a t o k h o z t a r t o z ó j e l l eggö rbéűnek nevez i az i roda lom [6] . 
A m e n n y i b e n a kapcso lódó sze rkeze t i e l emek b i zonyos m é r t é k ű r u g a l m a s s á g g a l 
r ende lkeznek , ú g y az e lőbbi d i a g r a m o k h e l y e t t a 3b á b r á n f e l t ü n t e t e t t i deá l i san 
r u g a l m a s - m e r e v e d ő k a p c s o l a t o t leíró j e l l eggörbék t a r t o z n a k . E z u t ó b b i szá-
m í t á s á v a l j e l e n m u n k a Melléklet c ímű r é s z é b e n f o g l a l k o z u n k . 

A 2. á b r a a l a p j á n f e l í r h a t ó k i n e m a t i k a i f e l t é t e l ek , k o r l á t o k egyrész t 

gtim = I i + ML - l m Л 0 , 
(26a, b ) 

g(im = — l i + Mim + lm Л 0 + 

gnim — Vi + Mim — Vm j> 0 » 
(27a, b ) 

gr,im = — Vi + Mim + Vm 0 > 
másrész t 

gtim = 4>i + Mtm — <Pm> 0, 
(28a, b ) 

g fim = —<Pi + Mim + ?>m ;> 0 , 
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a h o l 
= и,- s i n a , + Wj c o s a , , 

(29a, b) 

r j i = u , c o s « i — Wj s i n a , , 

f m = Mm s i n ОС,- 4 - wm c o s a , - , 
(30a, b) 

f im = M m c o s а,- — w m s i n а , , 

И,-, to,-, Ç), (UM, WM, cpm) az i (MI) j e lű csomópontok vízszintes és függőleges 
e l tolódása, illetve szögelfordulása a 2. ábrán f e l t ü n t e t e t t pozitív i rányokban . 

1.2. Vezeték I I . Nyoma téko t is á tadó hézagnélkül i vezeték, amelynél 
a hüve ly mozgása kor lá tozo t t (4a áb ra ) . Fel írható fel té telek (26a, b), t ovábbá 
a Ar}?m = Arjßn = 0-ból követően 

Vi = Vm, <Pi = (Pm • (31a, b) 

A (31a, b) fe l té te leket célszerű a csatolt rendszer , vagyis a G előállítá-
sánál már f igyelembe venni . 

a. b. 

Megjegyzés 3. A Vezeték I . és I I . t ípusoknál lehetséges o lyan eset is, 
amikor a csúszkának tengely i rányú mozgása csak egyik i rányban v a n korlá-
tozva . Ebben az ese tben értelemszerűen a (26a, b) közül va lamelyiket nem 
kell szerepeltetni ko r l á tkén t . 

1.3. Csúszka I. A 2-es rúd a t ö b b i rúdhoz csúszkán keresztül illeszkedik, 
a csúszka mozgása kor lá tozot t . A 4b ábra a lapján k inemat ika i kor lá tokként 
a (26, b), (31a) szerepelnek. 

1.4. Csúszka I I . A csúszka a vezetékben j á t é k k a l illeszkedik, mozgása 
kor l á tozo t t (5. ábra) . Kinemat ika i kor lá tokként egyrészt a (26a, b) a la t t i aka t , 
más rész t a (27a, b) a l a t t i aka t í r h a t j u k fel. 

1.5. Csúszka I I I . A csúszka a vezetékben nincs rögzítve, mozgása korlá-
tozo t t (6. ábra) . A (26a, b) és a (27b) egyenlőtlenségek a k inemat ika i korlátok. 

1.6. Csúszka IV. A 2-е s rúd v é g p o n t j á b a n a kezdeti hézag „el-
t ű n é s e " u t á n kele tkező rúderő, nyomóerő . A nyíróerő tetszőleges, a hajl í tó-
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n y o m a t é k zérus. í g y k inemet ika i k o r l á t k é n t a (26 b), (31 a) a l a t t i a k szere-
pe lnek (7. ábra) . 
(31a) szerepelnek (7. ábra ) . 

2.1. 1.1 —1.6 a l a t t i ak kombinác ió i . 
2.2. Vezeték I I I . Az á tmenő t enge ly hézag n é l k ü l i l leszkedik, vezetékbel i 

e lmozdulása I k o r l á t o z o t t 
k e t i r a n y b a n J 

Az é rvényben levő kor lá tok ( f ^ ' £ ) ) a v i z s g á l t c sa t l akozásnak 
[ (26a , b), (31a, b)J 

megfele lően. 
2.3. Vezeték IV. Hézaggal i l leszkedő á tmenő t enge ly , vezeték i r á n y ú elmoz-

egy i r ányban 

a 
8. á b r a 

1 
b 

dú lása 

a 9. íf 

kor lá tozo t t . A fe l í rha tó k o r l á t o k í ^ ' Ь ) ' ( 2 8 a ' b ) l 
| (26a 28b) k é t i r á n y b a n 

áb rán vázo l t csa t lakoznak megfelelően. 

5. ábra. Csúszka II 6. ábra. Csúszka III 

Д5[г 

7. ábra. Csúszka IV, a) szerkezeti kialakítás, b) Nm = jVm(|) rúderő függvény 

1 

/ Ф С 
w ' u 

m 5 
> 

m 5 

Д5Г, Д Sim Д51г 

8. ábra. Vezeték III 
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V 

i , E 

1 
F- 
< 

r m i 

Д5Гт , | F* < 

b. 

Д5Гг 

Д5, 

9. ábra. V e z e t é k I V 

L á t h a t ó , hogy p á r o n k é n t a Vezeték I I . és I l I -ná l , i l l e tve a Veze ték I . 
és IV-nél f e l í rha tó kor lá tok egy és u g y a n a z o k . Szerkezetbel í kü lönbség a 
csat lakozási he lyre be fu tó r u d a k s zámában v a n , t ovábbá a szerkezeti e l emek 
i, m je leinek felcserélésében. 

A v izsgála t fo ly t a t á sa cél jából v e g y ü k a Vezeték 1-еt, mint a l e g t ö b b 
kor lá tozás t előíró csa t lakozás t . 

Beveze tve a (28a, b) a l a p j á n a csa t lakozás ún. f ő c s o m ó p o n t j á h o z 
(i je lű) t a r t o z ó 

T j = sin а,-

cos Xi 

0 

cos а, 

— sin а, 

0 

(32) 

t r ansz fo rmá ló m á t r i x o t , a 

Û* = [fi Vi <pi], u* = [«1 Wi <Pi] (i 

elmozdulás v e k t o r o k a t a 

hf+* = [AitnAptmAcptm], 

im grjim g<pim ] 

kezde t i és r e l a t ív hézag v e k t o r o k a t , 

a (29a—30b) he lye t t 

û, = T^u„ ú„ T^u, 

a (26a—28b) he lye t t 

gím = g'A 

g ím . 

J+Л 

J— 

-Ti 

I "m , 

Ti] 

m) 

T{ - T j 

í r ha tó . 

(33a, b) 

(34) 
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Más t í p u s ú csa t lakozásokná l a (34) egyenlőt lenség természetesen a fel-
í rha tó k o r l á t o k n a k megfele lően módosul. Amenny iben az i je lű c somóponthoz 
(csat lakozási helyhez) t ö b b f a j t a csa t lakozáson keresztül f u t n a k be a r u d a k , 
úgy összegyű j tve a k o r l á t o k a t egy vektor egyenlet -egyenlőt lenségbe, f o r m a i l a g 

g? = h f - A f u ^ 0 (35) 

í rha tó fel, ahol u az összei l lesztet t rúdsze rkeze t (csatolt rendszer) e lmozdulás-
vek to ra . 

Merev csa t lakozásná l a rúdvégek e lmozdulása i n y i l v á n azonosak, a csa t -
lakozások n é h á n y f a j t á j á n á l az el tolódások k ö z ö t t fennál ló l ineáris kapcso la tbó l 
következően az egyik r ú d v é g i eltolódás va lamely ik k o o r d i n á t á j a m á r n e m 
szerepel az u - b a n , a m e g m a r a d ó k igen. (P l . a (31a) sze r in t i feltételnél az i és 
m c somópon tok esetén az u vek to rban u,, и?,, um szerepelnek, wm m á r n e m , 
hiszen az (29b), (30b) a l a p j á n wm függ az előzőektől.) 

Végezetül az egész rúdszerkeze t re v o n a t k o z ó belső kapcso la tokból szár-
mazó k i n e m a t i k a i kor lá tok a (34) fe lhaszná lásáva l a k ö v e t k e z ő alakot n y e r i k : 

g ; = h ; 0 . (36a) 

Hason ló megfonto lásbó l , mint a 3 .1.1. p o n t b a n l á t t u k , a re la t ív hézag 
el tűnése a r u d a k közöt t i y, e rő keletkezését v o n j a m a g a u t á n , azaz 

vagyis 

g j j i = 0 i = 1 , . . . , B , 

g J = 0 , i V = o , 

( 3 6 b , c ) 

ahol j — az egyoldalú kapcso la tokná l ke le tkező belső erők vek to ra , В — a belső 
kor lá tok s z á m a . 

I ly m ó d o n a K F K és B F K kapcso la tokka l rende lkező rúdszerkezet éknél 
fe l í rható k o r l á t o k 

Г W -1 g = b w 
— - A w " u + Г (2) 

г 
g h r A r d r 

V . h y . 0 

0 , (37a) 

t o v á b b á 

g = h — A u + d 0 , 

Р* = [ P
H V , j 4 ^ o * , P *g = o. (37b, с) 
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3.2. A programozási feladat felállítása 

L á t t u k , hogy a (2) p rogramozás i f e l a d a t megoldása az (1) egyen le t -
rendszer mego ldásá t szo lgá lha t j a . A B F K és K F K kapcso la tokbó l a d ó d ó a n 
az ( l ) -ben a q he lye t t q — A*p szerepel, vagy i s a rúdsze rkeze t c somópon t -
j a i n a k egyensú lyá t az a lapró l , t á m a s z o k r ó l á tadódó egyelőre i smere t l en 
t á m a s z t ó e r ő k , a belső kapcso la tokná l ke le tkező belső erők f igye lembevé te léve l 
kell k e r e s n ü n k , miközben a (37a—c) fe l t é t e leknek is f enn kel l állniuk. 

Té te lezzük fel, hogy i s m e r j ü k a /7" = П'с' (p" ), Пг
с = Пг

с(т) k v a d r a t i k u s 
a l a k o k a t , az a l ap és a r u g a l m a s t á m a s z o k kiegészítő ene rg i á j á t . E k k o r a 
Cast ig l iano- té te l é r te lmében g77"/opu = w<2), дПЦдт = dr , mivel a t e s t r e 
h a t ó pu , (r) egybeesik w'"', (dr) pozi t ív i r á n y á v a l . 

Tétel 1. A (37a—c) fe l té te lekkel j e l l emze t t K F K és B F K k a p c s o l a t ú 
rúdszerkeze t e lmozdulás m e z e j é t és feszül tségi á l lapotát a 

min {П2 = Я , + П? + nr
c + p*h I G*s = q - A*p = 0, p ^ 0 } (38) 

k v a d r a t i k u s programozás i f e l a d a t megoldása szolgál ta t ja . 
Bizonyítás : A (38) f e l ada thoz rendel t 

L2 = L2 ( S , U , P ; > 0) = / 7 , ( 8 ) + n?(P
w) + nR

C(R) + 

+ p*h + u*(G*s + q - A*p) 

(39) 

Lagrange-fé le függvényből k i indu lva (u — Lagrange-féle mul t ip l iká to r ) a 
m a t e m a t i k a i p rogramozás K h u n — T u c k e r t é t e l e ér te lmében [9] a 

9L2 

3s 
Gu + Fs + t = 0 (40) 

kompa t ib i l i t á s i egyenlethez, a 

э l 2 _ 
"dü ~ 

G*s + q — A*p = 0 (41) 

egyensúlyi egyenlethez, a 

Э L 2  

Эр 
= h — Au + 

э щ 

Эр"' 
э Щ 
Эг 
о 

Эр 

Р ;> о , (42а—с) 
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egyoldalú kapcso la to t k i f e j ező egyenlőt lenség-egyenlőséghez j u t u n k , a m e l y e k 
egybeesnek a feltételes k i n e m a t i k a i k a p c s o l a t ú rúdsze rkeze t á l lapotá t leíró 
egyenlet-egyenlőt lenségi rendszer re l . Q. e. d . 

3.3. A (39) programozási feladat megoldása elmozdulásmódszer segítségével 

Az e lmozdulásmódszer a lka lmazásához fel kell t é t e l e z n ü n k , hogy az F 
ha j l ékonyság i m á t r i x n e m e l fa ju ló : de t F т 4 0, azaz a rúdszerkezet m e r e v 
r u d a k a t nem t a r t a l m a z . E k k o r a (40)-ből k i f e j ezhe t j ük a belső erők v e k t o r á t 

s = — F - 1 Gu — F - 1 1 , 

m a j d a k a p o t t ér téket (41)-be betéve és á t r endezve a 

Ku — q — A*p 

egyenlethez j u t u n k , ahol 

К = G* F - 1 G ; q = q — G * F - i t 

(43) 

(44) 

(45a, b) 

a rúdszerkezet merevségi m á t r i x a , r eduká l t terhelési v e k t o r a . 
A (44), (42a —c) a l a p j á n fel írható megoldandó egyenle t -egyenlőt lenségi 

rendszer a 

К A*- u + q " + о - — о -

- A 0 P h 
9 Пс 

L Эр J g 

0; 

g ^ O ; p ]> 0 ; g*p = 0 ; 

( 4 6 a , b ) 

(46c—e) 
ahol 

9 Пс 
* 

CD * 
ö I I c Г i о* j 

[ Эр j 9p""' э г j ! 
, M° — 

pozi t ív szemidef in i t m á t r i x . 
A K h u n — T u c k e r - f é l e fe l té te lek fe lhaszná lásáva l k ö n n y e n meggyőződ-

h e t ü n k ar ró l , hogy a (46) f e l a d a t az a l á b b i programozás i fe ladatból is szár-
m a z t a t h a t ó : 

min I Пр I g = h — Au + 
Э Д . 

^ 0, p I> о (47) 

p — — u * K u — u*q — a rúdszerkezet potenciális energ iá ja . A (47)-hez ahol Я , 

t a r tozó Lagrange-fé le f ü g g v é n y 

L3 = L 3 (u, p ^ 0) = Пр(и) - ЯЛр"0 - П[(r) - P * ( h - Au), 
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a m i n e k a p rog ramozás i f e l ada t m e g o l d á s a f o l y a m á n a n y e r e g p o n t j á t ke ressük 

Э L , dLs _ ft
 9 L 3 

9u Эр 
p* 

Эр 
= 0 , 

vagy i s a m i n i m a x f e l a d a t 

min m a x ( Я „ ( и ) - I7?(pw) - П[{г) - p*(h - Au) j . 
u p^O 

(48) 

Mie lő t t t o v á b b l é p n é n k , v i z s g á l j u k meg, hogy а К m á t r i x n a k mi lyen 
t u l a j d o n s á g o k k a l kell rende lkeznie a h h o z , hogy az e l sőrendű e lmé le t a lkal -
m a z h a t ó legyen a (46) f e l ada t m e g o l d á s á r a , a n n a k ellenére, hogy a szóban 
forgó f e l a d a t o t ezen e lméle t segí tségével é p í t e t t ü k fel . E r r e a k é r d é s r e а К 
m á t r i x r a n g j a és s t r u k t ú r á j a (az a l á b b i a k b ó l k ide rü l mi t fogunk ezen ér teni) 
ad f e l e l e t e t . 

А К merevségi m á t r i x £>(K) r a n g j á t a G geome t r i a i és F h a j l é k o n y s á g i 

m á t r i x r a n g j a h a t á r o z z a meg: 

e (K) = p(G * F _ 1 G ) = m i n (g(G), e ( F " i ) ) . 

Mivel F n e m e l fa ju ló , ú g y 

<?(K) = e(G), 

vagy i s а К i n v e r t á l h a t ó s á g á t G r a n g j a d ö n t i el. 
H a g(G) = m i n (m, n) — ahol m, n a G m á t r i x sora inak , o sz lopa inak 

s z á m a , t o v á b b á m = n, akkor s t a t i k a i l a g h a t á r o z o t t szerkezet rő l , i l letve 
m > n e s e tben s t a t i k a i l a g h a t á r o z a t l a n szerkeze t rő l beszélünk. E z e k b e n az 
e s e t e k b e n К i n v e r t á l h a t ó . (Lásd pl . a 10a, b á b r á k o n vázol t s ze rkeze teke t . ) 

H a g(G) = m i n (m, n) és m < n a szerkezet s t a t i ka i l ag t ú l h a t á r o z o t t . 
E b b e n az ese tben a K F K kapcso l a tú r ú d s z e r k e z e t n é l ( lásd pl. 1. á b r á n vázol t 
s ze rkeze te t ) mindig k i v á l a s z t h a t ó a K - b ó l o lyan l egnagyobb m é r e t ű e lnem-
f a j u l ó m á t r i x , ame lyhez t a r t o z ó f i k t í v t á m a s z o k k a l rendelkező a l apsze rkeze t 

\ 
Т Г 

i 
"ТГ 

10. ábra. Rúdszerkezet a) statikailag határozott, b) statikailag egyszeresen határozatlan 
c) statikailag túlhatározott 

5* Műszaki Tudomány 56, 1978 



66 PÁCZELT ISTVÁN— HERPAI BÉLA 

merev tes t sze rű mozgás t nem végez. Vagyis egy és ugyanazon szerkezethez 
á l t a l ában t öbb a lapszerkezet r ende lhe tő . 

A B F K k a p c s o l a t ú rúdszerkeze tné l (lásd pl . 10c ábrán vázo l t a t ) lehe tnek 
o lyan esetek is a m i k o r p(G) < min (m, n). H a a B F K kapcsola tok nem vol-
n á n a k „ b e é p í t v e " a rúdszerkeze tbe , akkor a szerkezete t m á r csak másod-
r e n d ű elmélet tel l ehe tne megoldani [7]. A m e n n y i b e n a kapcso l a tban szereplő 
kezde t i hézagok m é r t é k e nem h a l a d j a meg a rúdszerkeze tné l fel lépő u elmoz-
dulások mér t éké t (amelyekről e leve fe l t é te lez tük , hogy kics inyek a rúdszer-
keze t hosszmérete ihez képest) , ú g y a p rogramozás i fe ladat mego ldásának 
megkeresésére a b b a n az ese tben sor t lehet ker í ten i , ha a rúdszerkeze te t 
a k inemat ika i kapcso l a tokban f e l v e t t f i k t ív t á m a s z o k k a l s t a t ika i l ag ha tá ro -
zo t t vagy h a t á r o z a t l a n a lszerkezetekre lehet b o n t a n i . A f ik t ív t á m a s z o k t ény -
leges e lmozdulásá t — mint v a l a m e l y i k rúdvég e lmozdulásá t — a p rogramozás i 
f e l ada t megoldásából n y e r j ü k . Í g y pl. a 11a á b r á n vázolt szerkezet a 10c 
á b r á n vázol thoz t a r t o z ó A és В j e lű a l szerkeze teket t ü n t e t i fel, amelyek rendre 
s t a t ika i l ag — h a t á r o z a t l a n (A), i l le tve — h a t á r o z o t t (B) szerkezetek . A 11b 
á b r á n vázol t szerkeze te t a je len t a n u l m á n y b a n tá rgya l t módszer re l meg-
oldani m á r nem t u d j u k , mivel а В álszerkezet s t a t ika i l ag t ú l h a t á r o z o t t . 

Természe tesen a K F K -(- B F K kapcso la tú rúdszerkeze tné l a f en t i esetek 
bá rmely ike e lő fo rdu lha t . 

A fen t i ekbő l következően a B F K kapcso la tú szerkezetnél a p rogramozás i 
f e l ada t f e lá l l í t á sának t ehá t csak a k k o r van é r t e lme , ha а К s t r u k t ú r á j a bizto-
s í t j a azt , hogy a K-bó l k ivá l a sz tha tó olyan i n v e r t á l h a t ó rész, amelyen kívül i 
oszlopok — j o b b r ó l tö r ténő szorzás esetén — a B F K kapcso l a tokba b e f u t ó 
szabad- , vagy lega lábbis az e lmozdulás némely k o o r d i n á t á j á b a n szabad — r ú d -
végek ( f ik t ív t á m a s z o k ) e lmozdulása ival v a n n a k szorozva. A K F K -f- B F K 
kapcso la tú rúdsze rkeze tné l a m e n n y i b e n а К m á t r i x szóban forgó oszlopai az 
e lőbbiekben m e g b a t á r o z o t t e lmozdulásokon k í v ü l a külső t á m a s z o k k a l ér in t -
kező vagy a t e rhe lés ha t á sá ra m a j d a n é r in tkező álszerkezet merev tes t sze rű 
e lmozdulásá t leíró csomópont i e lmozdulás k o o r d i n á t á k k a l v a n n a k szorozva, 
a programozás i f e l a d a t megoldásá t meg lehet kísérelni . A k v a d r a t i k u s progra-

Q. b. 

\ i 

11. ábra. Alszerkezetek felhasználása a szilárdságtani feladat megoldására, a) 10c ábrán 
vázolt tartószerkezet felbontása A és В alszerkezetre. b) Példa a lineáris elmélettel meg nem 
oldható szerkezetre (a fiktív támasszal ellátott В álszerkezet statikailag túlhatározott) 
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mozás elméletében bizonyí to t t , hogy ha a f e l ada tnak van megoldása, akkor 
csak egyetlen megoldás létezik [9]. A megoldás létezésére а К m á t r i x r ang ja , 
s t r u k t ú r á j a nem ad feleletet, az a rúdszerkezetre ható erőrendszertől , és a 
fel tételes kapcsola toktól függ. E lőfordu lha t , hogy a K F K és B F K kapcsolatok 
á l ta l megengedet t erők, nyoma tékok a külső erőrendszerrel nem képesek egyen-
súlyi erőrendszert alkotni. E k k o r a f e l ada tnak nyilván nincs megoldása. 

Ezek u t á n t é r j ü n k vissza a (47) programozási fe ladat , vagyis a (46) 
egyenlet-egyenlőtlenségi rendszer megoldásának vizsgálatához. A megoldást 
ké t fé le módszerrel keressük. 

I. módszer 

Az u e lmozdulást egyrészt két pozitív vek to r kölönbségeként ál l í t juk elő 

u = u+ - u - , u + > 0 , u - ;> 0, (49) 

m a j d (46a) az egyenletet vele egyenér tékű ké t egyenlőtlenséggel helyette-
s í t j ü k és az egyenlőséget pótlólagosan bevezete t t g + j> 0, g~ j>0 vál tozókkal 
á l l í t juk helyre. 

Másrészt, mivel 

9 Пс 
• дЩ ! * ; 19 Щ » : 

0* 
. 9p . U p - " ) 1 Эг 

» : 
0* 

= [pu'* H(2)u; + f(2)w* \ r* H(2)r + f (2)r* 10*] = p* H(2) + f ( 2 )* (50) 

a l akban fel í rható, ahol H<2) = H<21* — ha t á smá t r i x , f ( 2 ) — az alapra és a 
ruga lmas t ámaszokra működő külső ismert terhelésből származó, a feltételes 
kapcsolatok k i t ü n t e t e t t i r ányába eső elmozdulás, a (46a, b) he lye t t 

- К К - А * ' u + —Ч — V = о, 
к - К А* u - ч 
А - А - Н ( 2 > -P - h + f ( 2 ) . - g -

М1 
X 1 Ь1 У1 

í rha tó , azaz 

у ! = b1 - M ^ ;> 0, X1 0, хг* у1 = 0, ( 5 1 a - с ) 

ahol M1 negatív szemidefini t m á t r i x , vagyis a 

min {^(x1) = X1* y' I xi ^ 0. yi = b1 - MN1 ^ 0 } (52) 

programozási f e lada t kvadra t ikus , aminek megoldása , ha létezik, különféle 
modi f iká l t szimplex eljárással — végesszámú báziscsere elvégzése u tán — 
megkapha tó [9]. 
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I I . módszer 

A eset : de t К =И= О 
А (46а) egyenletéből kifejezett u - t , behelyet tes í tve a (46b) egyenletbe , a 

g = (h - f'1») + H " p Г « , 8 Пс 

Эр 
О, (53) 

összefüggést kap juk , ahol Н ( 1 ) = A K - 1 А * = < H ( 1 ) l v | H ( 1 ) r j H ( 1 ) / > - kvázi 
diagonál felépítésű — pozi t ív définit — ha tásmát r ix , f(1* = A K - 1 q — a fel-
tételes k inemat ika i kapcso la tokban külső terhelésből származó elmozdulás: 

F0)* <1)W* ; «.(l)r» j-pURP* : fi Mi* 

E k k o r az (50) f igyelemhevéte lével , a (46c —e) és az (53) a l ap j án meg-
foga lmazha tó programozási feladat 

min z(p) (54) 

mivel 

I p * ( H ( 1 ) + H ( 2 » ) p + p * ( h + f<2> - fO) I p 0 } , 

g = (H ( 1 ) + H(2))p + h + f (2) - f*1* ^ 0 , 

p > o , g*p — o . 
В eset : de t К = 0 

Legyen а К má t r ixbó l k ivá lasz to t t legnagyobb méretű e lnemfaju ló 
má t r ix K u . Ekkor (46a) egyenlet az a lább i alakra í r h a t ó á t : 

K u K12 

K21 K22 

U i q i — 

U F q n 

A)1'* Aí* A{* 

An* Ait A n . 

J 

0 . 

(55) 

A k a p o t t mátr ixegyenle t első sorából k i fe jezet t U[-t, behelyet tes í tve 
a második sorába, n y e r j ü k az u F e lmozdulással kapcsolatos csomópontok 
( f ik t ív támaszok) egyensúlyá t kifejező egyenletet 

Du , G*f p — q/ = о , 
ahol 

D — K2 2 — K 2 l К ц 1 K 1 2 , 

G* = A*[ — K 2 1 Kn 1 A f , 

4/ = qn — K 2 1 K n ' q i . 

(56) 

(57a) 

(57b —c) 

I t t D u f — a belső erőkből, G* p — a feltételes k inemat ika i kapcsolatok-
ból, míg q F az i smer t külső terhelésből származó erőt jelenti. Amennyiben 
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nem a K F K kapcso la tokná l (csomópontoknál ) vesszük fel a f i k t í v t á m a s z o k a t , 
úgy A n = An = 0, t o v á b b á , h á B F K kapcso la tná l u F n e m t a r t a l m a z z a 
a csa t lakozás fő c s o m ó p o n t j á b a b e f u t ó szabad r ú d v é g e lmozdulásá t (ahol 
f i k t í v t á m a s z is l ehe tne , lásd 11a á b r a ) , akkor A j j is zérus m á t r i x . 

A megmaradó (46b) egyen le tbe az u F -n ke resz tü l k i fe jeze t t u - t he lye t -
t e s í t j ü k . E r e d m é n y ü l k a p j u k : 

ahol 

— h a t á s m á t r i x o k 

- G F u F + Hp + tF = g ^ 0 , 

H = H(1 > + H ( 2 ) , H(1) = А, КП1 Af 

t F = h + f<2> - f(1>, f<9 = А . К Л ч . 

(58) 

(59a, b) 

(59c, d) 

i smer t e lmozdulások. 
Vagyis a (46a, b ) helyet t a 

D G* u F + - q p — 0 

- G F H P G . g . 

(59e) 

egyenle t í rható , t o v á b b á az I. módszernél t e t t á t a l a k í t á s o k a t megismételve 
a p rogramozás i f e l a d a t 

min (<p(x) = x*y | x 0, y = b — Mx j> 0 ) , (60) 

ahol 

M = - D D - G J T b = - q F 

D - D G *p q f 
G F - G f - H . t F 

Lényeges a gyakor l a t i s zámí tások elvégzése s z e m p o n t j á b ó l é sz revennünk 
azt , h o g y az M n e g a t í v szemidef in i t má t r ix m é r e t e kisebb, m i n t az (52) fel-
a d a t b a n szereplő M1-é, azaz a m o d i f i k á l t sz implex a lgor i tmus a lka lmazása 
most e lőnyösebbnek m u t a t k o z i k a kevesebb s zámú ismeret len m i a t t . A (60)-as 
fe lada t h á t r á n y a k é n t r ó h a t j u k fel a КП* mát r ixon keresztül k i fe jezhe tő m á t -
r ixok, vek torok e lőá l l í tásá t . A m e n n y i b e n K n a számí tógép m e m ó r i á j á b a n 
t á r o l h a t ó , úgy az M és b e lőál l í tása nem okoz n a g y p r o b l é m á t , el lentétes 
ese tben a [10] m u n k a 1.3. p o n t j á b a n le í r tak szer int j á r h a t u n k el, vagyis sorra , 
pl. Gauss-fé le el imináció segítségével megoldjuk a 

K n В — K12, K n C = Af , K u l = q (61a—c) 
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egyenle teke t — (61a, b) ese tben t ö b b j o b b oldallal — m a j d a k a p o t t meg-
o ldásoka t r endre megszorozzuk K2 1-el, a D, G*, q m í g A r e l a H('», f ( 1 ) elő-
á l l í tásáná l . 

A (60)-as p rogramozás i f e l ada t megoldásáva l az (55)-be t ö r t é n ő vissza-
he lye t tes í tés u t á n 

Új = — Kn 1 A* p -f Kjj1 q, — Kn 1 K 1 2 u F 

vagyis (61a—c) f igye lembevéte léve l , 

U[ = —Cp -f- 1 — Búj? 

míg a te l jes e lmozdulás 

u = Ul - - C P - В UP + 1 

u ; 0 - E 0 

összefüggéssel s z á m í t h a t ó . I t t E egységmát r ix . 
L á t h a t ó , hogy Ё , С m á t r i x o k és 1 vek to r e l r ak t á rozásáva l a progra-

mozási f e l ada t megoldása u t á n a r u g a l m a s rúdszerkeze t á l t a l ános í to t t csomó-
p o n t i e lmozdulása a K u m á t r i x ú jbó l i inver tá lása né lkü l igen k ö n n y e n szá-
m í t h a t ó , vagyis a j a v a s o l t módszer igen h a t é k o n y n a k b izonyu l konkrét 
s zámí tá sokkor . Mivel a p rogramozás i fe lada tbó l a p a u t o m a t i k u s a n „ k i j ö n " , 
n incs szükség előjelének i sméte l t ér te lmezésére , а С m á t r i x m á r eleve „ t u d j a " 
az t . 

3.4. A (39) programozási feladat megoldása erőmódszer segítségével 

A módszer a lka lmazásához fel kel l t é t e l eznünk , hogy p(G) = min (m, n), 
m n; vagyis a lka lmazás i lehetőségei szűkebbek, m i n t az e lmozdulásmódszeré . 

Legyen a G m á t r i x b ó l k i v á l a s z t o t t e lnemfa ju ló m á t r i x G15 a megmaradó 
rész t jelölje G2. E n n e k megfelelően f e l b o n t j u k az F má t r ixo t és t vek to r t is. 

E k k o r a (40), (41) he lye t t az t í r ha t j uk , 2 hogy 

G . u + F . s 1 + t1 = 0 , 
1 (62a, b) 

G 2 u + F 2 s 2 + t2 = 0 , 
i l le tve 

G* s 1 + G2*s2 + q - A*p = 0. (63) 

A (63)-ból k i fe jeze t t s l - t behe lye t tes í tve (62a)-ba az u e lmozdulás t s2 

és p függvényekén t k a p j u k meg, m a j d az e lmozdu lásnak (62b)-be tö r ténő 
helyet tes í tésével a köve tkező összeférhetőségi egyenle thez j u t u n k 

Ss2 - Q*p + t = 0 , (64) 

2 s', t' (£ = 1, 2) vektoroknál i indexként szerepel nem hatványozásra utal. Ez a jelölési 
szabály a továbbiakban is érvényes. 
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ahol 

S = F2 + G 2 G , ^ ^ f G 2 , 

G 2 G T 1 F 1 G f - 1 A * 
(65a, b) 

t = t2 - G2 G f 1 ( t l - F , Gf - 1 q) , (66) 

t o v á b b á (42a) egyenlő t lenség h e l y e t t az (50) k i fe jezés t is f e l h a s z n á l v a 

- Q s 2 + H p + h - g = 0 (67) 

í r h a t ó . I t t 

H = fi(1) + H ( 2 ) , H(1> = A G f 1 F , Gf - 1 A* 

h = h -f A G f V - F , Gf ~1 q) + f<2) . 

(68a, b) 

(69) 

Vagyis a (40) —(42a — c) he lye t t a m e g o l d a n d ó egyenle t -egyenlő t lenségi 
r endsze r 

S - Q * 

- Q H 

s2 + t — 0 

p h g 

= 0 

azaz k e r e s s ü k a 

min 

P ^ o , g ^ O , p*g = о , 

[ s 2 * ! p * ] [ | b [ s 2 * î p * ] * + [ t * j h * ] p ^ o 

(70a , b) 

(70c—e) 

(70f) 

p r o g r a m o z á s i fe lada t mego ldá sá t . 
A mego ldás kereséséhez t i s z t á z z u k а В m á t r i x dé f in i t v o l t á t . 
B e v e z e t v e az 

R = G f 1 F , G f 1 

m á t r i x o t , a m e l y az F , , G, el nem f a j u l ó m á t r i x o k m i a t t pozi t ív d é f i n i t , a 
(65a, b) a l a t t i m á t r i x o k 

S = F 2 + G2 R Gf , 

Q* = G, R A* , 

i l le tve a (68b) kép l e t s zám a l a t t t a l á l h a t ó H ( l ) h a t á s m á t r i x 

H (1 ) = A R A* 

a l a k b a n í r h a t ó k fel. 

(71a, b) 

(71c) 

5* Műszaki Tudomány 56, 1978 



72 PÁCZELT ISTVÁN—HERPAI BÉLA 

í g y 

В = 
F 2 

0 " + " G 2 - R [ G £ j - A * ] 

0 H ( 2 ) - A 

(72) 

Mivel a G2, A mát r ixok e l f a ju lok , t o v á b b á x * F ( 2 ) x > 0, x* H ( 2 ) x > 0 b á r -

mi lyen X 0 -nál , ú g y А В m á t r i x pozi t ív dé f in i t . Ezek u t án v izsgá l juk a (70f) 
f e l a d a t megoldásá t . 

I. módszer. Fe lbon tva s2 v e k t o r t ké t poz i t ív vek to r különbségére , 
g2 = s2+ _ s 2 - , S2+ ;> 0, S 2 - ;> 0, i l letve a (70a) egyenletet az (52) fel-
a d a t n á l t e t t á t a l ak í t á sokhoz ha son lóan egyenlőt lenségekkel behe lye t t e s í tve 
az a lábbi p rogramozás i fe ladat f o g a l m a z h a t ó m e g . 

min ( 0 ( y 2 ) = x 2 *y 2 I y2 ^ 0, x2 = b2 - M2y2 ^ 0 } , 

ahol 

- S S Q* 

S - S - Q * 

Q - Q - H 

(73) 

M 2 = 

"s 2 + • 

, x2 = 
a  

s" 

P . 

y2 = 
г 2+ -, g , b2 = t 

2— „ 
g — t 

- g - h 

(74) 

(75) 

I I . módszer. Fe lhaszná lva , hogy S poz i t ív déf ini t m á t r i x , a (70a)-ból 
s2 k i fe jezhető 

S2 = S - ! Q * p - S - ! t , 

és (70b) he lyet t 

H P - f = g ^ 0 , 

í r h a t ó , amihez (70c — e) f igyelembevéte lével a 

min{co(p) = p*g i p ^ 0 , g = H p - f ^ 0 } 

programozás i f e l a d a t rendelhető , ahol3 

H = H — Q S _ 1 Q*, f = h + Q S - 1 t . 

(76) 

(77a, b ) 

3 Igazolható, hogy H pozitív définit (lásd (70)—(72)), írhatjuk, hogy 

0 < J ' B Ï = [x1* x2*] 

Legyen bármilyen x esetében 

vagyis 

azaz állításunkat igazoltuk. 
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S - Q * 
Q H 

x1* S X1 - 2 x1* Q* x2 + x2* H x2 . 

x1 = S - 1 Q* x2 , 

0 < x2 (H - Q S"'Q*)x2 = x2* Hx 2 , 
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(70a) egyenlet — p = 0-nál — a rúdszerkeze t erőmódszerrel t ö r t énő 
mego ldásának végső klasszikus egyen le te . 

K o n k r é t s zámí tá sokná l az I . és I I . módszer közö t t i v á l a s z t á s b a n a (73) 
és (76) f e l a d a t b a n szereplő i smere t lenek száma n y ú j t t á m p o n t o t . A (76) fel-
a d a t o t e lőnyben kell részes í tenünk a (73)-mal s zemben , annak e l lenére , hogy 
az S m á t i i x i nve t t á l á sá r a is szükség van , mivel az i smeret lenek száma a 
(76)-ban a szerkezet s t a t ika i ha t á roza t l anság i f o k á t ó l függően lényegesen 
kevesebb lehet , m in t a (73)-ban. 

* 

A fen t iekben megfoga lmazo t t programozás i f e lada tok összehasonl í tá-
sából l á t h a t ó , hogy az e lmozdulásmódszer a lka lmazása lényegesen egyszerűbb-
nek t ű n i k , mint az erőmódszeré . Az u tóbb iná l j ó v a l t ö b b számítás u t á n érünk 
el ahhoz a p rogramozás i fe lada thoz , amelyre m á r a modi f iká l t sz implex-fé le 
módszerek előnyösen a l k a l m a z h a t ó k . 

Á l t a l ános é r v é n y ű tanácso t nehéz adni, m e l y i k módszer a lka lmazása 
az e lőnyösebb; ezt egyrész t be fo lyáso l j ák a s t a t ika i l ag h a t á r o z a t l a n rúdszer-
kezet u és 82 v e k t o r a i n a k méretei , m á s r é s z t a végső kvad ra t i kus p rogramozás i 
f e l a d a t b a n szereplő ismeret lenek s z á m a , a p rogramozás i feladat f e lá l l í t á sának 
számí tás igénye . 

N y i l v á n az összehasonlí tás é r v é n y é t veszti, a m i k o r a szerkezet geometr ia i 
m á t r i x á n a k rang ja k i sebb , mint osz lopa inak v a g y sora inak száma . Mint lát-
t u k , b izonyos ese tekben a fe l té te les k inemat ika i kapcsola tú rúdszerkeze t 
e lmozdulása és feszül t ségál lapota , e lmozdulásmódszer a lka lmazásáva l az (52), 
(54) v a g y (60) a la t t i k v a d r a t i k u s programozás i f e l a d a t megoldásán keresztül 
h a t á r o z h a t ó meg. A m e n n y i b e n az (52) és (60) f e l a d a t felál l í tásához а К rang-
j á n a k és s t r u k t ú r á j á n a k t e k i n t e t é b e n megfoga lmazo t t szükséges fe l té te lek 
nem te l j esü lnek , ú g y a fe ladat mego ldásá ra a másod - vagy h a r m a d r e n d ű 
e lméle te t kell fe lhasználni . 

4. „Vezeték I" kapcsolat ta l rendelkező B F K kapcsolatú 
síkbeli rúdszerkezetre vonatkozó n é h á n y példa 

Gépészet i berendezésekben egy ik l eggyak rabban előforduló kapcsola t 
a „Veze ték I " . Vizsgál juk a 12 á b r á n vázol t szerkeze te t . A 12a á b r á n levőnél 
B F K kapcso la t nincs , míg a 12b és 12c áb rákon f e l t ün t e t e t t szerkezetnél 
az 1 je lű főcsomópont és a 6 jelű „ s z a b a d " rúdvég, i l le tve az 5 jelű főcsomópon t 
és a 8 j e lű „ s z a b a d " r ú d v é g közöt t í r h a t ó k fel a k i n e m a t i k a i f e l t é te lek . 

A 12b ábrán f e l t ü n t e t e t t szerkeze t К m á t r i x á n a k rangja megegyezik 
so ra inak (oszlopainak) számával . A 12c ábrán l evő szerkezet 6 — 8 csomó-
pon tú r ú d j a merev tes t szerű e lmozdulássa l is rendelkez ik és így К merevségi 
m á t r i x á n a k rang ja , k i sebb so ra inak számánál . Nevezetesen, s íkbel i alak-
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12. ábra. Állványszerkezet. A függőleges oszlopok keresztmetszeteinek geometriai adatai: 
felület A = 3000 mm2 , y tengelyre számított tehetetlenségi nyomaték I y = 3 • 106 mm4 , 
a vízszintes rudaknál A = 5000 mm2, IY= 5 • 10e mm4. Rugalmassági modulus E = 2,07 • 105 

N/mm2 . Terhelő erő F = 200 kN. a) Feltételes kapcsolat nélküli rúdszerkezet, b) BFK kap-
csolatú, álszerkezet nélküli rúdszerkezet, c) BFK kapcsolatú, 6 —7—8-as csomópontú merev-

testszerű mozgást végző alszerkezettel rendelkező rúdszerkezet 

vá l tozásoka t fe l té te lezve , az e lmozdulásvek tor c somópon tonkén t há rom koor-
d i n á t á v a l rendelkez ik , vagyis К (24,24) t ípusú m á t r i x , míg r a n g j a 21. 

A 13. áb ra a B F K kapcso la tokná l f e lve t t Í r j koord iná ta rendszereke t , 
a kezdet i hézagoka t t ü n t e t i fel a b b a n az ese tben, amikor a veze ték hüvelyének 
t enge lye nem p á r h u z a m o s a v e z e t é k f t enge lyéve l . 

A 12a á b r á n vázol t s t a t i ka i l ag h a t á r o z a t l a n szerkezet e lmozdulásál la-
p o t á t és h a j l í t ó n y o m a t é k i á b r á j á t a 14. ábra t a r t a l m a z z a . (A h a j l í t ó n y o m a t é k i 
á b r a a szerkezet a lakvá l tozás e lő t t i középvonalához viszonyí tva a t a r tószakasz 
h ú z o t t oldalán he lyezkedik el.) 
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13. ábra. A vezeték 1-е s kapcsolat az 1-е s és 5-ös főcsomópontoknál; a hlG és Л58 vektor elemeinek 
értelmezése 

14. ábra. 12a ábrán vázolt szerkezet elmozdulási és hajlító nyomatéki ábrája 
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4.1. A 12b ábrán vázo l t szerkezetnél az e lmozdulásvektor 

u* = [uf , u j , . . ., u?] 
(3,21) 

(78) 

míg az l - e s f őc somópon tba elhelyezett i r j koord iná ta rendsze r t f i g y e l e m b e 
véve, a (32) szer in t i t r ansz formác iós m á t r i x 

Ti-
(3,3) 

"0 1 0 " 

1 0 0 

0 0 1 

(79) 

i l letve a (34), (36a)-ra va ló t e k i n t e t t e l 

T{ 0 0 0 0 
A7 = 

(6,21) 

T{ 0 

T{ 0 0 0 0 - T ( 0 

t ovábbá a k e z d e t i hézag v e k t o r a 

ahol 

h7* = [hí,*, Ы Г ] = h*e, 
(1.6) 

(80) 

(81a) 

(81b) hie* = [ Ä Ar]u, Acpís], 

hi8* = [0; 0,7 m m ; - 0 , 0 5 r a d ] 

hie* - [0,5 m m ; —0,5 m m ; 0,1 i a d ] . 

Mivel a rúdszerkezet csak B F K - v a l rendelkezik, ú g y (37a—c) szer in t 

g = h — Au ^ 0, h == h7, A = A7, 
(6,1) 

t ovábbá 
(82) 

A f e l a d a t megoldására az e lmozdulásmódszer t vá l a sz tva a (47) a l a t t i 
p rogramozás i f e lada to t a 3.3 p o n t a la t t i a I I . módszer A esete szerint o l d h a t j u k 
meg, hisz а К merevségi m á t r i x nem e l f a ju ló . 

í g y f i gye l embe véve, hogy (53)-ban дЯс/бр = 0 (hisz ruga lmas alá-
t ámasz tás h iányz ik) , az (54) a la t t i p rogramozás i f e l ada t he lye t t a 

min z ( j ) = } j * H ( 1 ) j + j * ( h - f ( 1 ) ) j ^ O (83) 

fe ladat f o g a l m a z h a t ó meg, ahol 

H (1 ) = A K - ' A * h a t á s m á t r i x , 
(6,6) 

f(1* = A K _ 1 q — terhelésből s z á r m a z ó elmozdulás . 
(6.1) 
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A (83) a l a t t i fe lada t megoldásából n y e r t , j belső fel té tel i kapcso la tokban 
ébredő erők i smere tében a (46a)-ból kife jezet t 

u = — K - ! A * j + K - ! q (84) 

csomópont i e lmozdulás vek to r számí tha tó , m a j d ennek a l a p j á n a ta r tószer -
kezet de fo rmálódo t t a lak ja megra jzo lha tó . Ez u tóbbi t a h a j l í t ó n y o m a t é k i 
á b r á v a l együ t t a 15. ábra t ü n t e t i fel. 

45,82 

15. ábra. A 12b ábrán vázolt B F K kapcsolatú rúdszerkezet elmozdulási és hajlító nyomatéki 
ábrája 

Az 1 — 6 csomópontná l kele tkező kapcsola t i erő 

j* = [41,81 k N ; 0; 41,11 kN • m ; 0; 9,24 k N ; 0] , 

míg a relat ív hézag 

g* = [0; 0,2 m m ; 0,5 m m ; 0; 0,05 rad] 

é r tékű , vagyis ténylegesen fenná l l a g*j = 0 fe l té te l , t o v á b b á a j-ben szereplő 
= 41,11 k N m n y o m a t é k a 6-os csomópontbel i ha j l í t ónyomatékka l kel l , 

hogy megegyezzék. Ez u tóbb i t a (84) alat t k i számol t u segítségével h a t á r o z t u k 
meg. L á t h a t ó a ké t mennyiség azonossága. 

A j v e k t o r b a n szereplő kapcsola t i e rőket és n y o m a t é k o t az egymástó l 
e l távol í to t t 1-е s és 6-os csomópontokra fe l ra jzo lva a 16. áb rához ju tunk . 

A b e m u t a t o t t példa jól érzékelteti , hogy a „Vezeték I " k ia lakí tásából 
adódó negat ív kezdet i hézagok (túlfedések) erőte l jes befo lyás t gyakorolnak 
a rúdszerkezet elmozdulási és feszültségi á l l apo tá ra . A sz immetr ikus te rhelés 
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49,81 к N 

M 
41,11 kN m 

9,24 kN 

49,81 kN 
41,11 kN m 

16. ábra. Az 1-е s és 6-os csomópontokra ható kapcsolati erők, nyomatékok 

ellenére a szerkezet p o n t j a i n a k egyo lda lú vízszintes i rányú e lmozdulása 
je lentős . 

4.2. E z e k u t án t é r j ü n k át a 12c á b r á n vázolt szerkezet s z á m í t á s á r a . 
Az u e lmozdulásvek tor (1,24) t ípusú. 

Az 1 és 5 jelű főc somópon tokban f e l v e t t koord iná ta rendsze r (13. ábra) 
és a (32) a l a p j á n 

(85a, b) 

0 1 0" " 0 —1 0 " 

H
 II 1 0 0 rpj _ 

» — - 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 

i l letve a (34), (36a) f igye lembevé te léve l az 1—6, 5—8 c somópontok közöt t i 
kapcso la tbó l adódóan 

mivel 

" - T i 0 0 0 0 Tí 0 0 

AJ = 
Ti 0 0 0 0 -T{ 0 0 

AJ = 
(12,24) 0 0 0 0 - T i 0 0 Ti 

0 0 0 0 Ti 0 0 - T i 

[ Ai I A i , ] , 
(12,21) (12,3) 

U : 
(1,24) 

K , . . ., u j ] 
(1,21) (1,3) 

A kezdet i hézag vek tora 

(86) 

(87) 

h * = [ h í A hr.*, h+s*, Ks*], 

ahol h je, hjj; (lásd (81b) a l a t t ) . 
H a s o n l ó a n é r te lmezhe tő a h58, h ^ is . Ismétel ten a sz i lá rdságtan i f e lada t 

megoldására az e lmozdulás módszert vá lasz tva , a 3.3. pont II módszer В 
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esetében leír tak sze r in t , az (55)-ös egyenletben p" = r = 0-t f e lvéve 

Г K u K j 2 " I + q i — M* j = 0 ( 8 8 ) 
(21,21) (21,3) ( 2 1 , 0 (21 ,0 (21,12) ( 1 2 Д ) 

K 2 1 K 2 2 U F q n 
\J* 

A I I 
_ (3.21) (3,3) _ _ ( 3 , 1 ) _ _ ( 3 , 1 ) _ ( 3 , 1 2 ) _ 

egyenle thez j u t u n k , ahol det K u 0. Jelen ese tben u F a 8 j e lű csomópont 
e lmozdulásának felel meg. E z e k u t á n az (56) — (59d) f igye lembevéte léve l , 
a (60) a la t t i p rogramozás i f e l a d a t fe lépí thető. 

A 6—7—8 c somópon tű В j e l ű álszerkezet vá l a sz to t t f i k t í v megtámasz-
t á s á b ó l adódóan D = 0-ra a d ó d i k , s így az (56)-os egyenlet az álszerkezet 
egyensú lyá t fejezi k i . Természe tesen , ekkor a G F m á t r i x az (57b)-től el térő 
m ó d o n , egyszerű ve tü l e t i és n y o m a t é k i egyenletek fe l í rásával — közvet lenül 
e lőá l l í tha tó . 

A (60) f e l a d a t b a n szereplő x és y vek torok (18,1) t í p u s ú a k . 
A csomópont i e lmozdulások (61d)-vel a p = j he lyet tes í tésse l áll í t-

h a t ó k elő. 
A fe ladato t ké t fé le h v e k t o r felvételével s z á m o l t u k ki. 
A 17a áb rán levő e lmozdulások és h a j l í t ó n y o m a t é k o k h* = [hf6, h*8], 

h*« = [0; 0,7 m m ; —0,05 r a d ; 0,5 mm; —0,5 m m ; 0,1 r a d ] , 

h?8 = [0,5 m m ; 0,7 m m ; 0 ,1 r a d ; 0; - 0 , 5 m m ; —0,05 r a d ] (89) 

m e l l e t t nyer tek m e g h a t á r o z á s t , m í g a 17b á b r á n szereplők 

h*e = [0; 0,1 m m ; 0,05 r a d ; 0,5 mm; 0,1 m m ; 0,05 r a d ] , 

h*8 = [0,5 m m ; 0,1 mm; 0 ,05 r a d ; 0; 0,1 m m ; 0,05 r ad ] (90) 

kezde t i hézag vek to rhoz t a r t o z n a k . 
A 17a ábrabe l i esetben a kapcso la t i erők v e k t o r a i 

jfe = [100 k N ; 49,05 k N ; 433,09 k N • m ; 0; 0; 0], 

j * = [0; 49,05 k N ; 0; 100 k N ; 0; 433,09 k N • m] , 

a r e l a t í v hézag v e k t o r a i 

gf6 = [0; 0; 0 ; 0,5 mm; 0,2 m m ; 0,05 r ad ] , 

g5*8 = [0,5 m m ; 0; 0,05 r a d ; 0 ; 0,2 mm; 0] 

é r t é k ű e k . 
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17. ábra. A 12c ábrán vázolt szerkezet elmozdulási és hajlítónyomatéki ábrája, a) (89) alatti 
h-nál, b) (90) alatti h-nál 

Érdemes megjegyezni , a n n a k e l l e n é r e , hogy a 6 — 8 r ú d hossza terhelet len 
ese tben 1 mm-rel hosszabb vol t , m i n t az 1—5 csomópon tok közöt t i távolság, 
az eml í t e t t rúd a te rhe lés és a h - b a n szereplő Aip± szögelfordulási kezdeti 
„ h é z a g " okozta a l akvá l tozás u t á n n e m n y o m o t t , h a n e m húzo t t l e t t . 

A b e m u t a t o t t pé lda jó l érzékel te t i , hogy a szerkezet i e lemek között i 
szerelésből származó hézagok , tú l f edések a szerkezet á l l apo tá ra o lyan mér tékű 
h a t á s t gyakoro lha tnak , amelye t előzetesen nem l á t h a t t u n k . 
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A kapcsola t i e rők a 4.1. a l p o n t b a n i smer t e t e t t ek szerint k ö n n y e n fel-
r a j z o l h a t ó k az 1—5 f ő c s o m ó p o n t o k b a , illetve а В je lű álszerkezet 6-os és 
8-as c s o m ó p o n t j a i b a . 

A 17b ábrán f e l t ü n t e t e t t e se tben 

j * = [100 k N ; 0; 0; 0; 23,45 k N ; 0], 

Í58 = [0; 0; 0; 100 k N ; 23,45 k N ; 0], 

míg 

g* = [0; 0,2 m m ; 0,066 r a d ; 0 ,1 m m ; 0; 0,034 rad ] , 

g*8 = [0,1 m m ; 0,2 m m ; 0,034 r a d ; 0; 0; 0,066 rad ] , 

vagyis az 1 — 6 és 5 — 8 csomópontok közö t t i kapcso la tná l n y o m a t é k nem lép 
fel, a h ü v e l y a veze tékre nem feszül r á . 

Az á l lványszerkeze t terhelési- és a kapcsola tokbel i kezde t i hézagok 
s z i m m e t r i á j a mia t t , m i n t vá rha tó v o l t , s z immet r ikusan de fo rmálód ik . 

5. Következte tések 

Fel té te les k i n e m a t i k a i kapcso la tú rúdszerkeze tkén t a gépészet , építészet 
számos berendezése modellezhető. í g y pl . gépészetben szerszámgépek, külön-
féle mechan izmusok szilárdsági és deformációs á l l apo t ának p o n to sab b nyomon-
követése könnyen e lé rhe tő a fe l té te les k inemat ika i kapcsolatok k v a d r a t i k u s 
p rogramozás i f e l a d a t k é n t való kezelésével . 

A megfoga lmazo t t p rogramozás i fe lada tok összevetéséből köve tkez ik , 
hogy az e lmozdulásmódszer a l k a l m a z á s a szélesebb mint az e rőmódszeré , 
ugyanis az e lmozdulásmódszer t a merevség i m á t r i x s t r u k t ú r á j á n a k bizonyos 
fe l té te le mel le t t (lásd 3.2. pont) a b b a n az esetben is a l k a l m a z h a t j u k , amikor 
a m á t r i x r a n g j a k i sebb sorainak s z á m á n á l . Erőmódszer re a l apozo t t k v a d r a -
t ikus p rogramozás i f e l a d a t azonban c s a k s ta t ika i lag ha tá roza t l an szerkezetné l 
f o g a l m a z h a t ó meg. 
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MELLEKLET 

Az (59e) egyenlet struktúrája kettőnél több álszerkezet esetében 

M. 1. Vizsgáljuk az M.l. ábrán vázolt szerkezetet. A 3—10, 7—12, 2 — 13, 8—15 
csomópontok közötti vezeték I típusú B F K kapcsolatból adódóan a szerkezetet А, В, С jelű 
alszerkezetre bontjuk. 

Az elmozdulásmódszer (46a) egyensúlyi egyenlete a választott szerkezetre konkreti-
zálva, az (M.l) képletű egyenlethez vezet. 

Ku + A*j - q = 0 ( 4 6 a ) — 

111 0 0 

0 0 (E2+E1KaE1) = S A 

( 2 7 2 7 ) 
0 0 

0 0 1 N 

0 

0 

KB 

12 0 

0 
K21 KB 

22 

0 

0 

0 Kii <2 
0 

0 
K2

C2 

T 

лА# . K ' i A f ] 

л с* 
(Ml.) 

Az 1 és 9 csomópontbeli kinematikai peremfeltétel következtében az A alszerkezetre 
vonatkozó a kinematikailag lehetséges elmozdulásmezőhöz tartozó egyensúlyi egyenlet 

E J ( K A U A A A j ) О 

alakú. Itt E[ olyan diagonális mátrix, amelynek főátlójában — az adott elmozdulási koordi-
nátákhoz tartozó helyeken zérus áll, míg a többi tag egységnyi. Egy E2 — E — E, mátrix 
bevezetésével, az u A = Еи Д azonosság felhasználásával, illetve az E2u tagnak az egyenlet 
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M.l. ábra 

mindkét oldalához való hozzáadásával az előbbi egyenletből az (M. l ) -ben feltüntetett 

( E 2 + EJ К Л E , ) U A = ( E , - EJ KA E , ) U a + E,(qA - AA* j) 

egyenlethez jutunk, amelyben 
q-4* = [0*, qj4*, 0*]; (E2 — E ,K A E 2 )u A = 0 

az 1 és 9 csomópontok (rúdszerkezetek) merev befalazása miatt. 
Megjegyezzük, hogy az (M. l ) egyenlet A* mátrixában csak a besraffozott b lokkok 

különböznek zérustól. 
Amennyiben az (M.l) mátrixegyenlet (55) alatt i felbontását végeznénk el, úgy ehhez 

az együtthatómátrix sorainak és oszlopainak felcserélését kellene végrehajtani. Mivel a K A , K C 

mátrix blokkok felett zérus mátrixok állnak, úgy az átalakításra valójában nincs szükség, 
hisz az ui elmozdulásvektor elemei alszerkezetként egymástól függetlenül kifejezhetők. 

Vagyis az (M. l ) egyenletből, az A jelű statikailag határozatlan rúdszerkezet elmozdulás-
vektora 

(M.2) 

{B - C). 

и л = — [S ] - 1 A * j + [ S A ] - l q * 

összefüggéssel számolható, míg 

uВ = - ( K j B J - 1 KB U« - [ K B l ] - t A f * j + [KBJ- iqB 

Az (M.3) alatti U^-T (В — C) behelyettesítve az (M.l) egyenlet 3. (5.) blokksorába, 
а В (С) alszerkezetre vonatkozó (56) típusú egyensúlyi egyenletekhez jutunk: 

G f j - = 0, ( B - C ) 
ahol 

DBUB 

(M.3) 

(M.4) 

DB = KB - KB [Kß] - 1 KB, 
(3,3) 

GB» = AB* - K ß [ K B ] - 1 Aß* ( В » С) 
(3,12) 

qB = q B _ K B [ K B ] - 1 , « 
( З Д ) 

Az érintkezés-elválás (58)-as kinematikai egyenletében szereplő H hatásmátrix 

(M.5) 

H = 
HB + в л в " в с 

H-4  
" с в HC H-4 

CC 

(M.6) 
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felépítésű, ahol 

il letve 

A geometriai m á t r i x 

HA = 
(24,24) 

A a [S AI - I A A * = 
нйв Чс 1 12 

нсс . 12 

12 12 

H « = Af* [ K f , ] - » A B * . ( B ~ C ) 

4 = 
(6,24) 

GB* 0 

0 GС* 

12 12 

(M.7) 

(M.8) 

(M.9) 

míg a kezdeti h hézagtól és terheléstő l függő v e k t o r 

t F = h - AA [SA] - 1 qA - AB [ K B ] - 1 qB - A f [ K f J - 1 qf . 

Ily m ó d o n az (59e) egyen le t az alábbi s t r u k t ú r á j ú 

DB 0 GB* 0 

0 DC 0 GC* 

- ч 0 
H 

0 ! - G с 
H 

míg a (46c —e) a lapján 
j*g = 0, j > 0 . g > 0 . 

ч + 0 

ч 0 

j g 

o, 

(M.10) 

(M.lla) 

( M . l l b - d ) 

A fent iekből a (60)-as kvadrat ikus programozási feladat már könnyen e lőá l l í tható . 
M.2. A K B invertálását, i sméte l ten a (61a — c) egyenletek analógiája alapján k ö z v e t e t t 

úton célszerű e lvégezni . A m e n n y i b e n а В álszerkezet a 12-es c somópont jában f ikt ív t á m a s z t 
(befalazást) h e l y e z ü n k el, ennek a statikailag h a t á r o z o t t szerkezetnek kell megkeresni a m e g -
oldását. A f i k t í v támasznál zérus elmozdulást a 

KB i 0 - r u f - = Г - П 
0 j 11! _ o J 

egyenlet mego ldása szolgáltatja. 
Így a (61a —c) szerint a D ß , GB*. qB e lőál l í tásához a 

Г KB  

(6,6) 
0 

(6,3) 

0 
L (3,6) U l 

U 

28 

- K B A в* ; яР * 6 

0 0 0 3 

3 24 1 

(M.12) 

(M.13) 

egyenletet kell megoldani. H a s o n l ó a n járunk el а С alszerkezetnél is. A z A alszerkezetnél már 
az (M.l)-ben fe l tünte te t t S A m á t r i x felvételével biztosítottuk az 1 és 9 c somópontokban 
a befalazás á l ta l előírt peremfeltételeket . 
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M.3. A bemutatott példából következik, hogy a B F K kapcsolatok esetében az ( M . l l a ) 
egyenletben szereplő mátrixokat, vektorokat, alszerkezetként, az egymástól függet lenül 
jelentkező egyensúlyi egyenletnek az álszerkezet valóságos vagy f ik t ív megtámasztásánál 
levő kinematikai peremfeltételt kielégítő megoldása révén célszerű meghatározni. 

Látjuk, hogy a merevtestszerű elmozdulással bíró alszerkezetek esetében a D kváz i -
diagonál mátrixként jelenik meg, mivel a felírható (M.4) egyenletek száma, megegyezik a 
merevtestszerű elmozdulással rendelkező alszerkezetek számával. Az (M.l la) egyenlet 3. 
és 4. blokksora az А —В, А — С alszerkezetek között i B F K kapcsolatok kinematikai v iszo-
nyait írja le. 

A blokksorokban szereplő egyenletek száma, a felvételezett Vezeték I típusú kapcsolat 
miatt kapcsolatonként 6 db, azaz összesen 24. 

M.4. A (60)-as kvadratikus programozási feladatban szereplő j és up mennyiségek 
különböző mértékegysége miatt, a számítás fo lyamán célszerű j = j/.F°-el számolni, azaz 
H helyett H • F°-at, D В helyett D B / F ° - a t továbbá qj? helyett qS/F">-at ( ß « С) venni, ahol 
F° az up, j-ben szereplő mennyiségek dimenziójától függő nagy szám, pl. ha hosszúság m m - b e n : 
erő N-ben szerepel, akkor F° = 108 — 109. Ezáltal elérhető, hogy a Gp, H • F", D / F ° mát -
rixok, a q p/F° és tp vektorok, sőt maga az • up, j °* ] vektor is közel azonos nagyság-
rendű tagokat tartalmaznak. Ez a szimplex típusú algoritmusnál jelentkező kerekítési hibák 
csökkenését okozza, ami végsősoron a számítás pontosságának növekedéséhez vezet. 

Contribution to the Calculation of Frame Structures Including Conditional Kinemat ic 
Connections. In this paper the strength calculation of frame structures, having both internal 
an external conditional kinematic (geometric) connections, is reduced with the aid of the f irst 
order theory to quadratic programming problems differing from each other with respect to 
the final unknown values. After classifying the internal kinematic connections occurring in 
the case of inplane structures, the programming problems based on the method of displacement 
and on the method of force are analysed by taking into account the geometric matrix degree 
of the frame structure in question. I t is pointed out that the field of application of the m e t h o d 
of displacement is larger than that of the method of force, considering that with the aid of 
this latter only statically undetermined frame structures can be investigated. In conclusion, 
numerical examples are presented for the case of the internal conditional kinematic connect ion 
to the programming problem based on the method of displacements. 

Beitrag zur Berechnung von Rahmentragwerken mit bedingten kinematischen Ver-
bindungen. In der Abhandlung wird die Festigkeitsberechnung der innere und äußere be-
dingte kinematische (geometrische) Verbindungen besitzenden Rahmentragwerke aufgrund 
der Theorie erster Ordnung auf das Problem der im Hinblick auf die in den endgültigen Un-
bekannten verschiedenen quadratischen Programmierungsaufgaben reduziert. Nach der Klassi-
fizierung der bei den ebenen Konstruktionen auftretenden inneren bedingten kinematischen 
Verbindungen werden die auf die Verschiebungsmethode oder auf d e m Kraftgrößeverfahren 
beruhenden Programmierungsaufgaben unter Berücksichtigung des Ranges der geometrischen 
Matrix des Rahmentragwerks analysiert. Es wird nachgewiesen, daß der Anwendungsbereich 
der Verschiebungsmethode breiter als das Kraftgrößeverfahren ist, da mit dem letzteren nur 
statisch unbestimmte Rahmentragwerke untersucht werden können. Zuletzt werden numerische 
Beispiele für die auf dem Verschiebungsverfahren beruhende Programmierungsaufgabe für den 
Fall der inneren bedingten kinematischen Verbindung vorgeführt. 
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