
PERTURBÁCIÓS MÓDSZER A CSAVARÁSI MEREVSÉG 
KÖZELÍTŐ ÉRTÉKÉNEK SZÁMÍTÁSÁRA 

ECSEDI ISTVÁN* 

Ez a tanulmány a heterogén anyagú prizmatikus rudak de Saint-Venant-féle 
csavarási feladatával kapcsolatos. Egy perturbációs módszert javasol a csavarási 
merevség közelítő értékének meghatározására. 

x, y derékszögű koordináták, 
e x , ey egységvektorok, 
G — G(x, y) csúsztató rugalmassági modulus, 
S = g G У) = !/G(x, у), 
So = So(xi У), У = y(xi У) a r "d anyagának heterogenitását jellemző ismert (adott) függvények, 
e kis paraméter, 
и = u(x, y) feszültségfüggvény, 
T x, у síkbeli egyszeresen összefüggő, rektifikálható határgörbéjű korlátos tartomány, 
ЭТ T határgörbéje, 
n = nxex -(- nvev a i)T határgörbe normális egységvektora, 
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V = -g— ex -j—g ey Hamilton-íéle differenciáloperátor, 

, , • " két vektor skaláris szorzatának jele, 
S a prizmatikus rúd de Saint-Venant-féle elmélet alapján meghatározható csavarási 

merevsége, 
0(e*) „kis ordó ek" az e olyan függvénye, melyre 0(e*)/e 0 midőn e 0. 
Egyéb mennyiségeket, változókat a szöveg értelmez. 

I s m e r e t e s , hogy az 1. á b r á n vázo l t tömör k e r e s z t m e t s z e t ű h e t e r o g é n , 
d e izot rop , l i neá r i s an r u g a l m a s a n y a g i p r i z m a t i k u s r ú d de S a i n t - V e n a n t - f é l e 
c s a v a r á s i f e l a d a t a a k ö v e t k e z ő p e r e m é r t é k p r o b l é m á r a veze t ( [1] , [2]): 

A fenti egyenletekben 
u = u(x, y ) a csavarási feszültségfüggvény, 
g = g( x ' У) = 1 /GG У), 

G = G(x, y) a rúd anyagának csúsztató rugalmassági modulusa. 
* Dr. Ecsedi István, 3531 Miskolc, Vászonfehérítő u. 24. IV/1. 

Fonlosabb jelölések 

1. Bevezetés 

V - ( g V « ) + 2 = 0 ( х , у ) £ Т , 

u = 0 (х,у)£дТ. 

(1) 

(2) 
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A p r i z m a t i k u s r ú d d e Sa in t -Yenan t - fé le elmélet a l a p j á n m e g h a t á r o z h a t ó 
S c savarás i merevségét az 

S = 2 f udT (3) 
T 

fo rmula a l a p j á n t u d j u k m e g h a t á r o z n i ( [1] , [2]). 
A levezetések so rán még a l k a l m a z z u k az a láhbi egyenlőt lenségi relá-

ciót [2]: 

- J g ( v ü ) 2 d T + 4 J ü d T , (4) 
T T 

ahol û = ü(x, y) a T -j- dT zá r t t a r t o m á n y b a n fo ly tonos , T -ben szakaszonkén t 

fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , a 9T h a t á r g ö r b é n zérus é r t éke t fe lvevő egyébkén t 
tetszőleges ké tvá l tozós f ü g g v é n y t jelöl . 

A t a n u l m á n y b a n a v izsgála to t o lyan esetre ko r l á tozzuk , amelyekben 
a r ú d a n y a g á n a k he te rogen i t á sá t j e l lemző g — g(x, y) f ü g g v é n y 

g = g(x, У) = go(x, У) + ey(x, y) (5) 

a lakú. Az (5) egyenletben g0 = g0(x, у), у — y(x, y) a d o t t f ü g g v é n y e k , e pedig 
az ún. k i s p a r a m é t e r . 

A t a n u l m á n y t á r g y a az (5) egyenle t a l ap ján a köve tkezőképpen jelöl-
hető k i : 

a g0 = g0(x, y) f ü g g v é n y n e k k ics iny ey(x, y) m é r t é k ű m e g v á l t o z t a t á s a 
mi lyen módon h a t a csavarás i merevség ér tékére . 
A köve tkezőkben fe l té te lezzük , h o g y a csavarás i p rob léma megoldása 

ismert , h a a r ú d a n y a g á n a k he t e rogen i t á sá t a g0 = g0{x,y) f ü g g v é n y jel lemzi , 
azaz a 

V • (g0 V u 0) + 2 = 0 (x,y) (ET, (6) 

u0 = 0 (x,y) Ç BT (7) 

1. ábra. Tömör keresztmetszet 
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egyenle tek á l ta l ki je löl t ke r i i l e t é r t ékfe lada t , az ún . alapfeladat u0= u0(x,y) 
megoldása a d o t t n a k t e k i n t e t t . H a a rúd a n y a g á n a k a he t e rogen i t á sá t ey(x, y ) 
m é r t é k b e n m e g v á l t o z t a t j u k , a k k o r a csavarási fe lada t и = u(x , у ) feszültség-
f ü g g v é n y e , t e k i n t e t t e l az (1), (2) egyenle tekre a 

V • [ ( g 0 + еу)чи] + 2 = 0 (x,y)£T, (8) 

u = 0 (x,y)ddT (9) 

ke rü l e t i ér ték p rob l éma mego ldásáva l á l l í tha tó elő. 

2. Per turbációs módsze r 

R. D. S H I L E és R . L. S I R A K O W S K I e l j á r á sá t [1] k ö v e t v e fel tesszük, h o g y 
a (8), (9) egyenle tek által k i je lö l t kerület i é r t ék fe l ada t и = u(x , у ) megoldása 
az e kis p a r a m é t e r anal i t ikus függvénye , s í g y e lőál l í tható 

и = u(x,y) = u0(x,y) + eu^x, y) + e2u2(x,y) + . . . (10) 

a l a k b a n . E n n e k megfelelően a (3) képlet a lka lmazásáva l a z t kap juk , h o g y 

S = P 0 + e P 1 + e
2 P 2 + . . . , (11) 

aho l 

P 0 = S 0 = 2 \u0dT, (12) 
f 

P , = 2 J UjdT, (13) 
r 

(i = 1, 2 , . . .). 

A csavarás i merevség elsőrendű közelí tésének az 

= S 0 + e P 1 5 (14) 

k é p l e t a lap ján m e g h a t á r o z h a t ó mennyisége t L e i n t j ü k . Az [1] t a n u l m á n y 
szer in t 

u(x,y) = U0(x,y) + eujx, y) + 0(e2) , (15) 

í g y ny i lván 

S - ^ + O í e 2 ) . (16) 
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A (10) a l akú megoldásnak a (8), (9) egyenle tekbe v a l ó behelyet tes í tésével 
— ismer t módon ([1], [3], [4]) az e g y ü t t h a t ó k összehasonl í tásának az elve 
a l a p j á n — a 

V • ( g 0 V u í + 1 ) + V • ( y v u , ) = 0 ( i , y ) f T , (17) 

Ui+i = 0 (x,y)ÇdT, (18) 

( i = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

egyen le teke t k a p j u k . A k ö v e t k e z ő k b e n b e b i z o n y í t j u k , hogy a csavarás i 
merevség elsőrendű közel í tése az u0 = u0(x,y) i smere t ében közve t l enü l 
e lőá l l í tha tó . 

A szorza t függvény der ivá lás i s z a b á l y á n a k a lka lmazásáva l a 

g 0 V « 0 • Vu1 + u 0 V • feoViíj) = V • ( u 0 g 0 V u 1 ) , (19) 

g 0 V u 0 ' V « i f " i V • ( g 0 V u 0 ) = V • K g o V U o ) (20) 

egyenle tekhez j u t u n k . I n n e n , h a a lka lmazzuk a Gauss-fé le in tegrá lá ta lak í t ás i 
t é t e l t és t e k i n t e t t e l v a g y u n k az 

u0 = wx = 0 (x,y) £ 9T 

homogén peremfe l té te lekre , az t t a l á l j u k , h o g y 

U o V u o • V u y d T + f u 0 V • ( g o V u ß d T = 0 , (21) 
F T 

j g 0 V i t 0 • V U i d T + J MxV • ( g 0 V u 0 ) d T = 0 . (22) 
R T 

A (21) és (22) egyenletek k ivonásáva l , v a l a m i n t a (6) és a (17) egyenle tek 

f e lhaszná lá sáva l az a lábbi egyenle te t n y e r j ü k : 

2 J updT — j u 0 v • (yvu0)dT = 0 . (23) 
T R 

A 

J V • (u0y V u0)dT = f y( V u 0 ) 2 dT + j u0 V • (yu0) dT, (24) 
T T T 

J V • {u0y V u 0) dT = f (u0y VU0) • nd(dT) (25) 
T Э'т 

azonosságok fe lhaszná lásáva l k ö n n y e n ver i f iká lha tó a (23) egyenlet a l a p j á n , 
hogy 

2 § UldT = — § y(vu0)2dT, (26) 
r T 
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azaz a csavarás i merevség S1 e l sőrendű közelítése közvet lenül k i f e j ezhe tő 
az u0 = u0(X, y ) i smere tében , hiszen a (14) és a (26) kombiná lásáva l az 

S 1 = S 0 - e \y(vu0)2dT, (S0 = 2 J u0dT) (27) 
f T 

f o r m u l á t n y e r j ü k . 
F e l v e t ő d i k az a ké rdés , hogy mi lyen viszony v a n az S csavarási merevség 

és az SL e l sőrendű közel í tés közöt t . B e b i z o n y í t j u k , h o g y fennáll az 

S Л S i (28) 

egyenlőt lenségi reláció. 
A (4) egyenlőt lenségi reláció a l a p j á n ui. azt í r h a t j u k , hogy 

S > - J ( g o + ey)(vu0)4T+ f 4 u 0 d T = - f go{vu0)2dT + 
T T T 

+ 4 J u0dT - e f y{vu0)2dT. (29) 

T T 

I s m e r t e r edményekbő l következ ik , h o g y [2] 
\g0(Vun)2dT-2\u0dT. (30) 

t f 

A (12) a (27) és a (30) egyenle tek , v a l a m i n t a (29) egyenlőtlenségi re lác ió kom-
b iná lásáva l a b i zony í t andó (28) egyenlőt lenségi re lációt nyer jük . 

3. Egy példa 

T e k i n t s ü k a 2. á b r á n vázolt t ö m ö r körkeresz tmetsze te t . A p é l d á b a n a 
mér t ékegységek f e l t ün t e t é sé tő l e l t e k i n t ü n k . Legyen 

g = g(x,y) = 0,5 + 0,3*2. 

Ny i lván je len f e l a d a t b a n 

go = 0 ,5 , y(x,y) = x2, e = 0 , 3 . 

I smer t e r edményekbő l következ ik , h o g y 

S 0 = n , u0(x, y) = 1 — X2 — y2 . 
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2. ábra. Kör keresztmetszet 

A t a n u l m á n y (27) képlete szer int 

Sx = ti — 0,1л: == 0,9л. 

А (28) egyenlőt lenségi reláció a lka lmazásáva l a z t í rha t juk , h o g y 

S > 0,9л. 
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