PERTURBACIO§ MODSZER A CSAVARA/SI MEREVSEG
KOZELITO ERTEKENEK SZAMITASARA

ECSEDI ISTVAN*

Ez a tanulminy a heterogén anyagi prizmatikus rudak de Saint-Venant-féle
csavarasi feladatdval kapcsolatos. Egy perturbdciés médszert javasol a csavardsi
merevség kozelitd értékének meghatéirozisara.

Fontosabb jelslések

x, y derékszogli koordinatik,
exs €y egységvektorok,
= G(x, y) cstisztaté rugalmassiagi modulus,
g = g(x, y) = 1/G(x, y),
8o = Eo{%, ¥), ¥ = ¥(x, y) a rid anyagénak heterogenitdsat jellemzd ismert (adott) fiiggvények,
€ kis paraméter,
u = u(x, y) fesziiltségfiiggvény,
T x,y sikbeli egyszeresen Osszefiiggd, rektifikdlhaté hatdrgorbéji korlatos tartomény,
oT T hatérgorbéje,
n = n.e, + nye, a 9T hatdrgérbe normilis egységvektora,

vV = e + By ey, Hamilton-féle differenciloperitor,

2 7 két vektor skaléris szorzatanak jele,
S a prizmatikus rid de Saint-Venant-féle elmélet alapjin meghatirozhaté csavarasi
merevsége,

O(Ek) ,kis ordé & az ¢ olyan fiiggvénye, melyre O(Sk)/ek — 0 midén ¢ — 0.
Egyéb mennyiségeket, valtozokat a szoveg értelmez.

1. Bevezetés

Ismeretes, hogy az 1. abran vazolt témor keresztmetszetli heterogén,
de izotrop, linedrisan rugalmas anyagi prizmatikus rid de Saint-Venant-féle
csavarasi feladata a kovetkezd peremértékproblémara vezet ([1], [2]):

V-(gvu)+2=0 (x5 €T, (1)

u=0 (xy) €aT. @)

A fenti egyenletekben

u = u(x, y) a csavarasi fesziiltségfiiggvény,

g = g(x, y) = 1/G(x, y), )
G = G(x, y) a rid anyagénak csdsztaté rugalmassdgi modulusa.
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A prizmatikus rid de Saint-Venant-féle elmélet alapjan meghatéarozhaté
S csavarasi merevségét az

§=21uwil (3)
T

formula alapjan tudjuk meghatarozni ([1], [2]).
A levezetések soran még alkalmazzuk az alabbi egyenlétlenségi rela-
ciot [2]:
S> — (g(v)dT + 4 { adT, (4)
4 3

ahol # = @i(x,y) a T 4 9T zart tartomanyban folytonos, T-ben szakaszonként
folytonosan differencialhaté, a 0T hatargorbén zérus értéket felvevs egyébként
tetszdleges kétvaltozos fiiggvényt jelol.

A tanulmanyban a vizsgalatot olyan esetre korlatozzuk, amelyekben
a rid anyaganak heterogenitasat jellemzd g = g(x, y) fiiggvény

g = &(x, ) = go(%, ) + ey(x, y) (5)
alaki. Az (5) egyenletben g, = g,(x, y), y = y(x, y) adott fiiggvények, ¢ pedig

az un. kis paraméter.

A tanulméany targya az (5) egyenlet alapjan a kovetkezdképpen jelol-
hetd ki:

a g, = go(x, y) figgvénynek kicsiny ey(x,y) mértékli megvaltoztatasa

milyen médon hat a csavarasi merevség értékére.

A kovetkezdkben feltételezziik, hogy a csavarasi probléma megoldasa
ismert, ha a rid anyaganak heterogenitasat a g, — g (x, y) fiiggvény jellemzi,
azaz a

V  (§8oVUu)+2=0 (x,9)€T, (6)
uo=0 (5,) €T @)

Yo

[

\_J : ;

g=gl(x, yl=g,(x,y) +EX¥(x,y)

- 1. dbra. Tomor keresztmetszet
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egyenletek altal kijelolt keriiletértékfeladat, az tn. alapfeladat u, = u(x,y)
megoldasa adottnak tekintett. Ha a ridd anyaganak a heterogenitasat ey(x, y)
mértékben megvaltoztatjuk, akkor a csavarasi feladat u = u(x, y) fesziiltség-
fiiggvénye, tekintettel az (1), (2) egyenletekre a

Vo l(got+ ey)vul +2=0 (x,9) €T, (8)
w=10 (xy) €oT )

keriileti érték probléma megoldasaval allithaté els.

2, Perturbaciés modszer
R. D. SuiLE és R. L. SiraAxowskI eljarasat [1] kovetve feltessziik, hogy

a (8), (9) egyenletek altal kijelolt keriileti értékfeladat u = u(x, y) megoldésa
az ¢ kis paraméter analitikus fiiggvénye, s igy el6allithaté

u = u(x,y) = ug(x, y) + ew(x,y) + fuy(x, ) + - . . (10)

alakban. Ennek megfelelden a (3) képlet alkalmazasival azt kapjuk, hogy

§S=P,+ eP, + 2P, + ..., (11)
ahol
P, = S, =2 (u,dT, (12)
T
P; =2 {udT, (13)
T
i=12,...).

A csavarasi merevség els6rendd kozelitésének az
S, =8,+ Py, (14)

képlet alapjin meghatirozhaté mennyiséget voxintjiik. Az [1] tanulmany
szerint

u(x, y) = uo(%,y) + suy(x, y) + 0(e?), (15)
igy nyilvan
S =S, + 0(e?. (16)
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A (10) alakd megoldasnak a (8), (9) egyenletekbe valé behelyettesitésével
— ismert médon ([1], [3], [4]) az egyiitthaték 6sszehasonlitasinak az elve
alapjan — a

V (g Vuiq1) + V- (yvu)=10 (xvy) €T, (17)
u1=0 (x,y) €T, (18)
Z=0,1,2,..))

egyenleteket kapjuk. A kovetkezékben bebizonyitjuk, hogy a csavarasi
merevség S; els6rendl kozelitése az u, = uy(x,y) ismeretében kézvetleniil
elgallithaté.
A szorzatfiiggvény derivalasi szabalyinak alkalmazésaval a
BoViug: Viy + UV - (geVuy) = V - (480 V ), (19)
BoViUg - VU + uyV - (8gVUg) = V - (u18,V 1) (20)

egyenletekhez jutunk. Innen, ha alkalmazzuk a Gauss-féle integralatalakitési
tételt és tekintettel vagyunk az

uo=u, =0 (x,5) €0T
homogén peremfeltételekre, azt taliljuk, hogy
‘YgOVu‘f VuldT—|—§ uyV - (govuy)dT =0, (21)
T T

[ 8ovug - VudT + (u; v - (g,vuo)dT = 0. (22)
T T

A (21) és (22) egyenletek kivonasival, valamint a (6) és a (17) egyenletek
felhasznalasaval az alabbi egyenletet nyerjiik:

2 fudT — [ uyv - (pVuy)dT = 0. (23)
T T
A
15 V- (ugyVuy)dT = Tf YT uo)?dT + TS u,v - (yup)dT, (24)
[V - (ugyvug)dT = { (ugyvu,) - nd(dT) (25)
T 8T

azonossagok felhasznalasaval konnyen verifikalhaté a (23) egyenlet alapjan,
hogy
2 {u,dT = — { p(vu,)2dT, (26)
T T
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azaz a csavarasi merevség S, elsdrendi kozelitése kozvetleniil kifejezhetd
az u, = uy(x, y) ismeretében, hiszen a (14) és a (26) kombinalasival az

Sy =S — & { ¥(Vup)?dT, (S,=2 [ u,dT) (27)
T T
formulat nyerjiik.
Felvet8dik az a kérdés, hogy milyen viszony van az S csavarasi merevség

és az S| elsdrendd kozelités kozott. Bebizonyitjuk, hogy fennill az

S>S, (28)

egyenl&tlenségi relacié.
A (4) egyenldtlenségi relacié alapjan ui. azt irhatjuk, hogy

S>— j (8o + e¥)(Vu,)?dT + ( 4uodT = — Y go(Vu,)*dT +
T T T

+ 4 {u,dT — ¢ § y(vug)?dT. (29)
T T

Ismert eredményekbél kovetkezik, hogy [2]
{ go(Vug)?dT = 2 { u,dT. (30)
T T

A (12) a (27) és a (30) egyenletek, valamint a (29) egyenlStlenségi relacié kom-
binalasaval a bizonyitandé (28) egyenlétlenségi relaciét nyerjiik.

~

3. Egy példa

Tekintsiitk a 2. dbrdn vazolt tomor korkeresztmetszetet. A példaban a
mértékegységek feltiintetésétdl eltekintiink. Legyen

g = glx,y) = 0,5 + 0,3x%
Nyilvan jelen feladatban
go= 0,5, y(x,y) =22, ¢=0,3.
Ismert eredményekbél kovetkezik, hogy

So=m, uyx,y)=1—x%— y2,
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&y

Q'L

9,205; €:=03; {lx,y)=x?

2. ébra. Kor keresztmetszet

A tanulmany (27) képlete szerint
Si=x — 0,1ln =09%.
A (28) egyenldtlenségi relacié alkalmazasaval azt irhatjuk, hogy

i O,9n.
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Method of Perturbation for the Calculation of the Approximate Value of Torsional
Stiffness — The study concerns de Saint-Venant’s torsional problem of prismatic bars of hetero-
geneous material. The author suggests a method of perturbation for the determmatlon of the
approximate value of the torsional stiffness.

Storungsmethode fiir die Berechnung des Niiherungswertes der Drehfestigkeit. Die
Abhandlung betrifft das de Saint-Venantsche Torsionsproblem der aus heterogenem Material
hergestellten prismatischen Stibe. Es wird eine Storungsmethode zur Ermittelung des Nihe-
rungswerters der Drehfestigkeit vorgeschlagen.
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