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A numerikus kísérletek azt mutat ják , hogy az e g y f a j t a lengést végző rudak 
ese tében a sajátfrekvenciák javí tható közrefogásához nem fel tét lenül célszerű a funk-
cionálanalízis általános érvényű módszereinek alkalmazása a nagy numerikus m u n k a -
igény miatt . A t a n u l m á n y célja, hogy a hajlító lengéshez tartozó sajátkörfrekvenciák 
j a v í t h a t ó alsó korlátainak számítása kapcsán igazolja a Trefftz — Fichera-eljárás 
hatékonyságát . A közrefogáshoz szükséges felső korlátok a Poincaré — R a y l e i g h — R i t z 
módszer segítségével határozhatók meg. A Trefftz —Fichera módszer alkalmazásához 
az eredetileg szereplő vá l tozó együt thatós differenciál operátor invertálása szükséges . 
Az invertálást a do lgozat a disztribúció e lmélet fe lhasználásával hajtja végre, s e g y b e n 
összefoglalja az ál talános elmélet v o n a t k o z ó elemeit. 

1. Bevezetés 

R u g a l m a s , k o n t i n u u s szerkezetek rezgési s a j á t f r ekvenc i á inak j a v í t h a t ó 
közrefogása többféle m ó d o n lehetséges. Sok el járás közös jel lemzője, h o g y 
a Po incaré—Rayle igh — R i t z módszerrel s a j á t f r ekvenc i a felső ko r l á toka t szá-
m í t a n a k , m a j d ezek i smere tében a funkcionálanal íz i s különböző módszere i 
a lka lmazásáva l h a t á r o z n a k meg alsó k o r l á t o k a t . Neveze tesen WEINSTEIN, ill. 
B A Z L E Y és F o x az ű n . közbenső ope rá to rok segítségével [ 1 ] , [2], B O S Z N A Y 

a Fichera-fé le or togonál is invar iánsok módszerével ad alsó kor lá tok m e g h a t á -
rozására e l j á rás t [3], [4]. A közbenső ope rá to rok módszerének B O S Z N A Y á l t a l 
t ö r t é n t továbbfe j l e sz tése lehetőséget ad vá l tozó je l lemzőkkel bíró r u d a k b ó l 
fe lép í te t t szerkezet s a j á t k ö r f r e k v e n c i á i n a k j a v í t h a t ó beha tá ro l á sá ra [5]. (Ez 
u tóbb i módszer nem h a s z n á l j a a Po inca ré—Rayle igh—Ri tz - f é l e e l j á r á s t . ) . 

Szerzők numer ikus kísérleteik a l a p j á n azt t a l á l t á k , hogy ezeknek az 
á l ta lános módszereknek egyet len, ha j l í t ó lengést végző r ú d esetére t ö r t é n ő 
közvet len a lka lmazása n e m célszerű, m e r t mind az alsó, m i n d a felső k o r l á t o k 
megha tá rozása viszonylag sok numer ikus m u n k á t igényel . 

Szerzők ezért azt a célt t űz t ék ki , hogy megvizsgá l ják az ugyanezze l 
a f e l a d a t t a l kapcsolatos alsó kor lá tok számí tásá ra a T r e f f t z — Fichera e l j á r á s 
numer ikus h a t é k o n y s á g á t . Fel té telezik, hogy — pé ldáu l a Poincaré — R a y -
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132 R I C H L I K GYÖRGY—TÓTH GYÖRGY 

l e igh—Ritz módszerre l n y e r t — elegendő s z á m ú és pon tos ságú felső ko r l á t 
m á r rendelkezésre áll. 

A f e l a d a t megoldása d i f fe renc iá loperá to r i nve r t á l á sá t igényli, ennek 
módszeres v é g r e h a j t á s á r a szerzők a d isz t r ibúcióelméle te t a lka lmazzák . A 
köve t e t t e l j á r á s közvet lenül az ún . m a g f ü g g v é n y t ál l í t ja elő, s nem fel tételezi 
a Green- függvény (és t u l a j d o n s á g a i n a k ) i smere té t . E lőkész í tésképpen ezért 
szerzők b e i k t a t t á k a disz t r ibúcióelmélet idevágó elemeit . A t á rgya l á smód 
a [0, 1] i n t e r v a l l u m r a kor lá tozód ik , ami a z o n b a n az 

x = a + ( b - a ) I , « 6 [а, Ь] Л 16 [ 0 , 1 ] 

t r ansz fo rmác ióva l tetszőleges, véges [a, í>] in t e rva l lumra k i t e r j e sz the tő . 

2. A Tref f tz—Fichera-módszer 

Legyen а 3C 1 valós, s z immet r ikus , poz i t ív szemidef in i t , te l jesen fo ly-
tonos in tegrá l operá to r a [0, 1] i n t e rva l lumon ér te lmezve a 

i 

о 
Sí'^v = j K{x, t) v ( t ) dt ( 1 ) 

összefüggés sze r in t a K(x, t) — K(t, x) m a g g a l . H a ő£ - 1 s a j á t é r t é k e i t (melyek 

nega t ívok n e m lehetnek) jU,-vel és a megfelelő s a j á t f ü g g v é n y e i t t>,-vel j e lö l jük , 
a k k o r [6] a l a p j á n 

«(*,») = t). (2) 

( E /лi s a j á t é r t é k e k lengés tani é r te lmezhetőség esetén (28)-nak megfelelően 
a s a j á t k ö r f r e k v e n c i a négyze tek reciprokai.) 

Tegyük fel , hogy a s a j á t f ü g g v é n y e k o r tonormál t r endsze r t a l k o t n a k , 
azaz 

0, h a i =A= j J , (3) 
1, h a i = j 

i 
v,(x) Vj(x) dx = 

va lamin t t é t e l ezzük fel, а . . ., első к darab s a j á t é r t é k h e z rende l t 

Pl > PÍ > • • • > Pk (4) 

a lsó kor lá tok i smere té t . H a m o s t n < k, a k k o r (2) és (3) a lka lmazásáva l 

1 n—1 n—1 к 
j K(x, x) dx = 2 p- = 2 + z7« + 2 & ^ 2 ^ + ^ + 2 P' • 

0 1 = 1 1 = 1 1=11 + 1 Í=1 í = n + l 
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A TREFFTZ—FICHERA-MÓDSZER 133 

Felhaszná lva (4)-et 
1 к 
1 Щх, x) dx ;> 2 P'Í + t*n — p'n » 

0 Í=1 
azaz 

1 к 
Pn<.Pn + i Щх, x) dx — 2 p'i • (5) 

0 Í=1 

(Érdemes megjegyezni , hogy (5) speciális esete az űn. F i che ra - fo rmulának [3].) 
Tehá t a (4) alsó kor lá tok és a K(x, t) m a g i smere tében az (5) egyenlőt len-

ség segítségével felső k o r l á t o k a t a d h a t u n k a in teg rá l operá tor első к 
d a r a b [ij s a j á t é r t é k e számára . (Az egyenlőt lenséget s a j á tkö r f r ekvenc ia négy-
ze tekre megfoga lmazva az alsó és felső je lzők szerepet cserélnek.) 

Az i s m e r t e t e t t e l járás fe l té te lezi , hogy a K(x, t) mago t explici te i s m e r j ü k . 
(Megjegyezzük, hogy olyan ese tekben , ame lyekben a m a g f ü g g v é n y nem á l l í t -
h a t ó elő explicit a lakban , az ű n . közbenső Green- függvények módszere a lka l -
m a z h a t ó [6], [7].) A köve tkezőkben azzal a kérdéssel fog la lkozunk, h o g y 
m i k é n t lehet közönséges, l ineár i s di f ferenciál -operátor inverzének magfügg -
vényé t e lőál l í tani . Ehhez e lö l j á róban megeml í tünk n é h á n y , a t o v á b b i a k b a n 
fe lhasználásra kerü lő foga lmat a disztr ibúciók t á rgykörébő l . 

3. Disztribúcióelméleti a lapfoga lmak 

Je löl je ® az űn. teszt függvények t e ré t , legyen t függe t l en valós vá l t ozó . 
Teszt f ü g g v é n y e k n e k nevezzük az olyan va lós é r tékű , megfelelő sokszor 
d i f fe renc iá lha tó f ü g g v é n y e k e t , amelyek a [0 ,1 ] i n t e rva l lumon k í v ü l 
zérussal egyenlők. Disz t r ibúc ióknak nevezzük a @-n é r t e lmeze t t fo ly tonos , 
l ineáris funkc ioná loka t [8], ame lyek teré t ® ' - v e l fogjuk je lö lni . 

Lokál isan in tegrá lha tó f ( t ) függvény a 

</, Ф) = <№, Ф(Ф = j 7 ( 0 Ф(') dt, 0(t) <E ® (6) 

konvergens in tegrá l la l @-n az / reguláris d isz t r ibúciót é r te lmezi . (Lokál i san 
in tegrá lha tó f ( t ) , ha minden egyes véges in t e rva l lumon L E B E S G U E sze r in t 
in tegrá lha tó . ) A nem regulár is disztr ibúciót sz ingulár isnak nevezzük. Szingu-
láris disztr ibúció például az ű n . d disztr ibúció, amelynek ér te lmezése: 

< d , Ф ) = Ф ( 0 ) , Ф £ ® Л < 5 £ @ ' . ( 7 ) 

A t o v á b b i a k b a n az f ( t ) je lölést f og juk használni , a k á r reguláris, a k á r 

szinguláris d isz t r ibúció f £ ahol t a tesz t függvények függe t l en v á l t o z ó j á t 
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jelenti . Az f ( t ) jelölés csupán kényelmi okokból vá lasz to t t szimbólum; a szin-
guláris disztr ibúció esetében nem jelent szokásos ér te lemben vet t f üggvény t . 
A ô funkc ioná l esetében pé ldául használni fog juk a ô(t) sz imbólumot . Az ezzel 
a lkoto t t 

J ő(t) 0(t) dt = Ф(0), Ф(06® 

kifejezésnek az értelmét az összefüggés j o b b oldala a d j a . Az irodalom a szin-
guláris disztr ibúciót jelölő f ( t ) sz imbólumot gyakran nevezi szimbolikus 
függvénynek [8]. 

Az / , g £ S)' disztr ibúciók között az egyenlőséget az 

</,Ф> = <£,Ф>, Ф(»)€®. 

az összeadást az 

</+£,Ф> = </,Ф> + <£,Ф>, Ф(»)€® 

összefüggés; az disztr ibúció A valós számmal t ö r t é n ő szorzását a 

<¥,Ф> = </,ЯФ>, Ф(»)€® (8) 

egyenlőség def iniá l ja . 
Az ű n . eltolás műve le té t az 

</(t - г), ф( |)> = </(t) , 0(t + T » , 0(t) <E ® 

összefüggés értelmezi, a h o l / ( t ) az disztr ibúciónak megfelelő szimbolikus 
függvény, г ado t t valós szám. A z / ( t — r ) szimbolikus függvény t maga a defi-
níció értelmezi . 

A ô disztribúció esetében, bevezetve a 

ÔT = <5(t — T) 

jelölést 

< ő r , Ф ) = < « 5 ( t ) , 0(t + r ) > = Ф ( т ) . ( 9 ) 

Legyen ip(t) elegendően sokszor differenciálható függvény , akkor f £ 

esetében 

<у/ ,ф> = < / , у ф > , Ф(ое®. (ío) 

Bizonyí tha tó , hogy a f en t i t u l a jdonságú y(t) és tetszőleges 0(t)Ç_® esetében 
гК»)Ф(0€® [8]. 
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Az / (; d isz t r ibúció d i f ferenciá lásá t az 

< / ' , ф > ^ < / , - ф ' ) , Ф ( о е ® ( i l ) 

szabá l lya l é r te lmezzük , amely regu lá r i s f ese tében a közönséges szorzat diffe-
renciálás i szabályából következik . 

A 
0, ha t < 0 
1, ha t > 0 

h(t) = 

f ü g g v é n n y e l é r te lmezzük a h Heav i s ide d isz t r ibúciót , amellyel a 

hT = h(t — T ) 

jelölés bevezetésével (7), (8) és (10) a l ap j án te tszőleges <2>(t) £ @ ese tében 

<K, Ф} = -<ftT, Ф'} = - f h ( t ) 0 ' ( t + T) dt = 

= - [ V ( t + T) dt = Ф(т) = < Ő R , Ф ) . (12) 
о 

Legyen Ф/t) és y(t) e legendően sokszor d i f ferenciá lha tó függvény . 
Akkor az eddigiek a l a p j á n 

< Á R , у,Ф} = гр(т) Ф ( т ) = У ( Т ) <<5T, Ф > = < Ó R , V ( T ) Ф > , 

azaz a (10)-et is fe lhasználó 

(гр0г,Ф} = (гр(т) 0Г,Ф> 

összefüggés, v a l a m i n t a d i sz t r ibúc iókra v o n a t k o z ó egyenlőség definíciója 
a l a p j á n 

V»(l) ó{t - т) = xp(T) ő(t — r ) . (13) 

Legyen g Ç ado t t d i sz t r ibúc ió és ke res sük a p r imi t ív függvényé t 
(sz imbol ikus é r t e l emben véve). E z megál lapodásszerűen a 

< * ф > = < / \ Ф > , ф ( 0 е ® 

egyenle t megoldásá t je lent i / - r e ; / £ a ke rese t t pr imi t ív f ü g g v é n y . Bizo-

n y í t h a t ó , hogy a p r im i t í v f ü g g v é n y e k csak a d d i t í v k o n s t a n s b a n té rnek el 
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egymás tó l [9]. Beb izony í tha tó az is, hogy te t szőleges 0(t) Ç ® esetében 
fennál ló 

</',ф> = <0„ ф) = (К, Ф) 

összefüggésből ôr p r i m i t í v függvényé re 

f ( t ) = h(t — r ) -(- kons t . (14) 

adódik , hz p r imi t ív f ü g g v é n y é t pedig az 

< / ' , Ф > = <hT, Ф) 

egyenlőségből az 

f ( t ) = (t — r ) h(t — r) + k o n s t . (15) 

fo rmula szo lgá l t a t j a . 
Végezetül m e g e m l í t j ü k a későbbiekben fe lhaszná lás ra kerü lő , s a h(t) 

függvény def in íc iójából közvet lenül b e l á t h a t ó 

x x 
f h(t — r) f ( t ) dt = h(t — t ) J f ( t ) dt (16) 

o" T 

összefüggést , ahol ip(t) tetszőleges fo ly tonos f ü g g v é n y és t, т,х£ [0, 1]. 

4. Inverz operá torok és a d f ü g g v é n y 

Legyen a SC közönséges, l ineáris differenciál operá to r a v(x), x £ [0, 1] 

függvények te rében ér te lmezve . A v(x) f üggvények ЭС-лак megfelelően sokszor 
d i f ferenciá lha tó , v a l a m i l y e n peremfe l té te leke t k ie légí tő f ü g g v é n y e k . S í " 1 

je löl je SC inverzé t oly m ó d o n , hogy SCSC-1 = SC-13C = $ és $v = v [10]. 
Fe l té te lezzük, h o g y SC - 1 in tegrá l operá tor a 

i 
Sí-ív = (' K(x, t) v{t) dt (17) 

ó 

összefüggés szerinti K(x, t) maggal . (17)-ből f o rmá l i s an 

i 
v(x) = j 3ÍK(x, t) v{t) dt, (18) 

o 

mer t SC x v o n a t k o z á s á b a n je lent d i f ferenciá lás t . 
Mivel a v(x) f ü g g v é n y e k te l jes í t ik a teszt f ü g g v é n y e k r e t e t t k ikö téseke t , 

azért (9) és (18) összevetéséből 

3ÍK(x, t) = ô{x - t ) . (19) 
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Végeredményben t e h á t a K(x, t) mag függvény t (19)-bôl h a t á r o z h a t j u k 
meg úgy , h o g y elvégezzük a 

K(x, t) = Sí'1 ö(x - t) (20) 

összefüggésben S í - 1 á l t a l ki jelöl t i n t eg rá l á soka t , szem e lő t t t a r t v a az előző 
p o n t b a n összefogla l taka t . Az in tegrá lások során fe l lépő kons t ansoka t a v(x) 
f ü g g v é n y e k r e kiszabot t pe remfe l té te lek segítségével h a t á r o z h a t j u k m e g . 

Köze lebbrő l v izsgálva ezt a k é r d é s t , t ek in tsük a 

3 í v = f , §v = 0 (21) 

peremér t ék p rob lémát , a h o l / te tszőleges függvénye x £ [0, l ] -nek, § a v — v(x) 

f ü g g v é n y e k r e k i ró t t pe remfe l té te leke t k i je lö lő lineáris ope rá to r . (21)-ből 

Sv = 83i~1f = 0, 
azaz a 

i 
[ ®K(x, t ) f ( t ) dt = 0 

o' 

összefüggésből f(t) tetszőlegessége m i a t t 

§K(x, t) = 0 (22) 

köve tkez ik . T e h á t a K(x, t) mag, m i n t x függvénye, k i kell, hogy elégítse 
a i>(x)-ekre t e t t megkötéseke t . 

5. A dinamikai p rob l éma megoldása 

A bevezetésben e m l í t e t t p rob l éma mozgásegyenletének, a b e n n e sze-
replő f i z ika i mennyiségek je lentésének részletes i smer te tése helyett (ezek meg-
t a l á lh a tók [4] 37 — 38. o ldala in) k i indu lásu l vá lasz t juk a fe ladat 

(«Л - осЩ v = 0 (23) 
operá toros egyenle té t , aho l 

<Av = —— [p 
dx2 1 

d2 l (Pv 
dx2 

(24) 

Siv = qv . (25) 

A (23) —(25)-ben alkalmazott jelölések: 

а а sajátkörfrekvencia, 
V = v(x) az amplitúdó eloszlás függvény, 
p = p(x), q = q(x) a rúd geometriai és anyagi jellemzőit magukban foglaló, pozitív, 

elegendően sokszor differenciálható függvények, a [0, 1] intervallumon belül 
sehol sem egyenlők nullával, 

x a független vál tozó a rúd tengelye mentén. 
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Figyelembe v é v e , hogy [0, 1], a (23) egyenle thez t a r t o z ó peremfel té te l -
r endsze r : 

v(0) = 0, t / ( 0 ) = 0, (26) 

v'{l) = 0, г '"(1) = 0 . 

(Vesszővel i t t és a későbbiekben «-szerinti d i f ferenciá lás t j e lö lünk . ) 
A (24), (25)-ben def iniá l t сЯ és áB o p e r á t o r o k l ineárisak, pozi t ívak, sz im-

met r ikusak , s аЯ egyben ö n a d j u n g á l t d i f fe renc iá loperá tor is . Következés-
k é p p e n a (23) és (26) egyenle tekke l m e g h a t á r o z o t t s a j á t é r t é k f e l a d a t n a k meg-
számlá lha tóan vég te len sok i zo lá l t pozitív s a j á t é r t é k e van , és ezek a végesben 
n e m t o r l ó d h a t n a k [5]. A s a j á t é r t é k e k e t n a g y s á g u k szer in t r endezhe t jük , 
a többszöröseket megfelelő sokszo r véve: 

«1 fÇ <4 < • • • < a,2 ^ - - - - (27) 

Bevezetve ezek u tán a 

S f - 1 ^ с Я - 1 ^ , (28) 
oc2 

jelöléseket , a (23)-as egyenlet a 

SC - 1 (29) 

a l a k o t veszi fe l , ahol SC -1 egy K(x, t) maggal (1) szerint é r t e lmeze t t in t eg rá l 
ope rá to r . (27)-ből a (28) helyet tes í téssel élve 

Ml > • • • /"<• • • • • ( 3 0 ) 

F e l a d a t u n k a (30) s a j á t é r t ékso roza t s zámára felső k o r l á t o k a t számítani a 
T r e f f t z —Fichera módszer segí tségével , ha fe l té te lezzük, h o g y rendelkezünk 
к d a r a b 

Mi /4 > • • • f*íc 

[4]-ben i s m e r t e t e t t módon m e g h a t á r o z o t t alsó kor lá t ta l . 
Először (19) a lap ján e lőá l l í t j uk a K(x, t) m a g o t . Az o p e r á t o r o k ér te lme-

zésé t , va lamin t (13)-at f i gye l embe véve a 

U ) d 2 K ^ 
Л2 =q(t)ô(x-t) 

axL 1 axí 

egyenlethez j u t u n k . A (14) összefüggés t ek in te tbevé te léve l 

~ \p(*) d2K{x;t] I = q(t) h(x - t) + ßßt) , (31) dx | dx2 
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m a j d ú j a b b in tegrá lás t végezve (15) a lka lmazásáva l 

d i K } x : l ) = q(t)h(x ß1(t)-f- + ß M - L . (32) 
dx2 p(x) p(x) p(x) 

A (16) összefüggés fe lhaszná lásáva l (32)-t m é g kétszer i n t e g r á l v a 

K(x, t) = q(t) h(x — t) j J S f ds du 

t t 

X И XU 

+ ~ ßi(t) Г Г - f - d s d u + ß2(t) ( T — ^ - d s d u F ß3(t)x + /S4(t), (33) 
JJ P(«) JJ p(s) 
о 0 

aho i ß f t ) , ßi(t) te tszőleges függvények , amelyeket (21), (22)-nek m e g -
felelően (26) segítségével h a t á r o z h a t j u k meg. í g y K ' " ( l , t) = K"(l, t) = 0 -bó l 
(31) és (32) a l a p j á n , mivel h ( l — t) = 1 

ßi («)=-«(*). ß2(t) = tq(t). (34) 

K'(0, t) = К(0, t) = 0-ból (33)-a t , (34)-et és h(-t) = 0-t a l a p u l véve 

ß*(t) = Ä W = 0 (35) 

köve tkez ik . (34)-et és (35)-öt (33)-ba he lye t t e s í tve 

K(x, t) = q(t) h(x — t) ( f - -dsdu + q(t) I í -dsdu 
J J p(s) J J pis) 

(36) 

t t 

0 
X 

p(») J p{») 0 
X 

v( x) = f * ( s ) ds, Цх) = f f(s) ds 
о 0 

függvények bevezetésével (36) a 

^ ^ J i í O N * ) - « « ) ] . * < < ( 3 7 ) 

W ) [*»z(0 - X f ( t ) + t f ( t ) - t 2 x ( t ) + trj(t) — |(t)], X>t 

a l a k b a í rha tó . Az x t e se te t t o v á b b v izsgá lva , a szögletes zárójelben l e v ő 
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kifejezést x r/(t) — £(t) e g y i d e j ű hozzáadásáva l és l e v o n á s á v a l az 

xr,{t)-:(t) + ( x - t ) i («) 

f o r m á b a í r h a t j u k , ahol 

I ( t ) = t X ( t ) - V ( t ) - r , ( t ) . (38) 

A (38) egyen le t e t t szerint d i f ferenciá lva 

dè , . t t . , 
"Г = X(t) H—— —— — X{*) = 0 ' 
dt p(t) p(t) 

amiből I(t) = konst . k ö v e t k e z i k te tszőleges t£ [0, l ] - r e . A konstans é r t é k e 

1(0) = 0 m i a t t zérussal egyen lő , és így (37) a 

G(x, t) = t Ф) — £(*) 7 X < * 

XT](t) — C(t), X>t 

sz immet r ikus függvény bevezetésével a 

K(x, t) = q(t) G{x, t) (40) 

egyszerű k i fe jezés t n y e r j ü k . (Megjegyezzük, hogy G(x, t) a (26) peremfel té te lek 
mel le t t az o% operátorhoz t a r t o z ó Green- függvény [11], [12], [15].) 

(29)-ből (40) segí tségével 

i 
q(t) G(x, t) v(t) dt — pv(x). 

Az egyenle te t beszorozva ]/g(a;)-el és a w(x) = ][q(x) v(x) he lyet tes í tés t a lka l -
mazva [13], [14], az 

I" V q(x) q(t) G(x, t) w(t) dt = pw(x) (41) 
о 

egyenletet k a p j u k . Az így végze t t t r ansz fo rmác ió során a p s a j á t é r t ékek n e m 
vá l toznak , v iszont az ríj 

K*(x, t) = Yq(x) q(t) G(x, t) 

m a g sz immet r ikus és így a lka lmazha tó a Treff tz — Fichera-módszer , azaz a 

K*(x, x) = K(x, x) 

egyenlőség m i a t t (5) közve t l enü l f e lhaszná lha tó . 

Műszaki Tudomány 56, 1978 



A TREFFTZ—FICHERA-MÓDSZER 141 

6. Számpélda 

A b e m u t a t o t t e l j á rás gyakor la t i haszná lha tóságá t i l lusz t rá landó, legyen 
egy körkeresz tmetsze tű , 1 m hosszú r ú d á tmérő je 

d(x) = ax + b, 

ahol a = —1(T 2 , 6 = 4 - l O " 2 m. E k k o r 

лЕ(ах + 6)4 

p(x) = 

q(x) = 

64 

лд(ах + 6)2 

I t t E = kons t . a ruga lmasság i modulus és q = konst . a sű rűség . Ezeke t p a r a -
m é t e r n e k hagyva , az 1. t á b l á z a t m u t a t j a a számítások e redményei t az első 
öt s a j á tkö r f r ekvenc i á r a v o n a t k o z ó a n . 

1. táblázat 

» = 1 i = 2 i — 3 i = 4 i = 5 

ci- Q 1,0284 • Ю - 3 4,327 • 1 0 - 2 3,062 • 10 - 1 1,143 3,217 

„ 2 , e «ш
 £ 1,0283 • 1 0 - 3 4,311 • Ю - 2 2,986 • 10- ' 1,045 2,545 

A t á b l á z a t első s o r á b a n a Po inca ré — R a y l e i g h — R i t z módszerrel szá-
mol t felső ko r l á toka t , m á s o d i k sorában a Tre f f t z—Fichera -módsze r re l meg-
h a t á r o z o t t alsó ko r l á toka t t a l á l j u k . A felső korlátok számí tá sához szükséges 
n u m e r i k u s m u n k á t az MTA SZTAKJ С D С 3300 t í p u s ú számí tógépen 
végez tük . Alsó kor lá tok számí tásához kézi ka lku lá tor h a s z n á l a t a is elégséges-
nek b izonyu l t . 
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Application of Trefftz—Fichera's Method for the Corrective Delimitation of the Natural 
Angular Frequency of a Beam Subject to Flexural Oscillation. The numerical experiments sug-
gest that in case of beams subject t o some kind of oscillation it is not necessarily reasonable 
to apply to corrigible delimitation of the angular eigenfrequency the method in general use 
for the functional analysis due to the laboursome numerical calculation work. The purpose 
of the paper is to justify the ef f ic iency of the Trefftz — Fichera's method in connection with 
the calculation of the corrigible lower limits of the angular eigenfrequencies associated with 
flexural oscillation. The upper l imits needed for the delimitation might be determined by the 
Poincaré —Rayleigh —Ritz's method. To the application of the Trefftz — Fichera's method the 
invertation of the differencial operator of variable coefficient, originally entering in the calcu-
lations, is needed. The paper carries out the invertation by making use of the theory of distri-
bution and, at the same time, summarizes the respective elements of the general theory. 

Anwendung der Trefftz—Ficheraschen Methode zur korrigierbaren Eingrenzung der 
Eigenkreisfrequenzen des Biegeschwingungen durchführenden Stabes. Die numerischen Ver-
suche zeigen, daß im Fall der einerlei Schwingung durchführenden Stäbe zur korrigierbaren 
Eingrenzung der Eigenkreisfrequenzea die Anwendung der allgemein geltenden Methoden 
der Funktionalanalysis nicht unbedingt zweckmäßig ist. Das Ziel der Abhandlung ist die 
Wirksamkeit des Trefftz —Ficheraschen Verfahrens im Zusammenhang mit der Berechnung 
der korrigierbaren unteren Grenzen der zur Biegeschwingungen gehörigen Eigenkreisfrequen-
zen zu beweisen. Die zur Eingrenzung benötigten oberen Grenzen können mit Hilfe der 
Poincaré — Rayleigh — Ritzschen Methode ermittelt werden. Zur Anwendung der Trefftz — 
Ficheraschen Methode ist die Invertierung des ursprünglich vorgekommenen Differential-
operators von veränderlichem Koeff iz ient nötig. Die Invertierung wird mit Hilfe der Distri-
butionstheorie durchgeführt und die betraffenden Elemente der allgemeinen Theorie werden 
zusammengefaßt. 
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