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A numerikus kisérletek azt mutatjdk, hogy az egyfajta lengést végzd rudak
esetében a sajatfrekvencidk javithaté kozrefogasahoz nem feltétleniil célszeri a funk-
cionalanalizis éltaldnos érvényli médszereinek alkalmazdsa a nagy numerikus munka-
igény méatt. A tanulmany célja, hogy a hajlité lengéshez tartozé sajatkérfrekvenciak
javithaté alsé korldtainak szdmitasa kapcsdn igazolja a Trefftz—Fichera-eljaras
hatékonysagat. A kozrefogashoz sziikséges felsd korlatok a Poincaré —Rayleigh— Ritz
moédszer segitségével hatarozhaték meg. A Trefftz—Fichera médszer alkalmazasahoz
az eredetileg szerepl6 valtozé egyiitthatds differencidl operdtor invertdlasa sziikséges.
Az invertildst a dolgozat a disztribicié elmélet felhasznélasival hajtja végre, s egyben
osszefoglalja az altaldnos elmélet vonatkozé elemeit.

1. Bevezetés

Rugalmas, kontinuus szerkezetek rezgési sajatfrekvenciainak javithaté
kbzrefogisa tobbféle médon lehetséges. Sok eljaras kozos jellemzdje, hogy
a Poincaré—Rayleigh— Ritz médszerrel sajatfrekvencia felsd korlatokat sza-
mitanak, majd ezek ismeretében a funkcionalanalizis kiillonbozé mddszerei
alkalmazasaval hatdroznak meg alsé korlatokat. Nevezetesen WEINSTEIN, ill.
BazLEy és Fox az tn. kozbensS operatorok segitségével [1], [2], Bosznay
a Fichera-féle ortogoralis invariansok médszerével ad alsé korlatok meghata-
rozésara eljarast [3], [4]. A kozbenss operatorok médszerének Bosznay altal
tortént toviabbfejlesztése lehetdséget ad valtozé jellemz8kkel biré rudakbél
folépitett szerkezet sajatkorfrekvenciadinak javithaté behatarolasira [5]. (Ez
utébbi médszer nem hasznalja a Poincaré— Rayleigh— Ritz-féle eljarast.).

Szerz6k numerikus kisérleteik alapjan azt talaltdk, hogy ezeknek az
iltalinos médszereknek egyetlen, hajlité lengést végzé rdd esetére torténd
kozvetlen alkalmazisa nem célszer, mert mind az als6, mind a felsS korlatok
meghatarozasa viszonylag sok numerikus munkat igényel.

SzerzGk ezért azt a célt tiizték ki, hogy megvizsgaljak az ugyanezzel
a feladattal kapesolatos alsé korlatok szdmitasara a Trefftz— Fichera eljaras
numerikus hatékonysagat. Feltételezik, hogy — példaul a Poincaré— Ray-
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132 RICHLIK GYORGY—TOTH GYORGY

leigh—Ritz médszerrel nyert — elegendS szami és pontossagi felsé korlat
mar rendelkezésre all.

A feladat megolddsa differencidloperator invertalasat igényli, ennek
médszeres végrehajtasdra szerz6k a disztribucidelméletet alkalmazzak. A
kovetett eljaras kdzvetleniil az dn. magfiiggvényt éllitja elS, s nem feltételezi
a Green-fiiggvény (és tulajdonsagainak) ismeretét. ElSkészitésképpen ezért
szerzik beiktattak a disztribicidelmélet idevagd elemeit. A targyalasméd
a [0, 1] intervallumra korlatozédik, ami azonban az

x=a-+ (b —a), x€[a,b] A E€[0,1]

transzformacidéval tetszdleges, véges [a, b] intervallumra kiterjeszthetd.

2. A Trefftz—Fichera-moédszer

Legyen a H~! valds, szimmetrikus, pozitiv szemidefinit, teljesen foly-
tonos integral operator a [0, 1] intervallumon értelmezve a

K-ty = fK(x, t) v(t) de (1)

Osszefuggés szerint a K(x,t) = K(t, x) maggal. Ha &~ sajatértékeit (melyek
negativok nem lehetnek) p;-vel és a megfelels sajatfiiggvényeit v,-vel jeloljiik,
akkor [6] alapjan

K(x 1) = 3 pevil) o). (2)

(E p; sajatértékek lengéstani értelmezhetdség esetén (28)-nak megfelelGen
a sajatkorfrekvencia négyzetek reciprokai.)

Tegyik fel, hogy a sajatfiggvények ortonormalt rendszert alkotnak,
azaz

s vi(x) vj(x) dx =

0

! {O,ha i j
(3)

1, hai=j’
valamint tételezziik fel, a u;, yy, . .., ui elsé k darab sajatértékhez rendelt
L39S J0A (4)

alsé korlatok ismeretét. Ha most n < k, akkor (2) és (3) alkalmazasaval

1

o0 n—1 oo n—1 k
fK(x,x)dx=§Mi=gui+un+_2uf2%’m+un+2m-

0 i i=n+1 i i=n+1
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A TREFFTZFICHERA-MODSZER 133

Felhasznalva (4)-et
1 K

\ K(x, x) dx > 2!": + tn — .“I,H
0

i=1

aAzZazZ

1 k
pn < M;x +os K(x, x) dx — ‘;1 M;' (5)

(Erdemes megjegyezni, hogy (5) specialis esete az iin. Fichera-formulanak [3].)

Tehat a (4) als6 korlatok és a K(x, t) mag ismeretében az (5) egyenlGtlen-
ség segitségével fels§ korldtokat adhatunk a H~' integral operator elsd k
darab u; sajatértéke szamara. (Az egyenlGtlenséget sajatkorfrekvencia négy-
zetekre megfogalmazva az alsé és felsd jelz6k szerepet cserélnek.)

Az ismertetett eljaras feltételezi, hogy a K(x, t) magot explicite ismerjiik.
(Megjegyezziik, hogy olyan esetekben, amelyekben a magfiiggvény nem allit-
haté el§ explicit alakban, az in. kézbensé Green-fiiggvények médszere alkal-
mazhaté [6], [7].) A kovetkezSkben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy
miként lehet kozonséges, linearis differencial-operator inverzének magfugg-
vényét eldillitani. Ehhez eléljar6ban megemlitiink néhany, a tovidbbiakban
felhasznalasra keriild fogalmat a disztribticiék targykorébdl.

3. Disztribaciéelméleti alapfogalmak

Jelolje @ az tin. teszt fiiggvények terét, legyen ¢ fiiggetlen valés valtozé.
Teszt fiiggvényeknek nevezziikk az olyan valés értékid, megfelels sokszor
differencidlhaté @ € D fiiggvényeket, amelyek a [0, 1] intervallumon kiviil
zérussal egyenl8k. Disztribiiciéknak nevezzilk a @-n értelmezett folytonos,
linearis funkcionalokat [8], amelyek terét @’-vel fogjuk jelolni.

Lokalisan integrathaté f(t) fiiggvény a

S0 = f ) = [fO OO d. D) €D ©)

konvergens integrallal @-n az f regularis disztribiciét értelmezi. (Lokalisan
integralhaté f(t), ha minden egyes véges intervallumon LEBESGUE szerint
integralhaté.) A nem regularis disztribiciét szinguldrisnak nevezziik. Szingu-
laris disztribicié példaul az tn. & disztribicid, amelynek értelmezése:

0, D) =D(0), DPeDNAED. (7)

A tovibbiakban az f(t) jelolést fogjuk hasznilni, akar regularis, akar
szingularis disztribicié f € €, ahol ¢ a teszt fiiggvények fiiggetlen valtozéjat
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134 RICHLIK GYORGY—TOTH GYORGY

jelenti. Az f(t) jelolés csupan kényelmi okokbél valasztott szimbélum; a szin-
gularis disztribicié esetében nem jelent szokasos értelemben vett fiiggvényt.
A 6 funkcional esetében példéaul hasznélni fogjuk a é(t) szimbélumot. Az ezzel
alkotott

_\ré(t) O(t) dt = P0), DD

R

kifejezésnek az értelmét az bsszefiiggés jobb oldala adja. Az irodalom a szin-
gulédris disztribiciét jelold f(z) szimbélumot gyakran mnevezi szimbolikus
fiiggvénynek [8].

Az f, g€ D’ disztribuicidk kozott az egyenldséget az

@) =8P, PMHED,

az osszeadast az
S+ 80 =i + (& D), P1ED

osszefiiggés; az f € D' disztribicié A valés szammal térténd szorzasat a

Gf, @y =(f, 205>, D(1)eD (8)

egyenl6ség definialja.
Az 1in. eltolas miiveletét az

fle — ), @) = {f(1), D(t + 7)), D()ED

osszefiiggés értelmezi, ahol f(t) az f € D’ disztribdcionak megfelel§ szimbolikus
figgvény, v adott valds szam. Az f(t — 7) szimbolikus fiiggvényt maga a defi-
nicié értelmezi.

A § disztribicié esetében, bevezetve a

8, = 6(t — 1)
jelolést
(8 @) = <6(1), D(t + 7)) = D().- 9)

Legyen v(t) elegendSen sokszor differencialhaté fiiggvény, akkor f¢€ @’
esetében

fs @) = fr9®), P1)ED. (10)

Bizonyithaté, hogy a fenti tulajdonsagi y(t) és tetszbleges D(t) € D esetében
v(1) P(1) €D [8].
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A TREFFTZ—FICHERA-MODSZER 135
Az f €D disztribicié differencialasat az
Sy =Lf, =D, D()eD (11)

szaballyal értelmezziik, amely regularis f esetében a kozonséges szorzat diffe-
rencialasi szabalyabdl kovetkezik.

A
0, ha t<C 0

h(t)ztl, ha t> 0

fuggvénuyel értelmezziik a h Heaviside disztribiiciét, amellyel a
h, = h(t — 1)

jelolés bevezetésével (7), (8) és (10) alapjan tetszGleges @(t) € D esetében
Chyy @) = —Chy @'y = — [ h() D'(t + 7) dt =
= — [@'(t + 1) dt = D(7) = (b, D). (12)
0

Legyen &(t) €D és y(t) elegendfen sokszor differencialhats fiiggvény.
Akkor az eddigiek alapjan

(8r, p@) = () B(7) = y(7) (0, P> = (s p(7) D)
azaz a (10)-et is felhasznalé
(yé,, D) = <W(T) 0., D>

osszefiiggés, valamint a disztribiciékra vonatkozé egyenlSség definicidja
alapjan

(1) 6(t — 7) = y(7) 8(t — 7). (13)

Legyen g€ @’ adott disztribyicié és keressitk a primitiv fiiggvényét
(szimbolikus értelemben véve). Ez megéllapodasszeriien a

(&P =<f,D), DP)ED

egyenlet megoldasat jelenti f-re; f€ @D’ a keresett primitiv fiiggvény. Bizo-
nyithaté, hogy a primitiv fiiggvények csak additiv konstansban térnek el
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136 RICHLIK GYORGY—-TOTH GYORGY

egymist6l [9]. Bebizonyithaté az is, hogy tetszleges ®(t)€®D esetében
fennallé

P = (6, P> = (hy, D)
osszefiiggésbdl 8, primitiv fiiggvényére
f(t) = h(t — 7) + konst. (14)
adédik, h, primitiv fiiggvényét pedig az

> @) = (he, @)
egyenléséghdl az
f(t) = (t — 1) h(t — 7) + konst. (15)
formula szolgaltatja.

Végezetill megemlitjiik a késGbbiekben felhasznaldsra keriil§, s a h(t)
figgvény definiciéjabél kozvetleniil belathaté

X

{ h(t — 7)p(t) dt = h(t — 7) ﬁp(z) dt (16)

0

osszefiiggést, ahol y(t) tetszgleges folytonos fiiggvény és t, 7, x€ [0, 1].

4. Inverz operatorok és a J fiiggvény

Legyen a H kozonséges, linearis differencial operator a v(x), x € [0, 1]
fiiggvények terében értelmezve. A v(x) fiiggvények H-nak megfelelden sokszor
differencialhaté, valamilyen peremfeltételeket kielégité fiiggvények. H 1
jelolje & inverzét oly médon, hogy HH 1 = H~1H = 8 és &v = v [10].

Feltételezziik, hogy 1 integral operator a

K-1v :ds'lK(x, t) v(t) dt 17
osszefiiggés szerinti K(x, t) maggal. (17)-bél formalisan

v(x) :ds‘lgCK(x, t) v(t) dt, (18)
mert K x vonatkozisiban jelent differencialést.

Mivel a v(x) fiiggvények teljesitik a teszt fiiggvényekre tett kikotéseket,
azért (9) és (18) osszevetésébdl

HK(x,t) = o(x — 1). (19)
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A TREFFTZ—FICHERA-MODSZER 137

Végeredményben tehat a K(x, t) magfiiggvényt (19)-bél hatarozhatjuk

meg Ggy, hogy elvégezziik a
K(x,t) =H 1 6(x — 1) (20)
osszefiiggésben JH 1 altal kijelolt integralasokat, szem elStt tartva az el6z6
pontban osszefoglaltakat. Az integralasok soran fellépd konstansokat a v(x)

fuggvényekre kiszabott peremfeltételek segitségével hatarozhatjuk meg.
Kbzelebbrdl vizsgalva ezt a kérdést, tekintsiik a

Hv=f, Fv=0 21)

peremérték problémat, ahol f tetszéleges fiiggvénye x € [0, 1]-nek, § a v = v(x)
fiiggvényekre kirétt peremfeltételeket kijelsls linearis operator. (21)-bél

§v =8I f = 0,

azaz a
1
| 8K(x, t) f(z) dt = 0
0
osszefuggéshbl f(t) tetszdlegessége miatt
FK(x,t) = 0 (22)

kovetkezik. Tehat a K(x,t) mag, mint x figgvénye, ki kell, hogy elégitse
a v(x)-ekre tett megkétéseket.

5. A dinamikai probléma megoldasa
A bevezetésben emlitett probléma mozgasegyenletének, a benne sze-

repld fizikai mennyiségek jelentésének részletes ismertetése helyett (ezek meg-
talalhaték [4] 37—38. oldalain) kiindulasul valasztjuk a feladat

(A —a2B)v =0 (23)
operatoros egyenletét, ahol
d? d*
Av = —, 24
dx? (P dx?) (24)
By =qv. (25)

A (23)—(25)-ben alkalmazott jelolések:

o a sajatkorfrekvencia,

v = v(x) az amplitidé eloszlas fiiggvény,

p = p(x),q = g(x) a rdd geometriai és anyagi jellemzdit magukban foglald, pozitiv,
elegendBen sokszor differencidlhaté fiiggvények, a [0, 1] intervallumon beliil
sehol sem egyenlék nullaval,

x a fiiggetlen valtoz a rid tengelye mentén.
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138 RICHLIK GYORGY—TOTH GYORGY

Figyelembe véve, hogy x¢ [0, 1], a (23) egyenlethez tartozd peremfeltétel-
rendszer:

v(0) =0,  v'(0) =0, (26)
(1) =0, v”(1) = 0.

(Vesszvel itt és a késGbbiekben x-szerinti differencialast jelolink.)

A (24), (25)-ben definialt o és & operatorok linearisak, pozitivak, szim-
metrikusak, s o egyben onadjungilt differencialoperator is. Kovetkezés-
képpen a (23) és (26) egyenletekkel meghatarozott sajatértékfeladatnak meg-
szamlalhatéan végtelen sok izolalt pozitiv sajatértéke van, és ezek a végesben
nem torlédhatnak [5]. A sajatértékeket nagysiguk szerint rendezhetjiik,
a tobbszoroseket megfelels sokszor véve:

B<a < Ll <. (27)
Bevezetve ezek utan a

% (28)

HLT=A1H, p=
«

jeloléseket, a (23)-as egyenlet a
Hlv=pv (29)

alakot veszi fel, ahol H~! egy K(x,t) maggal (1) szerint értelmezett integral
operator. (27)-b6l a (28) helyettesitéssel élve

Py 2> g 2> oo 2y 22 e e (30)

Feladatunk a (30) sajatértéksorozat szamara felsé korlatokat szimitani a
Trefftz—Fichera médszer segitségével, ha feltételezzilkk, hogy rendelkeziink
k darab

B> ps > >k

[4]-ben ismertetett mddon meghatarozott alsé korlattal.
Elgszor (19) alapjan elgallitjuk a K(x, t) magot. Az operatorok értelme-
zését, valamint (13)-at figyelembe véve a

d2
dx?

d2K(x,1)

e ETOLCEY

&@

egyenlethez jutunk. A (14) 6sszefiiggés tekintetbevételével

" [p(x> d—%"—t’j — gty h(x — 1) + Bufd) (31)
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A TREFFTZ—FICHERA-MODSZER 139

majd tjabb integréalast végezve (15) alkalmazasaval

PK(x,1) _ h(x r-t + . 39
Tn? q(t) h(x — 1) o) ﬂl()p( ) Ba(t) ( - (32)

A (16) 6sszefiiggés felhasznalasaval (32)-t még kétszer integralva

K(x,1) = g(t) h(x — 1) ”

dsdu + Boft) J f gy Sl B0 B0, (33)

dsdu +

+ Bult) j f

ahol B,(t), ..., By(t) tetszdleges fiiggvények, amelyeket (21), (22)-nek meg-
felelgen (26) segitségével hatarozhatjuk meg. Igy K'''(1,1) = K'’(1,t) = 0-bél
(31) és (32) alapjan, mivel (1 — 1) =1
Bi(t) = —q(1), By(t) = 1q(t). (34)
K'(0,t) = K(0, t) = 0-bél (33)-at, (34)-et és h(—t) = 0-t alapul véve
Ba(t) = By(t) = 0 (35)

kovetkezik. (34)-et és (35)-6t (33)-ba helyettesitve

K(x,t) = g(t) h(x — = dsdu * dsdu. 6
(%, 1) = g(t) b( ‘)ﬂp +q<t>” (36)
A
S ds 3 sds
x( )—Of o) p(x) —OJ PR
= 0-S'x%(s) ds, {(x)= o_fcy)(s) ds
_ fiiggvények bevezetésével (36) a
K(x, t) — {q(t) [t ﬁ(x) - C('”)]? x <t (37)
q(e) [xex(t) — xp(e) + tp(t) — 2 x(2) + tn(t) — L(®)], = >¢

alakba frhaté. Az x >>1 esetet tovabb vizsgalva, a szogletes zargjelben levd
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140 RICHLIK GYORGY—TOTH GYORGY

kifejezést x n(t) — (1) egyidejii hozzadadasaval és levonasaval az

xn(t) — L) + (2 — 1) (1)

forméba irhatjuk, ahol
E(t) = tx(1) — (&) — n(t). (38)
A (38) egyenletet t szerint differencidlva

dé _ L R
@ e T e T

amibdl &(t) = konst. kovetkezik tetszéleges t€ [0, 1]-re. A konstans értéke
£(0) = 0 miatt zérussal egyenld, és igy (37) a

ey [0 @, a <
R WY )

szimmetrikus fliggvény bevezetésével a
K(x,t) — (t) G(x, 1) (40)
egyszeru kifejezést nyerjiik. (Megjegyezziik, hogy G(x, t) a (26) peremfeltételek

mellett az ol operatorhoz tartozé Green-fiiggvény [11], [12], [15].)
(29)-b31 (40) segitségével

1

{a(0) Gl 1) o(0) dt = p(e).

Az egyenletet beszorozva Vq(—x)-el és a w(x) = |g(x) v(x) helyettesitést alkal-
mazva [13], [14], az

O.Y Va(x) q(t) G(, t) w(t) dt = pw(x) (41)

egyenletet kapjuk. Az igy végzett transzformacié soran a y sajatértékek nem
valtoznak, viszont az Wj

K*(x,1) = Vq(x) (1) G(x, 1)
mag szimmetrikus és igy alkalmazhaté a Trefftz— Fichera-médszer, azaz a
K*(x, x) = K(x, x)

egyenléség miatt (5) kozvetleniil felhasznalhaté.
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A TREFFTZ—FICHERA-MODSZER 141
6. Szampélda

A bemutatott eljaras gyakorlati hasznalhatésagat illusztralandé, legyen
egy korkeresztmetszeti, 1 m hosszi rid atmérdje

d(x) =ax + b,
ahol a = —1072, b = 4 . 1072 m. Ekkor

nE(ax + b)*
64 ’

ng(ax + b)?

.

p(x) =
q(x) =
Itt E = konst. a rugalmassagi modulus és ¢ = konst. a siirtiség. Ezeket para-

méternek hagyva, az 1. tablazat mutatja a szamitdsok eredményeit az elsd
ot sajatkorfrekvenciara vonatkozéan.

1. tablazat

i=1 i=2 i=3 I =4 ‘ i=5

- I i .
a"i—% 1,0284 - 10-3 4,327 - 102 3,062 - 10—t | 1,143 3,217
oG Eg_ 1,0283 - 10-3 4,311 - 10~ 2,986 - 10—t 1,045 ‘ 2,545

A tablazat els§ soraban a Poincaré—Rayleigh—Ritz médszerrel sza-
molt felsé korlatokat, masodik soraban a Trefftz—Fichera-médszerrel meg-
hatarozott alsé korlatekat talaljuk. A felsd korlatok szamitdsahoz sziikséges
numerikus munkdt az MTA SZTAKI C D C 3300 tipusi szamitégépen
végeztiik. Alsé korldtok szamitasahoz kézi kalkulator hasznalata is elégséges-
nek bizonyult.
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Application of Treffiz—Fichera’s Method for the Corrective Delimitation of the Natural
Angular Frequency of a Beam Subject to Flexural Oscillation. The numerical experiments sug-
gest that in case of beams subject to some kind of oscillation it is not necessarily reasonable
to apply to corrigible delimitation of the angular eigenfrequency the method in general use
for the functional analysis due to the laboursome numerical calculation work. The purpose
of the paper is to justify the efficiency of the Trefftz —Fichera’s method in connection with
the calculation of the corrigible lower limits of the angular eigenfrequencies associated with
flexural oscillation. The upper limits needed for the delimitation might be determined by the
Poincaré — Rayleigh — Ritz’s method. To the application of the Trefftz—Fichera’s method the
invertation of the differencial operator of variable coefficient, originally entering in the calcu-
lations, is needed. The paper carries out the invertation by making use of the theory of distri-
bution and, at the same time, summarizes the respective elements of the general theory.

Anwendung der Trefftz— Ficheraschen Methode zur korrigierbaren Eingrenzung der
Eigenkreisfrequenzen des Biegeschwingungen durchfiibrenden Stabes. Die numerischen Ver-
suche zeigen, dafl im Fall der einerlei Schwingung durchfithrenden Stébe zur korrigierbaren
Eingrenzung der Eigenkreisfrequenzen die Anwendung der allgemein geltenden Methoden
der Funktionalanalysis nicht unbedingt zweckmiflig ist. Das Ziel der Abhandlung ist die
Wirksamkeit des Trefftz— Ficheraschen Verfahrens im Zusammenhang mit der Berechnung
der korrigierbaren unteren Grenzen der zur Biegeschwingungen gehorigen Eigenkreisfrequen-
zen zu beweisen. Die zur Eingrenzung benétigten oberen Grenzen kénnen mit Hilfe der
Poincaré—Rayleigh —Ritzschen Methode ermittelt werden. Zur Anwendung der Trefftz—
Ficheraschen Methode ist die Invertierung des urspriinglich vorgekommenen Differential-
operators von veriinderlichem Koeffizient nétig. Die Invertierung wird mit Hilfe der Distri-
butionstheerie durchgefiihrt und die betraffenden Elemente der allgemeinen Theorie werden
zusammengefafit.
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