EGY EGYENLOTLENSEGI RELACIO
AZ ALAKVALTOZASI ENERGIAVAL KAPCSOLATBAN

ECSEDI ISTVAN*

[Beérkezett 1978. mdjus 18-dn)

E tanulminy a homogén, izotrop, linedrisan rugalmas anyagi: test alakvaltozdsi
energidjdval kapesolatban egy egyenldtlenségi reldciét ismertet. A bizonyitott egyen-
I6tlenségi reldcié alkalmazdsdt példa szemlélteti.

Fontosabb jelélések

X, ¥ % derékszogii koordinatdk,

ey, e, 6  egységvektorok,

r =xex + ye, -+ ze, helyvektor,

u = u(r) = u(r) ex + v(r) e, + w(r) e; elmozduldsvektor,
€ = g(r) alakvaltozdsi tenzor,

T = T[r] fesziiltségi genzor,

V térbeli tartomdny, -
A a V tartoméany hatdrolé felilete,
0 0 [7]
=—ce ——e -~—e, Hamilton-féle differencidloperdtor
V=T 9T e perator,
. skaldris szorzds jele,
0 kétszeres skaldris szorzds jele;

P = p(r) = pye, + pye, + p,e, felilleti terhelés,

g =q(r) térfogati terhelés,

@ = a(r) adott elmozduldsvektor;

(uv),(Vu) az u és v vektorok diadikus szorzatai,
csusztaté rugalmassdgi modulus,

Poisson-féle szam,

il
2

negyedrendil szimmetrikus pozitiv definit tenzor,

madsodrendii egységtenzor,

komplementer feliiletszakaszok (4, + 4, = 4),

fesziiltségi tenzor els§ skaldrinvaridnsa,

az alakvaltozdsi tenzor elsé skaldrinvaridnsa,

alakvaltozdsi energia,

12 Uzps Wi, W,y energia, illetve munka jellegi mennyiségek,
feliileti normadlis egységvektor.

Egyéb mennyiségeket, viltozdkat a sziveg értelmez.
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2. Bevezetés, rugalmassagtani alapok, egyenl6tlenségi relacié

E tanulmany targya az 1. abrdn vazolt homogén, izotrop, linearisan
rugalmas anyagi kontinuum elasztosztatikai peremérték feladatiara vonatkozik.
Az adott test kijelolt elasztosztatikai peremértékfeladatianak megoldasihoz
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194 ECSEDI ISTVAN

rendelt alakvaltozéasi energiaval kapcsolatban egy egyenlStlenségi relaciét
bizonyit a dolgozat.

A tanulmény az elasztosztatika szokasos feltevéseit hasznilja (az alak-
valtozasok és az elmozdulasok kicsik, érvényes a Hooke-torvény, a szuper-
pozicié elv, a héhatasok elhanyagolhaték, stb.).

€y

ex

1. égbra. Rugalmas anyagi test

Jelélje a vizsgalt kontinuum ¢, = q,(r) térfogati terheléshez, p, = p,(r)
feliileti terheiéshez és @; — #@,(r) kinematikai el6irdshoz tartozé elasztoszta-
tikai peremértékfeladatdnak megoldasit az u, = u,(r) elmozdulasmezs,
&, = ¢&(r) alakvaltozasi tenzormezs, T, — T (r) fesziiltségi tenzormezs. Tudva-
levd, hogy az u, = uy(r), &, = &(r), T, = Ty(r) az alabbi mezéegyenletek és
peremfeltételek altal kijelolt keriiletérték feladat megolddsabél allithaték

els ([1], [2]):

T, vV+q=0 r& ¥, (1)
81251.6[1'1_milll]:K:T1 rev, )
(T, =T,:1), (3)
2, = (Vu) + (u, V) TrEV, (4)
- Tn—p: r€d,, (5)

Uy = U, red,.

A test alakvaltozasi energiajat az
1 1
Ulz—lezelde—le:K:TldV (6)
2y 2y

formulaval értelmezziik ([2], [3]).
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EGY EGYENLOTLENSEGI RELACIO 195

Megjegyzendd, hogy a (3) mezbegyenletben és a (6) formuldban szerepld
negyedrendi K tenzor szimmetrikus és pozitiv definit az alabbi értelemben [5]:
1. barmely szimmetrikus masodrendd X és Y tenzorokkal fennall az

X:K:Y=Y:K:X (7N
AzZonossag,
2. barmely szimmetrikus masodrendii X tenzorral teljesiil az

X:K:X>0 (8)
egyenlStlenségi relacié és tovabba

X:K:X=0 9
csak akkor, ha X = 0.

Kiils6 erSrendszer munkajanak kétszeresét a
lequ-uldV—FS‘(Tl-n)-uldA:qu-uldV—i— (10)
v A 1
+ (py-uydd + ((T,.n) d,dd
Ay Au

formula alapjan szimoljuk.
Célszertinek latszik bevezetni az alabbl mennyiséget:

U, =2U,. (11)

Legyen T, — 'i"z(r) egy tetszdleges V-ben folytonosan differencialhaté szim-
metrikus méasodrendii tenzor, legyen tovabba

1 ([~ T ~
= — T, - —2 1| =K :T,,
? 2(;(2 m—l) T,

~

(T, =T,:1).

A T, = Ty(r) tenzormez§ alapulvételével a kivetkez§ mennyiségeket defi-
nialjul :

Up= [ T,:8,4dV = [ T,:K:T,dv, (13)
v \ 4
Up={Ty:6dV, Uy=(e:Tdv, (14), (15)
\'’4 \4
=8N =—T,-v) reV, (16)
pe=Ty-n red, (17)
W,, =V5 Gy + u, dV +Aj (Ty - n)-u, dA. (18)
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196 ECSEDI ISTVAN

A negyedrendii K tenzor szimmetridjanak koévetkezménye az alibbi egyen-
18ség:

fj12 = ﬁ21 . (19)

A szorzatfiiggvény derivilasi szabélyidnak és a Gauss-féle integrilatalakitasi
tételnek az egyiittes alkalmazasaval a

V{ T,:(u,v)dV = Vg T,:¢,dV (20)

azonossaghél kapjuk az

Un=Wy (21)
egyenldséget. N
Abban a speciilis esethen, mikor T, = Ty(r) a vizsgalt kontinuum egy elaszto-
sztatikai peremértékfeladatanak megoldasa, vagyis mikor is a

(Vily) + (8,v) =26 r€V (22)

parcialis differenciilegyenletnek létezik az i, = ii,(r) vektormezgre egyértékii
folytonos megoldasa, értelmezhetdk az alabbi mennyiségek is:

W, =vj‘ q, - i, dV +Aj (T, n)6,dAd, (23)

sz =VS g - ade+A\‘ (Tz - n)-ii,dd. (24)

Konnyen kimutathaté, hogy ekkor

le = UIZ s (25)
sz = Uzz . (26)

A tanulmény célja bebizonyitani azt, hogy fennall az

Un U > (Wa) 27)
egyenldtlenségi relcio.
A (27) egyenlétlenségi relacié az irodalombél jél ismert

U11 U22 > (le)z (Wm = Wm) (28)

egyenldtlenségi relacié altalanositasanak tekintendd, ahol Uy,, Uy, Wi, = Wy,
a vizsgalt rugalmas test statikailag és kinematikailag egyarint lehetséges
(tehat ténylegesen megvaldsithetd) allapotaival kapcsolatos energetikai és
munkajellegli mennyiségeket jelolnek [6].
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EGY EGYENLOTLENSEGI RELACIO 197
2. A (27) egyenlbtlenségi relacié bizonyitdsa

Az alakvaltozasi energidval kapcsolatos (27) egyenlStlenségi relacié
szarmaztatdsahoz tekintsiik az alabbi @ = @(1) fiiggvényt:

®=d(A) = [(T, — AT,) : (T, — AT,) dV. (29)

\4

A (29) egyenletben elvégezve a kijelolt kétszeres skalaris szorzast, tagonként
integralva — tekintettel a (6), (13), (14), (15), (19) egyenletekre, a kovetkezs
eredményre jutunk:

@ =P) = Uy, — 20,4 + Uy 22. (30)

A @ = @(A) fuggvénnyel kapcsolatban a kovetkez§ megjegyzéseket tehetjiik:

a) @ = P(4) a A valtozé masodfoki racionilis egész fiiggvénye, minden
valés A-ra értelmezett,

b) @ = @(A) nem negativ, azaz P(4) > 0 barmely A-ra,

¢) @(A) = 0 csak akkor lehetséges, ha T, = uT;, ahol u egy zérustél
kiil6nboz6 egyébként tetszdleges valés allandét jelol.

A @ = P(4) fiiggvény b) és ¢) tulajdonsiga abbél kivetkezik, hogy
a K tenzor negyedrendii pozitiv definit szimmetrikus tenzor a (7), (8),(9)
egyenletek altal adott értelmezéseknek megfeleléen. Az a) és b) tulajdonsag
kovetkezménye, hogy a @(4) = 0 egyenlet D diszkriminansa nem pozitiv, azaz

D=4 [(ﬁm)2 - Uy ﬁzz] <0. (32)

A (32) egyenl6tlenséghél kovetkezik, hogy
Uy Uz > (000 (33)
A (33) egyenlStlenség és a (19), (21) egyenletek kombinéalasival kapjuk a
bizonyitandé (27) egyenlStlenségi relaciét. A (33), illetve a (27) egyenlGtlen-

ségi relaciéban az egyenlGség jele csak akkor érvényes a @ = @(1) fiiggvény

¢) tulajdonsaga miatt, ha T, = uT,.

3. Példa

Az alabbi példaban a (27) egyenlétlenségi relacié alkalmazasaval alsé
korlatot adunk az egyensiilyi erdrendszerrel terhelt rugalmas test alak-
valtozasi energiajara (2. abra).
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198 ECSEDI ISTVAN

L =X8, +ygy +28,

oA + fa,qv=0
A v

/!xE1.dA + j:xgj.dv =0
A v

Ex

2. ébra. Egyensulyi erdrendszerrel terhelt rugalmas test

A feliileti és térfogati terhelést ismertnek tételezziik fel. Természetesen

‘fpldA—{—j‘qldeO, (34)
A 14
{rxp,dd + (rxq,dV =0. (35)
A 1%
Legyen
T, =fI, (36)

ahol f zérustél kiilonbozd tetszSleges skaldr allandét jelsl. A tanulmany (13),
(18) formulai szerint

~ 1—2» 2
- Y _frp, 37
22 2(1—|—v)Gf 37)
Wy=f(n-udd=f{v . udV=f[edV. (38)
A \'4 \4

Az irodalom rovatban [4] alatt emlitett mi 447. oldalan talalhaté (42) for-
mula szerint

1 —2v
dV = ——— = -rdV -rdA). 39
vj & 6(1 + »)G (vf bt +Aj pi-rdd) (39

A (7) egyenldtlenségi relacié és (37), (38), (39) egyenletek kombinalasaval
kapjuk az alabbi alsé korlatot az U,; sziméra:

1= e . 2 40
Un2 it me (Ja-rav + fp-rddy. (40)
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An Inequality Relation in Connection with the Energy of Deformation. The author
reports on an inequality relation in connection with the energy of deformation of a homo-
geneous, isotropic, linearly elastic body. The verified applicability of the inequality relation is
demonstrated by an example.

Eine Ungleichheitsrelation in Zusammenhang mit der Verformungsenergie. Es wird
eine Ungleichheitsrelation in Zusammenhang mit der Verformungsenergie der homogenen,
isotropen Korper aus linearelastischem Material beschrieben. Die Anwendung der nach-
gewiesenen Ungleichheitsrelation wird anhand eines Beispieles demonstriert.
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