
EGY EGYENLŐTLENSÉGI RELÁCIÓ 
AZ ALAKVÁLTOZÁSI ENERGIÁVAL KAPCSOLATBAN 

ECSEDI ISTVÁN* 

[Beérkezett 1978. május 18-án] 

E tanulmány a homogén, izotrop, lineárisan rugalmas anyagú test alakváltozási 
energiájával kapcsolatban egy egyenlőtlenségi relációt ismertet. Á bizonyított egyen-
lőtlenségi reláció alkalmazását példa szemlélteti. 

Fontosabb jelölések 

x, y, z derékszögű koordináták, 
ex, ву, ez egységvektorok, 
r = xex -f- уву -j- zez helyvektor, 
и = u(r) — u(r) ex + v(r) ey гc(r) ez elmozdulásvektor, 
£ = fi(r) alakváltozási tenzor, 
T = T[r] feszültségi genzor, 
V térbeli tartomány, 
А а V tartomány határoló felülete, 

9 9 3 
V = -g^- ex -|—g— e,y -\—— ez Hamilton-féle differenciáloperátor, 
,, • " skaláris szorzás jele, 
,, : " kétszeres skaláris szorzás jele; 
p = p(r) = px ex py ву A- pz ez felületi terhelés, 
q = q(r) térfogati terhelés, 
й = ü(r) adott elmozdulásvektor; 
( u v ) , ( V u ) az и és V vektorok diadikus szorzatai, 
G csúsztató rugalmassági modulus, 

m = — Poisson-féle szám, 
V 

К negyedrendű szimmetrikus pozitív définit tenzor, 
I másodrendű egységtenzor, 
Ap, Au komplementer felületszakaszok ( A u -f- Ap = A), 
T feszültségi tenzor első skalárinvariánsa, 
£ az alakváltozási tenzor első skalárinvariánsa, 
U alakváltozási energia, 
U n , U12, U n , W u , W2i energia, illetve munka jellegű mennyiségek, 
n felületi normális egységvektor. 

Egyéb mennyiségeket, változókat a szöveg értelmez. 

2. Bevezetés, rugalmasságtani alapok, egyenlőtlenségi reláció 

E t a n u l m á n y t á r g y a az 1. áb rán vázo l t homogén , izotrop, l ineár i san 
ruga lmas a n y a g ú k o n t i n u u m elasz tosz ta t ika i p e r e m é r t é k f e l a d a t á r a v o n a t k o z i k . 
Az ado t t t e s t kijelölt e lasz tosz ta t ika i p e r e m é r t é k f e l a d a t á n a k megoldásához 
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rendel t a lakvá l tozás i energ iáva l kapcso l a tban egy egyenlőt lenségi relációt 
b izonyí t a do lgoza t . 

A t a n u l m á n y az e lasz tosz ta t ika szokásos fel tevéseit ha szná l j a (az a lak-
vá l tozások és az e lmozdulások kicsik, é rvényes a Hooke - tö rvény , a szuper-
pozíció elv, a hőha tá sok e lhanyago lha tók , s tb . ) . 

Je lö l je a vizsgált k o n t i n u u m qx = qx(r) t é r foga t i te rhe léshez , px = px(r) 
felületi t e rhe iéshez és űx = üx(r) k i n e m a t i k a i előíráshoz t a r t o z ó elasztoszta-
t i k a i p e r e m é r t é k f e l a d a t á n a k megoldásá t az ux = "1(1") e lmozdulásmező, 
£х == ex(r) a lakvá l tozás i t enzormező , Tx = Tx(r) feszültségi t enzormező . T u d v a -
levő, hogy az u x = ux(r), ex == ex(r), T x = Tx(r) az a lábbi mezőegyenle tek és 
peremfe l té te lek ál tal k i je lö l t ke rü le té r t ék f e l ada t megoldásából á l l í tha tók 

1. ábra. Rugalmas anyagú test 

elő ([1], [2]): 

T x . V + qx = 0 r £ V, ( 1 ) 

(2) 

( T X = T X : I ) , 

2 e 1 = ( v u 1 ) F ( u 1 v ) r £ F , 

Ti • n = Pi r £ Ap, 

Ux = ux r £ Au. 

(3) 

(4) 

(5) 

A tes t a l akvá l tozás i ene rg iá j á t az 

[ 7 x = i f T x : e x d F = i f T x : К : T x dV 
А у Ay 

(6) 

fo rmuláva l é r te lmezzük ([2], [3]). 
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Megjegyzendő, hogy a (3) mezőegyenletben és a (6) fo rmulában szereplő 
negyedrendű К tenzor szimmetrikus és pozitív définit az a l á b b i ér telemben [5]: 

1. b á r m e l y sz immetr ikus másodrendű X és Y t enzorokka l f enná l l az 

X : К : Y = Y : К : X (7) 
azonosság, 

2. b á r m e l y sz immetr ikus másodrendű X tenzorral t e l jesü l az 

X : К : X ;> 0 (8) 

egyenlőtlenségi reláció és t o v á b b á 

X : К : X = 0 (9) 
csak akkor , h a X = 0. 

Külső erőrendszer m u n k á j á n a k kétszeresé t a 

Wy = j • UydV+ j c e • n) • uy dA = j qx • ux dV + (10) 
V A V 

+ I Py • Uy dA -f j (Tx • n) • üy dA 
Ap Au 

fo rmu la a l a p j á n számol juk. 
Célszerűnek látszik beveze tn i az a l á b b i mennyiséget : 

Uyy = 2 U y . (11) 

Legyen T2 = T2(r) egy te tszőleges L-ben folytonosan dif ferenciá lható szim-
metrikus másodrendű t enzor , legyen t o v á b b á 

m — 1 

{T2 = T2 : 1 ) . 

= | K : T 2 , 

A T2 = T2(r) tenzormező alapulvéte lével a következő mennyiségeket def i -
n iá l j ul : 

Ű22 = $T2:ë2dV = j f 2 : K : T 2 d L , (13) 
V V 

& 1 2 = j " T y : e 2 d V , f j 2 1 = j £ l : f 2 d V , (14) , (15) 
V V 

Чг = Ш = - ( t 2 - v ) r Ç V, (16) 

p2 = j2.n re A, (17) 

W2y = f q2 • Uy dV + j (T2 • n) • Uy dA . (18) 
V A 
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A negyedrendű К tenzor s z i m m e t r i á j á n a k köve tkezménye az alábbi e g y e n -
lőség: 

Ű12 = Ü21. (19) 

A szorza t függvény deriválási szabá lyának és a Gauss-féle i n t eg rá l á t a l ak í t á s i 
t é te lnek az együ t t e s a lka lmazásáva l a 

J T 2 : (u1 v ) dV = j T2 : dV (20) 
v v 

azonosságból k a p j u k az 
U21 = W21 (21) 

egyenlőséget . 
A b b a n a speciál is esetben, m i k o r T2 = T2(r) a vizsgált k o n t i n u u m egy e lasz to-
sz ta t ika i p e r e m é r t é k f e l a d a t á n a k megoldása , vagyis miko r is a 

( V û 2 ) + ( Ù 2 V ) = 2ёг rev (22) 

parciális d i f fe renc iá legyenle tnek létezik az ü2 = ű2(r) vek to rmező re e g y é r t é k ű 
folytonos megoldása , é r t e lmezhe tők az a l á b b i mennyiségek is : 

^ 1 2 = Í9i • ü2dV+ J (Tx • n) • ü2dA, (23) 
V A 

^22 = f 92 • й2 dV + j (T2 • n) • й2 dA . (24) 
V A 

K ö n n y e n k i m u t a t h a t ó , h o g y ekko r 

W 1 2 = Ü 1 2 , (25) 

W22=Ü22. (26) 

A t a n u l m á n y cél ja beb izony í t an i azt, hogy fennál l az 

UnÜ22^(W21) (27) 
egyenlőt lenségi reláció. 

A (27) egyenlőtlenségi re láció az i roda lomból jól i s m e r t 

UnU22^(W12f (W12=w21) (28) 

egyenlőt lenségi reláció á l t a l ános í t á sának t ek in t endő , ahol í / l x , U22, W12 = JV21 

a vizsgált r uga lmas tes t statikailag és kinematikailag e g y a r á n t lehe tséges 
( t ehá t ténylegesen megvalós í the tó) á l l apo ta iva l kapcso la tos energet ikai és 
munka je l l egű mennyiségeket je lölnek [6]. 
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2. A ( 2 7 ) egyenlőtlenségi reláció b izonyí tása 

Az a lakvál tozási energiával kapcso la tos (27) egyenlőtlenségi reláció 
s z á r m a z t a t á s á h o z t e k i n t s ü k az alábbi Ф = Ф(А) f ü g g v é n y t : 

Ф = Ф(А) = J (Tx - AT2) : (T, - AT2) d V. (29) 
V 

A (29) egyenle tben e lvégezve a ki je löl t kétszeres ska lá r i s szorzást, t a g o n k é n t 
in tegrá lva — tek in te t t e l a (6), (13), (14), (15), (19) egyenle tekre , a köve tkező 
e r e d m é n y r e j u t u n k : 

ф = ф(A) = Un - 2 C/12 A + Ű22 A2. (30) 

А Ф = Ф(А) függvénnyel k a p c s o l a t b a n a következő megjegyzéseke t t e h e t j ü k : 
a ) Ф — Ф(А) a A v á l t o z ó m á s o d f o k ú racionális egész függvénye, m i n d e n 

valós A-ra ér te lmezet t , 
b) Ф = Ф(А) nem n e g a t í v , azaz Ф(А) 0 b á r m e l y A-ra, 

c) Ф(А) = 0 csak a k k o r lehetséges, ha T2 = pT x , ahol p egy zérustól 
kü lönböző egyébként te t szőleges valós á l l andót jelöl. 

А Ф = Ф(А) f ü g g v é n y b) és c) t u l a jdonsága a b b ó l következik , hogy 
а К t enzo r negyedrendű pozitív définit szimmetrikus t enzor a (7), (8), (9) 
egyenletek á l ta l adot t é r te lmezéseknek megfelelően. A z a) és b) t u l a j d o n s á g 
köve tkezménye , hogy а Ф(А) = 0 egyenle t D d i szkr iminánsa nem pozitív, azaz 

D — 4 [(Ű12)2 — u n í /2 2] <; 0 . (32) 

A (32) egyenlőt lenségből köve tkez ik , h o g y 

UnÜ22^(Ű12)2. (33) 

A (33) egyenlőtlenség és a (19), (21) egyenletek kombiná l á sáva l k a p j u k a 
b i zony í t andó (27) egyenlőt lenségi re lác ió t . A (33), i l l e tve a (27) egyenlőt len-
ségi re lác ióban az egyenlőség jele csak a k k o r érvényes а Ф = Ф(А) f ü g g v é n y 
c) t u l a j d o n s á g a mia t t , h a T2 = ptv 

3. P é l d a 

Az a l ább i pé ldában a (27) egyenlőtlenségi reláció a lka lmazásáva l alsó 
kor lá to t a d u n k az egyensú ly i erőrendszerre l terhel t ruga lmas t e s t a lak-
vál tozási energ iá já ra (2. á b r a ) . 
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I =xex+yey+zgz 

/p r f iA • /q,.dV=0 
A V 

J r x £ r dA + Jl*91-dV =0 

2. ábra. Egyensúlyi erőrendszerrel terhelt rugalmas t e s t 

A felület i és térfogat i t e r h e l é s t i smer tnek tételezzük f e l . Természetesen 

$ P l d A + 0 , (34) 
À V 

$тХрхс1А+ \rXqxdV=0. (35) 
А V 

L e g y e n 

T,=/I, (36) 

a h o l / zérustól különböző te t sző leges skalár á l l andót jelöl. A t a n u l m á n y (13), 
(18) formulái sze r in t 

1 ~ 2 v -PV, (37) U. 22 
2(1 + v)G 

&21 = f j n - u 1 d A = f $ v • u1dV = f j e 1 d V . (38) 

A z irodalom r o v a t b a n [4] a l a t t emlí tet t m ű 447. oldalán t a l á l h a t ó (42) f o r -
m u l a szerint 

J1Jtlr(5b-rJV + S*-rdA)-
V 6 ( 1 + V)G V A 

(39) 

A (7) egyenlőtlenségi reláció és (37), (38), (39) egyenle tek kombiná lásáva l 
k a p j u k az a l á b b i alsó k o r l á t o t az Un s z á m á r a : 

U 
l — 2v 

i l 18(1 + v)G V 
(\q-rdV + $p-rdA)2. (40) 
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An Inequality Relation in Connection with the Energy of Deformation. The author 
reports on an inequality relation in connection wi th the energy of deformation of a homo-
geneous, isotropic, linearly elastic body. The verif ied applicability of the inequality relat ion is 
demonstrated by an example. 

Eine Ungleichheitsrelation in Zusammenhang mit der Verformungsenergie. E s wird 
eine Ungleichheitsrelation in Zusammenhang mi t der Verformungsenergie der homogenen, 
isotropen Körper aus linearelastischem Material beschrieben. D ie Anwendung der nach-
gewiesenen Ungleichheitsrelation wird anhand eines Beispieles demonstriert. 
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