ERINTKEZESI FELADATOK TARGYALASA
VARIACIOS ELVEKKEL*

PACZELT ISTVAN**
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

[Beérkezett 1979. maércius 22-én]

Jelen beszdmolé a rugalmas stirlédasnélkiili érintkezési feladatok megoldédséara
alkalmas varidcids elvekr8l ad dttekintést, majd tovabbi kutatdsokra alkalmas aktuélis
témdkat javasol.

Bevezetés

A miszaki gyakorlatban gyakran fordulnak el6 olyan szerkezetek, ame-
lyek — vagy alkoté elemeik — érintkeznek egymassal. Veliikk kapcsolatban a
mechanikénak feleletet kell adnia olyan kérdésekre, milyen a tényleges érintke-
zési tartomany alakja, mekkora annak nagysdga, hogyan oszlik meg felette az
érintkezési fesziiltség, mint az érintkezésben allé testek kozott, a széba johetd
érintkezési tartomanyon kialakuld, felilleten megoszlé bels§ erdrendszer siiri-
ségvektora, az érintkezésben 4llé testek elmozdulasi és fesziiltségi llapota meg-
felelnek-e a szerkezet miik6déséb§l ad6dé kovetelményeknek, dinamikailag
megfelelen viselkednek-e.

A testek kozotti kapcesolatok lehetnek egy-, ill. kétoldaldak. Egyoldald
kapesolatoknil az érintkezési fesziiltség csak a testbe mutathat, mig idealis-
nak tekintett kétoldald kapcsolat esetében az érintkezési fesziiltség iranyara,
nagysagara nincs korlatozas. A nem idedlis kétoldali kapcsolatokkal ragaszta-
soknil talidlkozhatunk. Amig az érintkezési fesziiltség értéke nem haladja
meg a ragasztas altal biztositott maximalis ,,adhéziés fesziiltséget™, a kapcso-
lat kétoldald marad, nagyobb fesziiltségeknél a testek korabban egyiittmozgé
pontjai mir elvilnak egymastél.

Egyoldali kapcsolatoknal sirlédasos és sirlédas nélkiili eseteket kiilon-
boztetiink meg.

Attekintve a téma kutatisinak torténetét és gazdag irodalmat, azt lat-
juk, hogy a testek kozotti érintkezési kolesonhatds tisztazdsa mar régéta a
kutatés kozpontjaban all a mechanikaban. Az elsé HERTZ altal elvégzett vizs-
galat 6ta [1] kozel egy évszazad telt el. A Hertz altal kidolgozott elmélet
az érintkezési tartomany kis méretét tételezi fel a test tobbi méretéhez képest.

* A Miiszaki Mechanikai Bizottsdg 1979. februdr 21-i iilésén elhangzott beszamolé.
** Dr. Paczelt Istvan, Nehézipari Miszaki Egyetem, Mechanikai Tanszék, Egyetem-
véros, 3515 Miskole
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238 PACZELT ISTVAN

Ennek ellenére, szamos, gépészeti problémanal jelentkez§ érintkezési feladat
tisztazasara nyilt lehet8ség [2], [3).

Az érintkezési feladatokkal kapesolatos djabb keletli kutatasok a 30-as
években kezdédtek el. Igy STAERMANN [4], GALIN [5], LURJE [6], MUSZEELIS-
viLi [7] jelent8sen elérevitték a térbeli és sikbeli rugalmassigtan problémai-
nak megoldasat.

A rugalmassagtanban talaljuk a legkidolgozottabb érintkezési feladato-
kat. Joval kevesebb munka sziiletett az érintkezéssel kapcsolatos peremérték-
feladatok megoldasira a képlékenységtanban, a visco-rugalmassagtanban,
éppen az anyag bonyolult térvények szerinti viselkedése miatt.

A kiilonféle tipusi érintkezési feladatok megoldasara szolgalé médszerek-
r8l ad igen részletes atfogo képet az 1976-ban megjelent, az irodalmi jegyzék-
ben [8] alatti monografia.

Széles korii alkalmazasra taliltak a komplex viltozds fiiggvényekre alapo-
zott médszerek [5], [7], a szingularis integral egyenletek, Wiener— Hopf-féle
médszer [9], a dual integralegyenletekre vezetd eljarasok [10], a kiilonféle
aszimptotikus médszerek [11], és végezetiil a vegyes peremérték feladatnak vég-
telen szami algebrai egyenletrendszeren keresztiil torténd megoldasi médszerei.

Amig a HerTz éltal publikilt munka 1882-ben jelent meg, addig az
érintkezési feladattal kapcsolatos variaciés elvet SIGNORINI csak 1959-ben
fogalmazta meg [12]. Feltételezte, hogy a rugalmas test, felilletének egy szaka-
szdn merev testtel, siirlédas nélkiil vgy érintkezhetik, hogy az emlitett feliile-
tek a terhelés hatasara el is valhatnak egymastél. Ezt az elméletet FICHERA fej-
lesztette tovabb [13], aki a rugalmas sdrlédas nélkiili érintkezési feladatmeg-
oldas létezésének és egyértékiiségének bizonyitdsit is elvégezte. A Coulomb-
féle sirlédés feltételezésével megfogalmazhaté érintkezési feladattal elsGként,
a DuvaT—LioNs szerzéparos altal irt konyv foglalkozik [14]. Megadjak a
megoldas unicitasat és existencidjat abban az esetben, amikor az érintkezési
fesziiltség érintdleges Osszetevl abszolit értékének felsé hatara (a normal-
fesziiltség stirlédasi tényezdvel t6rténd szorzata) el§zetesen ismert. Ugy tiinik,
nincs kidolgozva olyan varidciés elv, amely eme korlatozassal nem szamolna.

A visco-rugalmassagtani érintkezési feladatok megolddsanak létezését,
egyértékiiségét Duvar [15] és BoucaER [16] bizonyitottik.

A fentiekben emlitett munkak a problémat a funkcionalanalizis eszkdzei-
vel targyaljak, nem térnek ki arra az esetre, amikor az érintkezésben allé
mindkét test rugalmas, tovabba nem foglalkoznak a variaciés elvekre alapo-
zott szdmitastechnikai médszerek realizalasanak kérdéseivel. A rugalmas tes-
tek kozotti normalis (sirlédas nélkiili) érintkezési feladatok megoldasara szol-
galé variaciés elvekkel a [17—21] munkak foglalkoznak.

Az érintkezési feladatok osztalyozasarsl, megoldatlan problémairél adnak
attekintést KALKER munkai [22], [23], mig normalis érintkezési feladatok
kozelité megoldasaval kapesolatos munkakrél a [19] munka ad Attekintést.
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1. A peremértékfeladat megfogalmazasa

Vizsgiljunk egy két rugalmas testbdl (elembdl) felépitett szerkezetet.
A V° térfogatii e jelii testet S° feliilet hatéarolja. Mindeniitt a V* térfogaton ¢
térfogaton megoszlé terhelés, az S}, felilleten adott p° sdirfiségi feliileti terhelés
miikodik, mig S, feliileten ismert az u° elmozdulas. Az S° feliilet megmaradé
részén az e jeld test a szomszédos testtel érintkezhetik. A feliilet ezen részét
jelélje S¢, amelyet a tovabbiakban az e-ik test széba johets érintkezési tartomd-
nydnak fogunk nevezni.

Kis elmozdulast és alakviltozast feltételezve az érintkezés — rés (elva-
1as) feltételét annak figyelembevételével, hogy az S¢ (e = 1, 2) feliiletek terhe-
letlen 4llapotiban a viszonyitasi koordinatarendszerben kozel azonos fiiggvény-
nyel jellemezhetSk, az alabbiak szerint fogalmazhatjuk meg.

Az érintkez§ testek S; felilletén levd pontjait parba allitjuk (a part a
testek egy-egy pontja alkotja), majd ezen pontok elmozdulasat vagy annak
bizonyos (pl. normélis irdnyi) komponensét szemléljiik az alakvaltozas folya-
mén. A tovabbiakban feltételezziik, hogy e pontok az alabbi szabaly szerint
vannak parba allitva:

Az l-es test S} feliiletén levd Q, pontnak a 2-es testen levé (, pontbeli
parjat, a Q,-ben vett n! feliileti normalis 4ltal a 2-es test S: feliiletébdl kidofott
pont alkotja. Mivel az S}_- és S2 felilletek pontjai egymasnak megfelelsi, a jels-
lések egyszeriisitése érdekében az S; feliileteket egyszeriien Q-val fogjuk jelolni.

Az alakvaltozas utan az S; (e = 1, 2)* feliiletek kozotti n' iranyban mért
tiavolsag

y(2) £ uh(x) — uh(a) + h(x) 1€ Q (L.1)

osszefiiggéssel jellemzett, ahol

ufy =n!- v, (1.2)

h(x) — a Q,, @, pontok kozotti tivolsagot, a kezdeti hézagot jeloli, x = (x,, x5, %)
pedig térbeli koordinatat jeldl.
Erintkezés 1ép fel, ha all az

y=0 x€Q, (1.3)
geometriai feltétel, és rés van jelen, ha
y(x) >0. x€Q, (1.4)

Az elGzetesen nem ismert Q, érintkezési és Q, rés tartomanyok kielégitik az
Q= Q, + 2, feltételt. Itt meg kell jegyezni, hogy az £ tartomanyon kiviili

1 Az e index a tovabbiakban 1 és 2 értéket vesz fel. A vektorokat, tenzorokat kovér
betiivel, a skaldris és vektorialis szorzést ,, - ¥, ,,X**-al jeloljiik.
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pontokban y(x) > 0 x € Q feltételnek kell teljesiilnie. Ez a feltétel az érintke-
zési feladat megoldasakor az Q ,,sz6ba johetd érintkezési tartominy” helyes
kijel6lésének ellendrzésére ad lehet8séget.
Egyoldali kapcsolatnal az 1-es testre haté érintkezési fesziiltség rés eseté-
ben zérus, vagyis
px) =0, %€ 2, (L5)
mig érintkezéskor

p(x) = —pyo' +pr €2, (1.6)

dsszefiiggéssel jellemzett, ahol py > 0 érintkezési nyomis, pr a p vektor
érintSleges Gsszetevdije.
Abban az esetben, ha

pr=0, (1.7)

akkor sirlédds nélkiili in. normdlis érintkezési feladatril beszéliink.
Sirlédds esetében, amennyiben az 1-es test pontjainak a 2-es-hez képesti
sebessége

v(x)=20, prx)>=<0, x€Q (1.8)

teljes adhéziordl beszéliink.
Coulomb-féle sirlédasnal, y(x) = 0, v(x) = O esetében az adhéziés tar-
tomanyt talaljuk, ahol

Ipr(2)| < upn(=) - x €8, (1.9)

mig y(x) = 0, v(x) 5% 0-nal csiiszas lép fel, amikor is

pr(x) = —pupn(e) “_ zcq,. (1.10)
()|

Itt Q, = Q, + Q,, illetve az y(x) > 0 esetében az 2, rés tartominyt kapjuk
meg. Vagyis surlédas esetében az Q tartominy csiszasi, adhéziés és rés tar-
toményokra bomlik fel, mig stirl6das nélkiili esetben érintkezési és réstarto-
manyokat kiilonbéztetiink meg. Mivel mindkét fajtajd érintkezésnél az emli-
tett tartominyok el§zetesen ismeretlenek és altalaban bonyolult alakiak, a
klasszikus megoldasi médszerek meghatirozasukra alkalmatlanok.

Az érintkezési feladat megoldasakor testenként hirom, egymdssal kap-
csolatban 4ll6 mezdt keresiink: az u® elmozdulasi, a T¢, A® fesziiltségi és alak-
valtozasi tenzormezdket.

A fesziiltségi tenzormez§ koteles kielégiteni a

V- T+ ¢ =0, xe Ve (1.11)
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egyensiilyi egyenletet —, az
n¢ - T¢ = p°, €S (1.12)

dinamikai peremfeltételt, az elmozdulidsmezd az
u = u’ x €8 (1.13)

kinematikai peremfeltételt; tovabba fennall az!
Af = —;— (Vu® 4 u’V) = AT, x€c Ve (1.14)

geometriai egyenlet, a
T¢ = C¢..A%; A= C1..T¢ (1.15)

anyagegyenlet, ahol €° — az anyagillandék 4-rend{i tenzora. Az Q tartomény-
ban a testek kozotti kapesolat fajtajatél fiiggSen fennéllnak:
Kétoldalii kapcsolatnil az

n - T4+ -TP=0,

Q, 1.16a, b
a2 —u+h=0 =€ (1.162, b)

dinamikai és kinematikai illesztési egyenletek (h — az elmozdulismezdben
fennallé szakadas pl. tilfedésbSl ad6da), egyoldalii kapesolatndl, sirlédds nélkiil
esetben a normal fesziiltségek vonatkozasiban

A ul T mt= —py <0 * €5
O'?Vd=d—-n1-'l‘2-n2=—PN£O x € 5¢,

azaz

ok =0k, v <0, o} <0, x€Q (1.17)

a dinamikai illesztési feltétel, mig a sirl6dds hidnya miatt az érintéleges
iranyu fesziiltségek

pr =T -n° + oyn' = 0, 1€‘£|Pg|,[:i; x€R. (1.18)
A kinematikai illesztési feltétel
y(x) =0, x€Q, (1.19)

1 T felss index a transzpondlas jele, V-Hamilton-féle differencidloperatort, ,, -+ két-
szeres skaldrszorzdst jelol.
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ami azt a tényt fejezi ki, hogy a testek egymasba akadalytalanul nem hatol-
hatnak be. Ugyanakkor, ha az Q tartomény tetszfleges pontjiban érintkezés
1ép fel, akkor

¥(x) =0, pn(x) >0, x€Q,, (1.20a, b)
és ha rés van, akkor

¥(x) >0, pn(x)=0, x € Qq, (1.21a, b)
vagyis

¥(#) pnlx) = 0, x€Q, (1.22)

ahol Q = Q, 4 Q,p, Q,, illetve 2, tartomanyok el6zetesen nem ismeretesek.
Az érintkezés és rés tartomanyat az

¥(x) =0, pn(x) >0, x € Q, (1.23a, b)
y(®) >0, pn(x) =0, x € Q, (1.24a, b)

feltétellel is megadhatjuk. Az utébbi abban kilonbézik az el6z6t6l, hogy az
érintkezési és rés tartomanyok hatarat (y = 0, py = 0) az elvalasi tartomany-
rél az érintkezési tartominyhoz csatolja. Természetesen itt is igaz, hogy
Q= Qy+ 2.

Coulomb-féle sirlédds esetében az (1.9)—(1.10) alatti feltételek allnak fenn.

2. Variacios elvek alkalmazasa normalis érintkezési feladatok megoldasira

A variaciés elveket oly mdédon épitjitk fel, hogy feltételezziik: 1. a kere-
sett mezdk testekként, illetve azon beliil egymastdél fiiggetlenek; 2. a valasztott
elvtdl fiiggden koveteljiikk meg eldre — ,,a priori’”’ — a perems-, illesztési — felté-
telek és mezdegyenletek kielégitését; 3. a T° és A° tenzorok szimmetricitasat
eleve adottnak vessziik.

Ha a mez3 kielégiti a neki megfeleld mezdegyenletet (ME) vagy a perem-,
illesztési feltételt (PF), (IF) akkor kitottnek nevezziik, ellenkezd esetben szabad-
nak a ME, PF és IF vonatkozasiban. Roviden szabad egyenletnek fogjuk
nevezni mindazokat a ME — I F-ket, amelyek ,,a priori”’ nem voltak kielégitve.

Ismeretes, hogy egyetlen elemb6l 4ll6 szerkezet esetében (N = 1) a sza-
bad, egymadstél fiiggetlen T és u mezokre alapozott szimitisnal a

g = (T, u) = ZN{ V.[T..A(u)— U(T) — q - u]dV

e=1

_L;Po.uds_Ln-T-(u_uO)ds}
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ERINTKEZESI FELADATOK 243

Reissner-féle funkcional stacionaritdsa sziikséges és elégséges feltétel a meg-
felel szabad egyenletek ,,elGallitdsara’™, és az azokat kielégité mezdk valédi-
1
sagara. Itt U(T) = —;— T..C-...T= —é—A. .C..A = U(u) az alakvaltozasi ener-
giasiiriiség.
A ME és dinamikai PF szempontjabol kotott T mezs esetében a

I, = II(T) = ZN‘{ 5 U(T)dV——J‘s‘ w-T- ndS] (2.2)

e=l

kiegészit§ energiira alapozott minimum elv, mig kinematikai PF szempontja-
bél kotott elmozdulasmezd esetében a

H,,:H,,(u)zzN‘U [U(u)—q-u]dV—J p°-udS} (2.3)
e=1 Ve Sp

potencialis energidra alapozott minimum elv segitségével illithat6é el6 a
megoldas.

Kérdésként meriil fel, hogyan kell médositani a fenti klasszikus variacids
elveket a normalis érintkezési feladatok megoldasa szamara? A kérdésre adott
valaszt az alabbi gondolattal vezethetjiik be.

Elgszor is tisztazzuk, miként médosul a Reissner-féle elv akkor, ha siirlé-
das nélkiili kétoldali kapcsolatot tételeziink fel az 2 tartomany mentén, majd
megkeressiik azokat a variaciés feltételeket, amelyekkel ugyanez a funkcional
biztositja az (1.17), (1.20)—(1.22) érintkezési— elvalasi feltételeket. Ha az egy-
oldald kapcsolatbdl szarmazoé korlatozast elvetjiik, akkor a kapott funkcional-
nak biztositania kell a mar emlitett kétoldald kapcsolathoz tartozé érintkezési
feladat megoldéasat is. Latni fogjuk, hogy a bemutatisra keriild modifikalt
Reissner-féle elvbél a mezbkre kirétt kotottségek mértékétdl fiiggben szamos
més elv kénnyen levezethetd.

2.1 Erintkezési feladat tdrgyaidsa sirlédds nélkili kétoldalii kapcsolat esetében

Kétoldali kapesolatnal y =0, x € 2. Ezt a feltételt, az elmozdulés-
mez8re kirétt megkotés nélkiil, Lagrange-féle multiplikator (LM) segitségével
kivanjuk figyelembe venni. Konnyen meggyézddhetiink arrél, hogy a (3.1)

funkcionalhoz a —J A - y(u)dS integralt hozzdadva a kapott
Q
L = L(T, u, 2) = ITx(T, u) — J sy dS 2.4)
2

funkcional stacionér helyzete szolgaltatja az Gsszes szabad egyenletet.
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Valéban, a

egyenlet értelmében, ahol 8, — az x mez6 szerinti els§ variaciét jelenti, azt

kapjuk, hogy
SeL = jU (T..C-! — A(w))..8TdV
V.

e=1

(Hooke-t6rvény),

+J‘ n.aT.(uo_u)dslzo (2.6a, b)
s'

(kinematikai PF),
2
bl = 31—| (V-T—gq): éudV
e=1 ve
(egyensiilyi egyenlet),
+[ (@-T—p°) - SudS
S5
(dinamikai PF),
+ | zéurdS }

S
(svrlédasmentesség feltétele),

+[ (oh+ Hounas
SG

— 1| (6% + ) duidS =0 (2.6c—g)
Se
(dinamikai illesztési feltétel),

5L — —J SM(ud — uly + h)dS = 0 (2.6¢)
Q

(kétoldali kapcsolat geometriai feltétele
surlédasmentes esetben),

ahonnan az egyes integriloknal szereplé mezék egymastél fiiggetlen variala-
sokbél adédéan nyerjiik a zaréjelbe irt egyenleteket, feltételeket. Lathaté az
is, hogy az (1.16a) vektoregyenlet normalis irAnyd skalir egyenlete helyett a

oh+1=0, ok +2=0 (2.7a, b)

egyenleteket kaptuk, vagyis a 2 multiplikitor, mint normalfesziiltség, atviteli
szerepet tolt be a oy fesziiltségek kozott.
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2.2 Moédositott Reissner-féle varidciés elvek alkalmazdsa

2.2.1 Elso elv
Az egyoldali kapcsolathél kévetkezik, hogy

l=_o’:)l\]=_o‘%20’ xEQ-

Mivel a oy-t a T° tenzorbél allitjuk el, és ennek el§jelét nem egyszeri kozvet-
leniil biztositani, ismét az 2 tartomany felett értelmezett Lagrange-féle szor-
z6t alkalmazzuk. Ezt, a nem negativitasi kovetelményeket kielégité mez6t,
ami az érintkezési nyomésnak felel meg, a tovabbiakban py helyett p-vel fog-

juk jelolni. Ily médon a (2.4) helyett az
Lp= LT uwp) =~ [ poy@ds, p>0, ze2 (8
Q

funkcionalra alapozva j variaciés elv fogalmazhaté meg. A tényleges T°, u’
mezdk és az atviteli szerepet bet6ltd p kielégitik az alabbi variaciés egyenle-
teket—egyenldtlenséget

O0rLg =0, 6L} =0, 6,L% <0 (2.9a—c)
azzal a feltétellel, hogy p > 0, vagyis révidebben
dL% <0, p = 0-nal. (2.10)

A (2.9a)-bél kiovetkezik (1.13), (1.15), [(2.6a, b)]; (2.9b)-b8l A = p helyettesi-
téssel (2.7), (1.11), (1.12), (1.18) [2.6c—g]; mig (2.9¢)-bd]

6,,L§=—f 8p - ydS <0
Q

alapjan, p > 0 esetén — Jp tetszdleges (p + dp >0) és y =0, mig p=0
esetében — dp > 0 és y > 0, vagyis

p=>0, y>0, py=0 x€Q.

azaz megkaptuk az (1.20)—(1.22) érintkezési—elvalasi feltételeket.
Bizonyithaté, hogy a szabadegyenleteknek a (2.6) alatt feltiintetett
varialt mez8kkel val6 szorzasa és azoknak térfogaton, illetve megfeleld feliile-
ten vett integralja a 6;L% = 0, §,Lk = 0 egyenletet adja.
Az (1.20a), (1.21a) alatti tagokat dp-vel megszorozva és azokat az Q) és
Q, feliileteken integralva, arra a kiovetkeztetésre jutunk, hogy ezek az integ-
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ralok nem lehetnek negativak, mivel Q, felett dp tetszdleges értéket (p +
-+ 6p > 0) vehet fel, mig Q, felett dp > 0, a p-re vonatkozé feltételbsl adé-
déan. Osszegezve ezeket az integrilokat a — 6,L% << 0 egyenlétlenséget
kapjuk.

Vagyis a 0Lg <{ 0 feltétel szerint vett varidcié p >0, x € 2 mellett,
sziikséges és elégséges feltételt ad a megfelels egyenletek valédisagara.

Kénnyen meggy6zédhetiink arrél, hogy ha a tényleges mez6khoz tartozé
funkcional értékét LY = LZ (T, u,p > 0)-vel jeloljiik, akkor a T =T +
+ 0T, u* = u + du, p = p + Op lehetséges mezik esetében az Ly funkcional
értéke az alabbi egyenlStlenséget elégiti ki

L&(T, u, p > 0) < L& — L&(T, u*, p > 0),

vagyis az L§ funkcional a T és p vonatkozisiban, maximummal rendelkezik
a T, u, p pontban, mig tényleges T és p > 0, x € 2 mezik esetén az u* lehet-
séges mezdénél az L} értéke azonos a tényleges mezSkhoz tartozs értékkel.

2.2.2 Madsodik elv

Az Q tartomany felett értelmezett testek kozotti y rés mezbnek, mint
multiplikdtor mezdnek a felhasznalasaval egy Wj variaciés elv fogalmazhaté
meg. Nevezetesen (2.8)-ban p-t helyettesitve — on-el, majd hozzdadva

'——J §oNdS integralt, ahol § > 0 — multiplikitor, az
Q
Lk = L%(T’ u, 5’ )
| b (ke — it b — 7yas
= (T, u) +1° (2.11a, b)
[ vk — b1 — s
o
funkcional

L% =0, 8Ly=—0, 6L%>0, (2.12a—c)

3.«-2 0, x € 2 melletti varidcigja szolgiltatja a szabad egyenleteket: (1.13),
(1.15), y = u¥y — uy + h; (1.7), (L.11), (1.12), on = on; tovabba (2.12¢) fel-
tételbdl adédéan

ha ¥y = 0, akkor dy >0 — % <0 x €2,
ha y >0, akkor Jy tetszdleges (y + dy >0) — o4, =10 x €8
vagyis

azaz megkaptuk az (1.22)—(1.24) alatti érintkezési-elvalasi feltételeket.
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Igazak a kovetkezd egyenlStlenségek is:

R R v
= Li(T, u*, y > 0)

A fenti két elvnél, az érintkezési-elvalasi feltételekben szereplé egyen-
I6tlenségeket, potlélagos — az eredeti peremérték-feladatban nem szerepls —
mezdk felvételével, kbzvetett iiton elégitettiik ki.

Alkalmazasukat, approximalasuk egyszeriisége teszi indokoltti. Ezeket
az elveket médositott Reissner-féle hibrid varidciés elveknek nevezhetjiik.
Amennyiben pétlélagos mezdket nem vessziik fel, vigy két lehetdség kinalko-
zik az érintkezési feladat targyaldsira. Els§ esetben a T° mez&ktdl koveteljiik
meg az (2 tartoméanyon a on < 0 vagy ok < 0 feltétel kielégitését, a masodik
esethen az u’ elmozdulids mezSknek az y = Uy — un + h > 0 feltételt kell
kielégiteniiik.

»

2.2.3 Harmadik elv

A kérdéses funkcional az els§ elvnél alkalmazottbél oly médon vezethets
le, hogy a p helyett — on-et irunk, vagyis

Ly = Ly(T, u) =

J ok ydS
— II(T,u) +17° (2.13a, b)

j ok ydS
2

A (2.13)-ra alapozott varidcidés elvnél, a varialas szabalya

1
0L =0, 6 In<0 a|l™=%1l .c0 feltétel mellett.
ok <0

Erdekes tényként jelenik meg, hogy egyidejiileg a oN és o negativitasat

és azok egyenldségét nem kell elSirni.
A tényleges mez6khoz tartozé megoldas kornyezetében all

(T, n) < LY = L%(T, u*), (2.14)

vagyis a T, u pontban az L% elfajult tipusd nyeregponttal rendelkezik.
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2.2.4 Negyedik elv

Kéonnyen belathat6, hogy amennyiben a ON = O = ON <0, x € Q fel-
tételt biztositani tudjuk, tgy a (2.13) alatti funkcionalbél kiindulva, a benne

szerepld J T..A(w)dV térfogat'i integral Gauss— Osztrogradszkij-féle tétellel
v
torténd atalakitisa révén nyert
Ay = (T, u) =

=—I(T) — ¥

e=]

J (V-T+q)-udV—~fre-u‘TdS—

ve 2

—J (n-T—-p°)-udSJ +j onhdS (2.15)
s 2

funkcional §, ﬂR =0, 6Tﬂ r < 0 egyenlet-egyenlGtlenségek szerinti varidciéja
csakis és csakis akkor all fenn, ha a T°, u® mezdk a tényleges mezfk. Ebben az
esetben is érvényben van a (2.14) alatti egyenlStlenség.

2.2.5 O15dik elv

A (2.11)-ben megkdvetelve az y = uh — un + h > 0 feltétel teljesedé-
sét, az érintkezési feladat megoldasat a ITx(T, u) funkcional

orllp =0, Sllg>0, y=0, x€Q, (2.16)

szabaly szerinti varidlasa szolgéltatja. A tényleges mezfk kielégitik a (2.16)
egyenletet és egyenl§tlenséget.
Ebben az esetben

IT (T, u) < IT§ < ITx(T, u®) (2.17)

vagyis a T, u pont, nyeregpont.
A fenti elvekrdl ad 6sszefoglalé attekintést az 1. tablazat.!

2.3 Médosttott kiegészito energidra alapozott varidcios elvek

A fentiekben bemutatott elvekbél kiindulva a T° mezékre kirétt kotott-
ségektdl fiiggGen az alabbi variaciés elvek fogalmazhaték meg.

1 Ennél és a tobbi tablazatnal is, a tabldzatban feltiintetett mez@k a lehetséges mezdk.
A jeldlések egyszerfisitése céljabél elhagytuk a T, u* stb. jeloléseket. Mindazok a lehetséges
mez8k, amelyek kielégitik az ebhez tartozé varidciés egyenlet-egyenltlenségeket, egydttal
tényleges mezdk.
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1. tablazat

Normalis érintkezési feladatok megolddsdra szolgdlé médositott Reissner-féle varidcids elvek

ELV Funkcionél Mezbk és azok kototrségei Varidciés egyenletek —egyenlftlenségek
; .
1 L2 p=9 R P
r=II(T, u) — QP("fv — ul + h)dS xEQ rLR =0 SpLR<0
2 Lh= (T, u) + J ov(uk — ul 4+ h — $)dS s
9 T, o y=90 5. Li=0 SLk >0
B {1 €D a LR 'y %2
=12
1
Ae= — e (4 e 0
{1 .,={2 8L =0 srLE <0
e =
2 e=12 £€f .
N 2 . : 0N=0;v
4 HR=—H,(T)——g,:“V.(V-T-l—q)wde — ok _
¢ <0 8 fTp=10 8 flg<o
— € ué — T — p?) -
ng u$ dS fs;(n T — p9) udS]+faothS e D
uly — ul
5 TIi(T, u) +h>0 | Spllg=0 8ullg >0
x €
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2.3.1 Hatodik ely

A (2.8) alatti funkcionalt Gauss— Osztrogradszkij-féle integral atalakitasi
tétel segitségével atalakitva, majd megkévetelve T*-t6l az egyensilyi egyen-
let, a dinamikai PF és az (1.18) alatti feltétel kielégitését, a 2. tablazat L%
funkcionaljahoz jutunk, amelyben w° — a normailis irdnyd elmozdulisokat
helyettesitd Lagrange-féle multiplikator mezs.

A tényleges mezfk kielégitik a tablazatban feltiintetett variaciés feltéte-
leket az ott felsorolt mezGkre vonatkozé kotottségek mellett.

2.3.2 Hetedik elv

El526 elvben a o} fesziiltségek negativitasat a p mezén keresztiil biztosi-
tottuk. Az Ly analégisja alapjan, a oy mez8k negativitasat § mezé segitségével
biztositva, a 2. tablazat Ly funkecionaljara alapozott variaciés elvhez jutunk.

2.3.3 Nyolcadik elv

Az érintkezési nyomas pozitivitasat a T tenzoroktsl megkovetelve, a p,
illetve y multiplikatorok feleslegessé valnak. Ekkor, ha on é8 o azonossagat
,»a priori” nem teljesitjiik, igy az L funkcionilban az utolsé tag elhagyasaval
kapott L¢ (lasd 2. tablazat) funkcionalra alapozva tisztizhaték az érintkezési-
elvilasi tartoményok, tovabba levezethet8k a szabad egyenletek.

2.3.4 Kilencedik elv

Amennyiben o'}v = 0% = ON < 0 feltételt biztositani tudjuk a nyolcadik
elvnél megfogalmazottakon kiviil, dgy az érintkezési feladat megoldasa sorén,
keressiik a

. = — 1 +j GnhdS (2.18)
2

maximumat a §p 1, < 0 egyenlétlenség 4ltal meghatédrozott pontban a v - T +
+q =0 x¢V, 0T =p° 2¢85, Gn=onN=0n<0, T'=0, x€Q
feltételek ,,a priori”” kielégitése mellett, mivel 4ll a

14T) < () (2.19)

egyenldtlenség.

2.3.5 Tizedik elv

Gyakran lehet§ségkinalkozik a Green-fiiggvény pontos elgallitasara: a 2-es
jeldl testnél, adott tdmaszok mellett, mig az 1-es testnél, — amely merevtest-
szerili mozgast is végezhet — az {2 tartoméanyté! tavoli kis feliileten haté fiktiv
tamasz mellett.
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2. tablazat

Normilis érintkezési feladattal kapcsolatos médosttott kiegészits energidra alapozott varidciés elvek
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ELV Funkcional Mezdk és azok kétottségei Varidciés egyenletek—egyenlStlenségek
6 | Lé= —H(T)—f [ph — wi(p + o) + wi(p + oX)1dS P20 dyLe=0 S LE <0
‘ o T, wt x€Q T e
7 | L&= —II(T) + fn lokh + (o — ok)w/ — ¥ oN] dS Hooke térvény 5>0 . )
. . . dpLe=0 o3Lc >0
(e=1,]=2) V- T4+ q=0, x €
e=2, j=1 xeVe
. €. = 0 e ¢ 0
8 | LE=— c(T)+fQ[a7vh+(o}v—a?v)wf]ds n® T =p% x€Sp "Nﬁl
(e:l, j=2) 9={2 Oy LE =0 orLE <0
e=2, j=1 x€Q
=0, x€Q oN =0\
7 e=1,2 = ol i 0
o | f,=— HC(T)+IDathS , o - bl <
x €
10 | k= [, [ pHEwasas + [ pr - mas| Hadeltggviny fel- ) p >0
2 Jala 0 épithetd. Oy L’}( =0 (5p L1p< <0
—2p - F(p) — My - M(p) Ap Ay x€Q
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Az n! iranyba es§ x’ pontbeli egységnyi er6bdl szirmazé x pontbeli n!
normalis irdnyd elmozdulast H e(x, x’)-el, a megtamasztott testekre haté ismert
erdrendszerbdl szirmazé normélis iranyd elmozdulast f*-el jelolve, az érintke-
zési feladat vizsgalatira alkalmas funkcional

Ly = Li(p, Aps Ap) =

RJ 0
+J tpdS — A, -F— Ay - M, (2.20)
0

aholt = f1' — f2— h; Ap, Ap az 1-es test merevtestszeri elmozdulasat meghata-
roz6 az origéval egybeesS pontjanak elmozdulis- és szogelforduls-vektora,

F &' po _J n! - pdSs, (2.21a)
Q
M & pp —f RxnlpdS, (2.21b)
Q
[Fo M°] — az l-es testre haté ismert er8rendszer origébeli redukalt vektor-

kettdse.

Az L% funkcionalra alapozott variiciés elv allitja, hogy a tényleges
érintkezési nyomésmezs és a Ap, Ay merevtestszerii elmozdulas vektorok kielé-
gitik a

0, L8 <0, &, ,Lk=0 (2.22)

varidciés egyenleteket a p > 0, x € 2 feltétel mellett. (2.22) értelmében fenn-
allnak az (1.20)—(1.22) alatti feltételek, tovabba a (2.21) alatt definialt F = 0,
M = 0, vagyis a merevtestszeri mozgéassal biré l-es test egyensilyban van.
A megfogalmazott elv [26] a [24], [17] féle variacids elvek altalanositasanak
tekinthets, mivel [24]-ben Ap = Ap = 0-nak, [17]-ben f°= 0-nak, tovibba
Ar, Ay adottnak volt feltételezve.

2.4 Modositott potencidlis energidra alapozott varidciss elvek

Az anyagtorvényt, geometriai egyenletet adottnak véve, az u mezsktél
a kinematikai PF kielégitését megkovetelve az Lz-bdl kiindulva, az érintkezési
feladat vizsgilatara alkalmas funkcionilok a 2.2—2.3 pontban tett gondola-
toknak megfelelden levezethet§k. Ezeket, és a hozzajuk tartozé 11.—13. jeld
variaciés elveket a 3. tablazat tartalmazza.
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Normalis érintkezési feladatok vizsgdlatdra alkalmas médositott potencidlis energidra alapozott varideiés elvek

3. tablazat

ELV Funkcionél Mezok és nzok kibtdttségei Variéciés egyenletek —egyenl6tlenségek
P __ 2 1 p=0 5. L2
11 | Lb=I,m)— | puk — ul + h)dS p L < 0
Q u® x€Q
S,Lp=10
e__ _o e
12 L%:H,,(u)—foaiv(ux,—u}v+h—5f)ds ne %€ Su §>0
e il € 4 a L 0
1 A= |5 yLb =
Tl 1o a
e=1,2 uly — ul
13 () +h>0 | 6,T,>0 -
x€0
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2.5 Erintkezési feladatok megolddsa ,,varidcids elvek kombindlisdval”

Gyakran a peremfeltételek lehetsvé teszik az egyik test elmozdulisi és
fesziiltségi allapotanak pontos meghatarozasat. Tételezziik fel, hogy a 2-es test
H?(x, x°), Green-fiiggvénye, a terhelésb6l szarmazé n' irinyid f? elmozdulasa
ismert.

Ekkor a test kiegészit§ energiajat (2.20) alapjin a

IT(p) = % L J pHix, ) pdS'dS + L f2pdS + const  (2.23)

osszefiiggéssel szamolhatjuk. Figyelembe véve, hogy pontos megoldasnal
IT}(p) = — IIZ(p), kénnyen konstruilhaték djabb variaciés elvek, amelyek
az érintkezési nyomds pozitivitasit a felvett p > 0, x € 2 mezdn keresztiil
biztositjak. A széba johetd elvekaz 1, 6, 11-b8l, a 10-nél is alkalmazott varia-
lasi szabaly figyelembe vételével szirmaztathaték le. Igy példaul a szabad
u! és T! mezbk esetében az

Ly = LT, . p) =
= IT}(T*, w) — TI%(p) + j pluk — )dS (2.24)
Q

funkcional

6T,nL§H:07 6pL}},?H£09 PZO’ xE-Q

szabaly szerint vett varialasaval jutunk a megoldashoz, mig u! kinematikai-
lag lehetséges elmozdulasmezs esetében az

Ly — LEfi(ut, p) =

— () + [T(p) — LP"' — u})dS (2.25)

funkcionalbél az alabbi szabily szerint nyerhetk a szabad egyenletek:

LB =0, 6,L8" <0, p>0, x€Q, (2.26)

u=u’ x ¢8.
A javasolt elvek elénybsen alkalmazhaték annak tisztdzasara is, hogy
épitmények, kiilonféle tipusi Agyazatai miként dolgoznak egyiitt, mivel az

agyazatok kiegészitd energidja, gyakran Green-fiiggvény segitségével els-
allithaté [34].
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2.6 Merev elemeket tartalmazé rendszer vizsgilatéra alkalmas varidciés elvek

Tételezziik, hogy az 1l-es test a merev. A varidciés elvek szempontjibél
harom eset kiilonboztethetd meg:
1. Ismeretes az 1-re miikodd kiilsé erdrendszer (merevtestszerii mozgéasa
ismeretlen);
2. 2-es test az 1 jeld mozdulatlan merev testre tdmaszkodik;
3. Az l-es test merevtestszerii mozgisa ismert.

Az 1. esetben az 1-es test egyensiillyanak értelmében a (2.21) alatti F = 0,
M = 0, feltételnek kell teljesiilniok. Ezeket a feltételeket az Lk funkcionalt-
nal tettekhez hasonléan Ap, Ap multiplikitorokkal vessziik figyelembe. Ily
médon, egyik lehetséges variaciés elv, az elsé elv médositdsaval az

LY = LR(T% w2, Ap, Ay, p) =

— IT}(T, u) — f pluk - h)dS —Ap -F— 2y - M (2.27)
o

funkcionalra tamaszkodik. Bizonyithaté, hogy a tényleges mez8k kielégitik a

Oararan LR =0, S, L <0, p>0, x€Q (2.28)

egyenleteket —egyenlStlenségeket.

A fentiekben bemutatott atalakitas analégiaja alapjan a t6bbi elvbél is
kénnyen levezethetSk a megfeleld funkcionalok [25].

A 2. esetben megfogalmazhaté variaciés elvekhez tartozé funkcionalokat
az 1. esetben kapott funkcionilokban szereplé Ar - F + A); - M tag elhagyasa-
val kapjuk meg.

A 3. esetben, mivel Ap, ) ismeretesek az {2 tartoméanyon, az l-es test
u)lv elmozdulasa az ismert

uy = Ar + Ay XR) - nt

osszefiiggéssel szamithaté. Behelyettesitve ezen értéket az L stb. funkcio-
nilba, illetve T! = A! = 0-t véve, megkapjuk az érintkezési feladat variaciés
elvek felhasznalasaval torténd megoldasahoz sziikséges funkcionalokat.

3. Variaciés elvek szamitistechnikai realizalasanak néhany kérdése

3.1 A A variaciés elvekben szerepld mezSk approximalasara, a gyakor-
latban szereplS, a bonyolult felépitésii és terhelésii szerkezeti elemek miatt
célszerii lokilis approximaciét, vagyis a végeselemes médszert alkalmazni.

3.2 A targyalt variacids elvekre alapozva, a variaciés egyenletek —egyen-
I6tlenségek révén, kvadratikus programozasi feladat fogalmazhaté meg.
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Az egyenlftlenségi rendszer méreteinek csokkentése céljabol célszerii a ,,szuper-
elem technikat” alkalmazni.

Az 1., 6. elvnél a 6;L5 = 0 (4 = R, C) egyenlet megoldasa utén, illetve
11. és 13. elvnél kozvetleniil, a diszretizalasbdl szarmazé programozasi feladat
formailag

min{%uTKu——uquAu——bZ()l 3.1)
alakban irhaté fel, mig a 2. és 7. elvnél a

min[%zTéz—szl)"20, P [uT,yf]} (3.2)

feladathoz jutunk [25]. Itt K és € pozitiv szemidefinit matrixok, u — csomé-
ponti elmozdulasokat, y — rés diszkrét pontbeli értékeit tartalmazé vektorok.
A 10. és 11. elvekre alapozott kvadratikus programozasi feladat felallitasaval
a [26], [27] munka részletesen foglalkozik.

A (3.1), (3.2) alatti ,,primal feladat”-ot a nemlinearis programozasban
haszndlatos Kuhn—Tucker-féle tétel felhasznélasaval [28] vissza tudjuk
vezetni, olyan ,,dudlis” programozasi feladatra, amelyben az ismeretlenek
szama lényegesen lecsokken. Ismeretlenek az érintkezési nyomis vagy rés
diszkrét pontbeli értékei, illetve a merevtestszerii mozgast végzd testnél a
merevtestszeri elmozdulast lekot§ elmozdulas-koordinatak.

Az 5. és 13. elvnél alakilag a (3.1) feladathoz jutunk, azonban az 1. és
11. elvnél kapott A és b métrixok nem lesznek azonosak az 5. és 13-nal kapot-
takkal. Az 1. és 11. elvnél, érintkezés—elvilas feltételét kis altartomanyok
felett, integral értelemben ellendrizziik le, mig az 5. és 13-nél diszkrét pontok-
ban. A 2., 7. elv realizalasa tobb szdmitast igényel mint az 1. és 11-é. A 9.
és 13. elvnél fennall a

ﬂc(T) g ﬁc(T) = Hp(u) < Hp(“t)}

egyenlStlenség, vagyis a két elv segitségével felépitett megoldas révén lehetdség
nyilik a megoldasok korlatok kozé szoritasara.

3.3 A ,,dualis” programozasi feladat el§allitasat csak akkor végezhetjiik
el racionalisan, ha az italakitasnal jelentkez§ egyenletrendszereket t6bb jobb-
oldallal sikeriil megoldani. Ily médon az érintkezési feladatok megoldasira
alkalmas effektiv szamitégépi programok nagyméretii gépeket igényelnek.

4. Megjegyzések

4.1 A fentiekben a hirommaéretii testekre megfogalmazott varidciés elvek
természetesen érvényesek egy-, kétméreti testekre, illetve azok kombinicié-
jéra (rugalmas kézegre taimaszkodé tartd, lemez stb.), s6t atvihetdk a feltéte-
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les geometriai (kinematikai) kapcsolatokat tartalmazé rddszerkezetek vizs-
galatéra is.

4.2 Amennyiben a ridszerkezet prizmatikus rudakbél van felépitve és az
a csomépontokban van terhelve, tgy a fesziiltségallapot meghatarozasara szol-
gélé varidciés elvek, illetve az azokhoz kapesolédé kvadratikus programozasi
feladatok levezetésére célszerli a SzaB6 J.-féle targyaldsmédot felhasznalni
[29]. Nagy elmozdulasok hatasat — masodrendii elmélet felhasznaliasival —
[30] munka vizsgélja, mig elsérendii elmélettel kapcsolatos eredményekrsl a
[31] ad attekintést. Korlatozott teherbirasi kapcsolatok vizsgalatira [32] a
fenti varidciés elvek alkalmatlanok.

4.3 A dinamikai érintkezési feladatok vizsgalatara alkalmas funkciona-
lok a kvarzistatikus eseibeli 1.—4., 11., 13. elveknél kapottakbél a Hamilton—
Osztrogradszkij-féle varidcié- elv modifikalasaval vezethetdk le.

Bevezetve a

1 2 .
T — T(u) = — ZJ oz dV 4.1)
2 3)v
kinetikus energiat,! ahol ¢ — a siirfiség, tovabba a 4, = p, 4, = y, A, = o¥,

Ay=0n, A3=0, Lpi = L%, Lgy = L}, Lrg = L%, Lry = Iy, Lgs = Ig jelo-
léseket, a dinamikai feladatok a

Hyy = Hy(®, 0, 3) = [ [T60) — Lo d (+.2)

4

funkcional segitségével targyalhaték. Itt ¢, t, tetszdleges valasztott idSinter-
vallum hatéarok. Feltételezve, hogy az u mez§ a ¢, és t, id§pillanatokban el&irt
feltételeket kielégiti, igazolhaté, hogy mindazon T, u, 1; mez8k, amelyek
kielégitik a

0,Hp; =0, (j=1,...,4); O6yHp,=0, (k=1,2,5);
6nHR52£_0? u?v—u}v+h20, xE.Q,

OrHp, <0, o4 <0, =x€, e:{; 3

s = ;

O0pHp, <0, p>0, x€Q; 6Hp >0, y>0, x€8Q, (4.3)

variaciés egyenlet—egyenlStlenségeket tényleges mezdk. Ennek forditottja is
igaz. Tényleges mezlk esetében fennallnak a (4.3) alattiak.

VAt id8 szerinti derivéléstid:—l- = u jeldli.
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Hasonléan nyerhetSk a kinematikailag kétott elmozdulasmezét felhasz-
nalé variaciés elvek is. Igy pl. a

ts )
. Hp= Hp(w) = [TG) — M) d& (4.4)
t
funkcionalbél i

6uHp, >0, ufy—ulh+h>0, x€Q (4.5)

egyenlGtlenségek fennilldsa esetében levezethet§ az Gsszes szabadegyenlet,
vagyis az az u* mez§, amely kielégiti a (4.5) feltételt, tényleges mezg.

A fenti modifikalt Hamilton— Osztrogradszkij-féle elvekbgl levezethetd
egyenletek: mezdegyenletek, perem- és illesztési feltételek. A dinamikai fel-
adat megoldasahoz természetesen a t = 0 iddpillanathoz tartozé kezdeti fel-
tételekre is szitkség van:

u=mu(0); v=v(0). (4.6)

A diszkretizalasbél szarmazé feladat Hgy, Hps, Hp; esetében formailag

min{%uTKu — u(q — Mii) | Au — b > 0} (4.7)

alakban irhaté fel. Minthogy az ii nem ismeretes, igy a (4.7) feladat megold-
hatésaga érdekében azt megfelel id5lépés felvételével differenciamdédszer alap-
jan kell kozeliteni, hiszen a testek kozstti kezdeti hézag miatt — periodikus -
gerjesztd erd esetében sem lesz a rendszer mozgasa periodikus. Ily médon ezen
tipusdi rugalmas rendszerek dinamikai viselkedésének nyomon kévetése az ii
approximaciéjatél fiiggéen vett iddpontokbeli kvadratikus programozasi fel-
adatok egymast kovets megoldasat koveteli meg, aminek effektiv végrehajtasa
nagy kapacitasd szamitégépek nélkiil mar nem képzelhetd el.

A targyalt dinamikai kezdeti-peremértékfeladat megoldhaté oly médon
is, hogy az elmozduldsmez§ iddszerinti derivaltjat, a v sebességet, az u mez5tsl
fiiggetleniil approximaljuk, sdt az I impulzust is fiiggetleniil vessziik fel. Ekkor
pl. a Hg; helyett az

Ini=Ig(T,u, 4, v,I) =

s 2
- [_ TO) + Ly — | 1+ — v)dV] b (4.8)
[ e=1JV*
vagy a
Jri = Jr(T,u, 4, T) =
ty 2
— [T(I) Ly — 3 1-a dV] dr (4.9)
t e=1,/V?*
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vagy a
KRi == KR"(T, u, }‘i’ V) S

- "[T(v)+LR,._ > gv-ﬁdV]dt (4.10)

4 e=1/V*

funkcionilokban a v és I szerint vett variaciékhoz tartozé kifejezéseket zérus-
sal egyenl§vé téve, illetve a (4.3) alatti variilasi feltételeket betartva, az 6sszes
szabad egyenlet levezethets. A Hpg;-nél targyalt szabad egyenleteken kiviil
djabb tipusyi egyenletek is megjelennek. A korabbi mozgasegyenlet érvényét
vesziti és helyette Ip;-nél az I = v - T |- q mozgésegyenlet jelenik meg, tovabba
I = pv, u = v dsszeférhetségi egyenletek vannak érvényben, Jg;-nél az el6bbi
mozgisegyenlet és I = gu osszeférhet8ségi egyenlet, végezetiil Kg;-nél pv =
= y-T + ¢ mozgéasegyenlet, U = v Gsszeférhet8ségi egyenlet vezethetd le.

Mivel a (4.8)—(4.10) funkcionalokra alapozott szamitasnal nyert egyen-
let—egyenléstlenségekben az u, illetve v mezdk id§szerinti elsd deriviltja szere-
pel csak és ezeknek kozelitése pontosabban elvégezhetd mint a masodrendd
derivaltaké, igy annak ellenére, hogy az Gsszismeretlenek szima megnd,
alkalmazasuk elonyds.

4.4 Rugalmas-képlékeny testek esetében a potenciilis energia minimuma
elvét (13. elv), illetve a médositott kiegészits energia maximuma elvét (9. elv)
allapotvaltozasokra felirva, keressiik azokat a sebességmezfket, amelyek az
érintkezés-elvalas feltételén tilmenden kielégitik a képlékeny tartomanyok-
ban érvényes

. of
=0, f=—0 -T<LO0
s s oT <
mellékfeltételeket is. Itt f — folyasi fiiggvény, T — fesziiltségi sebességi tenzor-
mez6 [33]. Ezek a feladatok is kvadratikus programozisi feladatra vezetnek.

5. Kutatasi témak

Az érintkezési feladatokkal kapcsolatos, numerikus médszereket felhasz-
n4alé kutatisok hazankban a szerzd ismerete szerint a BME és NME-re kor-
latozédnak. Célszerdl volna a kutatdsokat olyan iranyba szélesiteni, amelyek
hozzajarulnanak

1. a tobbrétegl testek érintkezési feladatainak, .

2. a rugalmas-képlékeny alakitasi technolégiaval kapecsolatos érintkezési
feladatok megoldasahoz,

3. a vékonyfali elemek merevtestekkel torténé érintkezési viszonyainak
pontosabb tisztazasahoz, ‘
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4. a terhelés-atadassal kapcsolatos szamos optimalizaciés feladat,

5. az iitkozéssel, rezgéssel parosulé dinamikai érintkezési feladatok,

6. illetve a nagy elmozdulasokkal kapcsolatos érintkezési feladatok meg-
oldasahoz.

7. Tovabb kellene fejleszteni az analitikus és szdmitégépi médszereket,
kiilonés tekintettel a dinamikai sidrlédasnélkiili, illetve sitrlédasos
érintkezési feladatok megoldasara.
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