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Jelen beszámoló a rugalmas súrlódásnélküli érintkezési feladatok megoldására 
alkalmas variációs elvekről ad áttekintést , majd további kutatásokra alkalmas aktnál is 
t émákat javasol . 

Bevezetés 

A műszak i g y a k o r l a t b a n gyakran f o r d u l n a k elő o lyan szerkezetek, ame-
lyek — v a g y a lko tó elemeik — é r in tkeznek egymással . Velük kapcso l a tban a 
m e c h a n i k á n a k feleletet kell adnia olyan kérdésekre , mi lyen a tényleges é r in tke -
zési t a r t o m á n y a l a k j a , mekkora a n n a k nagysága , hogyan oszlik meg f e l e t t e az 
ér intkezési feszültség, min t az ér in tkezésben álló t es tek közö t t , a szóba j ö h e t ő 
ér intkezési t a r t o m á n y o n kialakuló, fe lü le ten megoszló belső erőrendszer sű rű-
ségvektora , az ér in tkezésben álló tes tek elmozdulási és feszültségi á l lapota meg-
felelnek-e a szerkezet működéséből a d ó d ó köve te lményeknek , d inamika i l ag 
megfelelően viselkednek-e. 

A t e s t ek közö t t i kapcsola tok l ehe tnek egy-, ill. ké to lda lúak . E g y o l d a l ú 
kapcso la tokná l az érintkezési feszültség csak a tes tbe m u t a t h a t , míg ideális-
n a k t e k i n t e t t ké to lda lú kapcsola t ese tében az érintkezési feszültség i r á n y á r a , 
nagyságára nincs kor lá tozás . A nem ideális ké toldalú kapcso la tokka l r a g a s z t á -
soknál t a l á l k o z h a t u n k . Amíg az ér in tkezés i feszültség ér téke nem b a l a d j a 
meg a ragasz tás á l ta l b iz tos í to t t maximál i s „adhéziós feszül tséget" , a kapcso-
la t ké to lda lú m a r a d , nagyobb feszül tségeknél a tes tek k o r á b b a n e g y ü t t m o z g ó 
p o n t j a i m á r e lvá lnak egymástól . 

Egyolda lú kapcso la tokná l súrlódásos és súrlódás nélkül i eseteket kü lön-
b ö z t e t ü n k meg. 

Á t t e k i n t v e a t é m a k u t a t á s á n a k t ö r t é n e t é t és gazdag i rodalmát , a z t l á t -
j u k , hogy a t e s t ek közö t t i érintkezési kölcsönhatás t i sz tázása már r é g ó t a a 
k u t a t á s k ö z p o n t j á b a n áll a mechan ikában . Az első H E R T Z á l ta l e lvégzet t vizs-
gálat ó t a [1] közel egy évszázad te l t el. A H E R T Z á l t a l kidolgozott e lméle t 
az ér intkezési t a r t o m á n y kis mére té t té te lezi fel a tes t t ö b b i méretéhez k é p e s t . 

* A Műszaki Mechanikai Bizottság 1979. február 21-i ülésén elhangzott beszámoló . 
** Dr. Páczeit Is tván, Nehézipari Műszaki Egyetem, Mechanikai Tanszék, E g y e t e m -

város, 3515 Miskolc 
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238 PÁCZELT ISTVÁN 

E n n e k ellenére, számos, gépészet i p rob l émáná l jelentkező érintkezési f e l ada t 
t i sz tázására n y í l t lehetőség [2], [3]. 

Az ér in tkezés i f e l ada tokka l kapcsola tos ú j a b b keletű k u t a t á s o k a 30-as 
években k e z d ő d t e k el. í gy S T A E R M A N N [ 4 ] , G A L I N [ 5 ] , L U R J E [ 6 ] , M U S Z H E L I S -

V I L I [7] j e l en tősen előrevit ték a térbeli és síkbeli ruga lmasság tan problémái-
n a k megoldásá t . 

A r u g a l m a s s á g t a n b a n t a l á l j uk a legkidolgozot tabb érintkezési f e lada to-
k a t . J ó v a l k e v e s e b b munka szü le te t t az ér intkezéssel kapcsola tos pe remér ték-
fe lada tok megoldásá ra a k é p l é k e n y s é g t a n b a n , a v i sco- ruga lmasság tanban , 
éppen az a n y a g bonyolul t t ö r v é n y e k szer int i viselkedése m i a t t . 

A különfé le t ípusú ér intkezési f e l ada tok megoldására szolgáló módszerek-
ről ad igen részle tes átfogó k é p e t az 1976-ban megjelent , az i rodalmi jegyzék-
ben [8] a l a t t i monográ f i a . 

Széles k ö r ű a lkalmazásra t a l á l t ak a k o m p l e x változós függvényekre a lapo-
zo t t módszerek [5], [7], a szinguláris in t eg rá l egyenletek, Wiene r—Hopf - fé l e 
módszer [9], a duá l in tegrálegyenletekre veze tő el járások [10], a különfé le 
asz impto t ikus módszerek [11], és végezetül a vegyes pe remér ték f e l ada tnak vég-
te len számú a lgebra i egyenlet rendszeren k e r e s z t ü l tö r ténő megoldási módszerei . 

Amíg a H E R T Z ál tal pub l iká l t m u n k a 1 8 8 2 - b e n j e l en t meg, addig az 
érintkezési f e l a d a t t a l kapcsola tos variációs elvet S I G N O R I N I csak 1 9 5 9 - b e n 

foga lmaz ta m e g [12]. Fel té te lezte , hogy a r u g a l m a s test , fe lü le tének egy szaka-
szán merev t e s t t e l , súrlódás né lkü l úgy é r in tkezhe t ik , hogy az emlí te t t felüle-
t ek a terhelés h a t á s á r a el is v á l h a t n a k egymás tó l . Ez t az e lméle te t F I C H E R A fe j -
lesz te t te t o v á b b [13], aki a ruga lmas súr lódás nélküli ér intkezési f e lada tmeg-
oldás lé tezésének és egyér tékűségének b i zony í t á sá t is elvégezte. A Coulomb-
féle súrlódás fel tételezésével meg foga lmazha tó érintkezési f e l ada t t a l e lsőként , 
a D U V A T — L I O N S szerzőpáros ál tal írt k ö n y v foglalkozik [ 1 4 ] . Megad ják a 
megoldás u n i c i t á s á t és ex i s tenc iá já t a b b a n az esetben, amikor az ér intkezési 
feszültség ér intőleges összetevő abszolút é r t ékének felső h a t á r a (a n o r m á l -
feszültség súr lódás i tényezővel tö r t énő szo rza ta ) előzetesen i smer t . Úgy t ű n i k , 
nincs k idolgozva olyan var iációs elv, ame ly eme korlátozással nem számolna . 

A v isco- ruga lmasságtan i érintkezési f e l ada tok megoldásának lé tezését , 
egyér tékűségét D U V A T [ 1 5 ] és B O U C H E R [ 1 6 ] b izonyí to t ták . 

A f e n t i e k b e n emlí te t t m u n k á k a p r o b l é m á t a funkcionálanal ízis eszközei-
vel t á r g y a l j á k , n e m té rnek ki ar ra az ese t re , amikor az ér intkezésben álló 
m i n d k é t t e s t ruga lmas , t o v á b b á nem fog la lkoznak a variációs elvekre a lapo-
zo t t s zámí tás t echn ika i módszerek rea l izá lásának kérdéseivel. A ruga lmas tes-
t ek közöt t i no rmá l i s (súrlódás nélküli) é r in tkezés i fe lada tok megoldására szol-
gáló variációs elvekkel a [17—21] m u n k á k foglalkoznak. 

Az ér in tkezés i f e lada tok osztá lyozásáról , megoldat lan problémáiról a d n a k 
á t t ek in té s t KALKER m u n k á i [22], [23], m í g normális ér intkezési f e l a d a t o k 
közelí tő mego ldásáva l kapcsola tos m u n k á k r ó l a [19] m u n k a ad á t t ek in tés t . 
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1. A pe remér t ék fe l ada t m e g f o g a l m a z á s a 

V i z s g á l j u n k e g y k é t r u g a l m a s t e s t b ő l (e lemből) f e l ép í t e t t s z e r k e z e t e t . 
A Ve t é r f o g a t ú e j e lű t e s t e t Se fe lü le t h a t á r o l j a . M i n d e n ü t t a Ve t é r f o g a t o n q 
t é r f o g a t o n megoszló t e rhe lés , az Se

p f e l ü l e t en a d o t t p° sű rűségű fe lüle t i t e rhe l é s 
m ű k ö d i k , míg Se

u f e lü le ten i smer t az u° e lmozdu lás . Az Se felület m e g m a r a d ó 
részén az e je lű t e s t a szomszédos t e s t t e l é r i n t k e z h e t i k . A felület ezen r é szé t 
je lö l je Se

c, a m e l y e t a t o v á b b i a k b a n az e-ik t e s t szóba jöhető érintkezési tartomá-
nyának. f o g u n k nevezn i . 

K i s e l m o z d u l á s t és a l akvá l t ozá s t f e l t é t e lezve az ér intkezés — rés (e lvá-
lás) f e l t é t e l é t a n n a k f igye lembevé te léve l , h o g y az Se

c (e = 1, 2) fe lü le tek t e r h e -
le t len á l l a p o t b a n a v i szonyí tás i k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n közel azonos f ü g g v é n y -
nye l j e l l e m e z h e t ő k , az a l ább iak szer in t f o g a l m a z h a t j u k meg. 

A z é r in tkező t e s t e k Se
c f e lü le tén l evő p o n t j a i t p á r b a á l l í t juk (a p á r t a 

t e s t e k egy-egy p o n t j a a lko t j a ) , m a j d ezen p o n t o k e lmozdu lásá t v a g y a n n a k 
b i zonyos (pl. n o r m á l i s i r á n y ú ) k o m p o n e n s é t s zemlé l jük az a l akvá l tozás fo lya -
m á n . A t o v á b b i a k b a n fe l té te lezzük , h o g y e p o n t o k az a lábbi s zabá ly sze r in t 
v a n n a k p á r b a á l l í t v a : 

Az l - e s t e s t S] f e lü le tén levő Qx p o n t n a k a 2-es t e s t en levő Q2 p o n t b e l i 
p á r j á t , a Qj-ben v e t t n 1 fe lü le t i no rmál i s á l t a l a 2-es t e s t S? fe lüle téből k i d ö f ö t t 
p o n t a l k o t j a . Mivel az S] és S? fe lü le tek p o n t j a i e g y m á s n a k megfelelői , a je lö-
lések egyszerűs í t ése é r d e k é b e n az Se

c f e l ü l e t e k e t egysze rűen fí-val f o g j u k je lö ln i . 
Az a l a k v á l t o z á s u t á n az Se

c (e = 1, 2) 1 f e lü le tek közö t t i n 1 i r á n y b a n m é r t 
t á v o l s á g 

y(*) d=t? u%(x) - ub(x) + h(x) x Ç Q (1.1) 

összefüggéssel j e l l e m z e t t , ahol 
= (1.2) 

h(x) — a Qv Q2 p o n t o k k ö z ö t t i t á v o l s á g o t , a k e z d e t i h é z a g o t jelöli, x = (xx, x2, я 3 ) 
ped ig t é rbe l i k o o r d i n á t á t jelöl . 

É r i n t k e z é s l ép fel , h a áll az 

У=0 x(íQp (1.3) 

geomet r i a i f e l t é te l , és rés v a n je len , h a 

y ( * ) > 0 . x d Q 0 (1.4) 

Az e lőzetesen n e m i s m e r t Qp é r in tkezés i és Q0 r és t a r t o m á n y o k k ie l ég í t ik az 
Q — Qa -f- Qp f e l t é t e l t . I t t meg kell j e g y e z n i , h o g y az Q t a r t o m á n y o n k ívü l i 

1 Az e index a továbbiakban 1 és 2 értéket vesz fel. A vektorokat, tenzorokat kövér 
betűvel, a skaláris és vektoriális szorzást ,, • " , ,, x " - a l jelöljük. 
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240 PÁCZELT ISTVÁN 

p o n t o k b a n y ( x ) > 0 i Ç Û fel té te lnek kell te l jesülnie. Ez a feltétel az ér intke-

zési feladat megoldásakor az Q „szóba j ö h e t ő érintkezési t a r t o m á n y " helyes 
kijelölésének ellenőrzésére ad lehetőséget. 

Egyoldalú kapcsolatnál az l -es testre h a t ó érintkezési feszültség rés eseté-
ben zérus, vagyis 

p(x) = 0 , X g Q 0 (1.5) 

míg ér intkezéskor 
p(x) = - р л г п 1 + p r x ^ Q p (1.6) 

összefüggéssel je l lemzet t , ahol p м 0 ér intkezési nyomás, p r a p vek to r 
érintőleges összetevője. 

Abban az esetben, ha 

Pr — 0 > (1-7) 

akkor súrlódás nélküli ún. normális érintkezési feladatról beszélünk. 
Súrlódás esetében, amennyiben az l -es t e s t pont ja inak a 2-es-hez képest i 

sebessége 
v(x) sa 0, p T ( x ) ^ 0 , x£Ű (1.8) 

teljes adhézióról beszélünk. 
Coulomb-féle súrlódásnál, y(x) = 0, v(x) = 0 esetében az adhéziós ta r -

t o m á n y t t a l á l j uk , ahol 

IPr(*)l x i Ü a (1.9) 

míg y(x) = 0, v(x) Ф 0-nál csúszás lép fel, amikor is 

p r (* ) = - ppN(x) - Ä - x £ Í2S. (1.10) 
I v(x) I 

I t t Qp = Qa + Q s, illetve az y{x) 0 esetében az Q0 rés t a r t o m á n y t k a p j u k 
meg. Vagyis súr lódás esetében az Q t a r t o m á n y csúszási, adhéziós és rés t a r -
tományokra boml ik fel, míg súrlódás nélküli esetben érintkezési és rés tar to-
mányoka t kü lönböz te tünk meg. Mivel m i n d k é t f a j t á j ú érintkezésnél az emlí-
t e t t t a r t o m á n y o k előzetesen ismeret lenek és á l ta lában bonyolult a lakúak, a 
klasszikus megoldási módszerek megha tá rozásukra a lkalmat lanok. 

Az ér intkezési feladat megoldásakor t e s t e n k é n t három, egymással kap-
csolatban álló mezőt keresünk: az ue elmozdulási , a Te, A1 feszültségi és alak-
változási tenzormezőket . 

A feszültségi tenzormező köteles kielégíteni a 

V Tc + q* = 0 , X £ Vе (1.11) 
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ÉRINTKEZÉSI FELADATOK 241 

egyensúlyi egyenle te t —, az 

n ' • T ' = p° , x £ S e
p (1.12) 

d inamika i peremfe l té te l t , az e lmozdulásmező az 

k inema t ika i peremfe l té te l t ; t o v á b b á fennál l az 1 

* £ S< (1.13) 

A' = I (Vu ' + u 'V) = A ' T , x £ Ve (1.14) 
2 

geometr ia i egyenlet , a 

r = C ' . . A ' ; A ' = C ' - 1 . . T ' (1.15) 

anyagegyen le t , ahol Ce — az anyagá l l andók 4 - r e n d ű tenzora . Az Q t a r t o m á n y -
b a n a t e s t e k közö t t i kapcsola t f a j t á j á t ó l függően fenná l lnak : 

Kétoldalú kapcsolatnál az 

n 1 • T 1 - f n2 • T2 = 0 , 
x £ Q , (1.16a, b ) 

u 2 - u1 + h = 0 

d inamika i és k inemat ika i illesztési egyenletek (h — az e lmozdulásmezőben 
fennál ló szakadás pl. tú l fedésből adódó), egyoldalú kapcsolatnál, súrlódás nélküli 
ese tben a normál feszültségek v o n a t k o z á s á b a n 

Одг = n 1 • T 1 • n 1 = — pN 0 * £ S £ , 

<r% = - n 1 • T2 • n2 = - p N ^ 0 * £ S ? , 
azaz 

= c r ^ O , < 7 ^ 0 , x ç û (1.17) 

a d inamika i illesztési fel tétel , míg a súr lódás hiánya m i a t t az érintőleges 
i r á n y ú feszül tségek 

pf = T ' - n ' i ^ n ^ O , r ' ^ l p ' r U l e = 1 (1.18) 
\e= 2 

A k inemat ika i illesztési fe l té te l 

x í Q j (1.19) 

1 T felső index a transzponálás jele, V-Hamilton-féle differenciáloperátort, „ • • " két -
szeres skalárszorzást jelöl. 
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242 PÁCZELT ISTVÁN 

ami a z t a t é n y t fejezi k i , h o g y a t e s t e k e g y m á s b a a k a d á l y t a l a n u l n e m hato l -
h a t n a k b e . U g y a n a k k o r , h a az Q t a r t o m á n y t e t sző leges p o n t j á b a n é r in tkezés 
lép fel, a k k o r 

У(х) = 0 , pN{x)> 0 , х ( Й р , (1 .20a, Ь) 

és ha rés v a n , akkor 
Рдг(ж) = 0 , r e ß 0 , (1 .21a , b) 

vagyis 

y(x)pN(x) = 0 , xÇÛ, (1.22) 

ahol Q = Q 0 -j- Qp, Q 0 , i l l e tve Q p t a r t o m á n y o k e lőze te sen nem i s m e r e t e s e k . 
Az é r in tkezés és r é s t a r t o m á n y á t az 

y{x) = 0 , pN(x)^ 0 , x<iQ'p (1 .23a, b) 

y{x) > 0 , pN(x) = 0 , x^Q'0 (1 .24a , b) 

fe l té te l le l is m e g a d h a t j u k . A z u tóbb i a b b a n k ü l ö n b ö z i k az előzőtől, h o g y az 
é r in tkezés i és rés t a r t o m á n y o k h a t á r á t ( у = 0, p ^ = 0) az elválási t a r t o m á n y -
ról az é r in tkezés i t a r t o m á n y h o z c s a t o l j a . T e r m é s z e t e s e n i t t is igaz , hogy 
Q = Qó + ß p . 

Coulomb-féle súrlódás ese tében az (1.9) — (1.Ю) a l a t t i fe l té te lek á l l n a k f e n n . 

2. Variációs elvek a lka lmazása normális érintkezési fe ladatok megoldására 

A var i ác iós e lveke t o l y módon é p í t j ü k fel, hogy f e l t é t e l ezzük : 1. a kere-
se t t mezők t e s t e k k é n t , i l l e t v e azon belü l e g y m á s t ó l f ü g g e t l e n e k ; 2. a v á l a s z t o t t 
e lvtől f ü g g ő e n k ö v e t e l j ü k m e g e l ő r e — „ a p r i o r i " — a p e r e m - , illesztési — f e l t é -
te lek és mezőegyen le t ek k ie légí tésé t ; 3. a T s és A" t e n z o r o k s z i m m e t r i c i t á s á t 
eleve a d o t t n a k vesszük. 

H a a m e z ő kielégíti a n e k i megfelelő m e z ő e g y e n l e t e t (ME) v a g y a p e r e m - , 
illesztési f e l t é t e l t (PF) , ( I F ) a k k o r kötöttnek nevezzük , e l l enkező ese tben s z a b a d -
n a k a ME, PF és IF v o n a t k o z á s á b a n . R ö v i d e n szabad egyenletnek f o g j u k 
nevezni m i n d a z o k a t a ME—IF-ket, a m e l y e k „ a p r i o r i " n e m vo l tak k ie lég í tve . 

I s m e r e t e s , hogy e g y e t l e n elemből á l ló szerkezet e s e t é b e n (IV = 1) a sza-
bad, egymástól független T és u mezőkre a l a p o z o t t s z á m í t á s n á l a 

n R = n R ( T, u) = 2 
e=l 

I [ T . . A(u) — U(T) — q • u] dV 
Jv 

f p° • udS - Г n • T • (u — u°) dS ) 
J Sp J Síi J 

(2.1) 
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Reissner-féle funkc ioná l s tac ionar i tása szükséges és elégséges fe l té te l a meg-
felelő szabad egyenletek „e lőá l l í t ásá ra" , és az azoka t kielégítő mezők valódi-
ságára . I t t Í 7 ( T ) = — T . . C - 1 . .T = — A . .C. . A = U(u) az a lakvál tozás i ener-

2 2 
giasűrűség. 

A ME és d inamika i PF s z e m p o n t j á b ó l kö tö t t T mező esetében a 

tfc = tfc(T) = J H f U(T)dV — Г u» T n dS 
e=l (Jv» J s t 

(2.2) 

kiegészítő energiára a lapozot t m i n i m u m elv, míg k inemat ika i P F s z e m p o n t j á -
ból k ö t ö t t e lmozdulásmező esetében a 

Пр = Пр( u ) = J j í [ U ( u ) - q . u ] d V - \ p° • u d S 
С — I I D V J S I 

(2.3) 

potenciál is energiára a lapozot t m i n i m u m elv segítségével á l l í tha tó elő a 
megoldás. 

K é r d é s k é n t merül fel, hogyan kell módosí tani a f en t i klasszikus variációs 
e lveket a normál is ér intkezési f e lada tok megoldása s z á m á r a ? A kérdés re ado t t 
vá lasz t az a lábbi gondola t ta l v e z e t h e t j ü k be. 

Először is t i sz tázzuk , mikén t módosul a Reissner-féle elv akkor , h a súrló-
dás nélkül i ké to lda lú kapcsola to t t é t e l ezünk fel az Q t a r t o m á n y m e n t é n , m a j d 
megkeressük azoka t a variációs fe l té te leket , amelyekkel ugyanez a funkc ioná l 
b i z tos í t j a az (1.17), (1.20) —(1.22) ér intkezési—elválási fe l té te leket . H a az egy-
oldalú kapcsola tból származó kor lá tozás t e lve t jük , akkor a k a p o t t funkc ioná l -
n a k b iz tos í tan ia kell a már eml í te t t ké to lda lú kapcsola thoz ta r tozó ér intkezési 
f e l ada t megoldásá t is. Lá tn i fog juk , hogy a b e m u t a t á s r a kerülő modi f iká l t 
Reissner-féle elvből a mezőkre k i ró t t kö tö t t ségek mér téké tő l függően számos 
más elv k ö n n y e n levezethető. 

2.1 Érintkezési feladat tárgyalása súrlódás nélküli kétoldalú kapcsolat esetében 

Kéto lda lú kapcsola tná l у = 0, x £ Í2. Ez t a fe l té te l t , az elmozdulás-

mezőre k i ró t t megkötés nélkül , Lagrange-fé le mul t ip l iká tor (LM) segítségével 
k í v á n j u k f igye lembe venni . K ö n n y e n meggyőződhe tünk arról, h o g y a (3.1) 

funkcioná lhoz a — A • j ( u ) dS i n tegrá l t hozzáadva a kapo t t 
Ja 

L = L(T, u, Я) = nR(T, u) - Г kydS (2.4) 
Ja 

funkc ioná l s tacionér helyzete szo lgá l ta t j a az összes szabad egyenle te t . 
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Valóban , a 
ÔL = ÔtL + Ô.L + ÔXL = 0 (2.5) 

egyenle t é r t e l m é b e n , ahol <5X — az x mező sze r in t i első va r i ác ió t je len t i , a z t 
k a p j u k , hogy 

« 5 x L = Í j f ( T . . C - 1 - A ( u ) ) . . Ő T dV 
e=l I Jv" 

(Hooke - tö rvény ) , 

+ j n • ÔT • (n° - u)dS J = 0 (2.6a, b) 

(k inemat ika i P F ) , 

ô ' L = 2 \ - f ( V - T - q ) - ő u dV 
e-l ( J v 

(egyensúlyi egyenle t ) , 

+ f (n • T — p°) • du dS 
)s% 

(d inamika i P F ) , 

j TÔuTdS j 

( súr lódásmentesség fel tétele) , 

+ f X)ôu1
NdS 

Js' 

- Г (a2
N + X)ôu2

NdS = 0 (2.6с—g) 
Jsí 

(d inamika i illesztési fe l té te l ) , 

&XL = - Г ДХ(И% - U2
n + h)dS = 0 (2.6e) 

Ja 

(kétoldal i kapcso la t geomet r ia i fe l té te le 
s ú r l ó d á s m e n t e s esetben) , 

a h o n n a n az egyes in t eg rá lokná l szereplő mezők egymás tó l függe t l en var iá lá -
sokból adódóan n y e r j ü k a zá ró je lbe í r t egyen le t eke t , f e l t é te leke t . L á t h a t ó az 
is, h o g y az (1.16a) vek to regyen le t normál i s i r á n y ú ska lár egyen le te h e l y e t t a 

oj , + A = 0, <J2
n + A = 0 (2.7a, b ) 

egyen le teke t k a p t u k , vagyis а A m u l t i p l i k á t o r , m i n t normál feszü l t ség , á tv i t e l i 
szerepet tö l t be а feszül tségek k ö z ö t t . 
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2.2 Módosított Reissner-féle variációs elvek alkalmazása 

2.2.1 Első elv 

Az egyolda lú k a p c s o l a t b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y 

Mivel а сглг* a T* t enzorbó l á l l í t j u k elő, és e n n e k előjelét n e m egyszerű k ö z v e t -
lenül b iz tos í t an i , i smé t az Q t a r t o m á n y fe le t t é r t e lmeze t t Lagrange- fé le szor-
zót a l k a l m a z z u k . E z t , a n e m nega t iv i t á s i k ö v e t e l m é n y e k e t k ie légí tő m e z ő t , 
a m i az é r in tkezés i n y o m á s n a k felel meg , a t o v á b b i a k b a n pN h e l y e t t p -ve l f o g -
j u k jelölni . I l y módon a (2.4) h e l y e t t az 

ISR = ISR(T,u,p) = I I R - ( P-y(u)dS, 0 , xdQ (2.8) 
Ja 

f u n k c i o n á l r a a lapozva ú j var iác iós e lv f o g a l m a z h a t ó meg. A tényleges T6 , u e 

mezők és az á tv i te l i szerepe t b e t ö l t ő p kielégí t ik az a lábbi va r i ác iós egyenle -
t e k e t —egyenlőt lenséget 

à i L p = 0, <5nL& = 0, ô p L ? ^ 0 (2 .9a—c) 

azzal a fel té tel le l , hogy p 0, v a g y i s r ö v i d e b b e n 

ÔLPr < ^ 0 , p ^ 0-nál . (2.10) 

A (2.9a)-ból köve tkez ik (1.13), (1.15), [(2.6a, b ) ] ; (2.9b)-ből X = p he lye t t e s í -
téssel (2.7), (1.11), (1.12), (1.18) [2 .6c—g]; míg (2.9c)-ből 

ÔpL*r= - j j p • y dS^ U 

a l a p j á n , p > 0 esetén dp te tszőleges (p -f- dp > 0) és у = 0, míg p = 0 
ese tében —*• dp 0 és у 0, vagyis 

P>о, у ^ о , py = о « e ß . 

azaz m e g k a p t u k az (1.20) — (1.22) é r in tkezés i—elvá lás i f e l t é t e l eke t . 
B i z o n y í t h a t ó , h o g y a s z a b a d e g y e n l e t e k n e k a (2.6) a l a t t f e l t ü n t e t e t t 

va r i á l t mezőkke l való szorzása és a z o k n a k t é r f o g a t o n , i l letve megfelelő fe lü le -
t e n v e t t i n t eg rá l j a a dTLR = 0, daLR = 0 egyenle te t a d j a . 

Az (1.20a), (1.21a) a l a t t i t a g o k a t dp-vel megszorozva és a z o k a t az Ü p és 
Q 0 f e lü le t eken in t eg rá lva , a r r a a k ö v e t k e z t e t é s r e j u t u n k , h o g y ezek az i n t e g -
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rálok nem lehe tnek n e g a t í v a k , mivel Q p fe le t t dp tetszőleges é r téke t (p 
+ ôp j> 0) v e h e t fel, míg Q0 felett dp > 0, a p-re v o n a t k o z ó fel tételből adó-
dóan . Összegezve ezeket az in tegrá loka t a — ÔPLR <[ 0 egyenlőtlenséget 
k a p j u k . 

Vagyis a ôLR 0 f e l t é t e l szerint v e t t var iáció p 0, x Ç Q mel le t t , 
szükséges és elégséges f e l t é t e l t ad a megfelelő egyenle tek valódiságára . 

K ö n n y e n meggyőződhe tünk arról, hogy ha a t ényleges mezőkhöz t a r tozó 
funkcionál é r t éké t LP

R = LRT(T, U, p 0)-vel j e lö l jük , akkor a T = T -F-
-f- ŐT, u* = u -f- du, p = p -}- ôp lehetséges mezők ese tében az LR funkc ioná l 
ér téke az a l ább i egyenlőt lenséget elégíti k i 

ЩТ, u , p > 0) < LP
R

T = ЩТ, u*, p ^ 0 ) , 

vagyis az LR funkcionál a T és p vona tkozásában , m a x i m u m m a l rendelkezik 

a T, u, p p o n t b a n , míg t ény leges T és p 0, x £ Q mezők esetén az u* lehet-
séges mezőnél az LR é r t éke azonos a tényleges mezőkhöz t a r tozó ér tékkel . 

2.2.2 Második elv 

Az Q t a r t o m á n y f e l e t t ér te lmezet t t e s t ek közö t t i y rés mezőnek, min t 
mul t ip l iká tor mezőnek a fe lhasználásával egy ú j var iác iós elv foga lmazha tó 
meg. Nevezetesen (2 .8)-ban p - t he lye t tes í tve — o>/-e 1, m a j d hozzáadva 

í ya%dS in tegrá l t , aho l y ]> 0 — mul t ip l iká tor , az 

Щ = и, у) 

nR(T, u) + 
1 crjv • (u% - u $ + h - y)dS 

0% • ("n — «îv + h — y) dS 

(2.11a, b) 

/Й 
funkcionál 

ôiLy
R = 0 , ôuL

y
R = 0 , (2.12a—c) 

y ]> 0, x £ Q mellett i va r i ác ió j a szo lgá l t a t j a a s zabad egyenle teke t : (1.13), 

(1.15), y = и% — uN + h; (1.7), (1.11), (1.12), ojv = t o v á b b á (2.12c) fel-
tételből a d ó d ó a n 

ha y = 0 , akkor d y ^ O - ^ ^ O x Ç, Q'p  

ha y >• 0 , akkor ôy tetszőleges (y -f- ôy > 0) —»- <fN = 0 x £ Q'0 

vagyis 

y Одг 0 , y<fN = 0 

azaz m e g k a p t u k az (1.22) — (1-24) a la t t i ér intkezési-elválási fe l té te leket . 
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Igazak a következő egyenlőtlenségek is: 

ЩТ, u , y ^>0) ^ Щ 
T, u, y* > 0) 

= ЩТ, u \ y ^ 0 ) 

A fen t i ké t elvnél, az érintkezési-elválási fe l té te lekben szereplő egyen-
lőtlenségeket, pótlólagos — az eredeti peremér ték- fe lada tban nem szereplő — 
mezők felvételével, közve te t t ú ton e légí te t tük ki. 

Alka lmazásukat , approx imálásuk egyszerűsége teszi indokol t t á . Ezeke t 
az elveket módosí to t t Reissner-féle hibrid variációs elveknek nevezhe t jük . 
Amennyiben pótlólagos mezőket n e m vesszük fel, úgy két lehetőség kínálko-
zik az érintkezési feladat t á rgya lására . Első esetben a Te mezőktől köve te l jük 
meg az Q t a r t o m á n y o n a ov 0 vagy 0 fel tétel kielégítését, a második 
esetben az u l elmozdulás mezőknek az У = идг — UN h 0 fel tétel t kell 
kielégíteniük. 

2.2.3 Harmadik elv 

A kérdéses funkcionál az első elvnél a lkalmazot tból oly módon veze the tő 
le, hogy a p he lyet t — (7%-et í runk, vagyis 

L°R = L°R(T, u) = 

f «hydS 
Ja 

nR(T, u) + 

I ' 
(2.13a, b) 

a 2
NydS 

A (2.13)-ra alapozott variációs elvnél, a variálás szabálya 

ôaL°R = 0, ÖtL°r<, 0 a l ^ f l 
I o n ^ 0 

, X £ Q feltétel mel le t t . 

Érdekes t énykén t jelenik meg, hogy egyidejűleg a ON és (Tn nega t iv i tásá t 
és azok egyenlőségét nem kell előírni. 

A tényleges mezőkhöz ta r tozó megoldás környezetében áll 

ЩТ, U) <; L"r = Lr{T, u*) , Í2.14) 

vagyis a T, и pon tban az Lß elfa jul t t í pusú nyeregpont ta l rendelkezik. 
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2.2.4 Negyedik elv 

K ö n n y e n b e l á t h a t ó , hogy a m e n n y i b e n a = &n — On <1 6, x £ Q fe l -

t é t e l t b i z tos í t an i t u d j u k , úgy a (2.13) a l a t t i f u n k c i o n á l b ó l k i i ndu lva , a b e n n e 

szereplő T . . A ( u ) d F t é r f o g a t i i n t e g r á l Gauss —Osz t rogradszk i j - fé le té te l le l 

t ö r t é n ő á t a l a k í t á s a r é v é n n y e r t 

nR = nR( T, u ) = 

= - Я Д Т ) - 2 ( Í (V • T + q) • u d F - Г • u'rdS -
e= l U V J a 

- Г (n • T — p°) • u d s ) + í oNhdS (2.15) 
Js«p ) Ja 

f u n k c i o n á l <5n/7F = 0, ó T / 7 # 0 egyen le t -egyen lő t l enségek szer in t i v a r i á c i ó j a 
csakis és csakis a k k o r áll f enn , ha a T e , u e mezők a t ény leges mezők . E b b e n az 
ese tben is é r v é n y b e n v a n a (2.14) a l a t t i egyenlő t lenség . 

2.2.5 Ötödik elv 

A (2.11)-ben m e g k ö v e t e l v e az у — u% — u ^ + h j> 0 fe l té te l t e l j esedé-
sét, az ér in tkezés i f e l a d a t mego ldásá t а Пр(T , u) f u n k c i o n á l 

<5T#* = 0 , ô a n R ^ 0 , y > 0 , x e Q , (2.16) 

szabá ly szer in t i v a r i á l á s a szo lgá l t a t j a . A tényleges mezők kielégí t ik a (2.16) 
egyen le te t és egyenlő t lensége t . 

E b b e n az e s e t b e n 

nR(T, u) < nR < IJR(T, u*) (2.17) 

vagyis a T, u pon t , n y e r e g p o n t . 
A f e n t i e lvekről a d összefoglaló á t t e k i n t é s t az 1. t á b l á z a t . 1 

2.3 Módosított kiegészítő energiára alapozott variációs elvek 

A f e n t i e k b e n b e m u t a t o t t e lvekből k i i ndu lva a I e mezőkre k i r ó t t k ö t ö t t -
ségektől f ü g g ő e n az a l á b b i variációs e lvek f o g a l m a z h a t ó k meg. 

1 Ennél és a többi táblázatnál is, a táblázatban fe l tüntetett mezők a lehetséges mezők. 
A jelölések egyszerűsítése céljából elhagytuk a T, u* stb. jelöléseket. Mindazok a lehetséges 
mezők, amelyek kielégítik az ehhez tartozó variációs egyenlet-egyenlőtlenségeket, egyúttal 
tényleges mezők. 
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1. táblázat 

Normális érintkezési feladatok megoldására szolgáló módosított Reissner-féle variációs elvek 

ELV Funkcionál Mezők és azok kötöttségei Variációi egyenletek—egyenlőtlenlégek 

1 LPr = n R ( T , u) - p(u% -uh+ h)dS 
P ^ O 

dTLíf = 0 

2 Ly
R = n R ( T , u) + J o'N(u% - u h + h - y)dS 

- l i 

TC, ue y^> 0 

« е й 
<5 a L/?=0 6'уЬЪ ^ 0 

3 L"r = Щ(Т, u) + J o'N(uh - uh + h)dS 

- l i 

A e = Í - ( V u e + u'V) 

e = 1, 2 
- l i 

<5„L£ = 0 ÔTLr <, 0 

4 nR = -ЩT) - i j j v < (V • T + q) • u dV 

- j ^ V r d S - ^ í n . T - p O j u d s j + J ^ b d S 

o R = o h 
= o h < 5 „ i 7 Ä = 0 д n R < . о 

5 Я / К Т , U) 

UN — u)f 

x£Q 

Ô T n R = 0 <5„ЯЯ ^ 0 



250 PACZELT ISTVAN 

2.3.1 Hatodik elv 

A (2.8) a l a t t i f unkc ioná l t Gauss—Oszt rogradszk i j - fé le integrál á t a l ak í t á s i 
t é t e l segítségével á t a l a k í t v a , m a j d megköve te lve T^-től az egyensúlyi egyen-
le t , a d inamika i PF és az (1.18) a la t t i fe l té te l kielégítését , a 2. t á b l á z a t LQ 
funkc ioná l j áboz j u t u n k , ame lyben w' — a normál is i r á n y ú e lmozdulásoka t 
he lye t tes í tő Lagrange- fé le mul t ip l iká to r mező . 

A tényleges mezők kielégít ik a t á b l á z a t b a n f e l t ü n t e t e t t variációs fe l té te -
l eke t az o t t fe lsorol t mezőkre vona tkozó kö tö t t s égek mel le t t . 

2.3.2 Hetedik elv 

Előző e lvben a feszül tségek n e g a t i v i t á s á t a p mezőn keresztül biztosí-
t o t t u k . Az L p ana lóg iá ja a l ap j án , a on mezők nega t i v i t á sá t у mező segítségével 
b iz tos í tva , a 2. t á b l á z a t Ly

c f unkc ioná l j á ra a lapozo t t variációs elvhez j u t u n k . 

2.3.3 Nyolcadik elv 

A.z ér intkezési nyomás poz i t iv i tásá t a Te t enzorok tó l megkövete lve , a p , 
i l letve у mu l t ip l iká to rok feleslegessé v á l n a k . E k k o r , ha on és a% azonosságá t 
„ a p r io r i " n e m te l j e s í t j ük , úgy az L c f u n k c i o n á l b a n az u to lsó t ag e lhagyásáva l 
k a p o t t Lc (lásd 2. t áb láza t ) funkc ioná l ra a lapozva t i s z t ázha tók az ér intkezési-
elválási t a r t o m á n y o k , t o v á b b á leveze the tők a szabad egyenletek. 

2.3.4 Kilencedik elv 

Amenny iben ON = ON = CTN <[ 0 fe l té te l t b iz tos í tan i t u d j u k a nyo lcad ik 
elvnél megfoga lmazo t t akon kívül , úgy az ér intkezési f e l ada t megoldása során, 
keressük a 

Пс = - Л е (Т ) + Г öNhdS (2.18) 
Ja 

m a x i m u m á t a <5T/7C 0 egyenlőt lenség á l t a l m e g h a t á r o z o t t pon tban a y - l * - f 
+ qe = о, x Ç Vе, n r = p ° , x£ Sp, öjv = йдг = 0дг <Ç 0, т = 0, * £ Q 

fe l té te lek „ a p r i o r i " kielégítése mel le t t , mivel áll a 

ад < ; ад (2.19) 
egyenlőtlenség. 

2.3.5 Tizedik elv 

G y a k r a n lehetőség kínálkozik a Green- függvény pon tos előáll í tására : a 2-es 
j e lű testnél , a d o t t t ámaszok mel le t t , míg az l - es tes tné l , — amely merev te s t -
szerű mozgást is végezhet — az D t a r t o m á n y t ó l t ávo l i kis felületen h a t ó f ik t ív 
t á m a s z mel le t t . 
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2. táblázat 

Normális érintkezési feladattal kapcsolatos módosított kiegészítő energiára alapozott variációs elvek 

Funkcionál Mezők és azok kötöttségei Variációs egyenletek—egyenlőtlenségek 

Lp
c = -ЩT) - f [ph - w'(p + crk) + w2(p + dS 

L í = - ПС(Т) + Ja [a'N h + (ah- ahW - y ah] dS 

( e = h j = 2) 
U = 2 , j = l ) 

ЯС(Т) + [ah h + ( a h - a h ) W
J ] dS 

( 6 = 1 , j = 2] 
l e = 2 , j = 1) 

Я с = - nc(T) + ^ a N h dS 

Tc, we 

Hooke törvény 

V • Te + q' = 0, 

xÇVe 

n e - T e = p " , xÇS' p 

те = 0, 

e = 1, 2 

x(:Q 

10 LÎC = - y 10 P H(*, *')p' dS'dS + J f l P ( / 4 - f - h ) d S 

- > F • F ( p ) - • M ( p ) 

Hatásfüggvény fel-
építhető. 

kp, ÁЛ1 

p ^ O 

У ^ О 
r f û 

• - { i 
x£Q 

on = °N 
= oh 

Ï Ç Û 

p ^ o 

I f ß 

őTLc = 0 

ôwLà=0 

ôwLc = О 

<5pL£ ^ О 

<5yl£ ^ О 

ôTL°ç <, О 

<5 Т Я С ^ О 

ôpLp
K^0 
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Az n 1 i r ányba eső pon tbe l i egységnyi erőből szá rmazó x pon tbe l i n1 

normál is i r á n y ú e lmozdulás t H e (x , x')-el, a m e g t á m a s z t o t t tes tekre h a t ó ismert 
erőrendszerből származó normál i s i r á n y ú elmozdulást f*-el jelölve, az érintke-
zési f e lada t v izsgála tára a lka lmas funkc ioná l 

UK = Щр, XF , XM) = 

— — ~ Г í p(x) *') + *'))/>(*') № dS + 
2 J a J a 

+j*PdS - XF • F - XM • M , (2.20) 

aho l t = f1 — f 2 — h; XF , Хм az l -es t e s t merev tes t szerű e lmozdulásá t megha tá -
rozó az origóval egybeeső p o n t j á n a k elmozdulás- és szögel fordulás-vektora , 

F = F ° - í n 1 ' pdS, (2.21a) 
Ja 

M = M° - J R X vJp dS, (2.21b) 

[F°, M°] — az l -es t e s t re h a t ó i smer t erőrendszer or igóbel i r eduká l t vektor-
ke t tőse . 

Az LP
K funkc ioná l ra a l apozo t t var iációs elv á l l í t j a , hogy a tényleges 

ér intkezési nyomásmező és а XF, Хм merevtes t szerű e lmozdulás v e k t o r o k kielé-
gí t ik a 

àpVK^ 0 , à\r M LP
K — 0 (2.22) 

variációs egyenle teket a p 0, x £ ü fe l té te l mellet t . (2.22) é r t e lmében fenn-

á l lnak az (1.20)—(1.22) a l a t t i fe l té te lek, t o v á b b á a (2.21) a l a t t def in iá l t F = 0, 

M = 0, vagyis a merev tes t sze rű mozgással bíró l -es t e s t egyensú lyban van. 
A megfoga lmazo t t elv [26] a [24], [17] féle variációs e lvek á l t a lános í tásának 
t ek in the tő , mivel [24]-ben XF = Хм = 0 -nak , [17]-ben fe — 0-nak, t o v á b b á 

Хм a d o t t n a k volt fe l té te lezve. 

2.4 Módosított potenciális energiára alapozott variációs elvek 

Az a n y a g t ö r v é n y t , geomet r ia i egyenle te t a d o t t n a k véve, az u mezőktől 
a k inema t ika i PF kielégítését megköve te lve az LR-bői k i indu lva , az ér intkezési 
f e lada t v izsgá la tá ra a lka lmas funkc ioná lok a 2.2 — 2.3 p o n t b a n t e t t gondola-
t o k n a k megfelelően leveze the tők . Ezeke t , és a hozzá juk t a r tozó 11. —13. jelű 
variációs e lveket a 3. t á b l á z a t t a r t a l m a z z a . 
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3. táblázat 

Normális érintkezési feladatok vizsgálatára alkalmas módosított potenciális energiára alapozott variációs elvek 

ELV Funkcionál Mezők és azok kötöttségei Variációs egyenletek—egyenlőtlenségek 

11 L?> = tfp( n ) - ^p(uh-ul
N + h)dS 

ue 

uc = U° X € Su 

A f = i - Í V u ' + u'V) 

T e = C e . . A c 

e= 1, 2 

P ^ O 
x £ £) 

öuLp= 0 

ôpL
pp^0 

12 I/P = Я р (и) - Q — uh + h — y)dS 

•- I ! 

ue 

uc = U° X € Su 

A f = i - Í V u ' + u'V) 

T e = C e . . A c 

e= 1, 2 

о 

öuLp= 0 

ó y b f e 0 

13 Пр( а) 

ue 

uc = U° X € Su 

A f = i - Í V u ' + u'V) 

T e = C e . . A c 

e= 1, 2 2 1 илг — ujv 

+ 0 0 „ Я р ^ 0 — 

I 
H 

! 
.S 



2 5 4 PÁCZELT ISTVÁN 

2.5 Érintkezési feladatok megoldása ,,variációs elvek kombinálásával'''' 

G y a k r a n a p e r e m f e l t é t e l e k l ehe tővé t e sz ik az egy ik t e s t e lmozdulás i és 
feszül tségi á l l a p o t á n a k p o n t o s m e g h a t á r o z á s á t . Té t e l ezzük fel , hogy a 2-es t e s t 
H2(x, X'), G r e e n - f ü g g v é n y e , a te rhe lésből s z á r m a z ó n 1 i r á n y ú f2 e l m o z d u l á s a 
i smer t . 

E k k o r a t e s t k iegész í tő ene rg i á j á t (2.20) a l a p j á n a 

Щ(р) = - Г Г pH2(x, X')p' d S ' dS + Г PpdS + const (2.23) 
2JoJa Jo 

összefüggéssel s z á m o l h a t j u k . F igye lembe v é v e , h o g y p o n t o s m e g o l d á s n á l 
i7 2 (p ) = — П2

с(р), k ö n n y e n k o n s t r u á l h a t o k ú j a b b va r i ác iós elvek, a m e l y e k 
az é r in tkezés i n y o m á s p o z i t i v i t á s á t a f e l v e t t p j> 0, x Ç Q mezőn k e r e s z t ü l 
b i z t o s í t j á k . A szóba j ö h e t ő e lvek az 1, 6, 11-ből , a 10-nél is a l k a l m a z o t t v a r i á -
lási s zabá ly f i g y e l e m b e vé te léve l s z á r m a z t a t h a t ó k le . í g y például a s z a b a d 
u 1 és T1 m e z ő k ese tében az 

V » = L £ " ( T \ u \ p ) = 

= WR(T\ vd) - Щ(р) + f p « - h) dS (2.24) 

f u n k c i o n á l 

ôr,uLp
R

H = 0, ôpLP» ^ 0 , p ^ O , xtQ 

szabá ly sze r in t v e t t v a r i á l á s á v a l j u t u n k a mego ldáshoz , míg u 1 k i n e m a t i k a i -
l ag lehetséges e l m o z d u l á s m e z ő esetében az 

LpH = LPp"(u\p) = 

= Щ(u1) + П%р) - íj p(h - uY) dS (2.25) 

funkc ioná lbó l az a l ább i s z a b á l y szer int n y e r h e t ő k a s z a b a d egyen le tek : 

ôuLPp" = 0, ôpLÇP <, 0 , p ^ O , x£Q, (2.26) 

u ! = uo , x e s i . 

A j a v a s o l t e lvek e lőnyösen a l k a l m a z h a t ó k a n n a k t i s z t ázá sá r a is, h o g y 
é p í t m é n y e k , kü lönfé le t í p u s ú á g y a z a t a i m i k é n t do lgoznak e g y ü t t , m i v e l az 
á g y a z a t o k k iegész í tő e n e r g i á j a , g y a k r a n G r e e n - f ü g g v é n y segítségével elő-
á l l í tha tó [34] . 
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2.6 Merev elemeket tartalmazó rendszer vizsgálatára alkalmas variációs elvek 

Téte lezzük , hogy az l - es t es t a merev . A variációs elvek s z e m p o n t j á b ó l 
h á r o m eset kü lönböz t e the tő meg: 

1. I smere tes az l - r e m ű k ö d ő kü l ső erőrendszer (merev tes t szerű mozgása 
ismeret len) ; 

2. 2-es t e s t az 1 je lű m o z d u l a t l a n merev t es t re t á m a s z k o d i k ; 
3. Az l - e s tes t merev tes t sze rű mozgása ismer t . 

Az 1. esetben az l - e s t e s t egyensú lyának ér te lmében a (2.21) a l a t t i F = 0, 
M = 0, fe l té te lnek kell te l jesüln iük . E z e k e t a fe l té te leket az funkc ioná l t -
ná l t e t t e k h e z hasonlóan XF , k M mu l t ip l iká to rokka l vesszük f igye lembe. I ly 
módon , egyik lehetséges variációs elv, az első elv módos í t ásáva l az 

Щ = L ^ T 2 , u2 , kF,kM,p) = 

= П%(Т, u ) - Г p(u*N + h) dS - XF • F - Х м • M (2.27) 
Jo 

f u n k c i o n á l r a t ámaszkod ik . B izony í tha tó , hogy a tényleges mezők kielégí t ik a 

= ( 5 P I # < 0 , P ^ > 0 , (2.28) 

egyenle teket—egyenlőt lenségeket . 
A f en t i ekben b e m u t a t o t t á t a l ak í t á s analógiá ja a l a p j á n a t öbb i elvből is 

k ö n n y e n leveze the tők a megfelelő funkc ioná lok [25]. 
A 2. esetben megfoga lmazha tó var iációs elvekhez t a r t o z ó f u n k c i ó n á l o k a t 

az 1. e se tben k a p o t t f unkc ioná lokban szereplő XF • F -f- Хм • M t a g e lhagyásá-
val k a p j u k meg. 

A 3. esetben, mivel XF , Хм ismere tesek az Q t a r t o m á n y o n , az l - e s t e s t 
UN e lmozdulása az i smer t 

"ÍV = (*F + ^ X R ) • n 1 

összefüggéssel számí tha tó . Behe lye t t e s í tve ezen ér téke t az LR s tb . funkc io -
ná lba , i l le tve T 1 = A 1 0 - t véve, m e g k a p j u k az ér intkezési f e lada t var iációs 
elvek fe lhasználásával t ö r t é n ő megoldásához szükséges funkc ioná loka t . 

3. Variációs elvek számí tás technika i real izálásának n é h á n y kérdése 

3.1 A A variációs e lvekben szereplő mezők approx imá lásá ra , a gyakor -
l a t b a n szereplő, a bonyolu l t fe lépí tésű és terhelésű szerkezet i elemek m i a t t 
célszerű lokál is approx imác ió t , vagyis a végeselemes módszer t a lka lmazni . 

3.2 A t á rgya l t variációs elvekre a lapozva , a variációs egyenle tek—egyen-
lőt lenségek révén, k v a d r a t i k u s p rogramozás i f e lada t f oga lmazha tó meg. 
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Az egyenlőtlenségi rendszer mére te inek csökkentése cél jából célszerű a „szuper-
elem t e c h n i k á t " a lka lmazni . 

Az 1., 6. elvnél a ôTL% = 0 (A = K, C) egyenle t megoldása u t á n , i l letve 
11. és 13. elvnél közvet lenül , a diszretizálásból szá rmazó programozás i f e lada t 
formai lag 

— u T K u - u T q | A u - Ь ^ о ) (3.1) 
2 

a lakban í rha tó fel, míg a 2. és 7. elvnél a 

(3.2) - z r C z - zT j I у > 0 , z T = [uT , y T ] 
2 

fe lada thoz j u t u n k [25]. I t t К és С pozit ív szemidef in i t má t r i xok , u — csomó-
pon t i e lmozdulásokat , у — rés diszkrét pon tbe l i é r téke i t t a r t a l m a z ó vek torok . 
A 10. és 11. e lvekre a l apozo t t kvad ra t i kus p rogramozás i f e l ada t felál l í tásával 
a [26], [27] m u n k a részletesen foglalkozik. 

A (3.1), (3.2) a la t t i , ,p r ímái f e l ada t " -o t a nemlineár is p rogramozásban 
használa tos K u h n — T u c k e r - f é l e tétel fe lhaszná lásáva l [28] vissza t u d j u k 
vezetni , o lyan „ d u á l i s " programozás i f e l ada t r a , ame lyben az i smeret lenek 
száma lényegesen lecsökken. Ismeret lenek az ér intkezési n y o m á s vagy rés 
diszkrét pon tbe l i értékei , i l le tve a merevtes t szerű mozgás t végző tes tnél a 
merev tes t szerű e lmozdulás t l ekö tő e lmozdulás -koord iná ták . 

Az 5. és 13. elvnél a lak i lag a (3.1) f e l ada thoz j u t u n k , azonban az 1. és 
11. elvnél k a p o t t A és b m á t r i x o k nem lesznek azonosak az 5. és 13-nál kapo t -
t akka l . Az 1. és 11. elvnél, ér in tkezés—elválás fe l té te lé t kis a l t a r t o m á n y o k 
fe le t t , in tegrál é r te lemben ellenőrizzük le, míg az 5. és 13-nál diszkrét pon tok-
b a n . A 2., 7. elv realizálása t ö b b számítás t igényel min t az 1. és 11-é. A 9. 
és 13. elvnél fenná l l a 

ПС{Т) <: ПС(Т) = np(u) ^ np(u*)) 

egyenlőtlenség, vagyis a k é t e lv segítségével f e lép í t e t t megoldás révén lehetőség 
nyíl ik a megoldások kor l á tok közé szorí tására . 

3.3 A „ d u á l i s " p rogramozás i fe ladat e lőál l í tását csak akkor végezhe t jük 
el racionálisan, h a az á t a l a k í t á s n á l je lentkező egyenle t rendszereke t t öbb j obb -
oldallal s ikerül megoldani . I l y módon az ér intkezési f e l a d a t o k megoldására 
a lkalmas e f fek t ív számítógépi p rogramok n a g y m é r e t ű gépeket igényelnek. 

4. Megjegyzések 

4.1 A f en t i ekben a h á r o m m é r e t ű tes tekre megfoga lmazo t t variációs elvek 
természetesen érvényesek egy- , ké tmére tű t e s tekre , i l letve azok kombináció-
j á r a (rugalmas közegre t á m a s z k o d ó t a r tó , lemez s tb.) , sőt á tv ihe tők a fel té te-
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les geometriai (k inemat ika i ) kapcso la toka t t a r t a l m a z ó rúdszerkezetek vizs-
gá la t á ra is. 

4.2 Amenny iben a rúdszerkeze t p r i zmat ikus r u d a k b ó l v a n felépítve és az 
a c somópon tokban van te rhe lve , úgy a feszül tségál lapot megha tá rozásá ra szol-
gáló variációs elvek, i l letve az azokhoz kapcsolódó k v a d r a t i k u s programozási 
f e l ada tok levezetésére célszerű a S Z A B Ó J . - féle t á r g y a l á s m ó d o t felhasználni 
[29]. Nagy elmozdulások h a t á s á t — másodrendű elmélet fe lhasználásával — 
[30] m u n k a vizsgál ja , míg elsőrendű elmélet tel kapcsola tos eredményekről a 
[31] ad á t t ek in t é s t . Kor l á tozo t t teherbí rású kapcso la tok vizsgála tára [32] a 
f e n t i variációs elvek a lka lma t l anok . 

4.3 A d inamika i ér intkezési fe lada tok v izsgá la tá ra a lka lmas funkcioná-
lok a kváz i s t a t ikus esetbeJj 1 — 4 . , 11., 13. elveknél k a p o t t a k b ó l a Hami l ton— 
Osztrogradszki j - fé le variáció- elv modif iká lásával veze the tők le. 

Bevezetve a 

T = T ( u ) = l J f e ú w (4.1) 
2 e=lJv 

kine t ikus energiá t , 1 ahol g — a sűrűség, t o v á b b á а Ax = p, A2 = y, A3 = <TN, 
= <Tи, As

 : 0, LRr = LR, Lrг = Ly
R, LrЗ = Lr, Lr4 = UR, Lr5 — IIR jelö-

léseket , a d inamika i f e l ada tok a 

HRi = HR!{T, u , A,) = j'* [T(ú) - LRi] dt (4.2) 

funkc ioná l segítségével t á r g y a l h a t ó k . I t t tv t2 tetszőleges vá l a sz to t t időinter-
v a l l u m h a t á r o k . Fe l té te lezve , hogy az u mező a tl és t2 i dőp i l l ana tokban előírt 
f e l t é te leke t kielégíti , igazolható , hogy mindazon T, u, A, mezők, amelyek 
kielégítik a 

duHRJ = 0 , ( j = 1 , . . . , 4 ) ; <5T HRk = 0 , (к — 1, 2, 5) ; 

6 „ H R S ^ [ 0 , u ^ - u j v + A ^ O , x i Ü , 

Ô T H r s < 0 , < f N ^ 0 , « £ ß , « = ! 1 í 3 

I 2 s = ; 

°lN = 0*N<b U 

ÖPHR1^ 0 , p ^ 0 , X 6 ß ; < 5 ; H ß 2 ^ 0 , y > 0 , x f f i , (4.3) 

var iác iós egyenle t—egyenlő t lenségeket tényleges mezők. E n n e k f o r d í t o t t j a is 
igaz . Tényleges mezők ese tében fenná l lnak a (4.3) a l a t t i ak . 

1 A t idő szerinti deriválást = n jelöli. 
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H a s o n l ó a n n y e r h e t ő k a k i n e m a t i k a i l a g k ö t ö t t e lmozdu lá smező t fe lhasz-
n á l ó va r i ác iós elvek is. í g y pl. a 

HP1 = ffPl(u) = f " [t(ú) - ff»] dt 
Jh 

(4.4) 

f u n k c i o n á l b ó l I 
ô a H P 1 ^ 0 , + 0 , x £ Q (4.5) 

egyenlő t lenségek f enná l l á sa e se t ében l eveze the tő az összes s zabadegyen l e t , 
vagy i s az az u* mező, a m e l y kielégí t i a (4.5) fe l té te l t , t ény leges mező . 

A f e n t i mod i f iká l t H a m i l t o n — O s z t r o g r a d s z k i j - f é l e e lvekből l eveze the tő 
e g y e n l e t e k : mezőegyenle tek , pe rem- és il lesztési fe l t é te lek . A d i n a m i k a i fel-
a d a t megoldásához t e rmésze t e sen a t — 0 időp i l l ana thoz t a r t o z ó kezde t i fel-
t é t e l e k r e is szükség v a n : 

и = u ( 0 ) ; V = v ( 0 ) . (4.6) 

A d iszkre t izá lásból s z á r m a z ó f e l a d a t ff r í , HR 5, ffpi e se t ében fo rma i l ag 

min Á u T K u - u T ( q - Mü) I A u - Ь ^ 0 J (4.7) 

a l a k b a n í r h a t ó fel. M i n t h o g y az ü n e m ismere tes , így a (4.7) f e l a d a t megold-
h a t ó s á g a é rdekében az t megfelelő időlépés fe lvéte lével d i f f e renc iamódsze r a lap-
j á n kell közel í teni , h i szen a t e s t e k k ö z ö t t i kezdet i hézag m i a t t — per iod ikus 
ge r j e sz tő e rő ese tében s e m lesz a r e n d s z e r mozgása pe r iod ikus . I l y m ó d o n ezen 
t í p u s ú r u g a l m a s r endsze rek d i n a m i k a i v ise lkedésének n y o m o n köve tése az ü 
a p p r o x i m á c i ó j á t ó l f ü g g ő e n v e t t i d ő p o n t o k b e l i k v a d r a t i k u s p r o g r a m o z á s i fel-
a d a t o k e g y m á s t k ö v e t ő m e g o l d á s á t k ö v e t e l i meg, a m i n e k e f f e k t í v v é g r e h a j t á s a 
n a g y k a p a c i t á s ú s zámí tógépek n é l k ü l m á r n e m képze lhe tő el. 

A t á r g y a l t d i n a m i k a i k e z d e t i - p e r e m é r t é k f e l a d a t m e g o l d h a t ó oly m ó d o n 
is, h o g y az e lmozdu lásmező időszer in t i d e r i v á l t j á t , a v sebességet , az и mező tő l 
f ü g g e t l e n ü l a p p r o x i m á l j u k , sőt az I i m p u l z u s t is f ü g g e t l e n ü l ves szük fel . E k k o r 
pl . a H R i h e l y e t t az 

hi = U: h V, I) = 
Г 2 

= P - T(v) + Lm - £ Г I • (ú — v) dV 
Jt, l e=lJv' 

dt (4.8) 

v a g y a 

JRÍ = JRÍ(T, и , А,-, I ) = 

= C'\T{1) + L R Í - ' 2 [ I U dV 
Jh L e=lJv 

dt , (4.9) 
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vagy a 
KRi = KRi{T, u, Af, v) = 

r 2 

= ['\T(V) + L r í - 2 Í вУ-ádV 
J t , L e - l J v 

dt (4.10) 

funkcioná lokban a v és I szerint v e t t variációkhoz t a r tozó kifejezéseket zérus-
sal egyenlővé téve, i l letve a (4.3) a l a t t i variálási fel tételeket b e t a r t v a , az összes 
szabad egyenlet levezethető. A H p r n é l tá rgyal t szabad egyenleteken kívül 
ú j a b b t ípusú egyenletek is megjelennek. A korábbi mozgásegyenlet érvényét 
veszíti és helyette J F , -né l az I = y • T -j- q mozgásegyenlet jelenik meg, továbbá 
I == QV, ù = v összeférhetőségi egyenletek vannak érvényben, J F , - n é l az előbbi 
mozgásegyenlet és í = gú összeférhetőségi egyenlet , végezetül K F i -né l gv = 
= V-T q mozgásegyenlet, ù = v összeférhetőségi egyenlet veze the tő le. 

Mivel a (4.8) — (4.10) funkcionálokra alapozot t számításnál nyer t egyen-
let—egyenlőt lenségekben az u, i l letve v mezők időszerinti első der ivá l t j a szere-
pel csak és ezeknek közelítése pon tosabban elvégezhető mint a másodrendű 
der ivá l také , így a n n a k ellenére, hogy az összismeretlenek száma megnő, 
a lka lmazásuk előnyös. 

4.4 Rugalmas-képlékeny tes tek esetében a potenciális energia min imuma 
elvét (13. elv), illetve a módosí tot t kiegészítő energia m a x i m u m a elvét (9. elv) 
á l lapotvál tozásokra fel írva, keressük azokat a sebességmezőket, amelyek az 
érintkezés-elválás fel tételén tú lmenően kielégítik a képlékeny t a r tományok-
ban érvényes 

f = 0 , / = • % • • T ^ O 
J ЭТ 

mellékfeltételeket is. I t t / — folyási függvény, T — feszültségi sebességi tenzor-
mező [33]. Ezek a fe lada tok is kvadra t ikus programozási f e l ada t ra vezetnek. 

5. Kuta tás i témák 

Az érintkezési fe lada tokkal kapcsolatos, numer ikus módszereket felhasz-
náló ku ta t á sok Lazánkban a szerző ismerete szerint a BME és NME-re kor-
lá tozódnak . Célszerű volna a k u t a t á s o k a t olyan i r ányba szélesíteni, amelyek 
hozzáj á ru lnának 

1. a többrétegű tes tek érintkezési fe ladata inak, 
2. a rugalmas-képlékeny alakí tás i technológiával kapcsolatos érintkezési 

feladatok megoldásához, 
3. a vékonyfalú elemek merevtes tekkel t ö r t énő érintkezési viszonyainak 

pontosabb t isztázásához, 
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4. a t e rhe lés -á tadássa l kapcsola tos számos opt imal izációs f e l ada t , 
5. az ütközéssel , rezgéssel párosuló d inamika i ér intkezési f e lada tok , 
6. i l letve a nagy e lmozdulásokka l kapcsola tos ér intkezési f e l ada tok meg-

oldásához. 
7. T o v á b b kellene fe j leszteni az anal i t ikus és számítógépi módszereket , 

különös t e k i n t e t t e l a d inamika i súr lódásnélkül i , i l letve súrlódásos 
érintkezési f e l a d a t o k megoldására . 
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