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A dolgozat a címbeli feladatot a Poincaré—Rayleigh—Ritz-módszer és a Fichera-
féle eljárás segítségével oldja meg, s felhívja a f igyelmet a nnmerikus megoldás kapcsán 
előadódó néhány problémára. 

1. Bevezetés, célkitűzés 

A f e n t i címmel meg je l en t előző t a n u l m á n y [1] t ö m ö r e n összefoglalja a 
címbeli f e l a d a t egy lehetséges megoldásá t , nevezetesen a j a v í t h a t ó felső kor lá-
t o k a t a Po inca ré—Rayle igh—Ri tz - fé le f in i t izá lással s z á m í t j a , m a j d b e m u t a t j a 
a F ichera- formula h a s z n á l a t á t j a v í t h a t ó alsó kor lá tok megha tá rozásá ra . A gya-
kor la t s z á m á r a való hozzáférhetőség e lőmozdí tása vége t t szerzők szükséges-
nek t a r t j á k , hogy számpé lda kapcsán f e lh ív j ák a f i gye lme t néhány , az alkal-
mazás so rán előforduló p rob lémára . A t o v á b b i a k b a n [ l ] - e t jelen t a n u l m á n y 
I . részének t e k i n t j ü k , és az erre t ö r t é n ő h iva tkozások ese tén az il letékes egyen-
le t szám e lő t t az I . jelölést a lka lmazzuk. 

2. A példa 

Vizsgá la tunk t á r g y a : egyik végén be fogo t t , más ik végén szabad, a hossz-
tengelye m e n t é n l ineár isan vál tozó á t m é r ő j ű , körsze lvényű rúd , melyről fel-
té te lezzük, hogy homogén tömegeloszlású és ruga lmasság i modulusa á l landó. 
A r ú d „ s a j á t koo rd iná t a r endsze ré t " és megha tá rozó geometr ia i p a r a m é t e r e i t 
az 1. á b r á n t ü n t e t t ü k fel . Ezek segítségével a d á tmérő , az A ke resz tmetsze t i 
terüle t és a keresz tmetsze t i s íkidom i t t szükséges I 2 másod rendű n y o m a t é k a : 

d { x ) = j [ L R - { R - r ) x ] , (1) 
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>4 
1. ábra. A rúd saját koordináta-rendszere és meghatározó geometriai paraméterei 

Ezen f ü g g v é n y e k , v a l a m i n t g = áll. és E = áll. i smere tében az I . (4)-ben defi-
niá l t ope rá to r sz imbólumoka t m e g h a t á r o z t u k . Az I . (6) peremfel té te l rendszer 
jelen ese tben a 

v{o) = 0 , v'(o) = 0 (4) 
geometriai és 

v"(L) = 0 , v"'(L) = 0 ( 5 ) 

dinamikai peremfe l té te lekke l egyenér tékű . (Vesszővel x-szer int i d i f ferenciá lás t 
je lölünk.) 

3. A <pn(x) báz is függvények megválasztásáról 

Az a l á b b i a k b a n csak az t a r é szp rob lémá t vizsgál juk e kérdés kapcsán , 
hogy elegendő-e pé ldánkban ezeket a f ü g g v é n y e k e t a megengede t t (a perem-
fel té te lek közü l csak a geomet r i a i aka t kielégítő) függvényosz tá lyból vá lasz tan i . 

E b ő v e b b függvényosz tá ly a lka lmazha tóságához elégséges, ha a f e l ada t 
egy speciális defini tségi fe l t é te lnek [2] tesz eleget, melyet COLLATZ az elv fel-
fedezője , K A M K E nevének kezdőbe tű j é rő l K-def in i t ségnek neveze t t [4]. 

A K-de f in i t s ég f enná l l á sának v izsgá la tához ese tünkben elegendő a R a y -
le igh-hányados számlá ló jában szereplő (аЯср, <p) skalárszorzat v izsgála ta . 

Ké tszeres parciális in tegrá lássa l 

adódik , ahol 

a Dirichlet-féle pe remtag . 
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K A M K E [2] szerint e def in i t ség v izsgá la tá ra p é l d á n k b a n a z u t á n ke rü lhe t 
sor, ha (7)-b61 az (5) a la t t i d inamika i peremfel té te lekkel k i l ehe t küszöbölni 
a második és h a r m a d i k de r ivá l t aka t . E s e t ü n k b e n a ?>"(0)-t és rp"'(0)-t t a r t a l -
mazó t agok (5)-tel n e m küszöbölhe tők ki, így а К def ini tség vizsgála tára sor 
sem kerü lhe t . 

P é l d á n k b a n t e h á t a Kamke- fé l e elv a l a p j á n nem lehetséges a megenge-
d e t t f üggvények a lka lmazása . A q>n f ü g g v é n y e k e t (lásd I.-et) ezér t a k o m p a r a -
t í v függvények ha lmazábó l f o g j u k vá lasz tani . 

4. Az a lka lmazot t rpn függvények 

Numer ikus kísér le teink szerint p o n t o s a b b kor lá toka t k a p u n k , ha H e r -
mi te-pol inomok he lye t t a (4) és (5) peremfe l té te lekke l e l lá to t t d4/(dx)4 ope rá to r 
s a j á t függvénye ive l dolgozunk. Hasonló f e l a d a t b a n M I C H L I N is ezeket a lka l -
m a z t a [3]. E z e k : 

<Pn = "in sin ßnX + «2П cos ßnX + «3П s inh ßnx + aln cosh ßnx, 

ahol a ßn-eк а 

n = 1 , 2 , . . . , 

cosh ßL • cos ßL + 1 = 0 

(8) 

(9) 

t r anszcendens egyenlet pozi t ív ß gyökei, ау„-пек ( j = 1, 2, 3, 4) pedig ki kell , 
hogy elégítsék a (4), (5) peremfel té te lekből köve tkező 

0 1 0 1 

ßn 0 ßn 0 

- ß* sin ßnL - ß2 cos ßnL ß*n s i n h ^ L ß% cosh ßnL 

- ßn cos ßnL ßlsin ßnL ßPn cosh ßnL ß% sinh ßnL 

<hn 

<h n 

= 0 

egyen le t rendszer t . I t t az e g y ü t t h a t ó m á t r i x r a n g j a 3, mer t pl . a bal alsó sa-
rokelemhez t a r t o z ó h a r m a d r e n d ű a lde te rmináns 

ß% cosh ßnL + ß% cos ßn, 

i l letve a (9) ka rak te r i sz t ikus egyenle te t is f igye lembe véve 

/Sdcosh ßnL-
cosh ßnL 

é r t ékű , ami csak ßn = 0 esetében zérus, ezt az esetet v iszont az előzőekben 
k i rekesz te t tük . 
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E n n e k köve tkez tében az o7„-eк közü l egy s z a b a d i smere t l enünk v a n ; 
egy lehetőség például az ai„ = 1 vá l a sz t á s ; egy másik lehetőség az, h a pé ldául 
az (аЯ<рп, <Pn) = 1 előírással no rmá l juk <pn-et. í g y számol pl . M I C H L I N [3]. 

Az a nyi lvánvaló t é n y , hogy a s a j á t k ö r f e k v e n c i á k r a így n y e r h e t ő felső 
ko r l á toka t a szabad i smere t l en vá l a sz t á sa nem befo lyáso l ja , n u m e r i k u s vizs-
g á l a t a i n k b a n is t ü k r ö z ő d ö t t . Számí t á sa inkban mi az ain — 1 vá lasz tássa l 
é l tünk, s így 

a2n = — a i n = — 1 , 
va l amin t 

cos ßnL + cosh ßnL 
sin ßnL - j sinh ßnL 

~>. Alsó ko r l á tok számítása 

Alsó ko r l á toka t az I . (12) fo rmula segítségével s z á m í t h a t u n k , h a előze-
tesen az I . (13) or togonál is i nva r i ánsban szereplő in tegrá lok é r téke i t meg-
h a t á r o z t u k . Ehhez először i smernünk kel l az I . (14)-ben definiál t operá to ro-
k a t . K o n k r é t ese tünket t e k i n t v e , az 

Ea = E, Qa = Q 

Aa = A(L) = a r , Iza' = IZ(L) = ^ (10) 
4 

ál landók megadásáva l def in iá l t „alsó a l a p f e l a d a t " (eredet i f e l a d a t u n k geo-
metr ia i peremfel té te le i t kielégí tő, p r i z m a t i k u s olyan körsze lvényű r ú d , amely-
nek á t m é r ő j e az eredet i f e l a d a t u n k b a n szereplő r ú d legkisebb á tmérő j éve l 
egyenlő, v a g y annál k i s ebb , és eredeti r ú d u n k k a l azonos anyagje l lemzőkkel 
rendelkezik) b i r tokában az аЯа, е00, Qa és сЯ1а ope rá to roka t az I . részben közöl t 
összefüggések szerint f e l í r h a t j u k . A ope rá to r az „a l só a l a p f e l a d a t " Green 
függvényéve l , mint magfüggvénnye l k é p z e t t in tegrá loperá tor . A m a g f ü g g v é n y 
előál l í tásához [4] i n d u l j u n k ki az 

Vei*) = <h ± N + («2 ± h)x + («з ± Ь3)х? + (a 4 ± 64)*3 (11) 

függvénybő l , ahol a j e l van é rvényben , ha x a , , — " jel v a n é rvény-
ben, ha x ]> I és x, I Ç [0, L]. Az ж-től függe t l en o„ 6, ( i — 1, 2, 3, 4) menny i -
ségeket a (4), (5) peremfe l té te lek segí téségvel h a t á r o z h a t j u k meg, h a t ek in -
te t t e l v a g y u n k arra, hogy az x = £ he lyen r]a(x), r]'a(x), r]"(x) fo ly tonos , r]a'(x)-

nek pedig l/E I2a ugrása v a n . (Mechanikai lag az így k o n s t r u á l t Green-függ-

vény az „a l só a l a p f e l a d a t " r ú d t enge lyének ж = f , f £ [0, L ] t á m a d á s p o n t ú , 

у tengellyel pá rhuzamos v e k t o r ú egységnyi erő h a t á s á r a tetszőleges x £ [0, L ] 
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helyen l é t r e jö t t e l to lódását a d j a meg.) F igyelembe véve, hogy az a „ 6, (i = 
= 1, 2, 3, 4) mennyiségek közö t t lesznek f - tő l f ü g g ő k is, rja{x) he lye t t Ga{x, f ) 
jelölést haszná lva e se tünkben 

Ga(x, í ) = 

—— (3Çx2 - x3), h a x<,£ 
6 E I z a

 V 

(12) 
— — ( 3 | > * - f » ) , h a 
6 EIza 

(12)-ből l á tha tó , hogy tetszőleges L hosszúságú r ú d esetében u g y a n e z a Green-
f ü g g v é n y érvényes . Az I . (14)-ben szereplő h a t á r o z o t t in tegrá lok ér tékének 
k i számí tása , v a l a m i n t a kijelölt m á t r i x inve r t á l á sok számítógéppel elvégez-
he tők , amenny iben az o t t szereplő r]s(x) (s = 1, . . . k J és f((a;) (í = 1, . . . 1%) 
l ineár isan függe t len rendszereke t előzetesen megvá l a sz t j uk . (Megjegyezzük, 
hogy n e m szükséges k é t l ineár isan függet len függvényrendsze r t kons t ruá ln i , 
ső t fe lhaszná lha tó a (8) függvényrendszer is.) E z u t á n m á r l . (13) konk ré t szám-
ér ték f o r m á j á b a n rende lkezésünkre áll, és így I . (12)-ből n s z á m ú alsó kor lá t 
nye rhe tő . 

összegezve az eddigieket , m e g á l l a p í t h a t j u k , hogy számí tógépre jól adap-
t á l h a t ó a lgor i tmus áll rendelkezésünkre v á l a s z t o t t f e l a d a t u n k sa j á tkö r f r ek -
venc iá inak j a v í t h a t ó közrefogása számára . I . (12) a l ap ján k ö n n y e n be lá tha tó , 
hogy csak a tényleges megoldás t jól közelítő felső kor lá tok fe lhaszná lásáva l 
r e m é l h e t ü n k elegendően jól közel í tő alsó k o r l á t o k a t . (A fokozo t t pontossági 
előírás elsősorban az első n é h á n y felső kor lá t ra vona tkoz ik . ) 

6. Számpélda 

A vázol t módszer h a t é k o n y s á g á n a k érzékel te tésére az 1. t á b l á z a t b a n 
közöl jük konkré t geometr ia i p a r a m é t e r e k (R = 20 mm, r = 15 mm, L = 
= 103 mm) esetében k a p o t t e redménye inke t , ö s szehason l í t á sképpen a t áb l á -
za t OLadi — -vei, i l le tve a ^ , — -vei jelölt so ra iban közöl jük a 2r , illetve 2 R 

E E 
á t m é r ő j ű p r i zma t ikus r u d a k megfelelő ada t a i t . 

Számí tása ink során azt t a p a s z t a l t u k , h o g y a Po inca ré—Ray le igh—Ri tz -
módszer t a lka lmazva , a báz i s függvények s z á m á n a k 5-ig t ö r t é n ő növelésével 
j a v u l t a felső k o r l á t o k ér téke. A báz i s függvények számának ö tné l nagyobbra 
t ö r t é n ő vá lasz tása esetében az I . 9 s a j á t é r t é k f e l a d a t b a n az e g y ü t t h a t ó k 
má t r i xához rende l t de te rmináns ér téke gyorsan közeledet t a zérushoz, s ezzel 
e g y ü t t az e r edményü l k a p o t t s a j á tkö r f r ekvenc i ák négyzeteire nega t ív számok 
is a d ó d t a k . 
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i = 1 i = 2 i = 3 i . 4 i = 5 

i 1,235 • Ю-3 4,851 • Ю-2 3,807 • Ю-1 1,462 3.997 

1,029 • Ю-3 4,327 • Ю-2 3,062 • Ю-1 1,143 3,217 

г.Л в 

~Ё 1,017 • Ю-3 2,983 • Ю-3 7,305 • Ю-2 8,857 • Ю-2 9,317 • Ю-8 

2 Q 
<*adi -jy 6,948 • Ю-4 2,730 • Ю-2 2,140 • Ю-1 8,232 • Ю-1 2,248 

1. táblázat 

Az alsó kor lá tok számí tásáná l a ky = = 1, v a l a m i n t az rj(x) = f(x) = 
6л;2 — 4л;3 -j- x4 vá lasz tásokka l é l tünk a kor lá tozo t t gépóra lehetőségeink mia t t . 
Vizsgá la ta ink azt m u t a t t á k , hogy az , ,alső a l a p f e l a d a t " megfelelő vá lasz tásáva l 
az alsó kor lá tok számí t á sako r j e l en tkező numer ikus h ibák c sökken the tők . 
A ki je lö l t i n t eg rá lásoka t módos í to t t Romberg-e l j á rás segítségével végez tük . 
Az I . 14-ben kijelölt i nve r t á l á sokra a kx = fej = 1 vá lasz tás m i a t t n e m volt 
szükség. 

A gépi munkát a MTA SZTAKI CDC 3300 típusú számítógépén végeztük. Az elkészült 
programrendszer váza SIMULA 67 programnyelven íródott. A (9) transzcendes egyenlet , vala-
mint az 1/9 sajátérték feladat megoldását dupla gépi pontosságú F O R T R A N nye lvű program 
segítségével kaptuk meg. 
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