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A dolgozat a cimbeli feladatot a Poincaré—Rayleigh—Ritz-médszer és a Fichera-
féle eljaras segitségével oldja meg, s felhivja a figyelmet a numerikus megoldas kapcsan
el6ad6d6 néhiny problémara.

1. Bevezetés, célkitiizés

A fenti cimmel megjelent el6z3 tanulmany [1] tomoéren 6sszefoglalja a
cimbeli feladat egy lehetséges megoldasit, nevezetesen a javithaté fels§ korla-
tokat a Poincaré —Rayleigh— Ritz-féle finitizaldssal szdmitja, majd bemutatja
a Fichera-formula hasznalatat javithat6 als6 korlatok meghatarozasara. A gya-
korlat szamara valé hozzéiférhetSség eldmozditasa végett szerzdk sziikséges-
nek tartjak, hogy szampélda kapcesan felhivjak a figyelmet néhany, az alkal-
mazas soran el6fordulé problémira. A tovébbiakban [1]-et jelen tanulméany
I. részének tekintjiik, és az erre torténd hivatkozasok esetén az illetékes egyen-
letszdm elGtt az I. jelolést alkalmazzuk.

2. A példa

Vizsgalatunk targya: egyik végén befogott, misik végén szabad, a hossz-
tengelye mentén linearisan valtozé atmérdjii, korszelvényd rdid, melyrél fel-
tételezziik, hogy homogén tomegeloszlasi és rugalmassagi modulusa allandg.
A rdd ,,sajat koordinatarendszerét” és meghatéroz6 geometriai paramétereit
az 1. abran tiintettiik fel. Ezek segitségével a d 4tmér§, az A4 keresztmetszeti
teriilet és a keresztmetszeti sikidom itt szitkséges I, masodrendii nyomatéka:

dx) =—[LR — (R = )], W)

* Prof. Dr. Bosznay Adam, 1123 Budapest, Gy&ri tt 12.
** Richlik Gyérgy, 1073 Budapest, Akdcfa u. 59.
*¢* Téth Gyirgy, 1016 Budapest, Gellérthegy u. 20—22.

Missaki Tudomdny 56, 1978




264 BOSZNAY—RICHLIK—TOTH

"T‘l
f

d(x)
o
b

1 5
- - ‘ ~N
)I
1. ébra. A rad sajit koordindta-rendszere és meghatdroz6 geometriai paraméterei
A®) =TS [LR — (R — )]t 2)
) LIy - B ) 3)
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Ezen fiiggvények, valamint p = 4ll. és E = all. ismeretében az I. (4)-ben defi-
nialt operator szimbélumokat meghataroztuk. Az I. (6) peremfeltételrendszer
jelen esetben a

v(0) =0, v'(0)=0 (4)
geometriai és

o(L) =0, v"(L)=0 (5)

dinamikai peremfeltételekkel egyenértékii. (Vesszivel x-szerinti differencialast
jelolink.)

3. A ¢,(x) bazisfiiggvények megvalasztasarél

Az alabbiakban csak azt a részproblémat vizsgiljuk e kérdés kapcsén,
hogy elegendd-e példankban ezeket a fiiggvényeket a megengedett (a perem-
feltételek koziil csak a geometriaiakat kielégits) fiiggvényosztalybél valasztani.

E bévebb fiiggvényosztaly alkalmazhatésagahoz elégséges, ha a feladat
egy speciilis definitségi feltételnek [2] tesz eleget, melyet COLLATZ az elv fel-
fedezgje, KAMKE nevének kezdé&betiijérdl K-definitségnek nevezett [4].

A K-definitség fennallasanak vizsgalatahoz esetiinkben elegendé a Ray-
leigh-hanyados szamlaléjaban szerepls (olg, @) skalarszorzat vizsgalata.

Kétszeres parcialis integralassal

(A, 9) = f * EL(x)¢™(x) dx + [R()]" (6)

adédik, ahol )
R(p) = [¢(x) (EL(x)p(x)) — EL(x)¢'(x)¢"(%)], (7

a Dirichlet-féle peremtag.
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KAMKE [2] szerint e definitség vizsgalatdra példankban azutin keriilhet
sor, ha (7)-bdl az (5) alatti dinamikai peremfeltételekkel ki lehet kiisz6bolni
a masodik és harmadik derivaltakat. Esetiinkben a ¢"(0)-t és @”(0)-t tartal-
mazé tagok (5)-tel nem kiiszobolhetdk ki, igy a K definitség vizsgilatara sor
sem keriilhet.

Példankban tehat a Kamke-féle elv alapjan nem lehetséges a megenge-
deit fiiggvények alkalmazasa. A @, fiiggvényeket (lasd IL.-et) ezért a kompara-
tiv fiiggvények halmazabél fogjuk vilasztani.

4. Az alkalmazott ¢, fiiggvények

Numerikus kisérleteink szerint pontosabb korlitokat kapunk, ha Her-
mite-polinomok helyett a (4) és (5) peremfeltételekkel ellitott d*/(dx) operator
sajatfiiggvényeivel dolgozunk. Hasonlé feladatban MicHLIN is ezeket alkal-

mazta [3]. Ezek: .
®n = @y, 8in f.x + ay, cos f,x + ag, sinh f,x 4 a,, cosh f,x,
n=12,..., (8)
ahol a fip-ek a
coshfBL - cosBL 1 =0 9)

transzcendens egyenlet pozitiv § gyokei, ajp-nek (j = 1, 2, 3, 4) pedig ki kell,
hogy elégitsék a (4), (5) peremfeltételekbGl kévetkezs

0 1 0 1 &, |=0
Bn 0 Bn 0 an
— p2sin B, L | — B2 cos B,L | B%sinh B,L | B2 coshg,L ag,
|- B2 cos B,L B2 sin B, L | B3 cosh B,L | B2 sinh B,L L e |

egyenletrendszert. Itt az egyiitthaté matrix rangja 3, mert pl. a bal als6 sa-
rokelemhez tartozé harmadrendii aldeterminans

B2 cosh ,L + B3 cos B,,
illetve a (9) karakterisztikus egyenletet is figyelembe véve

1

3 |[cosh B, L — ————
P |cosh B cosh 8,L

értéki, ami csak B, = 0 esetében zérus, ezt az esetet viszont az el§zSekben
kirekesztettiik.
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Ennek kévetkeztében az aj-ek kozill egy szabad ismeretleniink van;
egy lehetdség példaul az a), = 1 valasztas; egy misik lehetdség az, ha példaul
az (A@,, @n) = 1 eldirassal normaljuk @,-et. Igy szamol pl. MicaLIN [3].

Az a nyilvanval6 tény, hogy a sajatkorfekvencidkra igy nyerhetd felsd
korlatokat a szabad ismeretlen vilasztdsa nem befolyasolja, numerikus vizs-
galatainkban is tikroz6dott. Szamitasainkban mi az a4, = 1 valasztassal
éltiink, s igy

= —ay, = —1,
valamint
cos 8,L + cosh §,L
sin B,L -} sinh 8, L ’

a1n=—a3n=

5. Alsé korlatok szamitasa

Alsé korlatokat az I. (12) formula segitségével szamithatunk, ha el6ze-
tesen az I. (13) ortogonalis invaridnsban szerepld integralok értékeit meg-
hatéroztuk. Ehhez eldszor ismerniink kell az I. (14)-ben definialt operatoro-
kat. Konkrét esetiinket tekintve, az

E,=E, 00 = 0

A= AQ) =, L= L) = =2 (10)

alland6k megadéasaval definialt ,,als6 alapfeladat” (eredeti feladatunk geo-
metriai peremfeltételeit kielégitd, prizmatikus olyan kérszelvényfi rid, amely-
nek Atmérdje az eredeti feladatunkban szerepld rid legkisebb atmérdjével
egyenld, vagy annal kisebb, és eredeti riidunkkal azonos anyagjellemzgkkel
rendelkezik) birtokaban az ofl,, B, C, és I, operatorokat az I. részben kozolt
osszefiiggések szerint felirhatjuk. A §, operator az ,,alsé alapfeladat™ Green
fiiggvényével, mint magfiiggvénnyel képzett integraloperator. A magfiiggvény
elgéllitasahoz [4] induljunk ki az

Na(%) = &, & by + (ay £ b)x + (a3 &= by)2® 4 (a, £ by)x® (11)

fiiggvénybdl, ahol a ,,4 " jel van érvényben, ha x < &, a ,,—" jel van érvény-
ben, hax > £ ésx, £ € [0, L]. Az x-tdl fiiggetlen a;, b; (i = 1, 2, 3, 4) mennyi-
ségeket a (4), (5) peremfeltételek segitéségvel hatarozhatjuk meg, ha tekin-
tettel vagyunk arra, hogy az x = £ helyen 7,(x), 74(x), na(x) folytones, 17 (x)-
nek pedig 1/E I, ugriasa van. (Mechanikailag az igy konstrualt Green-fiigg-
vény az ,,alsé alapfeladat™ rid tengelyének x = &, £ € [0, L] tdmadasponty,
y tengellyel parhuzamos vektori egységnyi erd hatasara tetszgleges x € [0, L]
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helyen létrejott eltolédasat adja meg.) Figyelembe véve, hogy az a;, b; (i =
= 1, 2, 3, 4) mennyiségek kozott lesznek £-t8] fiiggdk is, na(x) helyett Gy(x, &)
jelolést hasznélva esetiinkben

6ElIza (3622 — x%), ha x<§
Go(x, &) = 1 (12)
GEL, (38 — &%), ha x>¢.

(12)-bél lathatd, hogy tetszdleges L hosszisagd rid esetében ugyanez a Green-
fiiggvény érvényes. Az . (14)-ben szereplé hatarozott integralok értékének
kiszAmitisa, valamint a kijelolt matrix invertalasok szamitégéppel elvégez-
hetdk, amennyiben az ott szerepld ns(x) (s =1,...k) és {ix) (1 =1,...kp)
linearisan fiiggetlen rendszereket eldzetesen megvalasztjuk. (Megjegyezziik,
hogy nem sziikséges két linedrisan fiiggetlen fiiggvényrendszert konstruilni,
86t felhasznalhaté a (8) fiiggvényrendszer is.) Ezutan mar I. (13) konkrét szam-
érték formajaban rendelkezésiinkre all, és igy I. (12)-b6l n szamd alsé korlat
nyerhet§.

Osszegezve az eddigieket, megallapithatjuk, hogy szdmitégépre jol adap-
tathaté algoritmus all rendelkezésiinkre valasztott feladatunk sajatkorfrek-
vencidinak javithaté kozrefogasa szamara. I. (12) alapjin kénnyen belithatd,
hogy csak a tényleges megoldast j6l kozelitd fels6 korlatok felhasznilasival
remélhetiink elegendden j6l kozelité alsé korlatokat. (A fokozott pontossigi
elGiras elsdsorban az els§ néhany fels§ korlitra vonatkozik.)

6. Szampélda

A vazolt médszer hatékonysaginak érzékeltetésére az 1. tablazatban
kézoljiik konkrét geometriai paraméterek (R =20 mm, r = 15 mm, L =
= 10 mm) esetében kapott eredményeinket. Osszehasonlitiasképpen a tabla-

zat aidi%—-vel, illetve a?di-g—-vel jelolt soraiban koézéljik a 2r, illetve 2R

atmérgji prizmatikus rudak megfelelé adatait.

Szamitasaink sordn azt tapasztaltuk, hogy a Poincaré— Rayleigh— Ritz-
médszert alkalmazva, a bazisfiiggvények szamaéanak 5-ig torténd névelésével
javult a felsé korlatok értéke. A bazisfiiggvények szamanak 6tnél nagyobbra
torténé valasztasa esetében az 1.9 sajatértékfeladatban az egyiitthaték
matrixahoz rendelt determinins értéke gyorsan kozeledett a zérushoz, s ezzel
egyiitt az eredményiil kapott sajatkorfrekvenciak négyzeteire negativ szimok
is adédtak.
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i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
o % 1,235 - 10-% | 4,851 -10-% | 3,807 - 10-1 1,462 3.997
0 |
a}lf { 1,029 - 10-3 4,327 - 10-2 3,062 - 10-1 1,143 3,217
i % ' 1,017 - 10-3 | 2,983 -10-3 | 7,305 -10-% | 8,857 -10-% | 9,317 - 10-2
aéd;% l 6,948 - 104 2,730 - 10-2 2,140 - 10! 8,232 - 10-1 2,248

1. tiblazat

Az alsé korlatok szamitasanal a k;, = k, = 1, valamint az n(x) = {(x) =
6x2 — 443 + x* vilasztasokkal éltiink a korlatozott gépora lehetdségeink miatt.
Vizsgélataink azt mutattik, hogy az ,,alsé alapfeladat™ megfelel§ valasztasival
az alsé korlatok szamitdsakor jelentkez§ numerikus hibak csékkenthetdk.
A kijelolt integralasokat médositott Romberg-eljaras segitségével végeztiik.
Az 1. 14-ben kijelolt invertiliasokra a k; = ky = 1 véalasztds miatt nem volt
szitkség.

A gépi munkdt a MTA SZTAKI CDC 3300 tipusd szdmitégépén végeztitk. Az elkésziilt
programrendszer viaza SIMULA 67 programnyelven irddott. A (9) transzcendes egyenlet, vala-
mint az I/9 sajdtérték feladat megolddsdat dupla gépi pontossdgih FORTRAN nyelvii program
segitségével kaptuk meg.

IRODALOM

1. Kovics, M.—RicHLIK, Gy.—TaAkAics, F.—TétH, Gy.: Egyenes tengelyii, a hossza mentén
viltozé jellemzdkkel bird, hajlité lengést végzd rdid sajdtkérfrekvencidinak javithaté
kozrefogdsa, Miszaki Tudomdny 54, (1977), —

2. KaMkE, E.: Differentialgleichungen, Lésungsmethoden und Lésungen, Akademische Ver-
lagsgesellschaft, Geest und Portig K.—G. Leipzig 1956. 217.

3. MicHLIN, S. G.: Variationsmethoden der mathematischen Physik, Akademie-Verlag, Berlin
1962, 338.

4. CorraTz, L.: Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen. Akademische Verlagsge-
sellschaft Geest und Portig K.-G. Leipzig 1949. 58, 202.

Improveable Bracketing of the Angular Eigenfrequency of a Straight Rod with Charaec-
teristics Changing along its Length, Carrying out Flexural Oscillations. — II. — The paper
solves the problem using the Poincaré—Ryleigh—Ritz and Fichera'’s methods and points out
some difficulties arising in the numerical solution.

Verbesserungsfihige EinschlieBung der Eigenkreisfrequenz von geradachsigen Stiben
mit entlang der Liinge veriinderlichen Charakteristiken. — II. — Die Arbeit lost die im Titel
genannte Aufgabe mit Hilfe der Poincaré —Rayleigh— Ritzschen Methode und des Fichera-
schen Verfahrens und weist auf einige im Zusammenhang mit der numerischen Lésung sich
ergebende Probleme hin.

Miissaki Tudomdny 56, 1978




	56. kötet / 3-4. szám
	BOSZNAY ÁDÁM-RICHLIK GYÖRGY-TÓTH GYÖRGY: Egyenes tengelyű, a hossza mentén változó jellemzőkkel bíró, hajlító lengést végző rúd sajátkörfrekvenciáinak javítható közrefogása II.���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	263����������
	264����������
	265����������
	266����������
	267����������
	268����������


