TARTOK KIFORDULASANAK VIZSGALATA
A KVADRATIKUS OPERATORNYALABOK
ELMELETE ALAPJAN

TARNAI TIBOR*
[Beérkezett 1976. dec. 31-én]

A dolgozat a rugalmas gerendik kifordulds-vizsgilatinak egy varidciés szamitdsi
médszerével foglalkozik. A stabilitdsi feladat révén el6dllé kvadratikus sajatérték-
feladat megoldasidhoz felbasznélja a linedris operitorok kvadratikus nyaldbjdnak
matematikai elméletét. Megmutatja, hogy a Ritz—Galerkin-médszer kvadratikus
sajatérték-feladatok megoldasdra is alkalmas. A vizsgalt esetre bebizonyitja a Ritz—
Galerkin-médszer konvergencidjit, és egyben formuladt ad a kritikus teherparaméter
kozelits értékének meghatérozdsira.

1. Bevezetés

A rugalmas stabilitis elméletében a gerenddk kifordulasanak problé-
mija — kis elmozdulisok mellett — gyakran kvadratikus sajatérték-feladat
alakjaban fogalmazhaté meg. Igy példdul a mindkét végén villisan meg-
tamasztott, vékonyfali, szimmetrikus nyitott szelvényli tarték esetében is,
ha a tart6t transzverzilis erSk terhelik, vagy a tarté végeire axiilis er6k hatnak.

A stabilitasi feladatok megoldasanak egyik kiterjedten alkalmazott
fontos varidciés médszere a Ritz—Galerkin-médszer. A linearis sajatérték-
feladatra vezet$ stabilitisi problémaknal bizonyitva van, hogy ez a médszer
konvergens [11], és igy segitségével a kritikus teherparaméter tetszdleges
pontossiggal megkozelithetd. Kvadratikus esetben azonban nem ismert, hogy
a kritikus teherparaméter Ritz— Galerkin-mdédszerrel el§allitott kozelits érté-
keinek sorozata konvergens-e, és ha igen, akkor a kritikus teherparaméterhez
konvergil-e.

A jelen dolgozatban ezzel a kérdéssel fogunk foglalkozni. Bizonyitani
fogjuk, hogy a Ritz—Galerkin-médszer a kifordulasi probléma kvadratikus
sajatérték-feladata esetében is konvergens, és el§allitja a kritikus teherpara-
métert. Meg fogjuk mutatni, hogy a gyakorlati szamitas ezzel a médszerrel
éppen olyan szisztematikussa tehet§, mint linearis feladatoknal.

A problémit altalinosan, a funkcionalanalizis eszkézeivel fogjuk tar-
gyalni. Az alkalmazott fogalmak tobbségét — bar ezek a mérnoki gyakor-
latban még nem eléggé hasznilatosak — nem definidljuk, csupian utalunk
pl. [1,11,15]-re, ahol ezeknek az alapfogalmaknak és a veliik kapesolatos
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40 TARNAI TIBOR

alapvetd tételeknek az értelmezése és bizonyitasa megtalalhaté. Vizsgilatain-
kat a linearis operatorok kvadratikus nyaladbjanak elméletére alapozzuk.
A matematikdban arinylag tjkeletii ez az elmélet, amelyet a gyakorlatban
eddig elsGsorban rugalmas testek csillapitott rezgéseinek a vizsgilatakor
alkalmaztak. A dolgozatban megmutatjuk, hogy a linearis operatorok kvadra-
tikus nyalabjdnak elmélete eredményesen alkalmazhaté tarték kifordulas-
vizsgalatara is.

Az A, B,C operatorok A paramétertdl fiiggd A4 + AB + 2°C alaki
halmazat kvadratikus operatornyalabnak vagy operatorseregnek hivjik.

Az altalunk vizsgalt kifordulasi probléma az L(i) = A — AB — 2C

operitornyalab
L(A)u = Au — ABu — 2*Cu =20 (1)

sajatérték-feladatara vezet, ahol 4, B, C egy H (komplex) Hilbert-térben értel-
mezett linearis operatorok. Ha u € H, u 5= 0 és az (1) egyenldség teljesiil,
akkor a 4 (komplex) szam az L(1) nyalabnak egy sajatértéke, az u elem pedig
a A-hoz tartozé sajateleme.

Jelolje (@, y); @, w € H a H-térben értelmezett skaldrszorzatot. Legyenek
az L(1) nyalabban szereplé A, B, C linearis operitorok szimmetrikusak (az 4
linedris operator szimmetrikus, ha D(A) értelmezési tartomanya siiri H-ban,
tovabba barmely u, v € D(A4) elemre teljesiil, hogy (Au, v) = (u, Av)), és még
az alabbi feltételeknek tegyenek eleget:

(1.1) Az A operator pozitiv definit (létezik olyan « > 0 szdm, hogy (Au, u) =
> o? ||u]? minden u € D(A)-ra), diszkrét spektrumi és D(4) c D(B)
N D(C) (il. Hx < D(B) N D(C), ahol H, az (Au, u) szerint teljessé tett
D(A)-t jeloli [11]).

(1.2) A C operator pozitiv ((Cu, u) > 0 minden u € D(C), u 5= 0-ra).
Az (1.1) feltétel teljesiilése esetén A-nak létezik teljesen folytonos,
onadjungalt és pozitivinverze: A~ ([11],222. o. 5. tétel), mely a H-teret
H 4-ba viszi. A z= Au transzformaciéval és 4, = BA~1,4,= CA ! jelo-
léssel az (1) egyenlet a

Iz — 24,2 — 224,2=0 2)
egyenletbe megy at. Az 4, és A, operatorokrdl feltételezziik, hogy
(1.3) A, és A, véges abszolit normajiak.

Ha az (1.1), (1.2), (1.3) feltételek teljesiilnek, akkor 4-* szimmetrizalja
A,-et és Ayt, azaz A-14,, A-'4, énadjungalt operatorok, tovibba A,-nek
csak pozitiv sajatértékei lehetnek. fgy Harazov [6] 1.,2., 3. tétele alapjan
az L(2) nyalabnak csak valés sajatértékei lehetnek, melyek nem torlédhatnak
a valés tengely véges szakaszan. Ha A4, nem végesrendli operitor, akkor
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TARTOK KIFORDULASA 41

az L(2) nyaldbnak megsziamlilhatéan végtelen sok 0 < |4)| < |2, <
<...<|4,] <. .. sajatértéke van \gy, hogy lim |4,| = + oo, ha n — oo.

A jelen dolgozatban az L(2) nyaldb sajatértékeinek a varidciés médszer
segitségével torténd meghatarozasaval foglalkozunk. Mivel a stabilitas szem-
pontjabél legfontosabb az L(1) nyaldb legkisebb pozitiv (legnagyobb negativ)
sajatértékének az ismerete, ezért ezek meghatarozasira szoritkozunk. A transz-
verzalis erkkel terhelt gerenda esetében ugyanis a legkisebb pozitiv sajat-
érték adja a tartéra lefelé haté teher kritikus paraméterét, a legnagyobb nega-
tiv sajatérték pedig a tartéra felfelé (vagy ha tgy tetszik, a hossztengelye
mentén 180°-kal elforgatott tartéra lefelé) haté teher kritikus paraméterét.
A végein axiilis erSkkel terhelt tarté esetében a legkisebb pozitiv sajatérték
a kritikus hizéers, a legnagyobb negativ sajatérték pedig a kritikus nyoméerd
értékét szolgaltatja, ha az osszefiiggésekben a hizéerst tekintjiik pozitivnak.

Megjegyezziik, hogy az A-12(-)A-12 transzformiciéval és p = 1/1
jeléléssel az L(1) nyalab L(z) = p2I — uB — C alakra hozhaté, ahol B és C
6nadjungalt operatorok, € pozitiv és I az identitasoperator. Ilyen esetet vizs-
galt pl. MbLLER [12, 13]. A 4 paraméter transzlacigjaval [5] az L(u) nyalab
az I(u) = u2I + pB + C alakra hozhaté, ahol B és € oénadjungiltak, és C
pozitiv, Ilyen alakd nyaldbok vizsgilatival KREJN és LANGER [7, 8] foglal-
kozott.

Kézenfekvének latszik, hogy az L(2) sajatértékeit az L(4) valamely fenti,
egyszeriibb transzformalt alakjabél hatirozzuk meg. A gyakorlati szdmitas
soran mégis célszeriibb, ha nem alkalmazzuk a fenti transzformaciét, és az
L(2) nyalab szimunkra sziikséges legkisebb pozitiv (legnagyobb negativ) sajat-
értékét magabél az (1) egyenletbdl szamitjuk. Igy ugyanis a differencial-
operatorokkal megfogalmazott sajatérték-feladatot nem kell integraloperatoros
alakra transzformalni. A sajatértékeket kozvetleniil a differencidlegyenlet
segitségével lehet meghatirozni, és nincs sziikség az ekvivalens integral-
egyenlet felirasara. Ezért nem érdektelen, ha a DurrFiN [3, 4] munkiiban
hasznalt varidciés elvet, melyet korlitos onadjungilt operatorokbél Aillé
kvadratikus nyalabra LAnGER [10] és KUrNE [9] alkalmazott, a nem-korlatos
operatorokat tartalmazé L(1) nyalabra is megfogalmazzuk.

2. A sajatérték-problémahoz rendelheté variaciés feladat

Tekintsiik az (1.1), (1.2) feltételeknek eleget tevé A, B, C szimmetrikus
operatorokat. Ekkor u ¢ D(4), u <0 esetén az (L(N)u,u) = (du, u) —
— A(Bu, u) — 3*(Cu, u) polinom nullahelyeivel definidlhaté két funkcional:

+u=__l — (Bu,u /(Bu, u)? u,u u,u
F+(u) 2(Cu’u)[ (Bu, u) + {(Bu, u)? + 4(4u, u) (Cu, u)], (3)
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&F—(u) = 1 [—(Bu, u) — V(Bu, up + 4(4u, u) (Cu, u)]. 4)
2(Cu, u)
Az (1.1) és (1.2) feltételekbdl kiovetkezGen ezekre fennall az alabbi egyen-
16tlenség:

F-(u) < 0< F+(u), (u€D(A), u=0).

Most alkalmazzunk egy transzformaciét, amely az A4, B, C szimmetrikus
operatorokat korlitos 6nadjungalt operatorokba viszi. Evéghél legyen z = Au,
(w€Hp), uy=1 A, E=A4-, F=—A-31BA-',G= —A-1CA-1, Ez a transz-
formaci6é az L(1) nyalabot az

Lp)=p?E + pF +G (5)
alakba viszi. Nyilvanvaléan teljesiil az
(Fz,32)?> >4(Ez,2)(6z,2) (z€H, z520) B ()]
feltétel. Az (L,(u)z, z) polinom nullahelyeivel is definislhaté két funkcional:
§+() = ——— [~ (F5r2) + V(Fo o — (B ) 0], (7
2(Ez, z) 5
§-(z) = 1 [— (Fz,3) — V(Fz, 22 — 4(Ez, z)(Gz, z)]. (8)
2(Ez, z) A
Koénnyen kimutathaté, hogy
1 1
Ftu) = , F(u) = ——, ha z= Au. 9
W=ig: T =gy e = ©)

Az L(4) nyalab a (6) feltétellel azonos KUHNE [9] erdsen csillapitott operator-
nyalidbjaval. A (7) és (8) funkcional is azonos KUBNE [9] p és s funkcional-
jaival. Igy KURNE [9] 5.2 tétele alapjan fennall a kivetkezs (figyelembe véve,
hogy A-* a H ortogonalis altereit H, ortogonilis altereibe viszi):
Minden
At =sup inf &H(u) (i=0,1,...) (10)
£eg; uee\{o}
érték pozitiv sajdtértéke az L(A) operdtornyaldbnak. (10)-ben £(i=0,1,...)
jeloli a H 5-tér olyan altereinek az 6sszességét, amelyeknek ortogonalis komple-
mentuma H ,-ban i-dimenziés altér. Es hasonléan: Minden
A7 =inf sup F(u) (i=01,...) (11)
€2, uee\{0}
érték negativ sajdtértéke az L(1) operdtornyaldbnak. Az L(1) operatornyalidb
sajatértékeit tehat az Ft(u) és §-(u) funkcionalok stacionarius értékei adjik.
Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogyan fogalmazhaté meg a varia-
ciés feladat az L(1) nyalab legkisebb pozitiv (legnagyobb negativ) sajat-
értékének a meghatarozasara.
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Az §*(u) (u € D(4), u > 0) pozitiv értékd, mig az &F~(u) (u € D(A),

u = 0) negativ értéki funkcional. Ezért
inf Ftu)=d =0 é sup F(u)=e<O0.
u€eD(A)\{0} ueD(A)~. {0}

1. Lem ma. Legyenek A, B,C az (1.1) és (1.2) feltételeknek megfelels
szimmetrikus operdtorok.

a) Ha d > 0 az §*(u) funkciondl alsé hatdra, és van olyan u, € D(A),
uy = 0 elem, hogy &*(u,) = d, akkor csak a d > 0 eset dllhat fenn.

b) Ha e < 0 az F—(u) funkciondl felsé hatdra, és van olyan u, € D(A),
uy 5= 0 elem, hogy &—(u,) = e, akkor csak az e < 0 eset dllhat fenn.

Bizonyitds. A lemminak csak az a) részét bizonyitjuk, mivel

a b) rész bizonyitdsa ezzel teljesen analég. Tegyiik fel, hogy d = 0. Ekkor

1

FH(uo) = ———— [~ (Bug, up) + V(Bum uo)® + 4(Auy, ug) (Cug, ug)] =0.
2(Cuy, uy)

Mivel (Cug, u,) egy véges szam, és igy (Cug, ug) =t 5= 0, ezért — (Bugy, uy) +

+ V(Bug, up)® + 4(Aug, up) (Cug, up) = 0. Innen (Auy, uy) (Cuy, ug) = 0. De

mivel u, < 0, kévetkezik, hogy (Cu,, u,) = 0, és igy (Au,, u,) = 0. Az 4 ope-

rator pozitiv definit volta miatt (Augy uy,) = 0 csak akkor allhat fenn, ha

uy, = 0. Ez pedig ellentmond a lemma u, =< 0 feltételének. Kovetkezésképp
d>0.

1. Tétel. Legyenek A, B,C az (1.1), (1.2) feltételeker kielégits szim-
metrikus operdtorok, és jelilje d az §*(u) funkciondl értékének alsé hatdrdt,
e pedig az & ~(u) funkciondl értékének felst hatdrdt.

a) Ha létezik egy u, € D(A), uy, = 0 elem tgy, hogy

1
= [ (Bug, o) + V (Bug, o) + 4(Aug,ug) (Cug u) | =d, (12)
2(Cug,ug)
akkor d az L(2) nyaldb legkisebb pozitiv sajdtértéke és u, ennek az ériéknek meg-
Jelelo sajdtelem. ‘
b) Ha létezik egy u, € D(A), u, 5= 0 elem ugy, hogy

1 - N
2(Cu,, uS [— (Buy,u;) — V(Buy,uy) +4(Aup,u,)(Cuyu)]=e,  (13)

Ft(ug) =

F(u) =

akkor e az L(}) nyaldb legnagyobb negativ sajdtértéke és u, ennek az értéknek meg-
felel sajdtelem.

Bizonyitds. Atételnek csak az a) részét bizonyitjuk, mivel a b) rész
bizonyitasa ezzel teljesen analég. Legyen n € D(A) tetszfleges elem, és legyen
t egy tetszdleges valés szam. Mivel D(A) linearis altér, nyilvanvaléan u, +
+ tn € D(A). A @(t) = F(u, + tn) fiiggvénynek t = 0-nil minimuma van,
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és ﬂ,‘

=0
letben a négyzetgyokos kifejezések helyébe (12) alapjan d megfeleld kifeje-
zését irva, majd az egyenletet [2d(Cuy, u,) + (Bug, uy)] (Cuy, ug) ~*-nel szo-
rozva a kovetkezst kapjuk: Re[(Aug, 1) + ((Aug, ug) (Cug, ug)=2Cu,, n) —
— (dBug, 1) — (d(Bugy, ug) (Cug, ug)~Cuy, ) — (2d*Cuy, 7)] = 0. Ez az dssze-
fuggés a skalarszorzat linearitasa miatt egyetlen skaldrszorzat valés részeként
irhaté fel, és ebben a skalarszorzatban az egyik elem #: Re(Au, — dBu, —
~— @%Cuy + (Cug, ug) =t [(Aug, ug) — d(Bug, ug) — d*(Cuy, ug)]Cuy, 7)= 0. A(12)
osszefiiggés kovetkeztében azonban (Au, uy) — d(Bug, ug) — d*(Cuy, ug) = 0.
Ezt felhasznalva az alabbi egyenletet nyerjiik:

= 0. A differencialast a 0 helyen elvégezve, és az igy nyert egyen-

Re(Au, — dBuy — d2Cuq, 1) = 0. (14)

Jelolje i az imagindrius egységet. Mivel D(A) linearis altér, nyilvinvaléan
u, + itn € D(A) is teljesiil. Az u, 4 tn esetében véghezvitt szamitast u, + ity
esetében is elvégezve, az eredmény

Im(Auy— dBugy — d?Cuy, 1) = 0 (15)
lesz. A (14) és (15) egyenldséghdl kiovetkezik, hogy
(Auy — dBuy — d?Cuy, ) = 0. (16)

Ez az osszefiggés minden 7 € D(4)-ra fennall. Definicié szerint D(A) siri
H-ban. Mivel (16) szerint az Au, — dBu, — d*Cu, vektor a H-tér egy min-
deniitt slir{i alterének minden elemére ortogonilis, kovetkezik, hogy az csak
a tér nulla eleme lehet. Ezért

Aug—dBuy — d*Cuy= 0,

azaz d az L()) nyalabnak egy sajatértéke és u, a neki megfelel§ sajateleme.

A d érték pozitiv. Kézvetleniil adédik ez az 1. lemmabél. Azt kell még
belatni, hogy d a pozitiv sajatértékek kozott a legkisebb. E végett legyen j
az L(1) nyalabnak egy tetszdleges pozitiv sajatértéke és u a hozza tartozé
sajatelem. Ekkor Au — 2Bt — 22Cu = 0. Skalérisan szorozva ezt az egyen-
16séget n-val, majd belgle A-t kifejezve azt kapjuk, hogy 1 = [2(Cu, u)]-?
[—(Bu, u) 4 (B, a)* + 4(Ai, a) (Ci, )]. (Tekintettel az A, B, C szim-
metrikus operatorok (1.1), (1.2) tulajdonsigaira, tovabba arra, hogy 4 >0,
ebben a kifejezésben a négyzetgyik csak pozitiv elSjellel szerepelhet.) Igy i-t
egy (3) alaki kifejezéssel adtuk meg. A d a (3) infimuma, ezért d < A. Ez az
egyenltlenség fennall minden 1 > 0 sajatértékre. Kovetkezésképp d a leg-
kisebb pozitiv sajatértéke L(A)-nak, és éppen ezt kellett bizonyitanunk.

Az 1. tétel alapjan az L(4) nyalab legkisebb pozitiv sajatértékének meg-
hatarozasi problémaja a kovetkez8 variaciés feladatra redukilédik: meg kell

keresni az §'(u) funkcionilt minimalizalé elemet, ill. az &*(u) funkcional
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minimumat. A tovabbi targyalas szempontjibél eldnyosebb lesz, ha ezt a
variaciés problémat kicsit masképpen fogalmazzuk meg. Vezessiik be a kivet-
kezd jelolést: y = (Cu, u)~12u. Ekkor (Cy,y) = 1 és [2(Cu, u)]-*[—(Bu, u) 4

+ |/ (Bu, u)* + 4(Au, u)(Cu, u)] = — %(Btp, v) + V%(Btp, v+ (4y, ). ¥ he-

lyébe ismét u-t irva variaciés feladatunk a kévetkezdképpen szél: meg kell
hatarozni a

— —;—(Bu, u) + V% (Bu, u)? + (Au, u) (17)
funkcionil minimumat a

(Cu,u)=1 (18)

feltétel mellett. A legnagyobb negativ sajatérték esetén pedig meg kell
hatédrozni a

— %(Bu, u) — V%(Bu, u)? + (Au, u) (19)

funkcionil maximumat a (18) feltétel mellett.

3. A Ritz-Galerkin-médszer

Tételezziik fel, hogy teljesiilnek az 1. tétel feltételei. Ekkor az L(4)
nyalab d legkisebb pozitiv sajatértékének a meghatarozisa a (17) funkcional
(18) feltétel melletti minimumanak, az e legnagyobb negativ sajatértékének
a meghatirozisa a (19) funkcional (18) feltétel melletti maximumanak a meg-
hatarozasara redukalédik.

Minthogy ez a két feladat lényegében ugyaniigy kezelhetd, ezért a tovab-
biakban csak a legkisebb pozitiv sajatérték meghatirozasaval foglalkozunk.
A feladatot Ritz— Galerkin-médszerrel fogjuk megoldani. Megjegyezziik, hogy
a vizsgalt esetben a Ritz- és a Galerkin-médszer kozott a lényeget tekintve
semmi kiilonbség nincs, ezért haszniljuk a kozés Ritz—Galerkin-médszer
elnevezést. _

Legyen a {p,} ., elemsorozat koordinatarendszer, azaz a ¢, elemek
1) 9, € D(4) (n =1, 2,...); 2) linearisan fiiggetlenek; 3) az A operator ener-
getikai szorzata értelmében teljes rendszert alkotnak H4-ban (az A operator
energetikai szorzatin a [g;, ¢;]a = (49, 9)); @, ¢; € D(4) skalarszorzatot
értjiik).

Rogzitett n esetén vegyiik az

n
Uy = 2 By Px (20)

k=1
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kifejezést, ahol a, (k = 1, 2, ..., n) komplex konstans. Hatarozzuk meg a (17)
funkcionil minimumat a (18) feltétel mellett gy, hogy'most u ne legyen
tetszGleges D(A)-beli elem, hanem csak (20) alaki, azaz csak olyan elem, amely
a @y, Qg - + +» P, koordinataelemek altal kifeszitett n-dimenziés altérbél valg.
Jeloljiik ezt az alteret R, -nel. Nyilvanvaléan R,  D(A).

Ezzel az eredeti variaciés feladatot a kovetkezdvel helyettesitettiik:
meg kell keresni a

Ay = — %(Bum u) + V% (Bup, upf® + (Auy, u,) @n

mennyiség minimumat a
Cuppu,)=1 (22)

feltétel mellett, midén u, € R,,.
A (21), (22)-ben szerepl§ skalarszorzatok az alidbbiak:

n
(Aug, uy) = 2 (Apw pax ar,

Kl=1

n
(Bup, u,) = 3 (Bop p)asa,
Ki=1

n
(Cupyup) = 3 (Coro pr)ay @

k=1

(Ezekben a kifejezésekben a@; a; komplex konjugaltjat jelol.) Igy A, az
a;, @y, . . ., @, egyiitthaték fiiggvénye. EbbGil kovetkezden egy n komplex
viltozé6tél fiiggd, valés értékii fiiggvény feltételes szélsGértékének a meghata-
rozasa lesz a feladat. Mivel a, = x, + iy,; x,,y, valés; k=1,2,...,n, azt
is mondhatjuk, hogy egy 2n-valtozés fiiggvény feltételes szélsGértékét kell
megkeresni.

Ezt a feladatot a Lagrange-féle multiplikitor médszerrel fogjuk meg-
oldani. Megkonstruiljuk a

D(u,) = — %(Bun, u,) + V% (Buy, u,)? + (Auy, u,) — v[(Cuy, u,) — 1]

fiiggvényt, ahol v egy egyelére meg nem hatarozott numerikus faktor, majd
D-nek az a; (I =1,2,...,n) egyiitthaték x; valés és y; képzetes része szerinti
parcidlis derivéltjait egyenlvé tesszitk nullaval. A levezetés részleteinek mel-
16zésével ez az a, ismeretlenekre a kovetkez6 homogén linedris egyenletrend-
szert eredményezi:

n
2 a, [(Apw, 9)) — An(Boyo ) — AX(Cppo p)] =0, 1=1,2,...,n. (23)

k=1
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Az a, ismeretlenek nem lehetnek mind nullak, mert akkor (20)-ban u, = 0
lenne, amibél (Cu,, u,) = 0 adédnék, és ez ellentmondana a (22) feltételnek.
Innen kovetkezik, hogy a (23) egyenletrendszernek van nemtrivialis megoldasa,
és ezért a rendszer determinansanak nullaval kell egyenlnek lennie. A deter-
minins A,-re egy egyenletet ad:

(AP1, 1) —An( By, 1) — AXC1,91) - - - (APps 1) — A p( B ) — AE(Copypr )

(A91,92) —An(Be1,¢2) —A5(Co102) - - (AP 2) —An(Bems ) —A%(Compa)) _

. . (24)
(-A(Pl’ (Pn) —'An( B%, (pn) _Ar21(C<Pl’ ‘pn) v (A(Pn’ %) —A n( B‘Pm (Pn) _Ale(C(pn, (Pn)

Megallapithatjuk, hogy a (24) egyenlet pontosan 2n-edfokd, mivel (—1)"A42"
egyiitthatéja a g,, @,, ..., ¢, elemek C operator szerinti Gram-determinansa,
amely nem nulla, hiszen C pozitiv operitor és a @y, @,, . . ., p, koordinata ele-
mek linedrisan fiiggetlenek. Ebbédl az algebra alaptétele szerint kovetkezik,
hogy a (24) egyenletnek 2n gyike van.

Legyen AY ezen gyokok valamelyike. Ezt behelyettesitve a (23) egyenlet-
rendszerbe, a determinanst nullaiva téve, a rendszernek lesznek nemtriviilis
megoldasai. Legyen aff), k=1,2,...,n egy ilyen megoldis. Behelyettesitve
A, = AD-t és a; = alP-t (23)-ba, azonossigot kapunk:

n

- n I 3 n .
- X afil(Agy, @) — A4V 3 By, @) — (492 I af(Cyy, 1) = 0,
k=1 k=1 k=1 .

I1=12,...,n.

Ezt beszorozzuk aT,’)-tal, és Gsszegziink minden Il-re. Igy a kévetkezbhoz
jutunk:

n - > n PErrry n Py
> ala(dp ) — AP 3 o) By, @) — (AD? 3 0 af)(Coy ) = 0.
Ki=1 Ki=1 K=

n
Legyen u!) = kzlag)q)k. Ekkor az el§z5 egyenléség az alabbi alakot nyeri:

(Aud, u)) — AD(Bu, ufd) — (ADR(Cu, ud) = 0.
A (22) feltétel miatt (Cu®, u®?) = 1. Igy az '

n
(Augd, u)) — AD(Bu@, uld)) — (APy =0 (25)

osszefiiggést kapjuk, amely fennall i = 1,2,...,2n esetén. Az 4, B szim-
metrikus operitorok kéziil az 4 operator pozitiv definit, ezért (25) diszkrimi-
nénsa pozitiv. Ebbél kévetkezik, hogy a (24) egyenlet AD (i =1,2,...,2n)
gyokei valésak. Tovabbmenve, valamelyik u{) = u? elem minimalizélja a (21)
mennyiséget. A (25)-bdl az is kivetkezik, hogy ez a minimum azonos a (24)
egyenlet legkisebb pozitiv gyokével. Jeloljiik ezt a gyokst AS"-val. Legyen
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m >n. Jelolje ASF m esetére a (21) mennyiség (22) feltétel melletti mini-
mumat. Ekkor
Apt = An" = d.

Ez az egyenlStlenség nyilvanvaléan fennall, hiszen R, C R, < D(A), és egy-
részt (21) mihimuma egy bGvebb halmazban nem névekedhet, masrészt (17)
minimuma egy sziikebb halmazban nem csékkenhet. EbbSl kovetkezik, hogy
midén n — oo, a A" mennyiség monoton fogyén tart egy hatirértékhez,
amely >d. A A]" szamot az L(A) nyalab, ill. az (1) egyenlet legkisebb pozitiv
sajatértéke n-ik Ritz— Galerkin-féle kozelitésének nevezziik. Hasonléképpen
értelmezhetjitkk a A~ szamot mint az L(4) nyalab legnagyobb negativ sajat-
értékének n-edik Ritz— Galerkin-féle kozelitését (A7~ < e).

2. Tétel. Legyen Ba H-teret 6nmagdba képezd pozitiv operdtor (( Bu,u) >
>0, u € D(B), u 5= 0). Ha teljesiilnek az 1. tétel feltételei, akkor az eddigi jelo-
lések mellett fenndll a kovetkezs:

a) llm A:+ == d,
N—scm

b) lim 4]~ =s.
n—oe

Bizonyitds. A tételnek csak az a) allitdsat bizonyitjuk, mert
b) bizonyitasa ezzel analég. Bevezetjiik az [u, v]a = (Au, v), [u, v]z = (Bu, v),
[u, v]c = (Cu, v); u, v € D(A4) energetikus szorzatokat és az |u|s = V[u,u]4-
lulsg = V[u, uls> |#lc = V[u,u]. energetikus normékat. Ezek segitségével a
(17) funkcional és a (18) feltétel igy irhaté:

b+ |/l + L 26
[uf2 = 1. 27

A tételben — kissé masképp fogalmazva — feltettiik, hogy létezik olyan u, = 0,
uy € D(A) elem, amelyen a (26) funkcionél a (27) feltétel mellett felveszi a d
minimumaét. Az 1. lemma szerint ekkor d > 0.

A (26) funkcional az u, helyen folytonos, hiszen a normaképzés folytonos,
és (26)-ban a kiilonb6z8 operatorok szerinti normikat folytonos miiveletek
kapcsoljak 6ssze. A d >> 0 minimum volta és a (26) funkcional ug-beli folyto-
nossiga miatt barmely pozitiv e-hoz léteznek &, 8,4, 0 pozitiv szamok és
u’ € D(A) elem tgy, hogy [|u, — u’{| << 8 esetén

[ug — u’la<< da, (28)
i o — u’|a<< 85 (29)
és
1 ’e 1 ’ 2
dS'—’f|"|B+ Z|u|%+|U|A<d+8, (30)
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wlt = 1. (31)
Mivel a ¢, (n = 1, 2,...) elemsorozat teljes az 4 operator energetikus
N

szorzataban, ezért talalhaté egy ul elem: uy = > by, b, = konstans vgy,

hogy k=1
Ju' — un|a< e (32)
Innen
Junla < |u'|a + & (33)
A d a (3) funkcionil minimuma, ezért teljesiil az alabbi egyenlétlenség:
d< ! (—fu’ — uils + V]u' — unlk + 4]u’ — unfa|n” — un|?).

2|u’ — un|E
Azonos atalakitasok utan:
2lu’ —uyp + dju’ — un|p < |u’ — upnfi.

Ebbél (32) felhasznalasival a kdvetkezd becslések tehetSk:

1
|w—W%s§w—Wﬁ~ﬂw—mﬁg;&

innen
€
|unls = |"'|B—V—zv (34)
illetve
’ 12 l ’ 712 1 ’ ‘2 1 2
Iu —_ uNICS-d—zlu — uNlA —Elu —_ ungg‘FE s
innen
, €
Ju" — uNlcSE' (35)
Tekintsiik ezutan az
’
. u
uN= ’N
|UN|C

elemet. Ekkor |uy|c = 1. A tovabbiak folyaman sziikségiink lesz uy A és
B operitor szerinti normainak olyan becsléseire, mint uy-nek (33) és (34)
becslései.

(35) alapjan fennillnak az alabbi egyenlStlenségek:

lunle < lw'le + <=1+, (36)
d d
’ ’ € €
IuNICZh‘IC—;:l“‘J' (37)

4 Mészaki Tudomdny 55, 1978



50 TARNAI TIBOR

A (37) és (33) becslések kovetkeztében

1 , 1 , 1
|uN|AS |uN|AS P

lunlc 1 & 1%

(lu)a + e)-

lan|a =

Elég kis 1 > ¢ > 0 esetén létezik olyan K >1 véges szam, hogy

1

1%

d

swge

teljesiil. Igy

lania <

K K K
1—|—78l (|u'|A+ e)=|u'|A+e(1+—d—|u'|A+87]. (38)

Tovabba a (36) és (34) egyenlStlenségek miatt

1— £
. 1 , 1 , d 0. &
|"~|B~m|uw|821+£.|UN|BZ—1_(£’2 (lu s V‘—JZ
d d
<3
innen
. , 1, , 1
linls = |u'|s — G(Eh‘ | +V——d] . (39)

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

K, , K
8(A)=€ . (1—{-7'“ |A+ s—d‘) ’
1 1
B = A bt ’ 0= .
Ekkor (38) és (39) az alabbi alakii lesz:
|lanla < |u'la + &(4), (40)
linls = |u’|s — &(B). (41)

Az u}, definici6jabél és d minimum voltdbél kovetkezik, hogy

1. 1/1.. .
dS—*2‘|”N|28+ Z|“N|§+|u1v|?4-

Alkalmazzuk a kovetkezd jelolést:

1,. 1/1,. .
h=—E|UN|23+ Z‘IuNPB'*"luNla\'
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Ebb&l h? 4 h|uy|s — |uy|s = 0. Alkalmazva a (40) és (41) becsléseket,

h® + h(|u'|B —_ e(B))2 — (]u'|A + e(A))zg 0
adédik. Innen

h< — —(Iu ls— &(B))* + V—(lu ls — &(B))* + (|u'la + e(A)P =

1 1 2|u’ A
< — 3w+ gt g | e 2T g,
'l + B

Ennek az egyenlétlenség-sorozatnak a jobb oldalan, a masodik négyzetgyokjel
alatt 1 utdn egy pozitiv mennyiség all. Toviabba x > —1 esetén Vl +z25
<1 + 1/2 x. Ezekbdl kévetkezben

2|u’|la + (A4 ,
h< ——|u B+ V%'""‘B B+ 6(2’4) ll it e | o(B)uts. (43)
[ x1wts + 1wt
Jelolje g(e(A)) a (43) utolsé el6tti tagjat. Becsiiljiik meg feliilr] ezt a
e(A) 2|u’|s+ (4
[/ 51wt + 1t

mennyiséget. Helyettesitsiik be ide &(4) helyére az 6t értelmezd kifejezést.
Figyelembe véve, hogy (30) bal oldali egyenlGtlensége alapjan

a< |/ T+l

és egy korabbi feltételezés szerint ¢ <1, tovabba bevezetve az
K2

K 1 K)? 1 K)?
—_ — ——1 , b == 1- -], €=— 1 -
d+2(dJ (+dJ 2(+d]
jeloléseket, az alabbi becslés igaz:
1 '
BeA) < e (ufratlu'lab o+ o).
A (28) egyenlilenséghdl kiovetkezik, hogy |u'|a < Jugla + 84, és igy

gMA»SE%M%h+wnh+ﬂwh+wdb+d-

Minthogy u, egy meghatarozott rogzitett elem, és igy |uy|a egy véges szam,
ezért

8(e(4)) < €Ky, (44)
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ahol K; >0 egy alkalmasan véalasztott konstans. Adjunk felsé becslést
ezutin az

e
mennyiségre. A (29) egyenlétlenség kévetkeztében |u’|s < |u,|s + 65. Ekkor
1
Vd
ahol K, > 0 egy alkalmasan vaélasztott konstans. A (43) becslés (44) és (45)
alapjan igy folytathaté:

| 1, ,
bl |l B et K.

-
e(B)|u'ls = ¢ | 1u'lh+

G(B)|“'|B§8[%(|“o|3+53)2+ (|"olB+5B)].<=5Kz’ @)

Ebbél a (30) jobb eldali egyenltlenségének és a (42) egyenlotlenségnek a fel-
haszndlasaval kapjuk:

1,. 1,. -
d< —5lunls + VZIuNI‘B+IuNla<d+ e(1 + K, + Ky) = d + n,

ahol 5 == ¢(1 + K, + K,). Tovabba A} a

1 1
— 5 (Buy, uy) + ij(B”N’ uy)* + (Auy, uy)
N
kifejezés minimuma a (Cup, uy) = 1 feltétel mellett, ahol uy = 3 a,,. gy
k=1

o 1,. 1,. . -
3 A3 < — ity + | oty +lnB< d tn Jink=1.

Han > N, akkor A3" < A, ésd << A5t << d + n tetszbleges kicsi > O-ra.

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy lim A3t = d, azaz a A" Ritz— Galerkin-
N—-+oo

féle kozelitd értékek hatarértéke az L(A) nyalab d legkisebb pozitiv sajat-

értékét adja.

4. Kiegészitd megjegyzések

4.1. A (24) egyenlet hasonlé ahhoz a karakterisztikus egyenlethez,
amelyet pl. MiHLIN [11] az Auw — ABu = 0 alakd linearis sajatérték-feladat
esetén kozol (C = 0 esetén azonos vele, ha 4 és B pozitiv definit).

4.2. A 2. tétel valésziniileg akkor is igaz marad, ha a B operatortsl
nem kéveteljiik meg, hogy pozitiv legyen. Ennek a bizonyitasaval azonban
nem foglalkoztunk.

4.3. Ha n— oo, akkor A,— A. A4, a pozitiv sajatértékeket monoton
fogyon, vagyis feliilr6l, a negativ sajatértékeket monoton névén, vagyis alulrél
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kozeliti. A Ritz—Galerkin-médszer tehat a kritikus teherparamétert kvadratikus
Jeladatoknadl is abszoliit értékben mindig feliilrél kozeliti.
4.4. Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

An = [a,j]; a,'j = (A(p], (p,); i,j = 1, 2, ooy Ny
B, = [bi;]; by = (By;, ¢:); Lj=1,2,...,n,
C. = [eij]s ¢j=(Coj, ;)3 ,j=12,...n.

Ezekkel a szimmetrikus n-edrendi matrixokkal a (24) egyenlet a kévetkezdbe
megy at:

t

|A, —4,B, — A4C,|=0. (46)
A (46) egyenletre jutunk akkor is, ha tekintjiik az
[A, —A4,B, — A2 ]x, =0 47)

sajatérték-feladatot. Ez, mint ismeretes [10,14], a kovetkezd 2n-edrendi
matrix sajatértékeinek a meghatirozasira vezethetd vissza:

B, A7 C, AZI]

M, =
PR

ahol I, az n-ik egységmatrix és 0, az n-ik pullamatrix. Az M, matrix sajét-
értékeinek a reciproka adja a (47) sajatértékeit. A vizsgilédasainkban sze-
replé A, matrix mindig invertdlhaté, ezért az M, matrix mindig megkonstrual-
haté. Ezek utan az M, métrix legnagyobb pozitiv, ill. legkisebb negativ sajat-
értékeit kell meghatarozni, majd ezek reciprokat kell venni. Ezzel a feladat
gépi szamitasra is alkalmas format 6lt, és elkeriithet6k a (24) determinéns
kifejtésével jaré nehézségek. Végiil az eredeti (1) egyenlet keresett sajatértékeit
az M, matrix emlitett sajatértékei reciprokanak a hatéarértéke eredményezi,
midén n — oco.

4.5. Ha a 3. szakaszban felvett {;};., koordinatarendszer teljes orto-
normalt bazis, és az A, B, C operatorokat végtelen matrixokkal reprezentaljuk
([1] 153. o.), majd tekintjiik a veliik felirt (1) sajatérték-feladatnak a {@,}7,;
baziselemek altal kifeszitett n-dimenziés altérre vett (4, — A,B, — AC)u, =
=  projekciéjat, akkor ugyanazt az n-dimenziés sajatérték-feladatot, ill.
karakterisztikus egyenletet nyerjik, mint a Ritz— Galerkin-médszer esetén.
Ha n — oo, akkor A, — A4, B,— B, C, > C és A, — A.

5. A két végén villasan megtamasztott tarté kifordulasa

Tekintsiink egy mindkét végén villasan megtamasztott, transzverzalis
erdkkel terhelt, vékonyfali, szimmetrikus és nyitott keresztmetszetdi tartét
(1. abra). Ha a tarté keresztmetszete allandé, és a terhek a kifordulas eldtt
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e t i
0 |
1. dbra

a tarté szimmetriasikjdban miikédnek, akkor a tarté kifordult allapotbeli
egyensiilyat az

M2
BT 70 MDY~ iGT D — eI ik

& + r(M,9') — pv® =0 (48)
y
differencidlegyenlet irja le [2] a

8(0) = H(l) = 4"(0) = #"(l) = 0 (49)

peremfeltételek mellett. (48), (49)-ben az egyes jelolések értelmezése a kovetkezs:

x, ¥, 2 koordinatdk (lasd 1. 4bra),
# a keresztmetszet elforduldsinak a szoge,
t a csavardsi kozéppontnak a silyponttél mért tavolsaga,

r  a keresztmetszeti sugar (r = } . IF y(x* + y*) dF, ahol J, a keresztmetszet x tengelyre
Z .

vett tehetetlenségi nyomatéka, F pedig a keresztmetszet feliilete | ,

v  a teher timadédspontjénak a silyponttél mért tavolsaga,

l  a tarté tdmaszkoze,

Jy a keresztmetszet y tengelyre vett tehetetlenségi nyomatéka,

J: a keresztmetszet csavardsi tehetetlenségi nyomatéka,

Jo a keresztmetszet 6blosodési dllandéja,

E a rugalmassdgi modulus,

G a nyirasi rugalmassdgi modulus,

p  a transzverzilis teher,

M, a p teherbdl szdrmazé x irdnyd hajlitényomaték,

r=4
’ dz

a z viltozé szerinti differencidlas jele.

Jelolje p, a teher paraméterét. Ekkor a teher és a hajlitényomaték
fiiggvénye a kovetkez§ médon irhaté:

P = PoP1» My=pM,,, (50)

ahol p, és M,, a teher, ill. a hajlitényomaték p, = 1 melletti értékét jeloli.
Behelyettesitve (50)-et (48)-ba, a (48) egyenlet az alabbi alakd lesz:

E
EJL#" — GJ#" — palt(Mes®)’ -+ tMes®” — r(Myy)'+ pywd] — ph - 9=0.
y
(51)
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Vezessiik be a kévetkezd jeloléseket:

A% = EJ 3" — GJ ", (52a)
B = (M, 9)" + tM,%" — r(M,,8')" + pd, (52b)
CHh = M3 (EJ,)~19. (52¢)
Igy (51) az
A% — poBY — piCh = 0 (53)

egyenletbe megy at. (53) egy (1) alaki sajatérték-feladat. 2 szerepét most
Po» u szerepét pedig & tolti be. Az 4, ill. B és C olyan differencidloperatorokat
jeldl, amelyek a (49) peremfeltételeket kielégits, négyszer, ill. kétszer folyto-
nosan differencidlhaté fliggvények osztalyan vannak értelmezve. A H Hilbert-
tér most a [0,!] intervallumon négyzetesen integrilhaté valés fiiggvények
L?[0,1] tere, ahol a ¢,y € L?[0,1] elemek skalarszorzatat az alabbi médon
értelmezziik:

(pry) = f; @(2) - p(z) dz.

Bizonyithaté, hogy az (52a—c) o6sszefiiggésekkel definidlt operatorok
koziil: 4 szimmetrikus, pozitiv definit, diszkrét spektrumd, B szimmetrikus,
C szimmetrikus pozitiv; tovibba BA -1 és CA-! véges abszolit normaji opera-
torok. Teljesiilnek tehat azok a feltételek, amelyek az (53) egyenlet p, sajat-
értékeinek 1étezését és a Ritz— Galerkin-médszer konvergencidjat biztositjak.

5.1 Az egyenletesen megoszls teherrel terhelt tarté
Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a p transzverzilis teher a tarté
hossza mentén allandé. Figyelembe véve, hogy ekkor po=p, p, =1, M, =
=—;—(l — z), tovabba, hogy — p = My, az (52a—c) osszefiiggésekkel értel-
mezett A, B, C operatorok a kévetkezbk lesznek:
A% = EJ 8" — GJ %",

B = —(r—2t)[§(l——z)'8'],+(v — )9,

co=2[Za— e
EJ,|2
A p teher kritikus értékének meghatarozasira a 9 = > a,p; trigono-
i=1
metrikus sort alkalmazzuk, ahol a; (i =1,2,...) ismeretlen allandé, és
inz

@; = sin—.

1

M{ssaki Tudomdny 55, 1978



56 TARNAI TIBOR

A (24) egyenletben szereplé skalarszorzatok ekkor igy alakulnak, ha
i=:

(iz)* (in)?
Agis @) = EJo~—= + GJe ———,
(Api, i) 205 + 6J, 21

—r_opny =3, a1
(Bgi» ¢:) = ( 2t)1 92 + (v ‘)2,

B (in)+45
16EJ,nt  15it

(Coi» @) =

és ha i 5= j, de i - j paros:
(Ag;. ¢)) = 0,
_ e
(Byj, ¢i) = — (r — 2t) h]ma
24P @ + 5 .
EJat (i — j2)

(Coj 1) =
Ha i -+ j paratlan, akkor

(4o, @) = (Bypj, ;) = (Co; 9)) = 0.

A skalarszorzatok ismeretében a p teher kritikus értékét a (24) egyenlet
megoldasa 1dtjin, vagy a 4.4. pontban ismertetett eljiris segitségével lehet
kiszamitani.

Végezetiill megemlitjitkk, hogy a transzverzilis erdkkel terhelt tarté
kifordulasi feladata altaldban visszavezethetd egy szimmetrikus kvadratikus
sajatértékfeladatra, ha a keresztmetszet esavarasi kozéppontjanak eltolédas-
figgvényére és a keresztmetszet ¥ elfordulas-fiiggvényére ugyanazok a pe-
remfeltételek vannak elSirva. A (48) egyenlet azonban csak olyan peremfel-
tételek mellett irja le a tarté kifordult allapotbeli egyensilyat, amelyeknél
az oldaliranyd hajlitas egyenletének [2] kétszeri integralasakor el§alls integ-
ralasi allandék értéke nulla. Ez, a mar targyalt villas megtdmasztison ki-
viil, pl. az egyik végén befogott, masik végén szabad tarté esetében teljesiil.
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® N o

Investigation of the Lateral Buckling of Beams with the Aid of the Theory of Quadratic
Operator Pencils. A variational method of the investigation on lateral buckling of elastic
beams is dealt with. For the solution to the quadratic ecigenvalue problem presenting itself
through the stability problem, the mathematical theory of quadratic pencil of linear operators
is used. By this some theorems are verified. In the case of the quadratic eigenvalue problem
investigated, the convergence of the Ritz-Galerkin method is proved, and at the same time,
a formula is presented for the determination of the approximate value of the critical load
parameter.

Untersuchung des Kippens von Triigern mit Hilfe der Theorie der quadratischen Qperator-
scharen. Eine Methode der Variationsrechnung zur Untersuchung des Kippens von elastischen
Trigern wird behandelt. Zur Lésung der durch die Stabilitiitsaufgabe herbeigefiihrten quadra-
tischen Eigenwertaufgabe wird die mathematische Theorie der quadratischen Schar der linearen
Operatoren angewandt. Damit werden einige Thesen nachgewiesen. Im Fall des untersuchten
quadratischen Eigenwertproblems wird die Konvergenz der Ritz-Galerkinschen Methode
nachgewiesen und eine Formel zur Ermittelung des Niherungswertes des kritischen Last-
parameters prisentiert.
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