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A dolgozat a rugalmas gerendák kifordulás-vizsgálatának egy variációs számítási 
módszerével foglalkozik. A stabilitási feladat révén előálló kvadratikus sajátérték-
feladat megoldásához felhasználja a lineáris operátorok kvadratikus nyalábjának 
matematikai elméletét. Megmutatja, hogy a Ritz—Galerkin-módszer kvadratikus 
sajátérték-feladatok megoldására is alkalmas. A vizsgált esetre bebizonyítja a Ritz — 
Galerkin-módszer konvergenciáját, és egyben formulát ad a kritikus teherparaméter 
közelítő értékének meghatározására. 

1. Bevezetés 

A rugalmas stabilitás elméletében a gerendák kifordulásának problé" 
mája — kis elmozdulások mellett — gyakran kvadratikus sajátérték-feladat 
alakjában fogalmazható meg. így például a mindkét végén villásan meg-
támasztott, vékonyfalú, szimmetrikus nyitott szelvényű tartók esetében is, 
ha a tartót transzverzális erők terhelik, vagy a tartó végeire axiális erők hatnak. 

A stabilitási feladatok megoldásának egyik kiterjedten alkalmazott 
fontos variációs módszere a Ritz — Galerkin-módszer. A lineáris sajátérték-
feladatra vezető stabilitási problémáknál bizonyítva van, hogy ez a módszer 
konvergens [11], és így segítségével a kritikus teherparaméter tetszőleges 
pontossággal megközelíthető. Kvadratikus esetben azonban nem ismert, hogy 
a kritikus teherparaméter Ritz—Galerkin-módszerrel előállított közelítő érté-
keinek sorozata konvergens-e, és ha igen, akkor a kritikus teherparaméterhez 
konvergál-e. 

A jelen dolgozatban ezzel a kérdéssel fogunk foglalkozni. Bizonyítani 
fogjuk, hogy a Ritz —Galerkin-módszer a kifordulási probléma kvadratikus 
sajátérték-feladata esetében is konvergens, és előállítja a kritikus teherpara-
métert. Meg fogjuk mutatni, hogy a gyakorlati számítás ezzel a módszerrel 
éppen olyan szisztematikussá tehető, mint lineáris feladatoknál. 

A problémát általánosan, a funkcionálanalízis eszközeivel fogjuk tár-
gyalni. Az alkalmazott fogalmak többségét — bár ezek a mérnöki gyakor-
latban még nem eléggé használatosak — nem definiáljuk, csupán utalunk 
pl. [1, 11, 15]-re, ahol ezeknek az alapfogalmaknak és a velük kapcsolatos 
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alapvető tételeknek az értelmezése és bizonyítása megtalálható. Vizsgálatain-
kat a lineáris operátorok kvadratikus nyalábjának elméletére alapozzuk. 
A matematikában aránylag újkeletű ez az elmélet, amelyet a gyakorlatban 
eddig elsősorban rugalmas testek csillapított rezgéseinek a vizsgálatakor 
alkalmaztak. A dolgozatban megmutatjuk, hogy a lineáris operátorok kvadra-
tikus nyalábjának elmélete eredményesen alkalmazható tartók kifordulás-
vizsgálatára is. 

Az А, В, С operátorok A paramétertől függő A + AB -+- A2C alakú 
halmazát kvadratikus operátornyalábnak vagy operátorseregnek hívják. 

Az általunk vizsgált kifordulási probléma az L(A) = A — AB — A2C 
operátornyaláb 

sajátérték-feladatára vezet, ahol A, В, С egy H (komplex) Hilbert-térben értel-
mezett lineáris operátorok. На и Ç H, и ^ 0 és az (1) egyenlőség teljesül, 
akkor a A (komplex) szám az L(A) nyalábnak egy sajátértéke, az u elem pedig 
a A-hoz tartozó sajáteleme. 

Jelölje (<p, ip); <p, rp Ç H a H-térben értelmezett skalárszorzatot. Legyenek 
az L(A) nyalábban szereplő А, В, С lineáris operátorok szimmetrikusak (az A 
lineáris operátor szimmetrikus, ha D(A) értelmezési tartománya sűrű H-ban, 
továbbá bármely u, v Ç D(A) elemre teljesül, hogy (Au, t>) = (u, Av)), és még 
az alábbi feltételeknek tegyenek eleget: 

(1.1) Az A operátor pozitív définit (létezik olyan a > 0 szám, hogy (Au, и) ^ 
a2 | |u | |2 minden и Ç D(A)-га), diszkrét spektrumú és D(A) d D(B) 

П D(C) (ill. H А С D(B) D D(C), ahol HA az (Au, и) szerint teljessé tett 
D(A)-t jelöli [11]). 

(1.2) А С operátor pozitív ((Си, и) 0 minden и Ç D(C), и Ф 0-ra). 
Az (1.1) feltétel teljesülése esetén Л-пак létezik teljesen folytonos, 
önadjungált és pozitív inverze: A ([11], 222. o. 5. tétel), mely a H-teret 
Нл-ba viszi. A z — Au transzformációval és Ax = BA~1,A2 = СА~г jelö-
léssel az (1) egyenlet a 

egyenletbe megy át. Az A1 és A2 operátorokról feltételezzük, hogy 

(1.3) Ax és A 2 véges abszolút normájúak. 

Ha az (1.1), (1.2), (1.3) feltételek teljesülnek, akkor A~l szimmetrizálja 
Ay-et és A2-1, azaz A_1A^ A~1A2 önadjungált operátorok, továbbá ^42-nek 
csak pozitív sajátértékei lehetnek. így H A R A Z O V [6] 1., 2., 3. tétele alapján 
az L(A) nyalábnak csak valós sajátértékei lehetnek, melyek nem torlódhatnak 
a valós tengely véges szakaszán. Ha Ax nem végesrendű operátor, akkor 

L(A)M = A u - АВи - А2 Си = О (1) 

\z — A Axz — AM2Z = О (2) 
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az L(A) nyalábnak megszámlálhatóan végtelen sok 0 ;< ] AJ <[ | A21 < 
< • • • ^ Uni • • • sajátértéke van úgy, hogy lim | AJ — -f- ha re - > oo, 

A jelen dolgozatban az L(A) nyaláb sajátértékeinek a variációs módszer 
segítségével történő meghatározásával foglalkozunk. Mivel a stabilitás szem-
pontjából legfontosabb az L(A) nyaláb legkisebb pozitív (legnagyobb negatív) 
sajátértékének az ismerete, ezért ezek meghatározására szorítkozunk. A transz-
verzális erőkkel terhelt gerenda esetében ugyanis a legkisebb pozitív saját-
érték adja a tartóra lefelé ható teher kritikus paraméterét, a legnagyobb nega-
tív sajátérték pedig a tartóra felfelé (vagy ha úgy tetszik, a hossztengelye 
mentén 180°-kal elforgatott tar tóra lefelé) ha tó teher kritikus paraméterét. 
A végein axiális erőkkel terhelt tartó esetében a legkisebb pozitív sajátérték 
a kritikus húzóerő, a legnagyobb negatív sajátérték pedig a kritikus nyomóerő 
értékét szolgáltatja, ha az összefüggésekben a húzóerőt tekintjük pozitívnak. 

Megjegyezzük, hogy az A ~1/2( • )A~112 transzformációval és fi = l/A 
jelöléssel az L(A) nyaláb L(fi) — fJ?I — fi В — С alakra hozható, ahol В és С 
önadjungált operátorok, С pozitív és I az identitásoperátor. Ilyen esetet vizs-
gált pl. M Ü L L E R [12, 13]. А fi paraméter transzlációjával [5] az L(p) nyaláb 
az L(/i) = f*2I + fi В + С alakra hozható, ahol В és С önadjungáltak, és С 
pozitív. Ilyen alakú nyalábok vizsgálatával K R E J N és L A N G E R [ 7 , 8 ] foglal-
kozott . 

Kézenfekvőnek látszik, hogy az L(A) sajátértékeit az L(A) valamely fenti , 
egyszerűbb transzformált alakjából határozzuk meg. A gyakorlati számítás 
során mégis célszerűbb, ha nem alkalmazzuk a fenti transzformációt, és az 
L(A) nyaláb számunkra szükséges legkisebb pozitív (legnagyobb negatív) sa já t -
értékét magából az (1) egyenletből számítjuk. így ugyanis a differenciál-
operátorokkal megfogalmazott sajátérték-feladatot nem kell integráloperátoros 
alakra transzformálni. A sajátértékeket közvetlenül a differenciálegyenlet 
segítségével lehet meghatározni, és nincs szükség az ekvivalens integrál-
egyenlet felírására. Ezért nem érdektelen, ha a D U F F I N [ 3 , 4 ] munkáiban 
használt variációs elvet, melyet korlátos önadjungált operátorokból álló 
kvadratikus nyalábra L A N G E R [10] és K Ü H N E [9] alkalmazott, a nem-korlátos 
operátorokat tartalmazó L(A) nyalábra is megfogalmazzuk. 

2. A sajátérték-problémához rendelhető variációs feladat 

Tekintsük az (1.1), (1.2) feltételeknek eleget tevő А, В, С szimmetrikus 
operátorokat. Ekkor и £ D(A), и Ф 0 esetén az (L(A)re, re) = (Au, re) — 
— A(Bre, U) — A2(Cu, re) polinom nullahelyeivel definiálható két funkcionál: 

§+(u) = 1 [ - (Bre, u) + У(Вы, u)2 + 4 (Au, и) (Си, и)], (3) 
2(Cu, и) 
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= 777 T [ ~ ( В и » ") - V ( B u ' ")2 + 4 И " . в) (Си, и)]. (4) 
2 ( G u , и ) 

Az (1.1) és (1.2) feltételekből következően ezekre fennáll az alábbi egyen-
lőtlenség: 

^ - ( и ) < 0 < ^ + ( и ) , ( u Ê D ( 4 u ^ O ) . 

Most alkalmazzunk egy transzformációt, amely az А, В, С szimmetrikus 
operátorokat korlátos önadjungált operátorokba viszi. Evégből legyen z = Au, 
(и Ç Ha), ix = l/A, Е = А-\ F= -А~ХВА~\ G = —А~ХСА~Х. Ez a transz-
formáció az L(A) nyalábot az 

L1(p) = ffiE + fxF + G (5) 

alakba viszi. Nyilvánvalóan teljesül az 

( Fz, z)2 > 4(Ez, z) (Gz, z) (z € H, z ^ 0) (6) 

feltétel. Az (Lx(p)z, z) polinom nullahelyeivel is definiálható két funkcionál: 

= — [ - (Fz, z) + V(Fz, z)2 - 4 {Ez , z) (Gz, z)J, (7) 
2(Ez, z) 

= T T ï ^ T С" <F z ' г) - f *)2 - 4(Ez, z)(Gz, z)]. (8) 2 (Ez, z) 
Könnyen kimutatható, hogy 

|F+(u) - — — , § - ( u ) = _ L _ , ha z == Au. (9) 

Az L^/x) nyaláb a (6) feltétellel azonos K Ü H N E [9] erősen csillapított operátor-
nyalábjával. A (7) és (8) funkcionál is azonos K Ü H N E [9] p és s funkcionál-
jaival. így K Ü H N E [9] 5.2 tétele alapján fennáll a következő (figyelembe véve, 
hogy A~x a H ortogonális altereit HA ortogonális altereibe viszi): 

Minden 
Xf = sup inf §+(u) (£ = 0 , 1 , . . . ) (10) 

ZiU ue£\{o> 

érték pozitív sajátértéke az L(A) operátor nyalábnak. (10)-ben £,(£ = 0, 1, . . .) 
jelöli a H A - tér olyan altereinek az összességét, amelyeknek ortogonális komple-
mentuma ЕГд-ban i-dimenziós altér. És hasonlóan: Minden 

Ar = inf sup ff-(n) (£ = 0 , 1 , . . . ) (11) 
£€£< u 6 £ \ { 0 } 

érték negatív sajátértéke az E(A) operátornyalábnak. Az E(A) operátornyaláb 
sajátértékeit tehát az áF+(n) és oF~(u) funkcionálok stacionárius értékei adják. 

Ebben a szakaszban megvizsgáljuk, hogyan fogalmazható meg a variá-
ciós feladat az E(A) nyaláb legkisebb pozitív (legnagyobb negatív) saját-
értékének a meghatározására. 
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Az IF+(u) (u £ D(A), и ^ 0) pozitív értékű, míg az cF~(u) (u £ D(A), 
и ^ 0) negatív értékű funkcionál. Ezért 

inf ff+(u) = < f ' ^ 0 és sup cF~(u) = e 0. 
UED(A)\{0) U£D(A)\{0> 

1. Lemma. Legyenek A, В, С az (1.1) és (1.2) feltételeknek megfelelő 
szimmetrikus operátorok. 

a) Ha d 0 az §+(u) funkcionál alsó határa, és van olyan u0 Ç D(A), 
u0 0 elem, hogy oF+(u0) = d, akkor csak a d 0 eset állhat fenn. 

b) Ha e <i 0 az §~(u) funkcionál felső határa, és van olyan ux £ D(A), 
ux=A= 0 elem, hogy ^"(MJ = e, akkor csak a i e < 0 eset állhat fenn. 

Bizonyítás. A lemmának csak az a) részét bizonyítjuk, mivel 
a b) rész bizonyítása ezzel teljesen analóg. Tegyük fel, hogy d — 0. Ekkor 

= 7 t t 4 r [ - {Buо, u0) + ][(Bu0, u0)2 + 4(Au0, u0) (Cu0, u0)] = 0. 
2(Cm0, w0) 

Mivel (CM0, U0) egy véges szám, és így (Cu0, M0)_1 0, ezért — (Bu0, u0) + 
+ V{Bu0, u0)2 + ЦАи0, u0) (Cu0, u0j = 0. Innen (Au0, u0) (Cu0, u0) = 0. De 
mivel u0 Ф 0, következik, hogy (Cu0, u0) ^ 0, és így (Au0 , u0) = 0. Az A ope-
rátor pozitív définit volta miat t (Au0, u0) = 0 csak akkor állhat fenn, ha 
u0 — 0. Ez pedig ellentmond a lemma u0 ^ 0 feltételének. Következésképp 
d > 0 . 

1. Tétel. Legyenek А, В, С az (1.1), (1.2) feltételeket kielégítő szim-
metrikus operátorok, és jelölje d az §+(u) funkcionál értékének alsó határát, 
e pedig az §~(и) funkcionál értékének felső határát. 

a) Ha létezik egy u0 Ç D(A), u0 Ф 0 elem úgy, hogy 

^+(«o) = ——1 Г [ - (B«o, re0) + V(Bu0 ,u0)2 + ЦАи0, u0){Сио, u0)] = d, (12) 
2(Cu0,u0) 

akkor d az L(Á) nyaláb legkisebb pozitív sajátértéke és u0 ennek az értéknek meg-
felelő sajátelem. 

b) Ha létezik egy ux Ç D(A), иг ^ 0 elem úgy, hogy 

^- (»1) = [ (Bux, ut) - У(Buvuxf + 4 (Au x , ux)(Cux, Ml)] = e, (13) 
2(Lux, ux) 

akkor e az L(X) nyaláb legnagyobb negatív sajátértéke és ux ennek az értéknek meg-
felelő sajátelem. 

Bizonyítás. A tételnek csak az a) részét bizonyítjuk, mivel a b) rész 
bizonyítása ezzel teljesen analóg. Legyen ÍJ Ç D(A) tetszőleges elem, és legyen 
t egy tetszőleges valós szám. Mivel D(A) lineáris altér, nyilvánvalóan u0 -f-
-f- írj Ç D(A). A <p(t) = oF+(re0 -f- trj) függvénynek t = 0-nál minimuma van, 
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és — = 0. A differenciálást a 0 helyen elvégezve, és az így nyert egyen-
dt |,=0 

letben a négyzetgyökös kifejezések helyébe (12) alapján d megfelelő kifeje-
zését írva, majd az egyenletet [2d(Cw0, ы0) + (Bu0, ы0)] (Cu0, u 0 ) - 1 -ne l szo-
rozva a következőt kapjuk: Re [ (Au0 , rj) -f ((Au0, u0) (Cu0, u0)~1Cu0, rj) — 
— (dBu0, rj) — (d(Bu0, u0) (Cu0, u0)~1Cu0, rj) — (2d2Cu0, -rj)) = 0. Ez az össze-
függés a skalárszorzat linearitása miatt egyetlen skalárszorzat valós részeként 
írható fel, és ebben a skalárszorzatban az egyik elem rj: Re (Au0 — dBu0 — 
— d-Cu0 + (Cu0, и,,)-1 [{Au0, u0) — d(Bu0, u0) - d2(Cu0, u0)]Cu0, rj)= 0. A(12) 
összefüggés következtében azonban ( A u 0 , u0) — d(Bu0, u0) — d2(Cu0, u0) = 0. 
Ezt felhasználva az alábbi egyenletet nyer jük: 

Re (Au0 — dBu0 — d2Cu0, rj) = 0. (14) 

Jelölje i az imaginárius egységet. Mivel D(A) lineáris altér, nyilvánvalóan 
и0 + itt) Ç D(A) is teljesül. Az u0 -f ti7 esetében véghezvitt számítást u 0 + itr/ 
esetében is elvégezve, az eredmény 

Im(Au0 — dBuQ — d2Cu0, t]) — 0 (15) 

lesz. A (14) és (15) egyenlőségből következik, hogy 

(Au0 — dBu0 — d2Cu0, rj) = 0. (16) 

Ez az összefüggés minden 77 Ç D(A)-ra fennáll. Definíció szerint D(A) sűrű 
fí-ban. Mivel (16) szerint az Au0 — dBu0 — d2Cu0 vektor a H-tér egy min-
denütt sűrű alterének minden elemére ortogonális, következik, hogy az csak 
a tér nulla eleme lehet. Ezért 

Au0 — dBug — d2Cu0 = 0, 

azaz d az L{X) nyalábnak egy sajátértéke és u0 a neki megfelelő sajáteleme. 
A d érték pozitív. Közvetlenül adódik ez az 1. lemmából. Azt kell még 

belátni, hogy d a pozitív sajátértékek között a legkisebb. E végett legyen \ 
az L(A) nyalábnak egy tetszőleges pozitív sajátértéke és ű a hozzá tartozó 
sajátelem. Ekkor Au — XBû — l2Cu = 0. Skalárisan szorozva ezt az egyen-
lőséget u-val, majd belőle A-t kifejezve azt kapjuk, hogy A = [2(Cu, u) ] _ 1  

[—(Bu, û) + Y(Bû, û)2 + 4(Aû, û) (Cû, m)]. (Tekintettel az А, В, С szim-
metrikus operátorok (1.1), (1.2) tulajdonságaira, továbbá arra, hogy A > 0, 
ebben a kifejezésben a négyzetgyök csak pozitív előjellel szerepelhet.) így A-t 
egy (3) alakú kifejezéssel adtuk meg. A d a (3) infimuma, ezért d < A. Ez az 
egyenlőtlenség fennáll minden A > 0 sajátértékre. Következésképp d a leg-
kisebb pozitív sajátértéke L(A)-nak, és éppen ezt kellett bizonyítanunk. 

Az 1. tétel alapján az L(A) nyaláb legkisebb pozitív sajátértékének meg-
határozási problémája a következő variációs feladatra redukálódik: meg kell 
keresni az eF+(u) funkcionált minimalizáló elemet, ill. az oF+(u) funkcionál 
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minimumát. A további tárgyalás szempontjából előnyösebb lesz, ha ezt a 
variációs problémát kicsit másképpen fogalmazzuk meg. Vezessük be a követ-
kező jelölést: rp = (Си, u)~l/2u. Ekkor (Су, rp) — 1 és [2(См, и)] - 1 [ — ( B u , и) -j-

1 + ]f(Bu, uf + 4(Au, и)(Си, и)] = - -(Bip, rp) + (Bip, rp)2 -)- (Arp, rp). У he-

lyébe ismét u-t írva variációs feladatunk a következőképpen szól: meg kell 
határozni a 

1 (Bu, u) + 1 
(Bu, u)2 + (Au, u) (17) 

funkcionál minimumát a 

(Си, и) = 1 (18) 
feltétel mellett. A legnagyobb negatív sajátérték esetén pedig meg kell 
határozni a 

_ ± ( B u , u) — 
2 

| - ( B u , u)2+(Au, u) (19) 

funkcionál maximumát a (18) feltétel mellett. 

3. A Ritz-Galerkin-módszer 

Tételezzük fel, hogy teljesülnek az 1. tétel feltételei. Ekkor az L(A) 
nyaláb d legkisebb pozitív sajátértékének a meghatározása a (17) funkcionál 
(18) feltétel melletti minimumának, az e legnagyobb negatív sajátértékének 
a meghatározása a (19) funkcionál (18) feltétel melletti maximumának a meg-
határozására redukálódik. 

Minthogy ez a két feladat lényegében ugyanúgy kezelhető, ezért a továb-
biakban csak a legkisebb pozitív sajátérték meghatározásával foglalkozunk. 
A feladatot Ritz — Galerkin-módszerrel fogjuk megoldani. Megjegyezzük, hogy 
a vizsgált esetben a Ritz- és a Galerkin-módszer között a lényeget tekintve 
semmi különbség nincs, ezért használjuk a közös Ritz—Galerkin-módszer 
elnevezést. 

Legyen a {<pn}n-i elemsorozat koordinátarendszer, azaz a <pn elemek 
1) cpn Ç D(A) (n = 1, 2, . . .); 2) lineárisan függetlenek; 3) az A operátor ener-
getikai szorzata értelmében teljes rendszert alkotnak Нд-Ьап (az A operátor 
energetikai szorzatán a \rpi,(pj\A = (A<pi,<pJ); ç>; £ D(A) skalárszorzatot 
értjük). 

Rögzített n esetén vegyük az 

»9 = 2 akVk (20) 
A=1 
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kifejezést, ahol ak (k = 1 , 2 , . . ., n) komplex konstans. Határozzuk meg a (17) 
funkcionál minimumát a (18) feltétel mellett úgy, hogy most u ne legyen 
tetszőleges J9(^4)-beli elem, hanem csak (20) alakú, azaz csak olyan elem, amely 
a (pv (p2, . . ., (pn koordinátaelemek által kifeszített n-dimenziós altérből való. 
Jelöljük ezt az alteret R;1-nel. Nyilvánvalóan Rn a D(A). 

Ezzel az eredeti variációs feladatot a következővel helyettesítettük: 
meg kell keresni a 

An = — 2"(Bu„, un) { ( B « „ , u „ ) 4 ( j « „ , u „ ) (21 ) 

mennyiség minimumát a 

(Cun, un) = 1 (22) 

feltétel mellett, midőn un £ Rn. 
A (21), (22)-ben szereplő skalárszorzatok az alábbiak: 

n 
(Aun,un)= ^ {Аср^у^а,, 

к,1=1 
n 

(Bun,un)= JP (B(pk,q>j)akä„ 
k,l = 1 

n 
(Cun,un)= J? (Ccpk, <p,)ak a,. 

k,l=1 

(Ezekben a kifejezésekben oj щ komplex konjugáltját jelöli.) így Лп az 
a-,, a2, . . ., an együtthatók függvénye. Ebből következően egy n komplex 
változótól függő, valós értékű függvény feltételes szélsőértékének a meghatá-
rozása lesz a feladat. Mivel ak = xk + iyk; xk,yk valós; к — 1, 2, . . ., n, azt 
is mondhatjuk, hogy egy 2n-változós függvény feltételes szélsőértékét kell 
megkeresni. 

Ez t a feladatot a Lagrange-féle multiplikátor módszerrel fogjuk meg-
oldani. Megkonstruáljuk a 

J (Bu„, u n f + (Aun, un) — V [(Cun, un) — 1] 

függvényt, ahol v egy egyelőre meg nem határozott numerikus faktor , majd 
Ф-пек az а/ (l = 1 , 2 , . . . , n) együtthatók xi valós és yi képzetes része szerinti 
parciális deriváltjait egyenlővé tesszük nullával. A levezetés részleteinek mel-
lőzésével ez az ak ismeretlenekre a következő homogén lineáris egyenletrend-
szert eredményezi: 

j?ak[(An,<pl)-An(Bq>k,<pl)- A%(C<pk,<pl)] = 0, l = 1 , 2 , . . . , n. (23) 
k=1 

Műszaki Tudomány 55, 1978 



TARTÓK KIFORDULÁSA 4 7 

Az ak ismeretlenek nem lehetnek mind nullák, mert akkor (20)-ban un = 0 
lenne, amiből (Cun, un) — 0 adódnék, és ez ellentmondana a (22) feltételnek. 
Innen következik, hogy a (23) egyenletrendszernek van nemtriviális megoldása, 
és ezért a rendszer determinánsának nullával kell egyenlőnek lennie. A deter-
mináns An-re egy egyenletet ad: 

(A<px,cpx)-.An(B(px,<px)-A2(C<px,cpx)... (А(рп,ух)—Лп(В(рп,(рх)-ЛЪ(С(рп,<рх) 

(A(pv<p2)-An(B<px,<p2)-A2{C(px,(p2).. .{AtpncpJ-AniBip^yJ-AliCcpvCpz) 

(А<рх,<рп)-Лп(В(рх,<рп)-Л2{С(рх,<рп).. .(А<рп,<рп)-Лп(В<рп,<рп)-Л*(С<рп,(рп) 

Megállapíthatjuk, hogy a (24) egyenlet pontosan 2re-edfokú, mivel (—1 )nAY" 
együtthatója a (px,<p2, . . ., (pn elemek С operátor szerinti Gram-determinánsa, 
amely nem nulla, hiszen С pozitív operátor és a <px, <p2, . . ., cpn koordináta ele-
mek lineárisan függetlenek. Ebből az algebra alaptétele szerint következik, 
hogy a (24) egyenletnek 2re gyöke van. 

Legyen A ^ ezen gyökök valamelyike. Ezt behelyettesítve a (23) egyenlet-
rendszerbe, a determinánst nullává téve, a rendszernek lesznek nemtriviális 
megoldásai. Legyen afp, к — 1, 2, . . ., n egy ilyen megoldás. Behelyettesítve 
An — 1 és ak = afp-t (23)-ba, azonosságot kapunk: 

2 4\A(Pk, <pt) - лу 2 m) - 2 <p,) = о, 
/í=l k= 1 

l = 1, 2, . . . , n. 

Ezt beszorozzuk a'J-tal, és összegzünk minden /-re. így a következőhöz 
jutunk: 

2 а^\А<рк,щ) - л«> 2 - (A^f 2 < ) = o-
k,l=l k,l=1 k,l=1 

л 
Legyen reJ = 2 aW<Pk- Ekkor az előző egyenlőség az alábbi alakot nyeri: 

A = 1 

(Au«\ «<<>) - A$(B4\ u j ) - (A<i>Y(Cu«K u{P) = 0. 
A (22) feltétel miatt (Си« u j ) = 1. így az 

(Au<!>, ««>) - Ap(Bu«>, u<j>) - (A^Y = 0 (25) 

összefüggést kapjuk, amely fennáll i = 1, 2, . . 2n esetén. Az В szim-
metrikus operátorok közül az A operátor pozitív définit, ezért (25) diszkrimi-
nánsa pozitív. Ebből következik, hogy a (24) egyenlet A^ (i — 1, 2, . . ., 2re) 
gyökei valósak. Továbbmenve, valamelyik ufp — u° elem minimalizálja a (21) 
mennyiséget. A (25)-ből az is következik, hogy ez a minimum azonos a (24) 
egyenlet legkisebb pozitív gyökével. Jelöljük ezt a gyököt A° b-val. Legyen 
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m > п. Jelölje m esetére a (21) mennyiség (22) feltétel melletti mini-
mumát. Ekkor 

Л°+ > A°m
+ ^ d. 

Ez az egyenlőtlenség nyilvánvalóan fennáll, hiszen Rn С Rm С D(A), és egy-
részt (21) mihimuma egy bővebb halmazban nem növekedhet, másrészt (17) 
minimuma egy szűkebb halmazban nem csökkenhet. Ebből következik, hogy 
midőn n —*• oo, а Л°+ mennyiség monoton fogyón tar t egy határértékhez, 
amely А Л°+ számot az L(X) nyaláb, ill. az (1) egyenlet legkisebb pozitív 
sajátértéke n-ik Ritz —Galerkin-féle közelítésének nevezzük. Hasonlóképpen 
értelmezhetjük a A°~ számot mint az L(X) nyaláb legnagyobb negatív saját-
értékének n-edik Ritz —Galerkin-féle közelítését (Л°~ e). 

2. Tétel. Legyen В a H-teret önmagába képező pozitív operátor ((Bu,u) > 
> 0, и £ D(B), и ^ 0). Ha teljesülnek az 1. tétel feltételei, akkor az eddigi jelö-
lések mellett fennáll a következő: 

a) lim A°n
+=d, 

n~* — 

b) lim Л°п = 
n—— 

Bizonyítás. A tételnek csak az a) állítását bizonyítjuk, mert 
b) bizonyítása ezzel analóg. Bevezetjük az [а, г]д = (Au, v), [u, r ] B = (Bu, v), 
[и, v]c = (Си, v); и, v £ D(A) energetikus szorzatokat és az | u | A = [n, u]A , 
jn | B = j ' [u, u] B , | u l c = V[u, u]c energetikus normákat . Ezek segítségével a 
(17) funkcionál és a (18) feltétel így í rható: 

t M 2b + | M 4 b + M2A' (26) 4 

M c = 1- (27) 

A tételben — kissé másképp fogalmazva — feltettük, hogy létezik olyan u0 0, 
ы0 £ D(A) elem, amelyen a (26) funkcionál a (27) feltétel mellett felveszi a d 
minimumát. Az 1. lemma szerint ekkor d > 0. 

A (26) funkcionál az u0 helyen folytonos, hiszen a normaképzés folytonos, 
és (26)-ban a különböző operátorok szerinti normákat folytonos műveletek 
kapcsolják össze. A d > 0 minimum volta és a (26) funkcionál u0-beli folyto-
nossága miatt bármely pozitív e-hoz léteznek <5, ôA , д в pozitív számok és 
u' £ D(A) elem úgy, hogy |[ u0 — u' || < ô esetén 

K - » ' U < « A . (28) 

| u 0 - u ' | f l < ő B (29) 
es 

+ |"'|A< d+ e, (30) 
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|и'& = 1. (31) 

Mivel a <pn (n = 1 , 2 , . . . ) elemsorozat teljes az A operátor energetikus 
N 

szorzatában, ezért található egy и'ы elem: u's — 2 bk<pk, bk = konstans úgy, 
hogy fr=1 

I«' — e. (32) 

Innen 
K U < K U + e- (33) 

A d a (3) funkcionál minimuma, ezért teljesül az alábbi egyenlőtlenség: 

1 
d < , <T2 ( - I«' - u'N |2S + VI«' - u'N\% + 4 | u ' - u^ f r \ n ' - u ^ ) . 

2 | u — u N \ i 

Azonos átalakítások után: 

d2\u' - u'N\ 1 + d\u' - uy|2
ß< I«' - u'N\\. 

Ebből (32) felhasználásával a következő becslések tehetők: 

I«' - < 4 l M ' - - d\u' -
d d 

innen 

illetve 

innen 

(34) 

d~ d d* 

I « ' — ( 3 5 ) 
d 

Tekintsük ezután az 
u'N 

" N = 
| " n | C 

elemet. Ekkor | и ^ с ==1. A továbbiak folyamán szükségünk lesz uN A és 
В operátor szerinti normáinak olyan becsléseire, mint ujynek (33) és (34) 
becslései. 

(35) alapján fennállnak az alábbi egyenlőtlenségek: 

+ + (36) 
d d 

K l c > K l c - - ^ = l - ^ . (37) 
d d 
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A (37) és (33) becslések következtében 

1 1 1 
| « * и = т - г г 1 и ^ и < - K U ^ i - ( l " ' U + £ ) -

l u N | c 1 — 1 - — 

d d 

Elég kis 1 > s > 0 esetén létezik olyan К > 1 véges szám, hogy 

1 - i î K 

< ; i + — e 

d 

teljesül. így 

K U < (i + f ( l u ' U + «) = l«'U +e f1 + f Ид + * f ) 
Továbbá a (36) és (34) egyenlőtlenségek miatt 

1 l ~ i 

|"n|b = ~ГТТ~ IMn|B ̂  Г-Г2 I u ' U - t X 
KIС 1 + 1. 1_Li| l Mi 

d d 

innen 

Vezessük be a következő jelöléseket: 

«И) = « - î i + A | » ' U + « A j , 

Ekkor (38) és (39) az alábbi alakú lesz: 

K U < K U + <M)> 
Ы в ^ М в - е ( В ) . 

Az u'N definíciójából és d minimum voltából következik, hogy 

Alkalmazzuk a következő jelölést: 

^ K I s + K I V 

h = - j KI2B + + K U • 
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Ebből A2 + h - \iiN\\ = 0. Alkalmazva a (40) és (41) becsléseket, 

h2 + А ( | ц ' | в _ E{B)y _ ( | ц ' | л + e(A))2< 0 

adódik. Innen 

( | u ' | B - £ ( B ) ) ^ + ( | u ' U + e ( ^ ) ) 2 ^ 

1 + e ( A ) 
2\u'\A + e(A) 

I K | 4 B + K U 

+ e(B)|u'|B. 

Ennek az egyenlőtlenség-sorozatnak a jobb oldalán, a második négyzetgyökjel 
áll. Továbbá X > — 

JA) 2\W\A + S(A) +£(Д)|Ц1В- (43) 

alatt 1 után egy pozitív mennyiség áll. Továbbá x > — 1 esetén ]/l -j- x <[ 
< 1 + 1/2 x. Ezekből következően 

h < ~ T \ u ' \ % + 4 I " ' | 4 b + | « ' | 2 A + 2 

j K f c + K U 

Jelölje g(e(A)) a (43) utolsó előtti tagját . Becsüljük meg felülről ezt a 

g ( e ( A ) ) 
_ e(A) 2|ц'|А -f- e(A) 

> ' | 4 b + |«' | 2A 

mennyiséget. Helyettesítsük be ide e(A) helyére az őt értelmező kifejezést. 
Figyelembe véve, hogy (30) bal oldali egyenlőtlensége alapján 

4-KI4B + I«TA' 

és egy korábbi feltételezés szerint e < 1, továbbá bevezetve az 

K _i_ 1 
a = 

d 2 
К , 6 = 11 + ^ 1 , c = ^ 1 + 

K\2 

jelöléseket, az alábbi becslés igaz: 

S{S(A)) ^ e"T (Iu'|a a + l u 'U ^ "b c)' d 

A (28) egyenlőtlenségből következik, hogy |и ' |д <Ç |u„U Ад, és így 

g(e(A)) ^ [(|"oU + Ад)2 « + ( K U + ÔA) b + с]. 
а 

Minthogy u0 egy meghatározott rögzített elem, és így |u 0U egy véges szám, 
ezért 

g(e(A))<ieK1, (44) 
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ahol Kx > 0 egy alkalmasan választott konstans. Adjunk felső becslést 
ezután az 

mennyiségre. A (29) egyenlőtlenség következtében |и ' | в < | u 0 | ß 4" ^ß* Ekkor 

S(B)\U'\B^E ^(|«oIb+ŐB)2 + t^(|»OIB+ÓB) 
d \ d 

<EK2, (45) 

ahol K2 >• 0 egy alkalmasan választott konstans. A (43) becslés (44) és (45) 
alapján így folytatható: 

h < - j I и' II + Ш I u' \% + I u' fA + e(Kx + Кг). 

Ebből a (30) jobb oldali egyenlőtlenségének és a (42) egyenlőtlenségnek a fel-
használásával kapjuk: 

К | 4 в + K | 3 v < d + e(l + K, + K2) = d + r), 

ahol r\ = e(l + Kx + K2). Továbbá A°N
+ a 

— -J {BUN, uN) + j/^- ( B U N , uN)2
 4 - (AuN, и 

N 
kifejezés minimuma a (CuN, u^) — 1 feltétel mellett, ahol им = 2 ak(Pk- ^8У 

N) 

k=I 

Ha n~> N, akkor Л°п
+ <, Ä j f , és d < Л°п

+ < d 4- r] tetszőleges kicsi r) > 0-ra. 
Ez pedig éppen azt jelenti, hogy lim Л°+ = d, azaz а Л°п

+ Ritz — Galerkin-
/2— oo 

féle közelítő értékek határértéke az L(A) nyaláb d legkisebb pozitív saját-
értékét adja. 

4. Kiegészítő megjegyzések 

4.1. A (24) egyenlet hasonló ahhoz a karakterisztikus egyenlethez, 
amelyet pl. M I H L I N [11] az Au — XBu = 0 alakú lineáris sajátérték-feladat 
esetén közöl (С = 0 esetén azonos vele, ha A és В pozitív définit). 

4.2. A 2. tétel valószínűleg akkor is igaz marad, ha а Б operátortól 
nem követeljük meg, hogy pozitív legyen. Ennek a bizonyításával azonban 
nem foglalkoztunk. 

4.3. Ha n - > o o , akkor Лп —> A. An a pozitív sajátértékeket monoton 
fogyón, vagyis felülről, a negatív sajátértékeket monoton növőn, vagyis alulról 
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közelíti. A Ritz—Galerkin-módszer tehát a kritikus teherparamétert kvadratikus 
feladatoknál is abszolút értékben mindig felülről közelíti. 

4.4. Vezessük be az alábbi jelöléseket: 
An = ai] = (A<Pj> <Pi)'-> Uj = 1, 2, . . n, 
В л = [ЬцЪ b i j = i B ( P j ' Vi)> i , j = 1 , 2 , . . . , n , 

cn = [cy]> cí; = (Ccpj, (fi); i,j = 1, 2, . . ., n. 
Ezekkel a szimmetrikus n-edrendű mátrixokkal a (24) egyenlet a következőbe 
megy át : 

î 

I — Л п В п — Л2С„ I = 0. (46) 
A (46) egyenletre jutunk akkor is, ha tekintjük az 

[ А п - Л п В п - Л * С п ] х п = 0 ( 4 7 ) 

sajátérték-feladatot. Ez, mint ismeretes [10, 14], a következő 2n-edrendű 
mátrix sajátértékeinek a meghatározására vezethető vissza: 

TR А—1 Г A—!1 
Ttl °n

 л л ^л л п 
I о ' 
лп vn 

ahol In az n-ik egységmátrix és 0n az n-ik nullamátrix. Az M„ mátrix saját-
értékeinek a reciproka adja a (47) sajátértékeit. A vizsgálódásainkban sze-
replő A„ mátrix mindig invertálható, ezért az M„ mátrix mindig megkonstruál-
ható. Ezek után az M„ mátrix legnagyobb pozitív, ill. legkisebb negatív saját-
értékeit kell meghatározni, majd ezek reciprokát kell venni. Ezzel a feladat 
gépi számításra is alkalmas formát ölt, és elkerülhetők a (24) determináns 
kifejtésével járó nehézségek. Végül az eredeti (1) egyenlet keresett sajátértékeit 
az Mn mátrix említett sajátértékei reciprokának a határértéke eredményezi, 
midőn n —>• oo. 

4.5. Ha a 3. szakaszban felvett {<P/},°li koordinátarendszer teljes orto-
normált bázis, és az А, В, С operátorokat végtelen mátrixokkal reprezentáljuk 
([1] 153. o.), majd tekint jük a velük felírt (1) sajátérték-feladatnak a {<7>,}"=i 
báziselemek által kifeszített n-dimenziós altérre vett (An — AnBn — A2Cn)un = 
= 0 projekcióját, akkor ugyanazt az n-dimenziós sajátérték-feladatot, ill. 
karakterisztikus egyenletet nyerjük, mint a Ritz — Galerkin-módszer esetén. 
Ha n -> oo, akkor An A, Bn-> B, Cn->-C és An -> A. 

5. A két végén villásan megtámasztott tartó kifordulása 

Tekintsünk egy mindkét végén villásan megtámasztott, transzverzális 
erőkkel terhelt, vékonyfalú, szimmetrikus és nyitott keresztmetszetű tartót 
(1. ábra). Ha a tartó keresztmetszete állandó, és a terhek a kifordulás előtt 
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LA 

1. ábra 

a tar tó szimmetriasíkjában működnek, akkor a tartó kifordult állapotbeli 
egyensúlyát az 

M2 

EJJ"" - t{Mxö)" - GJcê" - tM x0" - # + r(Mx0') ' - pvö = 0 (48) 
EJy 

differenciálegyenlet í r ja le [2] a 

0(0) = 0(í) = 0"(O) = ê"(l) = 0 (49) 

peremfeltételek mellett . (48), (49)-ben az egyes jelölések értelmezése a következű: 
x, y, z koordináták (lásd 1. ábra), 
0 a keresztmetszet elfordulásának a szöge, 
t a csavarási középpontnak a súlyponttól mért távolsága, 
r a keresztmetszeti sugár ^r = — • J* y(x2 + y2) dF, ahol Jx a keresztmetszet x tengelyre 

v e t t tehetetlenségi nyomatéka, F pedig a keresztmetszet felületej , 

v a teher támadáspontjának a súlyponttól mért távolsága, 
1 a tartó támaszköze, 
Jy a keresztmetszet y tengelyre ve t t tehetetlenségi nyomatéka, 
Jc a keresztmetszet csavarási tehetetlenségi nyomatéka, 
J u a keresztmetszet öblösödési állandója, 
E a rugalmassági modulus, 
G a nyírási rugalmassági modulus, 
p a transzverzális teher, 
Mx a p teherből származó x irányú hajlítónyomaték, 

( . ) ' = -j- a 2 változó szerinti differenciálás jele. 
dz 

Jelölje p 0 a teher paraméterét . Ekkor a teher és a haj l í tónyomaték 
függvénye a következő módon irható: 

P = PoPn Mx = p0Mxl, (50) 
ahol p y és Mxl a teher, ill. a hajl í tónyomaték p0 = 1 melletti értékét jelöli. 
Behelyettesítve (50)-et (48)-ba, a (48) egyenlet az alábbi alakú lesz: 

M2 

EJ .fi"" - GJcr - Po[t(Mxlö)" + tMxl0" - r ( M x l 0 ' ) ' + Plvfi] - p2 0 = 0 . 
EJV 

(51) 
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Vezessük be a következő jelöléseket: 

Ab = EJJ" - GJJ", (52a) 

Bb = t(Mxlb)" + tMxJ" - r(MxJ'Y + Plvb, (52b) 

Cb = Mlx(EJy)-J. (52c) 
í gy (51) az 

Ab - PoBb - plCb = 0 (53) 

egyenletbe megy á t . (53) egy (1) alakú sajátérték-feladat. A szerepét most 
p0, и szerepét pedig b tölt i be. Az A, ill. В és С olyan differenciáloperátorokat 
jelöl, amelyek a (49) peremfeltételeket kielégítő, négyszer, ill. kétszer folyto-
nosan differenciálható függvények osztályán vannak értelmezve. A H Hilbert-
tér most a [0, l] intervallumon négyzetesen integrálható valós függvények 
.L2[0, l] tere, ahol a <p,y) £ L2[0, l] elemek skalárszorzatát az alábbi módon 
értelmezzük: 

(<p,y) = Ç()cp(z)-f{z)dz. 

Bizonyítható, hogy az (52a—c) összefüggésekkel definiált operátorok 
közül: A szimmetrikus, pozitív définit , diszkrét spektrumú, В szimmetrikus, 
С szimmetrikus pozitív; továbbá BA~X és CA - 1 véges abszolút normájú operá-
torok. Teljesülnek tehá t azok a feltételek, amelyek az (53) egyenlet p0 saját-
értékeinek létezését és a Ritz—Galerkin-módszer konvergenciáját biztosítják. 

5.1 Az egyenletesen megosztó teherrel terhelt tartó 

Vizsgáljuk meg azt az esetet, amikor a p transzverzális teher a tartó 
hossza mentén állandó. Figyelembe véve, hogy ekkor p0 = p, px= 1, M x l = 

z „ 
= — (í — z), továbbá, hogy — p = Mx, az (52a—c) összefüggésekkel értel-

Ù 

mezett А, В, С operátorok a következők lesznek: 

Ab = EJJ"" - GJJ", 

Bb = - ( r - 2 t ) ^ ( l - z ) b ' + ( v - t ) b, 

Cb = 
EJ, 

- ( l - z ) \ b . 

A p teher krit ikus értékének meghatározására a b = 2 aícPi trigono-
/ = i 

metrikus sort alkalmazzuk, ahol at (i = 1, 2, . . .) ismeretlen állandó, és 
. inz 

<Pi = sin —. 
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A (24) egyenletben szereplő skalárszorzatok ekkor így alakulnak, ha 
i = j: 

( A ^ t p ^ E J ^ + G J ^ , 

( Í j t V _ 4 I 
( B f f i , <pt) = ( r - 21) l + ( v - t ) ~ , 

24 2 ,r s / 5 ( 1 я ) * + 4 5 

(Cq>i* W = - , г г , —77.7— ' 

l6EJyn* 15I4 

és ha i ^ j, de i -f- j páros: 

(Acpj, fi) = 0, 
(»2 - J ) 

1 EJул* (i2 — j2)* 

Ha i + j páratlan, akkor 

(A<pj, cpi) = (Btpj, 95,) = (C<pj, q>i) = 0 . 

A skalárszorzatok ismeretében a p teher kritikus értékét a (24) egyenlet 
megoldása útján, vagy a 4.4. pontban ismertetett eljárás segítségével lehet 
kiszámítani. 

Végezetül megemlítjük, hogy a transzverzális erőkkel terhelt tartó 
kifordulási feladata általában visszavezethető egy szimmetrikus kvadratikus 
sajátértékfeladatra, ha a keresztmetszet csavarási középpontjának eltolódás-
függvényére és a keresztmetszet & elfordulás-függvényére ugyanazok a pe-
remfeltételek vannak előírva. A (48) egyenlet azonban csak olyan peremfel-
tételek mellett írja le a tartó kifordult állapotbeli egyensúlyát, amelyeknél 
az oldalirányú hajlítás egyenletének [2] kétszeri integrálásakor előálló integ-
rálási állandók értéke nulla. Ez, a már tárgyalt villás megtámasztáson kí-
vül, pl. az egyik végén befogott, másik végén szabad tartó esetében teljesül. 
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