EGY POLINOM IRREDUCIBILITASAROL
irta: SERES IVAN

Sokan foglalkoztak oly F(P(x)) polinomok irreducibilitasaval, amelyek-
ben az F(2) irreducibilis polinom egyiitthat6i racionalis egész szamok, a 5-
egyiitthatojuk 1 és a

m

z2=P(x)= kle(x——ak) polinomban az @, <, <++-< @u

szamok racionalis egész szamok. Mindezen szétbontdsokat a raciondlis szam-
test, /" folott vizsgéaltak. Mi bebizonyitjuk a kovetkezd

TETELT: Vegyiik a 2""-edik korosztdsi polinomot, az Fom+i(2)-t, ebbe

helyettesitsiik a kovetkezd szorzatot:

P(x)=[](+a?), ahol o<|ai|<|as|---<|am]

k=1

raciondlis egész szdmok, a G(x)= F,u1(P(x)) polinom irreducibilis a racio-
ndlis szdmtest, a I" folott.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a G(x) polinom.reducibilis a I' szamtest
folott; .
G (x) = Gi(x) Go(x),

ahol a G,(x) és G.(x) polinom osszes egyiitthatéi raciondlis egész szamok.
Kis atrendezéssel a tényezok igy irhatok:

G, (x)=xH,(*) + K. (%),
Gy(x) = x Hy (%) + Ka(x?),

ahol a H,(x*), Hy(x*), K,(x*), K,(x*) polinomok raciondlis egész egyiitthatojiak.
Szorozzuk 0ssze a G,(x) polinomot a G,(x)-szei:

G (x) = x* H,(x*) Hy(x*) + K1 () Ko (x®) + *
+ x(Hy(x?) Ko (x) -+ Hy(x*) Ki(x).
Az egyiitthatok Osszehasonlitdsdval adodik, hogy

1) : H,(x2) Ko(x®) + Ha(x?) Ku(x?) =0.
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1. A H\(xX), Hi(x*), Ki(x*), Ky(x*) polinomok egyike sem azonosan O.
PL. H;(x)=0 esetén (1)-bdl a H,(x*) Ki(x*)=0 azonossagot kapjuk. Ezen
szorzatban K;(x*) s£0, mert ellenkezd esetben a G,(x) és G(x) polinom =0
volna. Tehat Hy(x)=0, s igy

m

G(x)= F.Qn-i-l (g (x*- a%)) — K(xg) Ko().

Ezen polinomokban x*=y-t irva az

Foos [T 000 | = K.0) K:0)

osszefiiggéshez jutunk. Ez [1] miatt csak agy lehet, ha K (p) vagy a K,(p)
egyike konstans, de akkor a G,(x) vagy a G,(x) polinom egyike konstans.
Tehat a polinomnak nem felbontdsa a G,(x) G.(x) szorzat. Hasonlé az okos-
kodés, ha a Hy(x*), Ki(x®), K,(x®) polinomok egyikér6l tessziik fel, hogy azok
azonosan zérusok.

2. Az (1) egyenlet szerint

(2) Ky(x) = — ﬁl(:z_(’;g)(_’&)_
és .
3 G () = x*H(x") Hy(x’) — L}){;)(x_)

Legyen (H\(x*), H,(x?))=E(x%), ahol az euklideszi algoritmus miatt
E(x?) az x-re nézve paros kitevdjii polinom, amelynek egyiitthat6i raciondlis
szamok.

3. A G(x) polinom még igy is irhato
Hy(x) Ki(x)

E(x?) Hy(x*) -~

E(x)

racionalis egyiitthatoju polinomokrél azt tudjuk, hogy

“) G(x) = x*H,(x’) Hy(x*) —

H, (%) Hy(x*)
AE@ ©E®
egymashoz relativ primek. A (2) szerint
H,(x*) 2
N E(x2) ]Q(X)

() 7

E(x)

™ K (x)=—

H,(x)
E(x*)
fiiggés.

Hy(x?)
E(x*)

ezért K,(x*), tovabba természetesen fennall a x H,(x*) ossze-
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fgy G(x) oszthaté volna IZ_Z((:)) -tel, ami csak akkor lehet [1] miatt, ha

Hz(x )
a EGS) polinom konstans, ekkor
Gr Hy(x*) = Gr E(¢).
Ka(x) kifejezés racionalis egyiitthatoju algebrai polinom, igy (4) szerint
TH(x) gy ju alg gy
E(xX)
Hy(x) , .
E(S) -tel oszthat6 volna g G (x) polinom.
Ez, [1] miatt szintén csak akkor lehetsé H(x) i
) ges, ha a E® polinom konstans.

Végiil is
Gr H,(x*) = Gr Hy(x*) = Gr E(x?)
és
H () =0, E(x*) |
H,(x?) = 0, E(x}) )

s igy H,(x’)=0;H,(x*) (a d, is raciondlis szam). Ezt a (3) 0Osszefiiggésnél
figyelembe véve,

G0 = Fon | L 02+ )| 0 H ) — K360

Mivel az x*Hj3(x*)— K3(x*) polinom egyiitthatoi raciondlis egész szamok és a
G(x) valamint az (xHy(x) + Kx(x?)) (x H.(x) — K5(x*)) polinom fbegyiitthatdi-
nak abszolat értéke 1, azért d;= + 1.

Igy

ahol a 0, és 0, raciondlis szamok

coom

+ Foues ([[(x—-kah)J — X H2()— K3(20).

Az x=0 helyen a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

im

1El"+1(k]_‘1[az)— ([I artt 4 )=K3(0).
Ez ellentmondast ad, mert a jobboldalon négyzetszam 4&llt, a baloldalon

[ a0 miatt pedig nem.
k=1
Koszonettel megemlitem KORNYED IMREnek egy altalanos megjegyzését:

Ha az f(x) raciondlis egész egyiitthatos, a 1’ folott irreducibilis polinom,
amelynek foegyiitthatéja 1, az f(x*) polinom is irreducibilis marad, ha f(0) q& a’-
tel (ahol az a raciondlis egész szdm).
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A bizonyitds ugyantgy vihetd végbe, mint a G(x) polinom irreducibili-
tasanak kimutatasanal.

IRODALOM

[1] I Seres: Losung und Verallgemeinerung eines 1. Schurschen Irreduzibilititsproblem fiir
Polynome, Acta Math. Acad. Sci. Hung. 7 (1956) 151—157.

(Beérkezett: 1960. XII. 14.)

A Magyar Tudomdnyos Akadémia
Matematikai Kutato Intézete e



	11. kötet / 2. sz.

	SERES IVÁN: Egy polinom irre3ducibilitásáról���������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	131����������
	132����������
	133����������
	134����������


