A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

A SIKBELI TARTOMANYOK KVAZI-KONFORM LEKEPEZESEI
ELMELETENEK ALTALANOS FELADATA* .

irta: M. LAVRENTYEV (Kiev)

A jelen cikk szamos olyan Aallitis bizonyitasat tartalmazza, amelyet a
szerzd két kordbbi kozleményben (O6wias 3agaua xBa3u-KOHPOPMHBIX OTOGPA-
senuil maockux obnacreit, Jloknapsl Axagemuu nayk YCCP, 1946; Ksasu-
KOH(OPMHBIE OTOOpaKeHUs ¥ MX NPOM3BOJHBIE cuCTembl, Jloxiambl Axagemun
nayk CCCP, 1946) fogalmazott meg.

1. Alapfogalmak. Azt mondjuk, hogy a

D, x uzgga_ua_uo_@
1 7y7 7)6xiay{'ax76y

b

1

du gu g av)
egyenletrendszer lehetdvé teszi az x,y sik D tartomdnyanak az u, v sik
A tartomdnyara valé kvazi-konform leképezését, ha a D tarto-
manynak van olyan homeomorf leképezése A-ra, amelyet az (1) egyenletrend-
szert kielégitd

u=u(x,y),

) v=1v(x, )

fiiggvények létesitenek. Azt fogjuk tovadbba mondani, hogy a (2) leképezés
megfelel az (1) rendszernek.

D-nek d-ra vald, adott (1) egyenletrendszernek megfelel6 leképezése
megszerkesztésének a feladatdta kvazi-konform leképezések alta-
lanos feladatdnak vagy dltaldnositott Riemann-feladatnak
fogjuk nevezni. Nyilvdnvald, hogy abban az esetben, amikor az (1) rendszer
a Cauchy—Riemann-féle egyenletrendszerrel azonos, az altalanositott Riemann-
feladat atmegy a konform leképezés Riemann-feladataba.

Ugyanugy, ahogy az idealis folyadék stacionarius aramldsanak a felada-
tai a konform leképezés feladataira vezethetdk vissza, az idealis gaz stacio-

ey

(I)Q(x; y; u, v,

* Marematnueckuit cGopunk, 21 (1947), Ne 2, 285 - 320.
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las) a.gazdinamika egyenleteinek megfeleld kvdzi-konform leképezésre vonat-.
kozé feladatként lehet megfogalmazni.

2. A leképezés karakterisztikdi. Adjuk meg a tetszés szerinti (1)
egyenletrendszernek megfeleld kvazi-konform leképezés geometriai interpretd-
cidjat. E célbol bevezetjitk a leképezés adott pontban vett karakterisztikdinak
a fogalmat.

Legyen adva egy az (1) rendszernek megfeleld (2) kvazi-konform leké-
pezés. Vegyiik a vizsgdlt leképezés linedris fOrészét tetszés szerinti egymds-
nak megfeleld pontokbdl a1l parra vonatkozolag:

U — Uy = Ux(X—Xo) + Uty (¥ —Jo),
vty = (X — X)) + 0y (¥ —¥y)-
Tekintsiink az u, v sikban egy egységnyi oldalu négyzetet, amelynek
egyik csticsa w,= u,4-ivy, két oldala wow, és wyw,,
%2
Wy— W= (W, —wy)e 2.

3)

Jeloljiik a w,w, vektor u-tengellyel alkotott szogét »-vel:
W — W, = e,

A (3) leképezésnél a felvett egységnyi oldali négyzet valamely [T, paralle-
logrammanak fog megfelelni; ennek soran a w,, w, pontok feleljenek meg
a z,, z, pontoknak.

Legyen
Z1—Zy == Vrem”,
2y—2
H, =arg 2=
21—‘20
W,V -d4=1,

ahol 4 a (3) transzformacié determinansa. A bevezetett V,,a,, 6,, W, meny-
nyiségek (tetszés szerinti rogzitett » esetén) teljesen meghatirozzak a 11,
parallelogrammat és elemien kifejezhetok a (3) transzformdcié egyiitthatdival.
Az (1) oOsszefiiggések a V,«, 0, W mennyiségek kozotti két Osszefiiggéssel
helyettesithet6k:

“)

; y=F"(x,y,u,v, Voo, as),
01' = FZ(V)(x; »uv, Vv; CC,,).

A V=V, e=a, 0=0, W= W, mennyiségeket a (2) leképezés x,y
pontban vett karakterisztikainak, a

5 'W:F1(X,y,llﬂ'; V,(Z),

©) O0=F,(x,y,u,v,V, @)




A SIKBELI TARTOMANYOK KVAZI-KONFORM LEKEPEZESEl ELMELETENEK ALTALANOS FELADATA 18t

rendszert pedig karakterisztikdkban felirt egyenletrendszer-
nek fogjuk nevezni.

Ahhoz, hogy a (2) leképezés megfeleljen az (1) rendszernek, sziikséges
és elégséges, hogy a karakterisztikdk kozott minden pontban fennélljon az (5)
Osszefliggés.

3. Derivalt egyenletrendszerek. Mind az exisztenciatételek bizonyi-
tasa, mind a kvazi-konform leképezések tulajdonsdgainak a vizsgalata érde-
kében nagyon lényeges, hogy az analitikus fiiggvény derivaltjanak a fogalmat
kiterjessziik a kvazi-konform leképezésekre. Abban az esetben, amikor az (1)
rendszer azonos a Cauchy—Riemann-egyenletrendszerrel, akkor a P=log V
és « karakterisztikdk konjugalt harmonikus fiiggvények:

P de
Jv  qu’
de _aP
ar  ou

Mutassuk meg, hogy az altalanos esetben fenndll a kovetkezd tétel:

1. TETEL. A D tarfomdnynak a A tarfomdnyra valé (2) kvdzi-konform
leképezése feleljen meg az (5) egyenletrendszernek, legyen

U, u
‘I'>0,

Ve Ty

tovdbbd az u,v fiiggvényeknek létezzenek D-ben folytonos mdsodrendii parci-
dlis derivdltjai, a F,, F, fiiggvényeknek pedig folytonos elsdrendii parcidlis
derivdltjai az Osszes argumentumok szerint.

E feltételek mellett a P=Ilog V és « karakterisztikdk a 4 tartomdny-
ban eleget tesznek a kivetkezo egyenletrendszernek:

FJP o dP Jea
S b et D i
(6) )
dee o P de
( g Ty
ahol az a, b egyiitthatok x,y,u,v, P és « ismert fiiggvényei:
a ﬂgﬂct 0—ﬁ—w
TV e JV sin*f’

1w i W {
Viea 875w siwg — Wi
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Jow 1 aw oW
a, = tgﬁ"*);* -{‘ S(>+"(‘)—J)*Sln(6 —
__W %L'UWCSH— sin s
sin?f lgu V' ox gy ey
oW
br"'o_vy
oW ‘
2—sz+de02,
W1 W oW
o V+ Cos ¢« +— ysma

A (6) egyenletrendszert a tekintett (2) leképezés, illetve az (5) egyenlet-
rendszer derivalt egyenletrendszerének fogjuk nevezni.

BizoNyiTAs. [smertetjiik a (6) egyenletrendszer geometriai levezetését.
Tekintsiink a 4 tartoményban egy végteleniil kicsiny g négyzetet, amelynek
az oldalai parhuzamosak a koordinatatengelyekkel; legyen a négyzet oldal-
hosszisdga du. A tekintett leképezés a g négyzetet valamely Q gorbevonali
négyszognek felelteti meg. Legyen AB és CD a Q négyszognek az a két
oldala, amely a ¢ négyzet u-tengellyel parhuzamos ab, cd oldalainak felel meg.

Ahhoz, hogy megkapjuk az (5) rendszer els egyenletét, elég kiszami-
tani a CD és AB oldal hossziisagkiilonbségének masodfoku fOrészét.

Ahhoz, hogy megkapjuk az (5) rendszer masodik egyenletét, elég Kki-
szamitani a CD és AB kozotti szog linedris forészét.

Minthogy feltevés szerint u és v masodik derivaltjai folytonosak, azért
a AB és CD oldalak, tovabbd a AC és BD oldalak gorbiiletei végteleniil
keveset térnek el egymdstol. Innen konnyen lathatd, hogy szamitdsaink érde-
kében a Q gorbevonalu négyszoget helyettesithetjitk azzal a @Q: A, B.C.D;
gorbevonalti négyszoggel (1. abra), amelyet a kovetkezd adatok hatdroznak meg:

A, B, = Vdu,
qC1A1 B1 == F-g(X, ¥y, u, 7, V, ((),
W Wdu du
AC = g =g heyun Vo,
a5 WHdW
BlD| = Sl?](ﬁi(%) dll,

<ID,BIE=6#+df+de,
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ahol dW, de, df az F,, ¢ és F, fiiggvények teljes novekményei, mikdzben
u novekménye du és v= const.:

WAy oW se oW oW ox oW 2],

dW_[OV 6u+aa 0u+0u ax 0u+ ay au o

oW aV [ oW ae oW [ aW Gl
_[WB—U+WW+W+6—X VCOS(C+Ty VSlnur dll,

a8 oy il de. 0000 D o v
de—[wﬁ+wa—u+w+—a VCOS(Z-}——W’VSIHCC dll,

dcczicidu.
au

A C,D,— A, B, kiilonbség meg-
hatdrozédsa céljabol szerkessziink pa-
rallelogrammét A,B, és A,C, olda-
lakkal, ennek a parallelogrammanak
a A, csticscsal szemkozti csticsa le-
gyen Dj. Bocsassunk Di-b6l mer6-
legest C,D;-re, ill. B,D;-re és jelol-
jiilk ezeket D{F-fel, ill. DjF;-gyel.
A magasabbrendiien végtelen kicsiny
tagokat elhagyva kapjuk:

1. dbra

%du‘-’: C.D,—A,B,— FD,— D,F, sin @+ F,D, cos 8 —
o : (WahaWe . W
— Sii 6 (d(j—l"d(l)sln ﬁdll—'— amm—;mﬁJ cos 6 du.

Az utobbi osszefiiggésben dW és d6 helyébe behelyettesitve a megfeleld
kifejezéseket, nehézség nélkiil nyerjiik az (5) rendszer elsé egyenletét.

Ahhoz, hogy a mésodik egyenletet megkapjuk, elég a D;F szakasz
hosszat kiszdmitani:

ﬂdu = thE
dv AB,

ami nyilvanvald helyettesitések utdn megadja a masodik keresett egyenletet.

= LV {D,F, sin — D, F, cos 6},

4. Specialis esetek. Megemlitiink néhany specialis esetet, amikor a de-
rivalt egyenletrendszer egyszeriibb alakot olt.

Ha a egyenletrendszerben az x, y, u, v koordinatik explicite nem szere-
pelnek, akkor a;—= b, =0, és a derivdlt egyenletrendszer a parcidlis derival-
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takban homogén linearissa valik:
aP _  aP de

W“‘al ()U "I"a?_ au;
Ju
Ge = by S

az a,, a,, b, b, egyiitthatok pedig csak P-t6] és «-tol fliggnek. Ha ebben az
egyenletrendszerben fiiggetlen valtozoknak P-t és «-t, ismeretlen fiiggvények-
nek u-t és ¢-t valasztjuk, akkor egyszerii atalakitdsok utdn egyenletrendszeriink
homogén linedris egyenletrendszerbe megy at.

Ez a helyzet a gdzdinamika egyenleteinél. Nevezetesen a gazdinamika
egyenletei (idedlis gaz sikbeli staciondrius dramlasa) karakterisztikdkban felirva

W=F(V),
JT
V=75
alaktak, a derivélt egyenletrendszer pedig a
9V _ dee
9 (V)__

dua
2 av F( )W
alakot olti. Ezt az egyenletrendszert, a V,e fiiggetlen valtozokban felirva,
Sz. A. Csapligin vezette le el6szor analitikusan, és a rendszer az 6 nevét viseli.

5. Eros elliptikussag. Minthogy az a célunk, hogy a konform leképe-
zésekre vonatkozé minél tobb geometriai tételt kiterjessziink a kvazi-konform
leképezésekre, azért ebben a cikkben a kvazi-konform leképezések olyan osz-
talyainak a vizsgalatara szoritkozunk, amelyek elliptikus rendszereknek felel-
nek meg. E leképezés-osztilyok tanulmanyozasat az elliptikussdg fogalmanak
geometrizaldsaval kezdjiik.

Azt mondjuk, hogy az (5) egyenletrendszer er6sen elliptikus, ha
barmely » mellett teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

1°. A F,, F, fiiggvények az argumentumok tetszés szerinti értékei mellett
egyértékiiek, folytonosak és differencialhatok.

2°. Van olyan pozitiv & allando, hogy az argumentumok minden értékénél

k<0,<m—k.
3°. Van olyan pozitiv £ allando, hogy az argumentumok minden értékénél

oF()

A >k>0
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Hasonlitsuk 0ssze az egyenletrendszerek erds elliptikussaganak most be-
vezetett fogalmét az elliptikussdg szokdsos fogalmaval olyan rendszerek ese-.
tében, amelyek a parcidlis derivaltakra nézve homogének és linedrisak:

au av av

Bx - omgx T gy
© 4

6_u—a U_’+a QL

9y = Uy ax 22 0y ) :

ahol az a egyiitthatok x, y, u, v megadott fiiggvényei.

frjuk fel a (7) egyenletrendszert a V, &, W, 6 karakterisztikakban.

A koordinatarendszer kezdbpontjat az egységnyi oldalii négyzet cstics-
pontjaba, illetve a /7 parallelogramma megfelel6 csticspontjaba helyezve, kapjuk:

1
‘ X 7(7'41‘ u—uy-v),

y= —% (Vo - U—11,- ),

u: Uyl
e

Uz Uy l

Innen (2.abra) a /7 karakterisztikus parallelogrammédra a kovetkezd nyilvan-
valo Osszefiiggéseket nyerjiik:

®) —=—1iga,

Uy

1 i AL M
(9) 7]/ "r+ (e 1/’

1
(10) i 7 :
; 1
(1 1) sin = W;’“)——i—l—j_ & 2. dabra

Mindenekel6tt (8)-bol és (7)-bol kifejezziik 4-t », segitségével:
A= [an tg ¢ + a,— tg a(axn tg ¢ + ax)]v;.
Ezt behelyettesitve (9)-be és tjra felhaszndlva (8)-at, kapjuk:

I e

(12) s v (antge+ap)—(antgetan)tg e’
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A A-ra és »,ra talalt kifejezéseket behelyettesitve (10)-be, egyszeriisité-
sek utdn megkapjuk a karakterisztikdkban felirt els6 egyenletet:

(13) W = [a;; cos® ¢ + (@;;— ay) sin « cos « —a,, sin ¢]- V.

Most (11)-ben u, és u, helyébe u.-szel és wv,-nal vald, (7)-bol nyert
kifejezésiiket irva, majd v.-et és v,-t (8) és (12) alapjan V-vel kifejezve, meg-
kapjuk a karakterisztikdkban felirt masodik egyenletet:

(14) sin 6 — 4y €08 ¢ + (@ ~— @) Sin € €OS ¢ —ay, S«
l/(a11 Sin ¢ -+ @y €08 @)* 4 (ay sin ¢ + ax cos a)z'

A (13), (14) kifejezésekbd! megallapithatjuk, hogy az elliptikussag alta-
lunk adott geometriai definicidja ekvivalens a (11)-ben fellépd kvadratikus
alak pozitivitdsaval, azaz a

: 1
(15) —Qwan> (an—ax)
\

relacioval, de az utobbi feltétel a (7) egyenletrendszer elliptikussaganak ismert
analitikus feltétele. Az erds elliptikussag kovetelménye nyilvan ekvivalens azzal
a feltétellel, hogy a (13)-ban szerepld kvadratikus alak minimuma nagyobb
legyen k-nal.

Megmutattuk, hogy (15) ekvivalens azzal a feltétellel, hogy a W fiigg-
vény » =0 esetén V-ben monoton novekedd. Minthogy (15) az x,y és u,»

pozitiv barmilyen » mellett.

)
Hly médon lineéris rendszereknél a‘}
kovetkezménye. Y
Egyszerii példakon kénnyii megmutatni, hogy nemlinedris rendszerek

. o F; 9 F"” p
esetében a % A >0 béarmely »-re.

6. Erds elliptikussag és derivalt egyenletrendszerek. Visszatérve
az 4ltalanos esetre, bebizonyitjuk a kovetkez6 alapvetd tételt:

()
azzal is ekvivalens, hogy OOLV

pozitivitisa ‘?7 1;‘ pozitivitasanak

>0 feltételbdl nem kovetkezik, hogy

2. TETEL. Az 1. tételben szerepld feltételek mellett és b, >0 esetén a (6)
derivdlt egyenletrendszer elliptikussdga ekvivalens azzal, hogy a F fiiggvény
V. szerinti derivdltja bdrmely v-re pozitiv.

BizonyitTAs. Azt kell bebizonyitani, hogy a

oF®
(16) A >0
feltétel ekvivalens a
1
—,b,> vy (bz—al)gy
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vagy, az a, b mennyiségeket a karakterisztikdkat tartalmazé megfeield kifeje-
zésekkel helyettesitve, a

: - >
3w(\1+sm 0) W, ctg@CV W, > Zg (ctg(f—}— 26)+ W,—VW,ctgd
feltétellel.

Ennek a bebizonyitdsa céljabol (16)-ot kifejezzitk a F,, F, fiiggvények
segitségével.

A linearis transzformaciok ismert térvényei szerint a V,, «,, 6,, W, ka-
rakterisztikdk elemien kifejezhetdk a V, ¢, 6, W karakterisztikakkal. Kiszamit-
juk e fiiggvények teljes differencialjat. Az iras egyszeriisitése érdekében legyen

log V=1, « —¢.

Azonkiviil nyilvanvaldan nem megy az altaldnossag rovasara, ha az 0Osszes
szamitasokat az ¢« =0, V=1 esetre végezziik, ugyhogy dlog V-—=dV. Miutan
ezt megjegyeztiik, mindenekel6tt kiszamitjuk » és ¢ parcidlis differencialjat
6 szerint. Kapjuk:

sin*#
(7 z

Most keressiik meg v és ¢ parcidlis differencialjat V szerint. Ki kell szami-
tanunk a ¢ szog és V., novekményét, amikor a /I karakterisztikus parallelo-
grammaban egyediil V valtozik meg dV-vel. I emlitett megvaltoztatasat az
x-tengely irdnyaban torténd, 14 dV aranyd affin nydjtassal és a 6 szog meg-
valtoztatisaval érhetjiik el, a tobbi paramétert kozben rogzitve. Az emliteit
deformdciok koziil az elsénél kapjuk:

\dep = —sing cos ¢ dV,

(18) dv=cos*pdV,

ezalatt a ¢ szog novekménye
(19) df = —sinfcosdV.

Kovetkezésképpen ahhoz, hogy megkapijuk a keresett differencialokat, elegend6
dv és do (18) kifejezésébodl kivonni dv, ill. dp megfeleld (17) kifejezését, az
utobbiakban d@-t a (19) kifejezéssel helyettesitve. Az emlitett atalakitasok
utdn végiil kapjuk:

\ dv=(—sin ¢ cos ¢ - sin* ¢ ctg H)dV,

(20) | dgp = (cos® ¢ —sin ¢ cos ¢ ctg 8)dV.
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A karakterisztikak e szerint vett parcidlis differéncialjai kozvetleniil fel-
irhatok:
\dv =20,
n do=de.

Hatra van még a W szerinti parciélis differencidlok kiszamitasa. 1 +dvu;

aranya hasonlosagi transzformacional fennall, hogy

de=—-d60=20, dv=%.
Azonkiviil
2) dg—0, dr =%’.

lly médon ahhoz, hogy megkapjuk a keresett differencidlokat, elegendd dv
és do (22) kifejezésébdl kivonni a (20) képletekb6l a dvz% helyettesités-

sel adodo kifejezéseket; ekkor

dog = (sin ¢ cos ¢ —sin® ¢ ctg 6) %,

(23)
dv=(sin’> ¢ 4 sin ¢ cos ¢ ctg ) %

A parcidlis differencidlokra nyert kifejezések Osszeaddsa atjan megkapjuk

a keresett teljes differencialt:

sin ¢ cos ¢
sin*f

-+ (sin* ¢ + sin ¢ cos ¢ ctg 6')dWW,

dv = (cos*¢—sin ¢ cos ¢ ctg )dV — do+

do = (——sin ¢ cos ¢ -+ sin® ¢ ctg HdV+de + :g,gdﬁ—l—

N
+ (sin ¢ cos ¢ —sin® g ctg ) %{

A karakterisztikdkban felirt egyenletek értelmében a W, 6 karakteriszti-
kak V és e« megadott fiiggvényei, tehat
' dW = WydV+ Weade,
d=0vdV+6.de.

Innen, az irdsmod egyszeriisitésére bevezetve a w=log W, t=tgoe jelolést,
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kapjuk: B
AP ,___ 1
(1+t)d1_l1+( ctgb— s av+ ct 0av)t+ o ldV-{—

oozt 2 el

(ow aw 1 46 (

+[1 +Z_‘:t+(1 +—_L 00 a—wctg())t?]da.

sin*fl de
Az utobbi két formula segitségével konnyen kiszamithato dlog W,.
Val6ban, az w=1log W, jeloléssel fenndll, hogy
o =w-+log V—Ilog \{,,,
tehat, minthogy esetiinkben V=1,
do=dw+dV-—dr
és végiil helyettesitések utan

ndo— | 2% (0w L 06 ‘
(1+t)do—[6v (avctgﬁ Sn%0 3V ctg @t |dV+

aw_ (aw 1 96),
+ [W _(6—05 ctgf— sin®6 a—a)t} de.
A dv,dt és dw szamdra nyert kifejezéseket egyszeriibb alakra hozhat-

juk, ha felhasznéljuk a (6) derivalt egyenletrendszerben (181. oldal) szerepl6
a és b mennyiségeket. Helyettesitések utin kapjuk:

(A +Bdv=

1+( ctgf))z‘—}— ! tzj dv+
I(az +1)t (—Z—ct 0)t2Jd
+ W + W g ’ «,

bl al 27
dt = [(W—l)t—(w—ctg 0)1‘JdV+

(24) b .
2 a ,
—I—{l —|—(W‘—ctg0)t—l—w—t]d

(1+Bdo = [%——(W—Ctge)f—{—t ] av+

bs
+[W —ctg 60— (

5 1. Osztaly Kozleményei XI/2
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A kvadratikus alakokat — dV és de egyiitthatoit — rendre A-val és B-vel
jelolve kapjuk:
(14 )dv= A, dV+4 B,de,

(1+)de = A,dV+ Byde,
(14 )dw = A;dV 4+ Bide.

Tekintsiink egy { értéket, amelynél a B, alak kiilonbozik zérustol, és
varialjuk a /1 karakterisztikus parallelogrammat a df=0 feltétel mellett.
Ebben az esetben

A,
da __EdV’

és a dv,do differencialokra egyszerli szamitasok utan a kovetkezd elballita-
sokat kapjuk:

1 A1 BQ, _AQ M

B, dV=

dU:]+t2 B2 W.Bng,
ahol M kvadratikus alak f-re nézve,
_dV  AB—AB,  dV R .
dw'_1+12 B, ~WB, [— .t + (by—a)t -+ by}

A kimondott tétel bebizonyitdsdhoz elég megmutatnunk, hogy az erds
elliptikussag feltételeib6l kovetkezik a

N=—a,f+ (b,—a;)t+ b,
kvadratikus alak pozitivitdsa.

Ha a N alaknak nincsenek zérushelyei, akkor N pozitiv. Valoban, a
P Fl(v)
v,
(25) _ MN>0,
de =0 esetén M =1, kovetkezésképpen N>O.

Most tegyiik fel, a bizonyitandd éllitdssal ellentétben, hogy a N kvadra-
tikus alaknak léteznek ¢,,f, zérushelyei. Mindenekel6tt mutassuk meg, hogy
ebben az esetben f, és t, a M és B, alakoknak is zérushelyei lesznek. (25)
értelmében M és N zérushelyeinek egybe kell esniiik. Tegytik fel, hogy
By(t,) 50, akkor a IT parallelogramma elsérendiien végtelen kicsiny

> 0 feltétel miatt

: __ A
dV és da———Bde

megvaltoztatasakor a I, parallelogramma' V,, e, karakterisztikdi dV-nél ma-
gasabbrendiien végtelen kicsiny mennyiséggel valtoznak meg, tovabbd F és

1 A » sz0g az a,==arctgt szognek felel meg.
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Fy» differencidlhatosaga kovetkeztében a 11, parallelogrammaban a W, 6,
karakterisztikdk megvaltozasa is dV-nél magasabbrenduen végtelen kicsiny,
ami nyilvan Osszeegyeztethetetlen I7 altalunk valasztott megvaltoztatisaval.
lly médon mar csak a
M(tl) _ N(tl) - Bg(t]) — O, t1 # O,
M(tg) - N(tg) - Bg(tg) — 0 t-) # O
esetet kell megvizsgdlnunk. A M, N,B, alakok egyiitthatoit osszehasonlitva
kapjuk:
%—ctgﬁzo, %—1—0
és a (24) képletek a kbvetkez’('i alakot oltik:

dt== [1 + (%—ctg a)t—%ﬁ] da = Byda,

da
1+£

> =dV+ Bde,

dv=dV+ [(—"u;Jr l)t—l-(%—ctg 0)12

ctgG) ( 2—{-1)1‘] 4« _ 4V +Byde.

w—dV—}—[( TP

Ha
Bl(tl) = B3(t]) = 0;
akkor
N=1+8
vagyis pozitiv. Ezek szerint feltehetjiik, hogy a t=1¢ helyen a B,, B; alakok
egyike kiilonbozik zérustol. Legyen példaul
B,\(t) #0.

Varialjuk a I/ parallelogrammaét tgy, hogy V megvaltozdsa dV, az «
sz0g megvaltozasa pedig —Bﬂ(l:—) legyen. Akkor a vizsgalt
1141

a,=2arctgt
esetben a /[, parallelogrammara fenndll, hogy
da,=dV,==0,
vagyis a /[, parallelogramma dV-nél magasabbrendfien végtelen Kkicsiny

mennyiségekkel valtozik meg, ami nyilvan lehetetlen. A tételt maradéktalanul
bebizonyitottuk.

A tovabbiakban mindig erdsen elliptikus rendszerekkel foglalkozunk, és
a derivalt egyenletrendszerrdl, a bebizonyitott tétel alapjan, szintén feltessziik,
hogy elliptikus.

5%
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7. Aramvonalak, aramvonalsiiriiség. A gizdinamika terminolégiajat
kévetve az x, y sik azon gorbéinek a seregét, amelyek a kvazi-konform leké-
pezés sordn az u,v sik v=const. egyeneseibe mennek at, aramvonalak-
nak fogjuk nevezni. A leképezés W karakterisztikdjat dramvonalsiiri-
ségnek nevezzik.

Jeloljiik azt a szoget, amelyet egy L sugar az x, y pontbeli &ramvonallal
bezar, 9-val. A

774
Ry — Sng
mennyiséget ¢ irdnyt dramvonalsiiriiségnek fogjuk nevezni a L
sugar mentén.

A konform leképezések esetében, amikor az (1) rendszer a Cauchy—
Riemann-féle egyenletrendszerrel azonos, az dramvonalak siiriisége és gorbii-
lete kozott ismert Osszefliggések allnak fenn:

ologW  da
an ~ 9s’

ahol ds és dn az aramvonal, ill. az aramvonal normdlisa egymassal jobb-
rendszert képezd vonalelemei.

A kvazi-konform leképezések altalanos elmélete szamos kérdésének
a vizsgalatandl sziikségiink lesz az emlitett Osszefiiggés tetszés szerinti ellip-
tikus rendszer esetére vald altalanositdsara. E célbdl mindenekel6tt a (6) deri-
valt egyenletrendszert atalakitjuk oly médon, hogy P-nek az u és v koordinata
szerint vett derivéltjait e-nak u és v szerint vett derivéltjaival fejezziik ki.
Kapjuk:

oP  _da | —~de | _
31-1‘—016—”4-171%4‘&.
AP _de  —da |, _
W—aza—u—l-bza—v‘l‘cz,
(26) —hE>G—T), B—-Lt>0

Hatdrozzuk meg a P fiiggvénynek az u-tengellyel y szoget alkot6 irany
szerinti derivaltjat. Ennek az irdnynak az ivelemét di-val jel6lve, kapjuk:

aP 9P

P .
Y -—6TICOS /—I—Wsm, ==

(27
Ja
ou

=:(a,cos y+a,siny) +(b, cos v+ bysin y) % ~- (¢ cos y + ¢, sin ).
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Jeloljiik y,-gyel azt a szoget, amelyet a
b,cosy + b, siny =0

Osszefiiggés hatdroz meg; ekkor a (27) relacidé a kovetkezd alakot olti:

aP de
(26) TR
ahol o _
PR
Vei+ 8
A (26) feltétel kovetkeztében fennall, hogy
A, >0.

Nem nehéz beldtni, hogy a (28) egyenlettel analog egyenlet érvényes
a W aramvonalsfiriiségre is:

28) %:—Ag‘;—‘;JrBz, A,>0.

A tovabbiakhoz, a (28), (28’) egyenleteken kiviil, sziikségiink lesz a Rs
siirliség - irdny szerinti derivédltjanak a kifejezésére. Elemi szdmolds adja
a kovetkezd eredményt:

Erdsen elliptikus egyenletrendszerhez a leképezett tarfomdny minden egyes
X,y pontjdban van olyan 3 irdny, amely kiilonbozik az dramvonal irdnyatol,
az aramvonal pozitiv irdnyaval jobbrendszert alkot, és amelyre

AR da

(29) FF“_AWJFB’ A>0,

ahol dt és ds a 9 irdny, ill. az dramvonal iveleme, a A, B egyiitthatok pedig
a koordindgtdk és a V, e karakterisztikdk fiiggvényei. Ha a leképezés karakte-
risztikikban felirt egyenletei a koordinatdkat explicite nem tartalmazzak, akkor

B=0, és a (29) egyenlet a
(30) aRs __ A0

at as
alakot olti.

A (30) egyenletnek nagyon szemléletes geometriai jelentése van, amelyet
az er0s elliptikussadg definidldsara is fel lehet hasznalni: az aramvonalak
siiriisége konkdavitdsuk iranyadban nodvekszik.

A tovabbi vizsgélatokhoz sziikségiink lesz az y tengely irdnyaban vett
aramvonalsfiriiségre vonatkoz6 Osszefiiggésekre is. Legyen

y=y(x: 77)
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annak az aramvonalnak az egyenlete, amely a v = const. egyenesnek felel
meg. Ekkor az y-tengely iranydban vett R= R, aramvonalsiiriiség
2
0y
R“m:
lesz. Legyen

—tga—=2Y
T——tga——-ax.

E jelolések mellett a derivalt egyenletrendszer a kovetkezd alakot veszi fel:

(2R o
ax av’
@) ZaR 1:9 9
T T
a0 =aa—x+bﬁ+a

ahol a, b és ¢ a koordinatdk, a = irdnytangens és a R siir{iség adott fiiggvé-
nyeinek tekinthet6k. Ha a kiinduldsi egyenletrendszer erdsen elliptikus, akkor
fennall :

1,
—a——zb >k>0.

8. Az altalanositott Schwarz-féle elv. A konform leképezések elmé-
letének egyik legfontosabb geometriai elve az tin. Schwarz—Lindelif-elv.
A jelen paragrafusban ennek az elvnek kiilonbozd altalanositasait adjuk meg
kvazi-konform leképezések esetére.

Séavszerii tartomdnyoknak egyenesvonalii savokra valo kvazi-konform le-
képezéseit fogjuk vizsgalni.

Jetoljiik D(I,, I')-val azt a tartomanyt, amelyet a [ és /” gorbe hatarol:

Iy y=1(x),
R <r;

a tovabbiakban mindig feltessziik, hogy I, és [ gorbiilete korldtos és eleget
tesz a Holder-feltételnek. A D savval egyidejilleg tekintsiink egy t6le végtele-

niil kevéssé eltérd D(I, I') savot, ahol a [y, I' gorbék,

To: y=73(x),

I': y=—Y(x),
végteleniil kozel vannak [-hoz, ill. /™-hoz. Szerkessziikk meg e tarfomanyok
mindegyikének egy-egy kvazi-konform leképezését a

O<e<h
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egyenlbtlenséggel jellemzett 4 sivra. A két leképezés koziil az elso feleljen

meg a
\W=Fi(x, y,v, V, ),

(32) 6= Fu(x, 9, v, V, @)
karakterisztikakban felirt egyenletrendszernek, a masodik pedig egy végteleniil
kozeli, az u valtoz6t explicite szintén nem tartalmazo

3W:F—l(x) v, Vy Cl),

(33) —
O0=Fs(x,py,v, V, )
egyenletrendszernek.
Legyenek most
- y=y(x,v),
y=y (X, 7’)

az emlitett leképezéseknek megfeleld dramvonalak és n=:n(v) az
y(x, v)—y(x, v)—@(x), .|x|<oe, wv==const.
kiilonbség abszollit maximuma :

n = max {¥(x, )—y(x, v)—¢(x)},
ahol ¢(x) kétszer differencidlhato fiiggvény, amelyre |¢’(x)| <k, |¢”(x)|<k”;
feltessziik, hogy az n(v) maximum x véges értékeinél eléretik minden v érték
mellett, 0=v=h. Tegyiik fel, hogy n eléretik az x = x,=x,(v) helyen, és
vezessiik be az m=n-¢(x;) jelolést.

A vilasztott jelolések mellett bebizonyitjuk a kovetkezd lemmat:

LEMMA. Tegyiik fel, hogy a (32), (33) egyenletrendszerek erdsen ellipti-
kusak, tovdbbd, hogy a Fy . fiiggvénynek és dsszes elsorendii parcidlis derivdlt-
jainak a Fy.. fiiggvénytdl és annak megfeleld parcidlis derivdltjaitol valo elté-
rése legfeljebb . Ha ezeken kiviil teljesiil az a feltétel is, hogy e-nal egyiitt
m(v) is végteleniil kicsiny marad, akkor érvényes a kivetkezd egyeniitlenség :
d-

dv dv
ahol a A egyiitthatok fiiggnek az y(x,v) fiiggvény mdsodik parcidlis derivalt-
jaitol (linedrisan) és a F fiiggvények elsé és mdsodik parcidlis derivdltjaitol.

BizonyiTAs. A bizonyitashoz mindenekel6tt hasznaljuk fel a (31) dssze-
fiiggéseket. Alkalmazva ezeket mindkét leképezésre, kap]uk

ay 0y+ 0y+c

—}—A,é—}—A k' + AKX,

(34) 2>A m+A1

ot axor

ry _ - 02y %y -
a— C,

g + ax61;+
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ahol @, b,¢ a varialt masodik leképezésnek megfeleld a, b, ¢ egyiitthatok.
Innen és a lemma feltételeibd! a

z=2(x, v) = J(x, )—y(x, v)
jeloléssel kapjuk:
0’z 9y
ar ox

2
1022 1 p

(35) axav

ahol

B AOZ+A1 "I‘AJ +A4

Miutan ezt megjegyeztiik, tekintsiik az x, » siknak azt a M és M’ pont-
jat, ahol a z(x, v)—eq(x) fiiggvény eléri m(v) maximumat a v, ill. a v-dv
paraméterérték mellett. A MM’ irdnynak az x tengellyel bezart e szogét nyil-
van a

2
(36) (0 5 —I—rp")cos (z—{—

2
0°2 .
- sin «=20

Osszefiiggés hatdrozza meg.
Most szamitsuk ki a R sfirliség e iranyban vett ‘f{?\) derivaltjat :

‘B:iaz R sa—‘liﬂ?sm o'z cosa—l—izsina
dat —digv ax " aX9v av ’

vagy, (35) értelmében,
d_Rza 8°z
dt ax*
A (36) osszefiiggés felhasznaldsaval kiiszoboljiik ki a vegyes de?ivéltat, ekkor
dR 9%z ( 0z

Jt fﬁasmaa—xv—(bsma—{-cosa)ctga e + 9 )-}—Bsmaz

317 2
(37) ____,__1_(2_;_{.q;”J[——asin“’a—l—cosgcz—kbsinacosa]—k

sin «

2
sin e 4 (b sin ¢ 4+ cos «) 02;}) + Bsine.

+(B—ag¢’)sine,

és itt a szogletes zardjelben allo kifejezés az egyenletrendszer erds elliptikus-
saga kovetkeztében nem negativ. Azonban dv=sine-df; azonkivil a M
maximumhelyen fennall :

dz _dm

4 " 0z ,
R < —— — m— T ——e
0x2+90 :O) ax—*_q) O’ O’U d?’ b
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és igy (37) mindkét oldalat elosztva sin e-val, kapjuk:

d’m
d "

Ezzel a kivant egyenl6tlenséget teljesen bebizonyitottuk.

—{ Ajs—aq” + AK.

MEGJEGYZES. A (34) egyenl6tlenség levezetésénél feltételeztitk, hogy «
kiilonbozik zérustol. Nyilvanvald, hogy az egyenlétlenség érvényes marad
azokban a pontokban is, ahol e«==0. Ezekben a pontokban a szdmitasok
lényeges megvaltoztatidsa nélkiil dv helyett a v véges novekményt kell venni.

A bebizonyitott lemmabol a klasszikus Schwarz—Lindeldf-elv kiilonféle
altalanositasai nyerheték a legaltalanosabb kvazi-konform leképezések esetére.

A cikk tovadbbi részében arra az esetre szoritkozunk, amikor az egyen-
letekben a koordindtdk explicite nem szerepelnek. Ebben az esetben a kon-
form leképezésekkel vald analdgia kivaltképpen teljes.

3. TETEL. Tegyiik fel, hogy az (1) erdsen elliptikus egyenletrendszer a
koordindtdkat explicife nem tartalmazza:

g q)](il{) (,)711) ﬂ-’ —(_)£
Nax’ gy’ ax’ ay.
2 », (Oll u g 01‘):0’
ax’ oy’ ax’ ay
és legyenek y=y(x,v), ill. y=7y(x,v) annak a kvdzi-konform leképezésnek
az dramvonalai, amely megfelel a (38) egyenletrendszernek, és a D(I, I'),
ill. D(I,, I') tartomdnyt,
Lo:y=p(x), I't y=px), I':y=7()

a O<wv<1 sdvra képezi le. E feltételek mellett, tovdbbd ha az y fiiggvények
kétszer differencidlhaték és

-0,

(38)

.

y(x)>y(x),
akkor
(39) y(x, v) > y(x, v).
Ugyanezen feltételek mellett I', minden pontjdban fenndll, hogy
0y 9y
(40) T v’

és abban a pontban, ahol y(x)—y(x) eléri maximumdt,

ay _ 9y
(41) %>ar.
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Bizonyitas. El6szor is jegyezziik meg, hogy az altalanossag megszori-
tasa nélkiil feltehetjiik azt is, hogy x-—occ és x——oo esetén az y,(x), y(x)
fliggvények véges hatdrértékhez, derivaltjaik pedig zérushoz tartanak, és hogy
‘lirl] (7(x)—y(x))=0. Miutan ezt megallapitottuk, haszndljuk fel az el6z6

paragrafusban bebizonyitott lemmat. Jeloljik M(v)-vel y(x, v)—y(x, ») maxi-
mumat rogzitett v mellett és —m(v)-vel ugyanennek a kifejezésnek a mini-
mumat. Akkor a lemma értelmében

a‘m am
§ @ >
(42)
?dﬂm S 4 dm
dv? dv '

A (42) egyenldtlenségbdl konnyii levezetni a tétel helyességét ,eléggé
keskeny” savok leképezése esetére. Valdban, tekintsiik az y,(x)<y<y(x, h),
Yo(x)<y<y(x, h) savoknak a O<v<h sdvra val6 leképezését, és legyen +, a

d’'m __ pdm
v T dv’
m@)=0, m'(0)—1
egyenlet m(v) integraljanak a legkisebb gyoke. Ha most A<, és
(43) }7(3(, hO) >y(x’ hO)’
akkor =0 esetén fennall, hogy
0y 0y
v =~ v’
mert ellenkezd irdnyu egyenl6tlenségb6l (42) alapjan
min [7(x, H)—y(x, h)] <O

kovetkezne minden A<, értékre.

Ebbdl egy ismert egyszeril eljarast' alkaimazva konnyli kimutatni, hogy
ha h, eléggé kicsiny, és a (43) feltétel teljesiil, akkor abban a pontban, ahol
¥ (x, hy)—p(x, hy) felveszi maximumat, szintén fennall

| 0y 2y
or " ar’
€s minden 0<h<Ah, értékre
y(x, ) >y(x, h).
Ezzel a tételt igazoltuk ,elég keskeny sdvokra”.

1 Lasd M. A. J1a Blp e Then, Koudopmune oroGpaswennst, Mocksa—Jlenuurpan, 1946.
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A tétel teljes bebizonyitisihoz elég megmutatnunk, hogy az

y(x, 2hy) > y(x, 2h,)
feltételbs! kovetkezik

y(x, h)>y(x, hy).
Tegyiik fel, az allitdssal ellentétben, hogy valamely pontban
y(x, h) =y(x, ho),
és jelentse x, azt a pontot ahol y(x, h))—y(x, h,) felveszi minimumat. Tekint-
siik R—a—y R= erteket az x— Xx,, ©=~h, helyen az y,(x) <y <y(x, h,),

Po(x)<y< y(x, hy) also savok és az y(x, hy) <y <y(x,2h,), y(x, hy)<y<y(x, 2h,)
fels6 savok leképezése soran.

A tétel mar bizonyitott része értelmében az alsé savok leképezésénél a
vizsgalt pontban fennall, hogy

R>R,
a fels6 savok leképezésénél pedig, hogy
R<R;
ezzel tételiinket maradéktalanul bebizonyitottuk.
A Dbebizonyitott tétel lehetévé fogja tenni, hogy a konform leképezések
mindazon tulajdonsagait, amelyek csak a Schwarz— Lindelof-féle eiven nyug-

szanak, kiterjessziik a kvazi-konferm leképezések tekintett osztalyara. Igy
példaul a bebizonyitott tételb6l konnyen kovetkezik az unicitasi tétel.

4. TETEL. A D(L%, I') sdvnak a 0<wv<]1 sdvra valo kétszer differencidl-
hato (a (38) erdsen elliptikus egyenletrendszert kielégits) kvdzi-konform leké-
pezése, amely a végtelen tdvoli pontot dnmagdnak felelteti meg, az u,+ stknak
egy, az u tengellyel pdrhuzamos eltoldsdtol eltekintve egyértelmiien meg van
hatdrozva.

9. Maximum-elv és viselkedés a peremen. A konform és kvazi-
konform leképezések elméletében lényegesek azok a tételek, amelyek a leké-
pezésnek a peremen vald viselkedését irjdk le, és specidlisan a derivaltakra
vonatkozo, a leképezett tartomdny hatdranak geometriai jellemzoitdl fliggd
becslések. Ezeket a tételeket a Schwarz—Lindelif-elv, tovabbda a linedris
egyenletrendszereket kielégitd kvazi-konform leképezések bizonyos ismert tu-
lajdonsagai alapjan lehet megkapni. Teljesség kedvéért a kovetkezd paragra-
fusban felsoroljuk a linedris differencidlegyenlet-rendszerek azon tulajdonsagait,
amelyekre most, vagy a késébbiekben sziikségiink lesz. A jelen paragrafusban

hivatkozni fogunk ezekre a tulajdonsagokra. ,
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Ismét olyan kvazi-konform leképezéseket tekintiink, amelyek D(/%, ")
tartomdnyokat a O<»<1 sdvba visznek at, és erdsen elliptikus (38) egyenlet-
rendszereknek felelnek meg. Feltessziik, hogy a I, I" gbrbék gorbiilete egyen-
letesen folytonos, tovdbbd hogy a D sav y(x)—y.(x) szélessége feliilrdl és
alulrol korlatos, végiil hogy a sav

1 ’ ’
S A+ @)
hajlasa korlatos. '

5. TETEL. A D(/,, I") sdvnak a O<u<1 sdvra vald, a (38) egyenlet-
rendszernek megfeleld, kvdzi-konform leképezésénél a R:%, ’L':Z—Jx; fiigg-
vények a peremen elérik maximumukat és minimumukat.

BizonyiTAS. Szerkessziikk meg egyenletrendszeriinkhoz és a R, v fligg-

vényekhez a derivalt egyenletrendszert:

R _ ot
g(?x&(')v’

(44)
(ggwaﬂ_*_b_@
o 4x ov’

Az eredeti egyenletrendszer er0s elliptikussaga miatt a derivalt egyenletrend-
szer szintén elliptikus lesz, kovetkezésképpen a

R=R(x,v),
v=1(x, v)
filggvényrendszer a 0 < r<1 sdvnak valamely egyszeresen 0sszefiiggd Riemann-
feliiletre valo kvazi-konform leképezését valositja meg és, a 10. § 1. tulaj-
donsaga szerint, R és © a peremen eléri maximumat és minimumat.
A most bizonyitott maximum-elvet kozvetleniil is meg lehetett volna
kapni a (44) rendszer masodrendii egyenletre vald visszavezetése atjan.

6. TETEL. A D tartomdny 1, I’ hatdrolo girbéi tegyenek eleget a kovet-

kezd feltételeknek :
ko <y(x)—o(x) <Kk,

Yo <K, |y ()|<k,

- Yo ()| <k”, [y (x)|<k”,
ezen feltételek mellett a D tarfomdnyban fenndll
O<m<R<M,

ahol m és M csak a k dllandoktol és a F,, F, karakterisztikus fiiggvényektol
fiigg, a D tartomdny alakjdtol nem.
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BizoNnyiTAs. A maximum-elv értelmében elég, ha R-et D hatdran becsiil-
jiik. Foglalkozzunk R alulrdl valo becslésével. A bebizonyitott SchAwarz—
Lindeléf-elv szerint elég, ha kimutatjuk R alulrél vald korlatossagat tetszés
szerinti Dy(y,, ) ,,majordns” tartomanyra, ahol y, és v a kovetkezd tulajdon-
sagokkal rendelkezik: ¢ érinti I-t és sehol sincs [ alatt, 7, sehol sincs [,
alatt. Ilyen tartomdny megszerkesztéséhez felhasznaljuk a (44) derivalt egyen-
letrendszert. Szerkessziink a R, v sikban egy 4 konvex tartomanyt, amelyet
két, a (R,, 7,) pontot a (&,, ;) ponttal,

O<R,<R, 1,<0<ty,

osszekoté C, és C, koriv hatarol, ahol a C,, C, ivek minden pontban pozitiv
szoget alkotnak a R tengellyel, a C, iv konkdv, a C, iv pedig konvex. Legyen

(45) R=R(u,v), v=(u,r)

az u, v sik O<wv<1 sdvjanak a 4 tartomanyra vald, a derivalt egyenletrend-
szernek megfeleld, kvazi-konform leképezése.

A (45) leképezésbdl kvadraturdk segitségével megkaphatjuk az eredeti
egyenletrendszernek megfeleldé kvazi-konform leképezést. Valoban, a (45) Ossze-
fiiggések megadjdk az dramvonalsiiriiséget és az aramvonalak irdnytangensét
mint u €s « fiiggvényét, R-bOl és 7-bol viszont a karakterisztikdkban felirt
egyenletrendszer segitségével egyértelmiien meghatarozhaté a V karakterisztika,
szintén mint u és v fiiggvénye, végill bdrmelyik dramvonal mentén fenndll:

(46) ax__ Vcos a=~—V—f.
du J14-+

[nnen

(47 9y _dydx _ Vw

ou oxdu VYiLe'

(46)-ot és (47)-et rogzitett v mellett integralva, megkapjuk az osszes dram-
vonalat. Integrdlva még (45) els6,

82— R(,v)

egyenletét, teljes megfelelést kapunk az &ramvonalak és a v értékek kozott,
és megkapjuk az u, v sik O<wv<1 sdvjanak az x,y sik valamely D tartoma-
nyara valo leképezését. Nem nehéz megmutatni, hogy D egyrétii sav lesz.
Azonkiviil a & konstansok barmely értékéhez taldlhatok olyan R, 7., Ry, Ty
értékek és a C,, C, ivek gorbiiletének olyan értékei, hogy a megkonstrualt
tartomany ,,majorans” legyen.

Teljesen analég konstrukcioval lehet R felsG becslését megkapni.
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10. Linearis egyenletek és linedris egyenletrendszerek. Bizonyitas
nélkiil felsorolok tobb, masodrendil linedris egyenletekre és linedris egyenlet-
rendszert kielégitd kvazi-konform leképezésekre vonatkozo allitist. Az Osszes
felsorolt allitisok benne foglaltatnak, vagy konnyen kovetkeznek a matemati-
kai fizika egyenleteivel foglalkozé tankonyvekben' és M. A. LAVRENTYEV?
Z. Ja. SAPIRO® és B. V. SaBaT* cikkeiben kifejtett megfeleld tételekbol.

Kezdjiik a masodrendii linearis egyenletek elméletére vonatkozé ered-

ményekkel.
Tekintsiik a
A9V gy _
(48) JyTAa§+Bo7]_O’
(49) 4y+A GE+B 9 — f(& n)

alakt egyenleteket, ahol 4 a Laplace-operétor:

py— TV Y
J~6E" an’

A, .B, f pedig &-nek és n-nak a 0=, =1 sdvban értelmezett fiiggvényei.

1. TULAJDONSAG. A (48) egyenletben szereplé A, B egyiitthatok marad-
janak a ¢ korlat alatt, els6 és mdsodik derivéltjaik pedig a ¢/, ill. ¢” korlat alatt:

(50) |Al<ec, |B|<e¢, 'gradA|<c, |gradBi<c,...,
és legyen megadva két fiiggvény, y,(E) és y(E), amelyekre

|y0|§ko: ty] ko, fyé]ék', ly’]gk’, |y |<k” Iy”lék".
Ezek mellett a feltételek mellett ar (48) egyenletnek a O<r<1 sdvban van
olyan y(&, ) megoldasa, amely a hatarokon az y,(§), ill. az y(&) értéket veszi

fel. Az y(§ n) fiiggvény parcxahs derivaltjai feliilrol és alulrol korla-

05 0
tosak, tovabba egyenietesen folytonosak a 0=n=1 zirt sdvban, és a fels6
és also korlatokra, valamint az egyenletes folytonossdg indexére megadhato
egy-egy, csak a ¢ és k konstansoktdl fiiggd becslés.

T R, Courant, D. HiLeert, Methoden der mathematischen Physik, 1I, Berlin, 1937.

2 M. A JlaspenTtbes, 00 ogHOM Kjacce HenpephiBHBIX OTOGpakeumii, Maremarn-
yecknit c6opHnk, 42:4 (1935), 407—424.

3 3. 5. llanupo, O cymecreopanuu KBa3u~KOH(POPMHBIX OTOOpawenu#, [Joxknagw
Arxagemun nayk CCCP, XXX, 8 (1941), 685—687.

+ B. B. llla6aT, O06 0606EHHbIX DelIeHHSIX OHOM CHCTEMbl YPaBHEHUIl B 4YaCTHBIX
npoussonHbix, Martematnuecknii coopauk, 17 (59):2 (1945), 193—209.
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Ha y(§)=0 és y,(§) nem nagyobb &-nal, akkor

yE ) <e(l—amn),
ahol ¢, csak a c,, ¢’ konstansoktol figg.

2. TULAJDONSAG. A fenti jelolések mellett a ¢, ¢’, ¥ mennyiségekkel egyiitt

a 9y derivalt is zérushoz tart.

€.

3. TULAJDONSAG. A (49)-ben szereplé A, B egyiitthatok tegyenek eleget
az el6bbi feltételeknek, és legyen y(§ 1) a (49) egyenlet megoldasa zérus
peremfeltételek mellett: y(§,0)=0, y(§,1)=0. Ha az f fiiggvény differenci-
alhaté és a O=7=1 savban mindeniitt teljesiil, hogy

|fE n)<e,
akkor
ay 3y
|0E <K, ‘071 ‘ <K

ahol a K kovnstans csak a ¢, ¢, ¢’ értékektol fiigg.
A (48), (49) egyenletek megoldasainak emlitett tulajdonsdgain kiviil
szilikséglink lesz a késébbiekben a

y ’y
(51) >+ A + v 0

egyenlet megoldasainak aldbbi tulajdonségéra, ahol A és B a O0=v=1 sav-
ban eleget tesz az (50) feltételeknek és az elliptikussag feltételének :

1 .,
A—?B_>C0>O.

4. TULAJDONSAG. Ha y = y(x, v) az (51) egyenlet integralja és y == const.,
akkor g—ﬁ-re érvényes a maximum-elv: % a tartomany belsejében nem éri el
maximumat és minimumat. .

5. TULAJDONSAG. A és B csak x-tol fiiggjon, amellett teljesiiljon

a8
d

és legyen az (51) egyenlet y(x, ) megolddsa olyan, hogy

d?A|

2

d*B
ax?

<,

<,

_ 2
(52) M=max — -~ €y(x 1) maxa;%(;%g)—i—l.

pce  dX <o

Ezek mellett a feltételek mellett van olyan, csak »-t6l és ¢,-t0l fiiggd
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A==A(r,c,) >0, lim4Z =0, hogy (52)-bdl kovetkezzék, hogy
>

7’y(x,v)

ax* <M

a sav tetszés szerinti pontjaban.

Attériink a linearis egyenletrendszereknek megfelelé kvazi-konform leké-
pezések tulajdonsagaira.

Vizsgalni fogjuk a

ax

sa_ E+b‘ aE’
(53) 26
y_

an E+b 65

egyenletrendszernek megfeleld (a & 7 sik O<n<1 séavjat az x, y sik egy tar-
tomanyaba atvivd) kvazi-konform leképezéseket, ahol az a, b egyiitthatok a
négy koordindta, x, y, & és n megadott, kétszer differencidlhaté fiiggvényei.
Azonkiviil feltessziik, hogy az (53) egyenletrendszer elliptikus:

—ba,— %‘(bz_a1)g> v >0,

ahol » a koordinataktol fliggetlen allando.
Mindenekel6tt megemlitjiik a kovetkezd altalanos tételt:

6. TULAJDONSAG. Minden egyszeresen 0sszefiiggd, hiperbolikus tipusi S
Riemann-feliilethez taldlhaté a 0<n<1 sdvnak S-re vald (az (53) egyenlet-
rendszernek megfeleld) kvdzi-konform leképezése; a leképezés hdrom valds
dllandétol eltekintve egyértelmiten meghatdrozott. Ha az a, b egyiitthatok ab-
szolut értékben a k korldt alatt maradnak, a S feliilet pedig az

|yI<H

sdvhoz tartozik, akkor a h<ry<l—h, h>0, sdvban az x,y fiiggvények eleget
tesznek q Holder-feltételnek :

fE+ 45— 1O <K|4ET,

ahol K és az «>0 kitevé csak a v, k, H, h konstansoktol fiigg.

Ha még azt is feltessziik, hogy az a, b egyiitthatok Osszes mdsodik par-
cidlis derivdltjai a k" korldt alatt maradnak, akkor a h<y<l—h sdvban x
és y dsszes parcidlis derivdltjai egy, csak a v, k, H, h, k” mennyzsegektol fiiggo
korldt alaft maradnak, és

(54

<Klog—]—

iax
n(l—n)’

(55) an
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Foglalkozzunk kiilon azzal az esettel, amikor S a O0<y<1 egységsav,

és a
z=f(%),
z2=x-41iy
leképezés sordn a E=+ oo pontok az x=+ oo pontokba mennek at.

7. TULAJDONSAG. Ha az a, b egyiitthatok elsé parcilis derivaltjai koziil
egyik se haladja meg az & értéket, akkor a O0=#n=1 sivban fennall:

fC+48)—f(©)
4z

O<k< < K,

ahol k és K csak &-10l, »-tdl és az a, b egyiitthatok abszolit értékének maxi-
mumatdl fiigg.

8. TULAJDONSAG. Ha az a, b egyiitthatok Osszes elsé parcidlis derivaltjai
az &, a masodik parcidlis derivdltak pedig az & korlat alatt maradnak, akkor

a 0<n<1 savban fennall: \
62

(56) < K.

Befejezésiil megemlitiink meg két olyan tulajdonségot amely a leképe—

.....

9. TULA]DONSAG. Tegytik fel, hogy az (53) egyenletrendszeren kiviil adva
van egy tole végteleniil keveset eltérd

0X_ g 0%, 5 0¥
o "t £+ 98’
G7) ] ax 6
9Y_ = Y J’
an PE +b:
egyenletrendszer is, és legyen
z2=f(%)

az (57) rendszert kielégitd, a O<n<1 egységsivot a O<y<1 egységsavba
atvivd leképezés, _
J(Loe)= oo,

fo=o.
E feltételek mellett, ha az a, b egyiitthatok els6 és madsodik parcidlis
derivaltjai LT-nél, a day=a,—ay, ..., 0bs=>b,—b, variaciok e-nal, a varia-
ciok elsd €s masodik parcidlis derivaltjai pedig %-nél nem nagyobbak, akkor

6 Il Osztaly Kozieményei XI1/2
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x-nek és y-nak & és i szerinti madsodik parcidlis derivéltjai koziil egyiknek
a variacidja sem nagyobb, mint K iT (K==const.,, T nagy az egységhez
képest), az elsé derivaltak variacidja pedig legfeljebb K.

11. A kozelitd megoldas és tulajdonsagai. A 7. §-ban végzett vizs-
galatok értelmében egy gorbevonali sdvot a O<wv<1 sdvba atvivé kvazi-kon-
form leképezés megszerkesztésének a feladata visszavezethetd egy méasodrendii
kvazi-linearis egyenlethez tartoz6é Dirichlet-feladatra. Az éltalunk vizsgalt eset-
ben, amikor az eredeti egyenletrendszer a koordinatdkat explicite nem tartal-
mazza, a kvazi-linearis egyenlet

2 2 2

— —aQ
av? dxdv ax?

alaku lesz, ahol az a, b egyiitthatok R és T fliggvényei :

_ 9y __ 9y
s . R_av’ T 9x

a=a(R,t), b=0b(R,1);

ezek a fiiggvények elsé és mdasodik derivéltjaikkal egyiitt a R, v sikon egyen-
letesen folytonosak.

Minthogy az eredeti egyenletrendszerrdl feltettiik, hogy erfsen elliptikus,
az (58) egyenlet elliptikus lesz,

(59) —a— 50,
ha R+0.
A legkozelebbi paragrafusokban a megoldds megszerkesztésénél azzal a
kiegészitd feltevéssel fogunk élni, hogy elég nagy R-ekre,
R=C,

teljesiil

a=—1, b=0,
elég kis R értékekre, R=u, pedig

1,
——a——4—b >k>0.

Ezekt6] a megszoritisoktol késébb meg fogunk szabadulni.

Attérve az (58) egyenlet megoldasanak a megszerkesztésére, el6szor meg-
konstrualjuk az ehhez az egyenlethez tartozd Dirichlef-feladat egy ,kozelitd
megoldasat”.

Ezt a kozelitd megoldast a O<w<1 egységsdvban fogjuk megszerkesz-
teni, feltételezve, hogy a keresett y(x,v) fiiggvény e sdv hatdrain adott érté-
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keket vesz fel:

(60) y(xr O)ZJ’o(x),

y(x’ 1) :yl(x)’
ahol feltessziik, hogy az y,, y, fiiggvények kétszer differencialhatok és olyanok,

hogy
0 < ko< (X)—Yo(X) < k1,

Yo ()| <&,
|0 ()| <k,

1) <K,
() <K”.

Rogzitsiink egy T pozitiv szdmot és vezessiik be az

(61) ay==a,(x) = a(Ry, To), by=bo(X)==b(R,, T,)
jeloléseket, ahol
z+T +T
] R, =% J dt J (1 (B —n@)]dt,
(62)
' To= % J dt J i@+ T)—n@) + o+ T)—y(D]dt.
' x-T t-T

Ryt és -t differencidlva becsléseket kaphatunk a R, és a 7, mennyiség

x szerinti els6 négy derivaltjara:

, 20k,—k, 2K
|R0l < ( IT 0); I OI < — T 3

. 4k . 4k
|Ro|<T;§ |To|<W;

(63)

777 4k’ V{4 4k,
|R0 |< T2 7 l I< Ts )
Ry <3 <2k

A fenti becsléseken kiviil szﬁkségﬁnk lesz még a tovébbiakban R, és

ben. Legyen tehat

......

6y0:0, |dy1|§8,
akkor nyilvan
8¢
|6Ro|< , |07 0|<T2,
(64)
RS <35, 1051< 3.

TE:

(L4
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Most irjuk fel a

”y é* y o’y _
(633) O —a(x) 5% —by(x) 532 =0

differencialegyenietet. Ennek az egyenletnek a O<wv<l1 savban reguldris és a
sav hatdrain a (60) értékeket felvevd integraljat az (58) egyenlet ugyanezen
peremértékekhez tartozo integralja ,kozelitd” értékének fogjuk tekinteni. Az a-ra
és b-re tett feltevések mellett a (63a) egyenlet elliptikus tipusi linedris egyenlet,
amelynek tetszés szerinti kétszer differencialhatd peremfeltételek mellett van
a O<w<1 savban kétszer folytonosan differencidlhaté megoldasa.

A (63a) egyenlet integraljanak ismert, az el6z0 paragrafusban felsorolt,
tulajdonsagain kiviil sziikségiink lesz a kovetkezd varidcios tételre:

1. LEMMA A K, k’ konstansok elég kis ri)'gz[iett értékeire és ba’rmely

.....

zérushoz tart, y,(x) varidcidja pedig zérus:

93| =8 Inx)=0,  limdy,(x) =0,

.....

mint me,
|0y (x, v)|<me,

ahol m csak v-tél fiigg, és minden v>0 értékre
m=m(v)<l.

BizoNyiTAS. A bizonyitishoz a (63a) egyenletet mindenekel6tt hozzuk
kanonikus alakra:

(63b) dy+43Y o +B ‘”’ —o.
A régi x,v és az uj & n valtozok kozott fenndlld
(65) E=E&(x,v), n=n(x,v)

kapcsolatok a O<w<1 egységsdvnak a O<n<l1 egységsavra valo olyan
kvazi-konform leképezését fogjak megvaldsitani, amely a

ﬂ i ﬁ += @ 0§ 3

X 4 8 A 6 v’ 1
(66) d=—a,—-bi>k>a

linedris egyenletrendszernek felel meg. A A, B egyiitthatok alakja a kovet-
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kezd lesz:
1
A s M‘ (aogm- + bogzv + gvu);
(67) | M=
B= ‘M (ao Haz -+ bo UED) + 7]1:1:),

Transzformaljuk hasonlé modon a varidlt peremfeltételeknek megfeleld
(63a) egyenletet; az

1
— a5 —be&5,+§

?(X, U) :y(x7 U) -+ ()y(x) v)
jeloléssel kapjuk: ~ _
f5+A9Y L goy
(68) 474+ A JE +B o7 0,
ahol & 7, A, B a (66), (67). képletek alapjan hatdrozhaték meg, ha az utéb-
biakban a,-t és b,-t varidlt értékiikkel helyettesitjiik.

Miutan ezt megjegyeztiik, rogzitsiink egy tetszés szerinti M(x,, v) pontot,
és becsiiljiik meg ebben a pontban a dy(x,v) varidciét. A (65) leképezésnél
és a varialt
(69) g: E(X, v), [= E(X, U)
leképezésnél fellépd tetszés szerinti allandét valasszuk meg ugy, hogy a M
pont az elsb leképezés sordn a M, (0, 7,) pontba menjen at, és hogy mindkét
leképezésnél az x tengely valamelyik x, pontja a koordinitarendszer kezdd-
pontjdba menjen &t.

A keresett dy varidciét négy varidcio Osszegeként allitjuk el6:

0y = 0,4 0,4 0;4-Js.

......

pontban a A, B kezdeti fiiggvények mellett, amikor csak a peremfeltételek
valtoznak: az y(§ 0)=y,[x(E)] feltételr6l attériink az (& 0) = y,[x(§)]+
+0y,[x(8)] feltételre. J,-nek valasztjuk a (63b) egyenlet megolddsinak dy

......

a peremfeltételek varidlédnak a & 7 koordinatdkrdl a §, 7; koordinatakra valo
attérésnek megfelel6en:
30 = Ys[X(E)]—o[x(¥)].

d-nek vessziik a (63b) egyenlet megoldasanak dy varidciojat a M, pontrol
arra a M,(&, 7j,) pontra valé attérésnél, amely a M pontnak a (69) leképezés
sordn megfelel.

Megmutatjuk, hogy a tett feltevések mellett dy fétagja o, lesz, amely
az el6z6 paragrafusban emlitett 1. tulajdonsdg értelmében kielégiti a

(70) [0, <s(1—cmp)
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egyenlbtlenséget, ahol ¢>0; de a (65) leképezés 7. tulajdonsaga miatt az %
hanyados olyan felsd és alsé korlatok kozott marad, amelyek szinten csak
a k',k’, T Kkonstansoktdl fiiggnek, kovetkezésképpen a (70) becslésben 1,

helyébe v-t irhatunk:
|0, | < e(1—cv).

Most megmutatjuk, hogy T nagy értékeire az osszes tobbi d-k kicsi-
nyek sv-hez, vagy ami ugyanaz, sm,-hoz képest.

Varidlva a (63b) egyenletet, d,-re kapjuk:

. 00, 062 Y

(71) 40,4+ A — 9E —{—B 65 Y 54 P 0B.
Meg kell becsiilniink d-t a M, pontban a mellett a feltétel mellett, hogy az
egységsav hatrain J, zérussa valik. Ebbdl a célbél megbecsiiljiik (71) jobb-
oldalat; ennek soran elég arra az esetre szoritkoznunk, amikor |y;(0)—y,(0)|<2C.

A linedris egyenletek 1. tulajdonsdga értelmében ?9% és g—;‘; olyan Kkorlé-
tok alatt marad, amelyek csak a C, &, £ allandoktol fiiggnek, igy (71) jobb-
oldaldnak nagysagrendjét 0 A és JB fogja meghatarozni. (67) szerint 0A és
OB olyan osszegekként irhatok fel, amelyeknek tagjai egyrészt az a, b fiigg-
vényeknek a § n fiiggvények x és v szerinti mdsodik parcidlis derivaltjai

variacidjaval valo szorzata1 masrészt ugyanezeknek a derivéltaknak a és b

------

9*€ 9%

(72) ao(s—a—?,...,bod?)‘?,...,
g o

(73) ()aoﬂg,.. éboaXQ’.“ .

Tekintsiik a (72) tagokat. A feladat feltételei szerint a, és b, korlatos,
tovabba (63), (64) és a linearis kvazi-konform leképezések 9. tulajdonsiga

alapjan az 0Osszes d:z—fg, ... varidciok — nagysagrendiiek lesznek. Most fog-

T
lalkozzunk a (73) tagokkal. A linedris egyenletrendszerek 8. tulajdonsiga
2
értelmében g—x—g—, kicsinyek, ha % kicsiny, da, és 0b, nagysagrendje
pedig e.

Tehat végeredményben

g6A+ ()B <KT’

ahol K csak a C, k', K’ mennyiségektol fiiggd allando.
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Innen (71) linearitdsa miatt kovetkezik, hogy

062 &
a0 | KT

és a minket érdekl6 M, pontban

D
T

Attériink 0; becslésére. d, definici0]a és a (65) kvézi konform leképezést,

,,,,,,

|62’<](1

------

y=x8), ha =0,
y=wn(), ha n=1
peremfeltételrdl az
¥ = Yo[@u(5)],
y=nlp: ()]

feltételre valé attérés soran kovetkezik be, ahol
E=g® & E=a(®)

azok a fiiggvények, amelyek a & 7 sik és a &, 7 sik egységsdvja hatdrai ko-
z0tti megfelelést létesitik. Ezek a fiiggvények haromszor differencialhatok, és
a 9. tulajdonsag értelmében fennall:

9(0) =0, [g(E)—1|<K& |90 (§)|<

g E)—1|<Ke, [97(E)I<Ke
Azonkiviil nyilvdnvalo, hogy
[ (0)| < K,
ahol K csak a k konstansoktdl fiigg.

Innen, tekintetbe véve &', k” és 17 kicsiny voltat, a linedris egyenletek
6. tulajdonsaga alapjan kapjuk, hogy d; kicsiny 7e-hoz képest.

Becsiilniink kell még d-et. A kvézi-konform leképezések 9. tulajdonsaga
és a (65), (69) leképezésekre tett kiegészito feltételek miatt fennall:

l§0|<K7]08,

_ K
|To— 10| < Tlo ’

de a feladat feltételei és a linedris egyenletek 7. tulajdonsiga szerint %
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9y
an
képpen J; kicsiny lesz n,¢-hoz képest.

Allitasunkat maradéktalanu! bebizonyitottuk.

kicsi, pedig csak a k& konstansokt6l fiiggd korlat alatt marad, kovetkezés-

12, Illesztési lemma. Tekintsitkk az x,v sikban a —1<wv<1 savot,
és legyenek ennek a sdvnak a v= 11 hatdrain megadva az y=y,(x),
¥y =(x) fiiggvények; tegyiik fel, hogy ezek a fiiggvények eleget tesznek
az 1. lemma feltételeinek. A linedris egyenletrendszerek 1. tulajdonsaga kovet-
keztében barmely kétszer differencialhato y,(x) fliggvényhez, amelyre |y,—yil,
[Yo—1l, |¥| €s |¥5| korlatos, mindig lehet konstrudlni olyan y,(x, v), y.(x, v)
fuggvényeket, hogy y, kielégitse a (63a) egyenletet a —1 <v <0 sdvban és
a v=0, v=—1 egyeneseken rendre az y,(x), y:(x) értékeket vegye fel,
az y, fliggvény pedig a O<w<1 savban tegyen eleget (63a)-nak és a v=0,
v=1 egyeneseken rendre az y,(x), y.(x) értékeket vegye fel. Természetesen
feltessziik, hogy a (63a) egyenletben fellépd a,, b, egyiitthatdkat meghatarozo
(61), (62) képletekben az alsé sdv esetében y,(x) és y,(x), a felsé sav eseté-
ben y,(x) €és y,(x) szerepel.

Bebizonyitjuk a kovetkezd lemmat:

2. LEMMA. Az y(x)-re és y,(x)-re ftett feltevések és elég nagy T mellett
van olyan kétszer differencidlhaté y,(x) fiiggvény, hogy az x tengely mentén

teljesiil |
[@_yﬁw] _ [w(w]
v v=0 a v U:O’

Ha yi(x) és yi(x) a ¥ korldt alatt, |y!(x)| és |yi(x)| pedig a k" korldt alatt
marad, akkor ’
W) <K, |y )| <v(k—k),
ahol k'-vel egyiitt v is zérushoz tart.

BizonyiTAs. A bizonyitashoz hasznaljuk fel a Schwarz-féle alterndlo el-
jarast. Rogzitsiink egy £ szamot. Tekintsiik a B,: —1<v<h, B;:—h<v<]1
savokat és szerkessziink meg benniik egy-egy fiiggvénysorozatot. Jeloljitk
¥ (x, v)-vel a (63a) egyenletnek azt a megoldasat a B, sivban, amely a v=~
egyenesen a O értéket, a »=—1 egyenesen pedig az y,(x) értékeket veszi -
fel. Jeloljiik y8(x, v)-vel a (63a) egyenletnek azt a megoldasat a B, savban,
amely a »==—nh egyenesen az y{"(x, —h), a v=1 egyenesen pedig az y,(x)
értékeket veszi fel. y{”(x, v)-vel fogjuk jelolni a (63a) egyenletnek azt a meg-
oldasat a B, sdvban, amely a v=~h egyenesen az p"(x,h), a v=—I
egyenesen pedig az y,(x) értékeket veszi fel; y{(x,v) a (63a) egyenletnek
az a megoldasa, amely v= —/ esetén y(x, —h)-val, =1 esetén y,(x)-szel
egyenld.
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A 9. tulajdonsag folytan az osszes p fiiggvények x szerinti parcidlis
derivéltjai nem nagyobbak A’-nél, az x szerinti mdsodik parcidlis derivaltak
pedig nem nagyobbak (kX -4)-ndl, ahol A4 nem fiigg sem n-t6l, sem h—tol
Innen az 1. lemma felhasznalasaval kovetkezik, hogy az

y(l) y(2) . (n) ..

¥, Y80, yf,."’,...
sorozatok mindegyike egyenletesen konvergdl, az egyik a B,, a masik a B,
savban. Jeloljiik e sorozatok limeszét y,(x, v, h)-val, ill. y,(x,v, h)-val.

A linedris egyenletek 1. tulajdonsaga értelmében a megkonstrudlt fiigg-
vények a (63a) egyenlet megoldasai €s (h-ra nézve) egyenld mértékben
folytonos » szerinti parcidlis derivaltakkal rendelkeznek; azonkiviil a konstruk-
cio szerint

yi(x, —h, h) = y.(x, —h, h), »(x, h, i) = y.(x, h, h).
Innen kovetkezik, hogy #—0 esetén a megszerkesztett fiiggvények hatarérték-
ben megadjak a keresett y,(x, v), y.(x, v) megoldasokat.

A lemma Aallitasinak masodik része az 1. lemmaban szerepld konstruk-
ciobol és a linedris egyenletek 4. és 5. tulajdonsagabdl kovetkezik.

A fent bizonyitott két lemmabol konnyen nyerhetdé a 2. lemmaban sze-
repld y,(x) fiiggvényre vonatkozd kovetkezd varidcios allitas:

3. LEMMA. A 2. lemma feltételei mellett kapjon az y,(x) fiiggvény egy
végteleniil kicsiny, kétszer differencidlhaté Oy, novekményt. Az y,(x) illesztési
fiiggvény megfeleld nivekményét O y,-lal jelolve fenndll

|0y <uldpy],
ahol u csak a k konstansoktdl fiiggd dllando és
u<l.

13 Hasonl()ségi elv. A (63a) egyenlet nyilva’m invariéns az x,v,y tér
azzal a hasonlosagi tényezdvel valtoztat]uk meg. Ebbdl kovetkezik, hogy az
el6z6 lemmakat meg lehet fogalmazni tetszés szerinti olyan sivra, amelynek
a hatérai parhuzamosak az x tengellyel.

Ha a sav szélessége 4, akkor a (62) képletekben R, és 7, helyébe a

ax+t s+t

R= a7 | as [ uo—nolas,
1 .E-i—f s+t
t= g | @5 | G O—5E RGOS -

kifejezéseket kell behelyettesiteni.
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A harom utolsé lemma allitdsai érvényben maradnak akkor, ha rogzitett
k, mellett,
|32(0) — (%) | < kod,

a kovetkezd ot mennyiség elég kicsiny:
’ ’ . 7 l
max |y;|, max|y|, 4Amax|y/|, Amax]|yy], -
14. Az n-edik kozelités. A
O<exl

egységsavot osszuk fel n szamd B, B, ..., B, sdvra,

i—1

B;: <r<—l—, i=12,...,n
n
A Y(x,v) figgvényt az (58) egyenlet n-edrendil kozelité meg-
olddsédnak nevezziikk, ha a Y fiiggvény a B savban folytonos parcialis
derivaltakkal rendelkezik x és ¢ szerint, és ha mindegyik B; savban,
i=1,2,...,n, a Y fiiggvény kielégiti a (63a) egyenletet

L=—
n’

h= Y(x, i—1 ) yz———Y(x, L)

n n
meliett.

Nyilvanvalo, hogy az igy definialt n-edik kozelités, Y, fiiggni fog a ¢
»kozepelési” paramétertol, amelyet a

=

n
képlettz] értelmeziink.

Most bebizonyitjuk a kovetkezd alapvet6 lemmat:
4. LEMMA. Legyen adva két fiiggvény, y,(x) és yi(x), amelyeknek léfezik
elsé és mdsodik derivdltjuk, és amelyekre
| (X)—y(X)| =k,
im po(x)=h,, Hm y,(x)=hy,

>+
(75) lim y,(x) =h,, lim y,(x)=h;,
>+ X~

Vi) =kK, )| =K,
| =k, [y =k"



TR

A SIKBELI TARTOMANYOK KVAZI-KONFORM LEKEPEZESEI ELMELETENEK ALTALANOS FELADATA 215

E feltételek teljesiilése és elég kicsiny k', k", % értékek esetén minden n

egész szdmhoz az (1) egyenletnek létezik olyan Y(x,v) n-edrendii kizelitd
megolddsa a B sdvban, amely a sdv hatdrain az y,(x), ill. y,(x) értékeket

veszi fel:
Y(x, 0) =y0(X), Y(x, 1) =W (x)

BizonyiTAs. Mindenekel6tt jegyezzitk meg, hogy y.(x)=y,(x) esetén
a megoldas trividlis: Y (x, v) =0 tetszés szerinti n-re és T-re.

Most tegyiik fel, hogy a keresett ¥, megoldas 1étezik a wy,(x), uyi(x)
peremfeltételek mellett, ahol y, és y, teljesiti a (75) feltételeket, « pedig vala-
milyen 1-nél kisebb pozitiv szdm, és szerkessziikk meg a (x4 Ju)y.(x), y.(x)
peremfeltételekhez tartozd megoldast elég kicsiny Ju esetére. A fokozatos
kozelités modszerével keresni fogjuk V.4, értékeit a B savok hatarain. Is-
mertetjiik az eljarast.

Tekintsiik a B, és a B, savot. Alkalmazva az illesztési lemmat, konstru-

aljunk egy, a O<v<% savban folytonosan differencialhat6 fiiggvényt, amely
a By, B, savokban kielégiti a (63a) egyenletet és a v=20, 1;=—’21— hatarokon
rendre a (u--Au)y,(x), Yu (x, %) értékeket veszi fel. Jelentse z,(x, 1) a meg-

szerkesztett fliggvény értékeit a v=% egyenesen. Az —,11—<v<—§— savban,

ugyanannak a lemmanak a segitségével, konstrudljuk meg (63a)-nak a

vz%, % egyeneseken a z,(x, 1), Y, (x, %) értékeket felvevd megoldasat.

A kapott fiiggvény v=% egyenes menti értékeit jeloljikk 2,(x, 2)-vel. Ezt az

eljarast folytatva, n—1 szamu fiiggvényt kapunk:
2(x, 1), 2:(x, 2), . .., z2(x, n—1).

Ismételjilk meg a fent leirt eljarast gy, hogy a Y,L(x, %) peremfelté-
teleket a 2,(x, /) peremfeltételekkel helyettesitjiik, ezaltal ujabb n—1 szamu
fiiggvényt kapunk:

2:(x, 1), 25(x, 2),...,2(x, n—1).

A z, fiiggvényekbdl kiindulva megkonstrudlunk n—1 szamu 2z, fiigg-
vényt stb.
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Megmutatjuk, hogy a lemma feltételeinek fenndlldsa esetén tetszés sze-

rinti i-re, i=1,2,...,n—1, a
z(x, ), 22(x, 0), ..., 20(x,0), ...

fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal egy kétszer differencidlhaté z(x,i)
fiiggvényhez, és a (63a) egyenletnek az a megoldasa, amely a B;, i=1,2,...,n,
savokban a z(x,i), z(x,i-+ 1) peremértékeket veszi fel, megadja a keresett
Y, megoldast.

Ennek érdekében el6bb megemlitjiik a 2, fliggvények néhany tulajdonsagat.

A 3. lemma és a konstrukcié folytan fennall:

(76) ‘ |za(x, )| <K.
Innen, ugyanazon lemma értelmében, elég nagy 7 esetén kapjuk:
(77) N (x, D <u (K, kK7)-n.

Ezeknek a tulajdonsdgoknak a kovetkeztében elég kis k' és ;T értékekre

és tetszés szerinti rogzitett &’ €és k mellett a z fiiggvények megszerkesztése
lehetséges, tovabba a 3. lemma szerint

(78) v |zﬂ+1 —2Zn ' < g‘zn—'Zn—l |,

ahol o<1 és nem fiigg n-t6él és i-t6l.
(78)-bol kovetkezik, hogy a

2:(x, 1), 2a(x, 1), ..oy Zm(X, D), . ..
i=1,2,...,n—1

sorozat egyenletesen konvergens. Azonkiviil, (77) és (78) értelmében, az (58)
egyenlet ,kozelitd” megolddsai — a (63a) egyenlet megoldasai a B; savban
a 2zi1,2; peremértékek mellett — (m-re nézve) egyenlé mértékben folytonos

%’ g—z parcidlis derivaltakkal fognak rendelkezni, és a konstrukcio szerint
m— oo esetén a B;, By savok kozos hataran a Bi-hez tartozo g—%} derivalt
egyenlové valik a Biy-hez tartozo Z—i derivalttal.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy ha a wuy,(x), #y,(x) peremfeltételekhez van
Y(x, v) megoldas, akkor a (u+ Au)y,(x), uy:(x) peremfeltételekhez is lehet
megoldast szerkeszteni. '

Ebbdl a megoldasbdl kiindulva ugyanezen a modon lehet megoldast
konstrualni a (u 4 4u)y,(x), (x4 4u)p,(x) peremfeltételekhez.

Minthogy =0 esetén van ftrividlis megoldés, az indukcids elv igazo-
ldsdval a megfogalmazott lemmat maradéktalanul bebizonyitottuk.
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Tisztazni fogjuk a kapott ,kozelitd” megoldds néhdny tulajdonsagat.
Ebbol a célbol tekintsiik az x, v sik O<w< 1 egységsavijdnak a R, sik
S Riemann-feliiletére valo, a

R=27,

(19) Y
T=—

ax

fiiggvények éltal létesitett leképezését.
A (31) leképezés kvazi-konform és eleget tesz a

( ov__ 3R

v ax’

(80) zﬁ_a 0T, 0%
av " oax |’ ay

i+1
n
savok mindegyikében egyenletesen folytonos fiiggvénye. Azonkiviil ezek az
egyiitthatok egyenletesen korlatosak és teljesitik a (80) egyenletrendszer erbs
elliptikussagara vonatkozé feltételt.
A feladat feltételei szerint a S Riemann-feliilet a

|[Ri<K
savhoz tartozik. Innen a linedris kvazi-konform leképezések 6. tulajdonsaga
alapjan a (78) leképezésre a kovetkezd tulajdonsdgokat nyerjiik:
1°. Barmely pozitiv h szam esetén a

. o i
egyenletrendszernek, ahol a, és b, az x,y valtozéknak az - <v<

h<v<l—h

savban a R, v fiiggvények egyenlé mértékben folytonosak,.és eleget tesznek
a Holder-feltételnek (n-re nézve egyenletesen).

2°. Tetszés szerinti v-re fennall:

1
'R(x, 17)' <Klog m,
ahol K nem fiigg n-tél.
3°. A 2. tulajdonsagbdl és ¢ korldtossagabol kozvetleniil kovetkezik,
hogy a Y megolddsok a O0<v< 1 sdvban n-re nézve egyenld mértékben foly-
tonosak. '

15. Exisztencia-tétel. A (80) leképezések imént felsorolt,tulajdonsa-
gaibdl és a 6. tulajdonsagbol kozvetleniil kovetkezik, hogy leképezés-csaladunk
kompakt, és n— oo esetén minden egyenletesen konvergens részsorozat hatar-
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értékben a 0<wv<1 sav olyan kvazi-konform leképezését adja, amely megfelel a

o _ R
S dv  ax’
®1) 261? 2 2
T T
Tv — R O G+ bR D) G

egyenletrendszernek; a limeszként kapott R, ¢ fiiggvények x €s v szerinti par-
cidlis derivaltjai léteznek és eleget tesznek a Holder-feltételnek minden
h<wv<1—h, h>0 savban. Ebb0l és a Y fiiggvények egyenldé mértékben valod
folytonossagabol az is kovetkezik, hogy a YV fiiggvények megfelel6 részsoro-
zata egyenletesen konvergens a O<wv<1 sdvban, és a hatarfiiggvény lesz az
(58) egyenlet keresett megoldasa.

Ezzel bebizonyitottuk az exisztencia-tételt a 4. lemma feltételei mellett.
Felhaszndlva a linedris egyenletrendszert kielégitd kvazi-konform leképezések
tulajdonsagait és a Schwarz-féle alterndld eljardst, nem nehéz a tételt tetszés
szerinti kétszer differencialhaté peremfeltételek esetére dltalanositani.

Tehat tegyiik fel, hogy az (58) egyenlet integraljanak a O<w<1 egység-
savban valo létezését kimondo tétel érvényes tetszés szerinti, az alébbi felté-
teleket teljesitd, y,(x), y:(x) peremértékek mellett:

1°, x— o0 és x—>— o esetén y, és y, véges hatarértékhez tart.

2° Ip@) =k, n)|=F.

3% =K, () =k

Megmutatjuk, hogy barmely elég kicsiny dy, fiiggvényhez,

[Oy|<e, [Oyi|<e, |09 <s,

megkonstrualhato az (58) egyenletnek egy, az y,(x), y:(x)+ Jy, peremértékek-
hez tartozd megoldésa.

Jegyezziik meg mindjart, hogy nem jelenti az altalanossag megszorita-
sat, ha kezdettdl fogva feltessziik, hogy mindeniitt

0y,=0.

A keresett megoldds megszerkesztéséhez felhasznéljuk a Schwarz-féle
alternald eljarast.
_ 1 2
Bontsuk fel az egységsavot a V=g, V=15
1 1 2 2 .
.D;: O<wv<—, Ds: 3 <v<-3 D;: §<v<l. Jeloljik y(x,v)-vel az (58)
egyenlet megoldasat az eredeti feltételek mellett.
Jeloljiik Y (x, v)-vel (58)-nak azt a megoldasat a D, D, savban, amely
1

a hatarokon az y X3 és y,+ 0y, értékeket veszi fel. Y{P(x, v)-vel jeloljiik

egyenesekkel harom savra:
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(58) azon megolddsat a D,+ D, savban, amely a hatirokon az yp,(x) és

Yl‘“(x, %) értékeket veszi fel. A Y fiiggvény (58)-nak az a megoldasa a

D,+ D, savban, amely a hatirokon a Y@, (x, %), ¥+ 0y, értékeket veszi

fel. Y lesz (568)-nak azon megolddsa a D,-}- D, savban, amely a hatarokon
az yo(x) és YO (x, %) értékeket veszi fel.

Az exisztencia-tétel bizonyitidsa érdekében meg kell mutatnunk, hogy:

1°. Elég kis ¢-ra az Osszes Y és Y@ fiiggvények megszerkeszthetok.

2°. A megszerkesztett sorozatok n— oo esetén a keresett megolddshoz
tartanak.

A sorozat konvergencidja azonnal kovetkezik kompaktsagabol és mono-
tonitdsabol. Valoban, a Schwarz-féle elv értelmében

YO <V << sup [max py(x), max (p,+0p)],
YP<YP <.« < sup[max y,(x), max (y,+ op)];

azonkiviil a derivalt egyenletrendszernek megfeleld kvazi-konform leképezésre
vonatkozé maximum-elv szerint barmelyik Y fiiggvényre fennall:

ay

3% <k +e

Annak a bizonyitdsat, hogy az Osszes Y fiiggvények megkonstrualdsa
lehetséges, két részre bontjuk. El6szor kimutatjuk a megoldas létezését elég
kicsiny k" mellett, de tetszés szerinti &”-re. E célbdl fel fogjuk tételezni, hogy

a 2° feltételben k' olyan kicsiny, hogy az (58) egyenletnek minden, a —g—

szélességli O<wv< 2 ill L<v<1 savon értelmezett z(x, v) megoldasara a

33
0z ,
6_x < kl
feltételnek a sav hatarain vald teljesiiléséb6l kovetkezik, hogy a v= %, ill. v= %
kozépvonalon
8’2 " N ,
7| =ki=p¢(K), limo(k)=0.
ax k>0

Az, hogy ilyen k[ konstans tetszés szerinti & mellett 1étezik, a linearis egyen-
letrendszerek 8. tulajdonsagabol kovetkezik.
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Miutdn ezt megjegyeztiik, tekintsiink egy dy,-et, amelyre

i+ Oy =k
llyen koriiimények kozott, ha

” \ 7 9 7
(82) |y1 'l‘()yl |< Tko,

akkor az osszes Y fiiggvények megszerkeszthet6k. Valéban, a maximum-elv

értelmében Z—Z-re teljesiilni fog

< ki,

(24
ax

%, v=% egyeneseken a Y fiiggvények x szerinti
masodik derivaltja kisebb lesz, mint k;". Innen kovetkezik, hogy a D,+ D,
savban a konstrukcié mindig lehetséges. Vizsgdlnunk kell még a D,+ D,

kovetkezeésképpen a v=

savot. Elvégezve ennek a savnak %:1 aranyl hasonlosagi kiszélesitését, a

Y™ megoldasok megszerkesztését az egységsdvra vezetjiik vissza, és (82)
folytin a peremértékek masodik derivaltja nem haladja meg a k& értéket.
A YO fiiggvények megkonstrudldsa szintén mindig lehetséges. Ezzel kimu-
tattuk a megoldas létezését tetszés szerinti kétszer differencidlhato y,, y, perem-
értékekre az

|V <ki, [y <k

feltétel' mellett.
Attérve az altalanos esetre, dy,-et vessiik ald az

’ 7 3 ’

yitonl<5 kK
feltételnek, €s tekintsiik Y{" konstrukcidjat. Miutdn a D,+ D; savot az egység-
sdvra vezettitk vissza, olyan peremfliggvényeket kapunk, amelyeknek a deri-

valtja abszolut értékben nem nagyobb, mint ;. Innen és a (Z—};-re vonatkozo

maximum-elvb6l addédik az osszes Y és Y® megszerkesztésének lehetséges-
sége. Ezzel az (58) egyenlet megolddsanak a létezésérdl szolo tételt bebizo-
nyitottuk két megszoritds mellett: 1) elég nagy R-re

a=1, b=0

s 2) x—oc €5 X— —oo esetén az o(x), 1(x) peremfiiggvények véges
hatarértékhez tartanak.
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Az els6 megszoritas y,, y;, ¥, ¥i korlatossaga esetén automatikusan feles-
legessé vdlik annak a tételnek az alapjan, amely becslést ad R-re. A mdsodik
megszoritidst (ijabb hatardtmenet atjan lehet kikiiszobolni.

lly médon véglegesen megfogalmazhatjuk az (58) egyenlet integraljanak
létezésére vonatkozd tételt:

7. TETEL. Ha a

sy 8y 'y
(83) Y aax2 baxav"

egyenlet a=a(R, t), b=0(R, t) egyiilthatoi elsé és mdsodik derivdltjaikkal
egyiitt egyenletesen folytonosak a R, T sikban, és

(84) —a—/i B> k>0,

akkor bdrmely két, elso két derivdltjdval egyiitt korldgtos, y,(x) és y.(x) fiigg-
vényhez a (83) egyenletnek van olyan megolddsa a 0<wv<1 sdvban, amely
a sdv hatdrain rendre az y,(x), y.(x) értékeket veszi fel.

A bebizonyitott tételbdl és a kvazi-konform leképezések fentebb meg-
allapitott altalanos tulajdonsdgaib6él konnyen nyerhetd a kvazi-konform leké-
pezés létezésére vonatkozd alabbi tétel:

8. TETEL. Ha a karakterisztikdkban felirt

| W=F,(V, o),
(85) | 6— Fy(V, @)

egyenletrendszer erdsen elliptikus, és a D([,, I') tartomdny I,y = y,(x),
I':y=Y(x) hatdraira teljesiilnek a
‘ k<Y(x)—p(x) <K,
(Yo <k, [V(x)|<K,
19 ()| <k”, [Y7(x)] <k
Seltételek, ahol k, K, k', k" valamilyen dllandok, akkor a
D: p(x)<y<¥Y(x).

tartomdnynak mindig van olyan, a (85) egyenletrendszernek megfeleld kvdzi-
konform leképezése az u,v sik h<v<H sdvjdra, amely a + oo ponfokat a
+ oo pontokba viszi dt.

A leképezés, az u tengely irdnydban torténd tetszés szerinti elfoldstol
elfekintve, egyértelmiien meg van hatdrozva.

7 1. Osztdly Kozleményei X1/2
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BizonyitAs. Nyilvanvalo, hogy nem megy az altalanossdg rovasara, ha
feltessziik, hogy #—=0, H=1; azonkiviil a (83) egyenlet integraljanak léte-
zésérdl most bizonyitott tétel érteimében elég megmutatnunk, hogy a (85) egyen-
letrendszer er6s elliptikussaga és a

k<Y(X)—p(x)<K

feltétel fennalldsa esetén a (83) egyenlet y,(x), Y(x) peremfeltételekhez tartozo
y(x, v) integrdljara a O <v <1 sdvban mindentitt érvényes, hogy

rR=%>0.
v
De a maximum-elv szerint R a O<v<1 sav hataran felveszi legkisebb
értékét, és ez a k, K konstansok segitségével becsiilhetd (6. tétel):

R=u(k, K)>0.
Masrészt a —a——;—b2 kifejezés minimalis értéke R=u esetén, az erds ellip-
tikussag feitétele miatt, pozitiv:

] 2
—G_Tb > m(w).

Ebbo6l kovetkezik, hogy ha a (84) feltételben az n konstans kisebb
m(u)-nél, akkor a (83) egyenlet megkonstruadlt megoldasanak meglesz az a
sziikséges tulajdonsaga, hogy R pozitiv.

BEerEJEZES. Ebben a cikkben a kvazi-konform leképezések altalanos fel-
adatdnak csak arra az esetére végeztiink részletes vizsgalatot és bizonyitottunk
be exisztencia-tételt, amikor az egyenletben a koordinatdk explicite nem sze-
repelnek, és amikor sdvszeri tartomanyoknak egyenesvonalu sdvokra vald
leképezésérdl van szo. A teljes elméletet, a linedris elmélet itt nélkiilozhetet-
len kiegészitéseinek részletes kifejtésével egyiitt, kiillon monografidban szén-
dékszom megadni. Mindjart megjegyzem azonban, hogy a linedris egyenlet-
rendszerekr6l a nemlinedrisakra vald attérés legnagyobb elvi nehézségei éppen
anndl a résznél adodtak, amelyet a jelen cikkben fejtettem ki.

A savszerli tartomanyokrdl korlatos tartomdnyokra valo attérés nem titko-
zik elvi nehézségekbe: savok ,illesztése” helyett lehet gyfiriiket ,illeszteni”.
llyenkor az egyenesvonalu koordinatakat polarkoordinatdkkal (csillagiartoma-
nyok esete) vagy valamilyen specidlis gorbevonalu koordinatakkal (altalanos
eset) kell helyettesiteni.

1 Ennek az egyenldtienségnek a  bizonyitdsdhoz lényegesen ki kell haszndlnunk az
eredeti egyenletrendszer erbs elliptikussagat, mert, amint példakkal koénnyen igazolhato,
Yo(x) < Y(x) fennallasabdl és a (84) feltételbdl nem kovetkezik, hogy R >O0.
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A tanulmanyozott egyenletrendszerrél a tetszés szerinti erdsen elliptikus
egyenletrendszerre vald attérést azokkal a moddszerekkel lehet elvégezni, ame-
lyeket egy kordbbi cikkben ismertettiink: ,06 opHom kjacce HenpepbIBHBIX
oro6pakennit” (Maremaruyeckuit c6opHuk, 1935).

Lényegesen nagyobb és tavolrdl sem legy6zott nehézségekre vezetnek
a vegyes tipust egyenletrendszerekre és a haromdimenzids tartomdnyok le-
képezésére vald attérés problémai.

Fordifotta: Bogndr Jdnos,
az MTA Matematikai Kutato Intézete
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