EGY KOZLEKEDESI PROBLEMAROL
irtak: BARTFAI PAL és DOBO ANDOR

Bevezetés

Az alabb targyalt problémak a nagyvarosi gyalogoskozlekedés soran lép-
nek fel. Az 1. &brdn lathat6 vazlatos rajz egy utvonalat — a két oldaldn hu-
z6d6 jardaval —, tovabba az adott uitvonalat derékszogben keresztezd két masik
utvonalat tiintet fel. A keresztez&déseknél jelz6lampak irdnyitjdk a forgalmat.
A két keresztez6dés kozott egy kijelolt helyen ,,szabadon” étkelhetnek a gya-
logosok ' (természetesen ,,derékszogben”). A kiinduldsi probléma, melyet az
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1. dbra

1. §-ban targyalunk az, hogy hogyan kell kozlekednie annak, aki a legrovi-
debb id6 alatt akar a 8-as pontbdl az 1-esbe jutni. Ennek kapcsdn azt vizs-
géljuk, hogy a gyalogosnak érdemes-e igénybe venni a szabad atkel6helyet.
A kérdésre adott vilaszndl természetesen nem szabad az egyoldali matema-
tikai eredményre tdmaszkodni, annal is inkdbb, mert a dontésnél nem csupan
az egyén idOnyereségét kell figyelembe venni, hanem a kozérdek szempont-
jait is: a kozlekedés biztonsagat és zavartalansigat.

Az 1. §-ban targyalt problémanal feltételezziik, hogy a gyalogos a sza-
bad étkel6helyhez érkezésekor még nem latja, hogy mit mutat a jelz6ldmpa,
illetve ebbél nem von le kovetkeztetéseket. A 2. §-ban azt mutatjuk meg,

1 Az itt értelmezett ,;szabad” atkelés annyiban jelent szabadot, hogy a kozlekeddk
renddri irdnyitds nélkiil barmikor — ha az uttesten nincs épségiiket veszélyeztetd kozleke-
dés — athaladas végett igénybe vehetik ezen a helyen az ttszakaszt.
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hogy milyen kovetkeztetést lehet levonni a célszerii utvonalra és az atlagos
idonyereségre akkor, ha a kozlekedd latja a jelz6lampa atkapcsolasait, tovabba
ismeri az egyes jelzések idotartamanak eloszlasat.

1.§

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: a, b €s c jeldlje rendre a piros,
zold és sarga jelzések atlagos iddtartamat (a tovabbiakban a jelzéseket min-
dig az ut hosszirdnyaban tekintjiik, ha nem tiintetlink fel mds irdnyt), f-vel
jeloljiik a szabad atkeldhelyen torténd athaladas atlagos idejét, ¢#'-vel pedig a
jelz8lampanal torténd athaladas idejét. (A keresztezd tutszakaszoknal a kijelolt
helyeken barmilyen megengedett irdnyban valo Aathaladasok idejét, szamita-
saink folyaman egyformanak tételezziik fel.)

Azokat az id6ket, amelyeket az dttesten nem athaladdsra vagy véarako-
zasra forditunk (pl. a 6-bdl 4-be jutds idejét) ebben a paragrafusban nullanak
fogjuk tekinteni, ugyanis az ilyen szamitisba nem vett idok Osszege az ut-
vonal barmely megtételi modjanal ugyanakkora, ezek elhagyasaval az utvo-
nalak Osszehasonlitisat nem befolyasoljuk. Feltételezziik tovabba a gyalogo-
sok szabdlyos kozlekedését és azt, hogy a z0ld jelzésnél elindult gyalogos
atéréséig a jelz6lampat legfeljebb sargdra valtjak at.

El6szor a problémanak csak két részletkérdését vizsgaljuk: a 4—1 atke-
lés A, varhaté idejét, majd a 3—1 4tkelés B, vérhatd idejét szdmitjuk ki.
a b 2c
at+b+2c¢c’ at+b+2¢’ a+b-+2¢
sziniiségekkel kapunk piros, zold, illetve sirga jelzéseket. Az egyes esetekben
kiszamithatjuk az &atkelés varhato idejét, ezeket szorozva a valdsziniiségekkel

és osszegezve megkapjuk A,, ill. B, értékét:

Véletlenszeriien érkezve a 4-hez valg-

c , c c , ¢
A1=(7+“+C+’ )a—mﬂL(?“““ )mz—ﬁ
a , a b , b _
+(7+C+t)m+(7+c+t)m_
_ (a42c) +b2—|—4bc+602+t,
~2(a+b+20c) T 2(at+b+20)
c , c c , c
B‘:(7+t ) a-+b+2c +(—2—+a+c+t ) a+b+2c +
a , a , b _ (a+-2c) ,
+(?+C+t) arbr2c T a2 2@atbr29 L

A kiszamitott és rendezett formuldkbol lathatd, hogy A, > B,.



EGY KOZLEKEDESI PROBLEMAROL 265

Kérdés, hogy ha a 6-bol az 1-be akarunk jutni, érdemes-e a szabad
atkelét felhasznalni. Nyilvan csak akkor érdemes, ha A, > B,+t, azaz

_ b’ +4bct-60° 4 o o Y .
t<A—B = 2@T+6120° Példaul a=205 esetén c=0 kozelitéssel szd
molva t<% adodik feltételként. Hogy ez a gyakorlatban teljesiil-e, azt a pa-

ragrafus végén meg fogjuk vizsgdlni.

Ezek utan konnyen valaszt adhatunk a bevezetdben felmeriilt problé-
mara, vagyis arra a kérdésre, hogyan érdemes kozlekedni, ha 8-bol 1-be a
legrovidebb id6n beliil akarunk eljuini? Belathats, hogy mivel A, > B,, cél-
szeri elindulni arra, amerre el6szor zoldet kapunk. Ha igy 7-be jutunk, to-
vabbi utunk méar nem okoz gondot, ugyanis 5-b6l 6-ba menni A, > B, miatt
nyilvan nem érdemes. Ha 8-bdl 6-ba jutunk — az eldbbi esethez hasonl6an
— oft = A,—B, alapjan kell eldonteniink az utiranyt.

Mdodositsuk az el6z6 feladatot ugy, hogy 2°-bdl 1*-ba — mint azt az
1. dbra mutatja — egy szabad atkelohely vezessen. Ekkor a 3—1* athaladas
ideje valtozatlan, B =— B,, a 4—1" 4thaladas ideje azonban megvaltozik:

c
a+b-+2c +-

c ’

§+a+c+t )

) e =
at+b+2c

c
at+b-+2c +(

a , a
+(§+c+t ) at+b+2c
_ (a+2cy , b+c .
T 2(a+b+20) T a+b+2c £
ahol #* a 2*—1"* athaladas atlagos ideje. Az el6zGeket figyelembe véve 8-bol
indulva egyetlen probléma, hogy 6-ba érkezve atmenjiink-e 5-be, vagy sem.
Erdemes athaladni, ha ‘

N R
Al—(z—l—t —I—l‘)

s s b+c .
t<A1—'Bl = m t.
Ez azonban f{=1* esetén lehetetlen, s6t a="5 esetén is csak akkor lehetsé-
ges, ha t*>2f. Mivel ez gyakorlatilag nem szokott el6fordulni, azt mondjuk,
hogy ebben az esetben a 6—5 atjaré haszndlata nem célszeri.

A fentiek utdn még kézenfekvdé megvizsgdlni azt az esetet, amikor az
utvonal mentén tobb jelz6lampds keresztezbdés és tobb szabad atkeld van.
Ebben az esetben a szamitasok azt mutatjdk, hogy a szabad atkelok koziil
legfeljebb az utols6t érdemes haszndlni; ha ezutin még van jelz6ldmpas ke-
resztez0dés, akkor csak abban az esetben elényds a hasznalata, ha {<A,—B..

Gyakorlatban a kérdést a Kossuth Lajos utca Muzeum korati és a Pet6fi
Sandor utcai keresztez6désénél vizsgaltuk meg. 40 mérési adat alapjan a ko-
vetkezd értékeket nyertiik:
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Miizeum korntnal:
a=66,4" szoOrasa 20,0”

b= 41,3" szorasa 11,6
¢c= 55" szorasa 1,67

A =379"+t

Bi=241"+t

Pet6fi Sandor utcanal:

a—=40,0" sz6rdsa 94"
b=41,1" szorasa 15,07
c= 4,2" szOrdsa 2,5”

A =285"+4t

B, =122" 4+t

Ugyancsak 40 mérésb6l meghatroztuk a szabad atkel6helyen (Puskin mozi
el6tt) torténd athaladds atlagos idejét: ¢t — 14,9".

Az adatok alapjan azt mondhatjuk, hogy a Pet6fi Sandor utca feldl in-
dulva a Muazeum korat tils6 sarkdhoz (8-bol 1-be) nem érdemes az atkel6t
igénybe venni, mert { > A,—B, = 13,8"”. Ellenkez6 iranyban téve meg az utat,
a matematikai eredmény ugyan a szabad atkel6 hasznélatat javasolja, mert
t< A,—B,=16,3", de meggondolva azt, hogy az idonyereség atlagosan mind-
Ossze 1,4” és ez gyakorlatilag annyira jelentéktelen, hogy ezért nem érdemes
a kozlekedés biztonsagat és zavartalansdgat kockaztatni. llyen esetben is a .
jelz6lampés 4tkeld hasznalatat javasoljuk.

2.§

Ebben a paragrafusban azt fogjuk vizsgéalni, hogy a kozleked6nek
merre érdemes elindulnia akkor, ha a 6-ba érkezésekor észlelni tudja, hogy
mit mutat a jelz6lampa 4-nél. Egyszeriiség kedvéért csak egy esetet targyalunk,
éspedig azt, amikor 6-ba érkezve a z0ld jelzést sargara kapcsoljak at. Tegyiik
fel, hogy a 6-tol 4-ig terjed6 1tszakasz megtételéhez 7, a 6—5 dtkeléshez ¢
id6 sziikséges. Vizsgaljuk a két szdmbajohetd utvonal megtételéhez sziikséges
atlagos idok kiilonbségét.

A targyalas megkonnyitése végett tegyiik fel, hogy a 6-bol két személy
A és B egyszerre indul el tigy, hogy A 4-en at, B pedig 5-0n at jut el 1-be.
Tegyiik fel tovabba, hogy a jelz6lampéak valtasi id6tartamait pontosan ismer-
juk. Jelolje z a z6ld, p a piros, s, a zold utani, s, a piros utani sarga jelzés
idotartamat. Az alabbi tdblazat mutatja, hogy ha A és B a megadott jelzé-
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sek esetén érkeznek 4-be, illetve 3-ba, akkor melyik mennyi idével elébb
érkezik 1-be. Az idokiilonbségnél m indexszel jeleztiik, hogy nem a jelzés
teljes id6tartamardl van szo, hanem csak arrél a részérdl, amelyet A-nak 4-be
érkezésétdl szamitunk. Targyaldsunknal, a gyakorlatnak megfelelen feltéte-
lezziik, hogy < p és t<z, ez esetben vizsgalatunk sordn tobb eset kizar-
hat6, melyet a tablazatban athiizassal jeleztiink. Ha A és B egyszerre érkezik
1-be, akkor idOnyereség, illetve veszteség nincs; ezt a tablazatban nullaval
jeloltiik.

A

B\_ Sy S5 D 2
R S N A
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Gl B 5

21 5L 24 : 2
SV A

el P 2 s,
Bl O 5 B A B

N Dbt T —sg ) w e syt

Az el6bbiek alapjan a jelz6lampdk valtdsi id6pontjainak pontos ismerete
esetén a 2. dbran lathat6 grafikon azt mutatja meg, hogy ha a 6—4 ut meg-
tételéhez T ido sziikséges, akkor érdemes-e atmenni, és mennyit nyeriink az
atkeléssel.®> Az abszcisszdn a 7-t, az ordinatdn az idényereséget abrazoltuk

rogzitett ¢ mellett.

M*
50" !
40 ‘
30"
20" ‘ 1
10" s | $1
's'; p \'S; z '5'1 "s; z s; p 132 T
P+
pts2
2. dbra

2 Ez az eset all fenn, ha az iranyitds automatikusan torténik.
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Ha figyelembe vessziik, hogy a valtdsok idOpontjai valésziniiségi
valtozok, akkor ez a gorbe jelentésen eltorzul. Jeldljitk a piros jelzés és
az elbtte levd sdrga jelzés idotartamainak Osszegét &-vel, a zold jelzés és az
elbtte levd sarga jelzés idStartamainak #-vel csokkentett Osszegét z-val. (Fel-
tehetden 7 > 0.) Ekkor egy valtasi periddus: &+ 1+ f = sr. Legyenek tovabba a
Etmtmm 4o, Mt b, E4 At At
(k=0,1,2,...; w,=0) valOsziniiségi valtozok siirliségfiiggvényei rendre
fe(x), gx(x), hx(x) eloszlasfiiggvényei Fi(x), Gr(x), Hr(x). Ezek ismeretében
konnyen kiszamithato a

PE+n+m+4m+ -+ <T<E+n+m+ a4+ +mt+t)=
= P(T—t<§+n+m+m+-- +m<T)=H(T)—H.(T—1)

valdsziniiség, és igy a varhaté id6nyereség Kkifejezésének negativ elojellel
szambajovd tagjai — eltekintve a késdbbiekben targyalt korrekciotol:

K(T)=(a+c) kZ:(Hk(T)—Hk(T—t)).

A pozitiv tagok meghatdrozasdnal elhanyagoltuk azt az esetet, amtkor A és
B mindketten sarga jelzésnél érkeznek az ttkeresztezodéshez, mert a mérési
eredmények azt mutatjadk, hogy s:<t (i=1,2) az esetek tilnyomd tobbsé-
gében. A B-re vonatkozd idOnyereség meghatdrozdsa végett vegyiik figye-
lembe, hogy

PE+m+ 4+ F it an< T<E+my+ 4 -+ + 71+ (@ - 0)np) =
=JP(§+7Lo+m+ ot mten<T<E+mtmmt - et (e + 0| n=y)-
)
&) dy = | P(T—(e+0)y<E+ -+ 4 -+ + 1< T—p)go(y) dy =
0

=Of [F(T—ay)— Fu(T—(a -+ 0)p)]gu(y) dy~ 0 f V(T—ay)gy) dy,

feltéve, hogy Fi(x) mindeniitt differencialhato, és o elég kicsiny pozitiv szam,
O=ea<).

Masrészt 7 siirliségfiiggvénye g*(x) a T=§+m+m+ -+ mtay
feltétel mellett a Bayes-tétellel kiszdmithato:
" Xf(T—ax)gy(x
g (X)= 3 fk( )gO( ) .
J 2fi(T—a2)g(2)dz

0
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Ennek varhatd értéke

| ef(T—ex) g dx
M("2]§+ﬂ0+nl+"'+ﬂk+“7ZT):”m :
_[xfk(T—a x)2o(x) dx

0
Mivel a T=E&+m+m+---+m-t+an esetén az atkeléssel 4tlagban
(1—e)n+c id6t nyeriink a masik utvonalhoz képest, igy a varhaté idénye-
reség pozitiv eldjeles tagjai a k-adik valtdsi periddus esetén:

@

: [ f(T—an)gy(x) dx -
Lk(T):[ (1—“)“09 +c| | xfi(T—ex)g(x)dxde—
0 | xfu T—eax)gu(x) dx o
zf(l——a)fx’lfk(T—ux)go(x) dxde -+ cJ1J.xfk(T—ax)g(,(x) dxde.

Az
L(T)= kZ:OLk(T)

jelolés mellett a teljes idonyereség
tehat
M(T)=L(T)—K(T).
Az eddigi szamitisaink so- 0 10 207 307 40" 507 60" 70
ran még nem vettiikk figyelembe ' 3. dbra
a 2. dbran mutatkozé azon id6-
veszteséget, mely akkor 1ép fel, ha A 4-hez érkezve piros, B 3-hoz érkezve
z6ld jelzést kap. Ennek Kkorrigdlasat L(7) kiszamitdsahoz hasonlé moédon
végezhetjiik el. Ha pi(x) jeloli a szo-+ 7z, + -+ + 7n. siirliség-fiiggvényét, akkor
fk(x): 5 xpk(T_“x)fO(x) :
J z2p(T—e2)fy(2)dz
0
ahol f*(x) a & siiriiségfiiggvénye a 7=+ 71+ -+ 41+ & feltétel mel-
let. A sarga jelzés idGtartamat jeloljiik C-val, stiriiségfiiggvényét g(x)-szel. f*(x)
ismeretében & — (1—ea)&+4 L (ami megfelel annak az idétartamnak, ami A-nak
4-be érkezésétdl a legkozelebbi zold jelzésig eltelik) sfirfiségfiiggvénye kony-
nyen meghatdrozhato.

L
X

mperc
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Ennek alapjan kiszdmithaté a t—e, varhat6 értéke. Ezek utan az L#(7)
korrekciora a kovetkezd adodik:

L=t | fxpk(r—ax)}g(x)dxda—

% Of f Of uxpi(T—ex)fo(x)q(u—(1—a)x)dudxde.

Es igy a teljes idényereség az

L*(T)= RZ:LZ(T)

M*(T)= L(T)—L*(T)—K(T).

Az 1. §-ban szerepld példara alkalmazva az eredményt, amikor is /= 12,
kiszamitottuk M*(T') értékét 7 fiiggvényeként. A jelzések id6tartamanak elosz-
lasat I'-eloszlassal kozelitettiik. A 3. dbran lathat6, hogy ez a kozelités el-
fogadhato.

jelolés mellett

A M*mperc

e
61 >
o
: , 7
; T perc
- 50" 100 150) 2m’ \?\55/ 300’
‘.4'
=55
_8‘

4. dbra

Az igy kapott grafikon alapjan (4. abra) az aldbbi kovetkeztetést von-
hatjuk le:

Ha a Pet6fi Sandor utca feldl kozelediink a Muzeum kortit és a Rakoczi
ut sarkan 4allé mozimiisort hirdetd tablahoz, s ha a Puskin mozi el6tti szabad
atkel6helyhez érve azt latjuk, hogy éppen akkor kapcsoljak at a zold jelzést sar-
gara, akkor, mivel 7~ 54" csak az idOnyereséget tekintve, érdemes a szabad
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atkel6t igénybe venni. Ekkor ugyanis az atlagos idényereség kb. 6”. Mint lathato
— a kezdeti szakasztol eltekintve — a gorbe a csillapitott rezgébmozgast ab-
razol6 gorbéhez hasonlit, amely az M — 1,8” értékhez aszimptotikusan kozeledik.

Nyilvanvalo, hogy e dolgozatban targyalt problémédk még tobbféle szem-
pontbdl altalanosithatok. Pl. T is tekinthetd valosziniiségi valtozonak. Mas
esetben a kozlekedd a szabad atkelésnél figyelembe veheti, hogy az uttesten
varakozassal vagy anélkiil juthat-e at stb. Ezekkel a vizsgalatokkal azonban
itt nem foglalkozunk.

(Beérkezett: 1961. L. 17.)
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