
NÉHÁNY MEGJEGYZÉS BIRKHOFF 111. PROBLÉMÁJÁRÓL 

írta: RÉVÉSZ PÁL 

B e v e z e t é s 

Egy A = {auc}lk=i mátrixot duplán sztochasztikusnak nevezünk akkor, ha 

(lik = 0 0 = 1 , 2 , . . . , « ; k = 1 , 2 , . . . , « ) 
és 

n n 

Z a i k = 1 (Ar = 1 , 2 , . . . , rí); 2 > t = l ( / = 1 , 2 , . . . , « ) . 
i = l í. = l 

Egy P = { p i k } l k = i duplán sztochasztikus mátrixot permutáció matrixnak ne-
vezünk, ha elemei között csak a 0 és 1 számok fordulnak elő. Könnyen lát-
ható, hogy az « x « -es permutáció mátrixok száma « ! 

BIRKHOFF [ 1 ] dolgozatában bebizonyította a következő tételt. 

1 . T É T E L : Legyen A = {aik}lk=i egy duplán sztochasztikus matrix és je-
lölje Plt P2,..., Pn\ az nxn-es permutáció mátrixok sorozatát. Ekkor talál-
ható a nem negatív valós számoknak egy cu c2,..., cn\ sorozata úgy, hogy 

n ! n ! 

A = ZckPk és = 
k = l fc = l 

BIRKHOFF [2] könyvében felveti azt a kérdést, hogy mi módon általáno-
sítható az 1. tétel végtelen matrixokra. 

Minthogy e problémával már eddig is több cikk foglalkozott, amelyeknek 
során nagyszámú megoldatlan probléma vetődött fel és a matematikának 
több különböző ága került felhasználásra, indokolt e kérdéssel egy összefog-
laló cikkben foglalkozni. 

Jelen dolgozat az 1. § -ban a véges, a 2. § - b a n a végtelen esetet tár-
gyalja. 

1. § . A v é g e s e s e t 

Az 1. tételnek több bizonyítása ismeretes, most egy gráfelméleti eszkö-
zöket használó bizonyítást adunk. Elöljáróban ismertetjük a szükséges gráf -
elméleti fogalmakat és eredményeket, továbbá a lineáris algebra egy jól ismert 
tételét, amelyre a továbbiakban szükségünk lesz. 
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1. d e f i n í c i ó . Egy 2n szögpontú G gráfot páros körüljárásúnak neve-
zünk, ha megadható a szögpontoknak két diszjunkt, egyenként n szögpontot 
tartalmazó V, illetve V' halmaza úgy, hogy Ц minden éle K-nek egy pontját 
E'-nek egy pontjával köti össze (de nincs (|-nek olyan éle, amely V két pont-
ját, illetve V két pontját kötné össze). 

A páros körüljárású gráfokra vonatkozik a következő 

2. TÉTEL [3]: Legyen Ц egy In szögpontú páros körüljárású gráf. A V 
és V halmazokat definiáljuk az 1. definícióban leírt módon. Tegyük fel, hogy 
V bármely l ( / = = 1 , 2 , . . . , « ) szögpontja össze van kötve V'-nek legalább l 
szögpontjával. Ekkor található Ц-пек n éle, úgy, hogy ezek segítségével V 
minden egyes pontja össze van kötve V-nek egy és csak egy pontjával. 

Ezen tételt a következő formában is szokták kimondani: 

2a. TÉTEL. Tekintsünk egy n fiúból és n lányból álló társaságot. Tegyük 
fel, hogy ezen társaságon belül bármely l (1= 1,2,...) fiú összesen legalább 
l lányt ismer. Ekkor minden fiú meg tud nősülni úgy, hogy egy olyan lányt 
vesz feleségül, akit ismer. 

Fenti átfogalmazás miatt szokták ezt a kérdéskört házassági problémának 
is nevezni. 

Megemlítjük a 2. tétel végtelen gráfokra vonatkozó megfelelőjét. 

3. TÉTEL [4]. Legyen V— {a,} i Ç M és V' = {aí} i ( M' két tetszőleges 
halmaz. (Az M és M' index halmazokról nem teszünk fel semmit.) A Ц páros 
körüljárású gráfot oly módon konstruáljuk, hogy V bizonyos szögpontjait ösz-
szekötjük V' bizonyos szögpontjaival. Tegyük fel, hogy V minden szögpontja 
V-nek csak véges sok szögpontjával van összekötve, V-nek minden szög-
pontja V-nek csak véges sok pontjával van összekötve, továbbá V-nek bár-
mely l ( / = 1 , 2 , . . . ) pontja V-nek legalább l pontjával van összekötve és 
V-nek bármely l pontja V-nek legalább l pontjával van összekötve. Ekkor 
található V-nek egy V'-re való kölcsönösen egyértelmű leképzése úgy, hogy 
az egymásnak megfeleltetett pontok (%-ben éllel vannak összekötve. 

Rátérünk a szükséges lineáris algebrai fogalmakra. 
2. d e f i n í c i ó . Legyen E az n-dimenziós euklidesi tér egy halmaza, 

legyen x ( E , azt mondjuk, hogy x £-nek extremális pontja, ha nem talál-
ható E-nek két különböző és x2 pontja úgy, hogy 

x = Aj Xi -j- Я2х2, 

ahol l , és A2 pozitív valós számok és 2, + = 1. 
3. d e f i n i c i ó . Az n dimenziós tér egy konvex, korlátos, zárt halmazát 

poliédernek nevezzük, ha csak véges sok extremális pontja van. 



N É H Á N Y M E G J E G Y Z É S B I R K H O F F 111. P R O B L É M Á J Á R Ó L 2 7 5 

Jól ismert a következő egyszerű 
4 . T É T E L . Legyen E az n dimenziós térben egy konvex poliéder. E extre-

mális pontjai legyenek az x1 ; x 2 , . . . , x„, pontok. Ekkor minden x ( £ ponthoz 
található a nem negatív valós számoknak egy /.,, Я2,..., Ят sorozata úgy, hogy 

X =í= Xi -J- Я-2 Xo -J- • • • -J- Лш Xm • 

Mielőtt rátérnénk az 1. tétel bizonyítására, a következő két lemmát bizo-
nyítjuk be. 

1. LEMMA. Legyen A = {aik}i}k=i egy duplán sztochasztikus matrix. Ezen 
matrix nem tartalmazhat egy l sort és j oszlopot tartalmazó azonosan О В 
minort, ha n—/</, azaz bármely l ( / = 1,2,...,«) sorhoz található l osz-
lop úgy, hogy az ezek által meghatározott minor minden oszlopában van po-
zitív elem. 

BIZONYÍTÁS . Tegyük fel, hogy A tartalmaz egy ilyen В minort. Jelöljük 
C-vel A azon minorât, amely A ugyanazon sorait tartalmazza, mint В és az 
összes olyan oszlopot, amelyet В nem tartalmaz: 

• n—j j 
0 0 • 0 

( 0 0 • 0 
/ j С в 

0 0 • 0 

n — / j n — / j n — / j 

Számítsuk ki С elemeinek összegét: mivel A minden egyes sorában az 
elemek összege 1, kell, hogy С elemeinek összege pontosan l legyen, más-
részt A minden egyes oszlopában az elemek összege 1, így С elemeinek ösz-
szege legfeljebb n—j<l. Ellentmondásra jutván, lemmánkat bebizonyítottuk. 

2 . LEMMA. Legyen A = {Aik}lk=1 egy duplán sztochasztikus matrix. Ek-
kor létezik az 1,2 , ...,n egész számoknak egy klt k2,..., kn permutációja úgy, 
hogy aiki >0 (i=l,2, ...,rí). 

BIZONYÍTÁS . Konstruáljuk meg А Ц páros körüljárású gráfot a következő 
módon. Legyen éj szögpontjainak halmaza a V={1,2,...,«} és V'= 
= {1', 2 ' , . . . , rí) halmazok egyesítése; Vi pontját összekötjük V k' pontjá-
val, ha aik > 0. Az 1. lemmából egyszerűen következik, hogy az így kapott 
éj gráf rendelkezik a 2. tétel feltételében leírt tulajdonsággal és így a 2. tétel-
ből jelen lemmánk könnyen következik. 
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Ezután rátérünk az 1. tétel bizonyítására. 

Az 1. TÉTEL BIZONYÍTÁSA. A В = {bik)lk=i n x л-es mátrixok terében 
definiáljunk normát a következőképpen: 

Ißi 2 2 A-
Í=I k=i 

A norma ezen definíciója mellett az nx n-es mátrixok egy n2 dimenziós 
euklidesi teret alkotnak. Könnyen látható, hogy ezen térben a duplán szto-
chasztikus mátrixok egy konvex, korlátos, zárt halmazt alkotnak. Nyilvánvaló 
az is, hogy a permutáció mátrixok e halmaz extremális pontjai. Megmutatjuk, 
hogy e halmaznak nincs más extremális pontja, vagyis, hogy ha A egy duplán 
sztochasztikus matrix, amely nem permutáció matrix, akkor található két kü-
lönböző duplán sztochasztikus matrix Д és A2 és két pozitív valós szám rí 
és rí úgy, hogy 

(1) A = ríA1 + ríAí és Я1 + Я а = 1 . 

Legyen ku k2,..., k„ az 1, 2 , . . ., n számoknak egy olyan permutációja, amelyre 
a,ki > 0 ( / = 1, 2 , . . . , rí) és az s > 0 számot válasszuk meg úgy, hogy aik{ > s 
{ / = 1, 2 , . . . , rí) legyen. Definiáljuk továbbá az AUA2 matrixokat és a rí, rí 
számokat a következő módon 

Ai — {dik )i,h = i üik 

/ dik — 

\ l - í 
dik 

1—« 

dik + F  

. 1 -I- s 
Лз \<Jj,£ у г, fc = 1 dik 

) dik 

[ l + i 

ha k = rí 

h a k=f=ki 

ha к = ki 

ha к Ф ki 

2 _ J _ 1 +S 

2 ' 2 — ~ 2 " 

Könnyen látható, hogy (1) teljesül. így jelen tételünk következik a 4. tételből. 
Megemlítjük a Birkhoff-tétel következő triviális átfogalmazásait. 

l a . TÉTEL. AZ nxn-es duplán sztochdsztikus mátrixok holmozo oz n2 

dimenziós euklidesi térben megegyezik a permutáció mátrixok halmazánok 
konvex burkával. 

lb . TÉTEL. Jelöljük az n xn-es permutáció mátrixok halmazát Q-val és 
jelentse QikczQ azon permutáció mátrixok halmazát, amelyek i-ik sorának 
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k-ik eleme 1. Legyen A = {aik}lk=i egy tetszőleges duplán sztochasztikus mat-
rix. Ekkor definiálható az Í2 térben egy P valószínűségi mérték úgy, hogy 

P(<>lk) = atk. 

LC. T É T E L . Tekintsük az n- dimenziós euklidesi tér azon 

(Xll, *12, • • •> *21, X22, • . -, X2n, ..., X,i 1, Xn2 ,• * •, Xnn) 

pontjainak E halmazát, amelyekre 

Xli + X12 + • • • + Xi n = 1 
*21 + X22 + • • • + X2 n = 1 

Xnl Xn2 -j" ' ' ' Хцп 1 

1 , 1 , 1 1 
—- *11 "Г — X21 -\ Г — = — 
n n II n 
1 I 1 , , 1 1 

— X12 H X22 4 x„2 = — 
n n n n 

^ Xin —г ^ X2n I " * * г ^ Xnn — ^ 

es 
feêO ( / = 1 , 2 , . . . , n; k-— 1, 2 , . . . , n). 

Ezen E halmaz egy n\ extremális ponttal rendelkező poliéder. 

Id. T É T E L . Legyen A = {aik}lk=i egy tetszőleges nxn-es duplán 
sztochasztikus matrix, az nx n-es permutáció mátrixok sorozata legyen 
P i , P2, •.., Pn\. Ekkor a 

( 2 ) X 1 P 1 + X 2 P 2 - } \-Xn\Pn\—A 

nl ismeretlent és «2 egyenletet tartalmazó lineáris egyenletrendszernek van egy 
nemnegatív megoldásrendszere. 

Fentiekkel kapcsolatban megemlítünk néhány megoldatlan problémát. 
A 2. lemma szerint, ha A = {aik}lk=i egy duplán sztochasztikus matrix, 

akkor 
2alkl а2кг •. • a„kn > 0, 

ahol az összegezés kiterjesztendő az 1 , 2 , . . . , « számok összes kuk2,...,kn 

permutációjára. 

1 . p r o b l é m a , VAN DER W A E R D E N mondta ki a következő sejtést: 

(3) Ea^a^.-.an^m-^, 

ahol az összegezés kiterjesztendő az 1 , 2 , . . . , « számok összes ku k2,..., k„ 

4 III. Osztály Közleményei XI/3 
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permutációjára. (Könnyen látható, hogy abban az esetben, ha aik = — 

(/, k— 1, 2 , . . . , n), akkor (3)-ban az egyenlőség jel érvényes.) 
Tekintetbe véve, hogy ezen probléma megoldása igen nehéznek látszik, 

E R D Ő S P Á L javasolta a következő egyszerűbb kérdés vizsgálatát: 

2 . p r o b l é m a . Létezik-e az 1 , 2 , . . . , n egész számoknak olyan kx, k2,..., kn 

permutációja, amelyre 
1 

а^ащ... a„kn m — . 

Mivel ezen egyszerűbb kérdésre sem ismeretes a válasz, E R D Ő S P Á L 

javasolta annak vizsgálatát, hogy létezik-e olyan кг, к2,..., кп permutációja az 
1,2, . . . , n egész számoknak, amelyre 

Ощйщ . . . dnkn > 0 
és 

01*, + 0 2 * / h ûnJin ^ 1. 

Könnyen látható (felhasználva a számtani és geometriai közép közötti 
egyenlőtlenséget), hogy ha az előzőleg említett kérdésre igenlő válasz adható, 
akkor ebből következik, hogy ezen utóbbi kérdésre is igenlő válasz adható. 
MARCUS és R E E [5] bebizonyították ezen utóbbi sejtés helyes voltát. 

Az lc. tétellel kapcsolatban megemlítjük a következő problémát. 

3. p r o b l é m a . Legyen { + , Á 2 , . . . , Á„} egy valószínűség eloszlás. Te-
kintsük az л2 dimenziós euklidesi tér azon 

(•Xu, Xi2 , . . . , X i n , х>1, X22, • • • , x 2 n , • • • , X,,1, X„2, . . . , Xnn} 

pontjainak E halmazát, amelyekre 

X n + Xi2" j + X i n = 1 

X21 + X22-] H X 2 „ = 1 

Xnl + Xn2 + • • • + Xnn = 1 

ÁiXn + Я2х21 + • • • + Я„Хп1 = Ях 

Ál X12 + Á 2 X 2 2 + • • - + Á„ Xn2 = Á2 

Ál Xl„ + Á2X2„ + • • • + Á„ Xnn = Á„ 
és 

Xi/c^O ( / = 1 , 2 , . . . , k; k= 1 , 2 , . . . , л). 

Mit mondhatunk az E halmaz extremális pontjairól? 
A következő probléma az ld . tétellel kapcsolatos. A lineáris programo-

zásban alapvető szerepet játszik az ügynevezett szállítási probléma. Ez a kö-
vetkezőképpen fogalmazható meg. 
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Jelentsen Aly A2,..., An n „telephelyet" és Bu B2,..., Bm m „felvevő-
helyet". Tegyük fel, hogy a telephelyeken rendelkezésünkre áll rendre 
a u a 2 , . . . , a„ árumennyiség és a felvevőhelyek ßu ßm árumennyiséget 
igényelnek. Feltesszük továbbá, hogy 

ß< = 0 ( / = 1 , 2 , . . . , « ) ß j & 0 (y = l , 2 . . . . , « î ) 
és 

n m 

Zcci-Zßi-i=1 j=1 
Jelentse továbbá Cm egy egységnyi árunak a szállítási költségét Ai-bői 

ß^-ba. Feladat: megtervezni a szállítást úgy, hogy a felmerülő költség mini-
mális legyen, másszóval keresendő a 

m 

Z Xik = CCi 
fc = 1 

(4) n 
Z Xik = ßk 
i = 1 

egyenletrendszernek egy nem negatív megoldásrendszere, amely mellett 

У CikXik 
i, к 

minimális. Nyilvánvaló, hogy a (4) egyenletrendszernek mindig van nem ne-
gatív megoldásrendszere. Előfordulhat azonban, hogy bizonyos telephelyekről 
bizonyos felvevőhelyekre való szállítás megoldhatatlan, azaz kikötjük, hogy 
bizonyos xik-к értéke 0 legyen. Ekkor a probléma általában már megoldha-
tatlan. Érdekes kérdés, hogy milyen további feltételek mellett található a (4) 
egyenletrendszernek nem negatív megoldásrendszere, ebben az esetben. Ezen 
kérdés egy speciális esetére választ ad az ld. tétel. 

Tegyük fel, hogy a telephelyek és felvevőhelyek száma egyenlő, azaz 
« = m, tegyük fel továbbá, hogy az /-edik telephelyről az z'-edik felvevőhelyre 
nem szállíthatunk, azaz x« = 0 ( / = 1 , 2 , . . . , « ) . Ekkor a megoldhatóságnak 
nyilván szükséges feltétele, hogy 

(5) ß i ^ Z ^ ( / = 1 , 2 , . . . , « ) 

legyen. Az ld. tételből könnyen leolvasható, hogy ezen feltétel elégséges is. 
Tegyük fel az egyszerűség kedvéért, hogy 

= 1 
i к 

és konstruáljunk egy « x «-es duplán sztochasztikus mátrixot, amelynek első 
sora az a i t a 2 , . . . , a n , a második sora a ßlt ß 2 , . . . , ß„ számokat tartalmazza. 
Az (5) feltétel biztosítja, hogy ilyen matrix valóban konstruálható. Tekintsük 

4 * 

\ 
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a (2) egyenletrendszer első 2 n egyenletét, vagyis azokat, amelyeknek jobb 
oldalán az cclt a2,..., ccn, illetve . . . , / ?„ számok állnak. Az ld . tétel biz-
tosítja, hogy ezen 2n egyenletnek van nem negatív megoldásrendszere. Ebből 
könnyen leolvasható, hogy az (5) feltétel valóban elégséges. 

A véges BiRKHOFF-tétellel foglalkozik a [6] dolgozat is. 

2. §. A végtelen dimenziós eset 

Mindenekelőtt a 2. Iemma végtelen dimenziós analogonját bizonyítjuk be. 

4. d e f i n í c i ó . Egy A=={aa},®*=i mátrixot duplán sztochasztikusnak 

fliic^O ( / , £ = 1 , 2 , . . . ) 
nevezünk, ha 

és 

Í V = 1 ( £ = 1 , 2 , . . . ) ; 2 > i * = 1 ( / = 1 , 2 , . . . ) 

3. LEMMA. Legyen A = {a,-*}®*=i egy végtelen duplán sztochasztikus mat-
rix. Ekkor létezik a természetes számoknak egy £, ,£>,... permutációja úgy, 
hogy aiki> 0 (/ = 1 , 2 , . . . ) . 

Bizonyítás:1 Tekintsük az 

öl i , Û12; «13, •••> ûliiu 0, 0, . . . 
Û21, Ö22, Û23, , ífe,,, о, о, . . . 
Ö3i. Û32, азз, аз«з, 0, 0, . . . 

Ai = {ûift },"jt=1 = 

azaz 

Ош,1 
0 а,пг2 • 
0 О аИ1з5 
• О О 

• О 

aik, ha к ^ m és / ^ тк 

О különben 

mátrixot, ahol az n x , n 2 , . . . és m1} m 2 , . . . számokat úgy választjuk, hogy 

СО j 
2 a i k =g - ^ r ( / = 1 , 2 , . . . ) ; 

к =ij+l Z. 
2 ( £ = 1 , 2 , . . . ) . 

Ez a bizonyítás H A J N A L ANDRÁstól származik. 
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Konstruáljuk meg а Ц páros körüljárású gráfot a következő módon: Legyen 
éj szögpontjainak halmaza a V={1,2,...} és a V' — {Г, 2 ' , . . . } halmazok 
egyesítése; V i pontját összekötjük V' k' pontjával, ha a ^ > 0 . Könnyen lát-
ható, hogy az így kapott gráf rendelkezik a 3. tétel feltételében leírt tu la jdon-
sággal és így a 3. tételből jelen lemmánk könnyen következik. 

Természetesen vetődik fel az a kérdés, hogy vajon a Marcus—Ree-tétel 
végtelen megfelelője is érvényes-e. A válasz tagadó, sőt megmutatjuk, hogy 
tetszőleges s > 0-hoz konstruálható olyan A = duplán sztochasztikus 
matrix, hogy a pozitív egész számoknak bármely kuk2,... permutációjára 

ащ + а2к2-) bûWnH  

Tekintsük pl. a következő mátrixot2 

'Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve 0 0 0 . . . 
Ve У is Vie Vie Vie Vie Vi6 Vie Vi6 Vie V îe Vi6 Vi6 Vie Vie 0 0 . . . I 
Ve Vie 732 V32 Уз2 Vs2 Уз2 
Ve Vie V 32 VM Уб4 V64 Vßl 
Ve Vie V32 V64 
Ve Vie V« V 64 
Ve Vie Vs2 Vei 
Ve Vie V32 У 64 
0 Vie . . . 
0 Vie . , , . 
• Vie . . 

Vie 
Vie 
Vie 
Vie 
0 
0 

Könnyen látható, hogy a pozitív egész számoknak bármely ku k2,... pe r -
mutációjára 

а щ + ű2k2 -i = 2(Vs + Vi« + 7за 4 ) = = £ ' 

Hasonlóan végezhető el a konstrukció bármely más s-ra is. 
Ezekután rátérünk a Birkhoff-tétel végtelen dimenziós általánosításainak 

tárgyalására. 

2 Ez A példa H A J N A L A N D R Á S Í Ó I származik. 
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5. d e f i n í c i ó . Egy 
/ű l l , Ű12, . . . , tfi-Л 
Û21 j 022» • • • I U'2 

\a mlj @m2) • • • ) Q-mnJ 

(m g n) 

mátrixot (n és m lehet véges vagy végtelen, de m^n) gyengén duplán szto-

chasztikusnak nevezzük, ha 
0 ( / = 1 , 2 , . . . , / я ; £ = 1 , 2 , . . . , n) 

n m 

= 1 (/=1,2, . m ) ; ^ ö i f c ^ l (£ = 1 , 2 , . . . , л ) . 
fc=i í=i 

6. d e f i n í c i ó . Egy P duplán sztochasztikus mátrixot permutáció mat-
rixnak nevezünk, ha elemei közt csak a 0 és 1 számok fordulnak elő. 

7. d e f i n í c i ó . Egy P gyengén duplán sztochasztikus mátrixot kvázi 
permutáció matrixnak nevezünk, ha elemei közt csak a 0 és 1 számok for-
dulnak elő. 

A » X oo -es permutáció mátrixok halmazát í2-val, a » x ° c - e s kvázi 
permutáció mátrixok halmazát í2*-gal fogjuk jelölni. Jelentse £2ikcz£2 azon 
permutáció mátrixok halmazát, amelyek f-edik sorának Лг-adik eleme 1, ha-
sonló módon S2*k-gal fogjuk jelölni azon kvázi permutáció mátrixok halma-
zát, amelyek f-edik sorának E-adik eleme 1. 

Könnyen látható, hogy £2 egy kontinuum számosságú halmaz. 

A Birkhoff-tétel legtermészetesebb végtelen dimenziós általánosítása a 
következő lenne: legyen A egy végtelen duplán sztochasztikus matrix, ekkor 
található a permutáció matrixoknak egy PltP3t... sorozata és a nem negatív 
valós számoknak egy c i , c 2 , . . . sorozata úgy, hogy 

(6) A^ZciPi-

Sajnos azonban ez nem igaz. Legyen például 

Va Va 0 0 0 0 0 0 0 

Va Va 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 Va Va Va 0 0 0 0 
0 0 Va Va Va 0 0 0 0 

A = 
0 0 Va Va Va 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 Vi Vi Vi Vi 
0 0 0 0 0 Vi Vi Vi Vi 
0 0 0 0 0 'Л Vi Vi Vi 
0 0 0 0 0 Vi Vi Vi Vi 
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Könnyen látható, hogy A nem állítható elő a (6) alakban, ugyanis ha 
s tetszőleges pozitív szám és P tetszőleges permutáció matrix, akkor az « P 
matrix tartalmaz olyan elemet, amely nagyobb, mint az A matrix megfelelő 
eleme. 

Ezért az 1. tételt más módon próbáljuk végtelen matrixokra általánosí-
tani. Az általánosítások megtalálásában segítségünkre lesz az la . és l b . tétel. 

Foglalkozzunk először az la . tétel általánosításával. Azaz vizsgáljuk meg, 
hogy lehet-e a végtelen mátrixok terében egy topológiát bevezetni ügy, hogy 
ezen topológia mellett igaz legyen, hogy a duplán sztochasztikus mátrixok 
halmaza a permutáció mátrixok halmazának konvex, zárt burka. 

PECK és RATTRAY [7] a végtelen mátrixok terében bevezettek egy topo-
lógiát, amelyet a következő módon jellemezhetünk : azt mondjuk, hogy az 
An = {aTk)fk=\ matrixsorozat konvergál a 0 mátrixhoz, ha 

со 
Hm 2 У | = 0 ( / = 1 , 2 , . . . ) . 

ÏI-+CO * = 1 

Bebizonyították, hogy az így kapott topológia mellett igaz az, hogy a duplán 
sztochasztikus mátrixok halmaza a permutáció mátrixok halmazának konvex, 
zárt burka. Az előző bekezdésben említett kérdéskörrel foglalkozik a [8] és 
[9] dolgozat is. 

Egy további eredményt tartalmaz PECK [ 1 0 ] dolgozata. Ebben a követ-
kező fogalmakat vezeti be. 

8. d e f i n í c i ó . Legyen X a számegyenes nem negatív fele. Az X x X 
téren értelmezett p mértéket duplán sztochasztikusnak nevezzük, ha 

fi (X X E) = p (E X X) = Я(E), 

ahol E tetszőleges Borel-halmaz, Я pedig a Lebesgue-mérték. 

9. d e f i n í c i ó . Az ScXxX Borel-halmazt a q mérték magjának ne-
vezzük, ha 

p(XX X—S) = 0. 

10. d e f i n í c i ó . А я duplán sztochasztikus mértéket permutáció mér-
téknek hívjuk, ha létezik olyan 5 magja, amely minden x = a (0 ^ Ű < oo) 
és y = b (0 ^s b < oo) egyenesnek egy és csak egy pontját tartalmazza. 

PECK [10]-ben megmutatja továbbá, hogy bevezethető az XxX téren 
értelmezett ст-additív halmazfüggvények terében egy topológia úgy, hogy ezen 
topológiára nézve a duplán sztochasztikus mértékek halmaza a permutáció 
mértékek halmazának konvex, zárt burka. 

Megemlítjük, hogy könnyen konstruálható egy olyan fogalom, amely 
tartalmazza a duplán sztochasztikus mértékek és a duplán sztochasztikus 
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mátrixok fogalmát. Nevezetesen, megkapjuk ezt az ú j fogalmat, ha a 8., 9. 
és 10. definíciókban az X teret egy topologikus csoporttal, а Я mértéket pedig 
az X téren értelmezett Haar-mértékkel helyettesítjük. Érdekes lenne a Peck-
tételt általánosítani erre az esetre. 

Az 1. tétel más lehetséges általánosításaihoz az lb . tétel mutat utat. 
Nevezetesen bebizonyítható a kővetkező két tétel [11]. 

5 . TÉTEL. Legyen A = { A , I egy gyengén duplán sztochasztikus mat-
rix. Ekkor definiálható a kvázi permutáció mátrixok £2* tere részhalmazainak 
egy &* o-algebrája és egy, az $*-on értelmezett P* valószínűségi mérték úgy, 
hogy 

(i,k=\,2,...) és P*(ßS0 = ü f t . 

6 . TÉTEL. Legyen A = {aik}fk=i egy duplán sztochasztikus matrix. Ekkor 
definiálható a permutáció mátrixok £2 tere részhalmazainak egy §> o-algebrája 
és egy i-n értelmezett P valószínűségi mérték úgy, hogy 

£2ш é S (i,k= 1 , 2 , . . . ) és P ( í 2 „ ) = a i k . 

Megemlítjük ezen tételnek néhány következményét. Legyen x = (Xj, x2,.. .)£ 
£ Z2. Az x vektor Z-ik koordinátáját jelöljük x; = x|i-vel. Nyilvánvaló, hogy 
minden A duplán sztochasztikus matrix tekinthető az Z2 téren értelmezett line-
áris operátornak. 

1. KOROLLÁRIUM. Legyen A = {aik}™k=I egy duplán sztohasztikus matrix. 
Ekkor definiálható az £2 téren egy P valószínűségi mérték úgy, hogy min-
den x £ /2-re 

A x | i = j Px | i íZP. 
pgß 

2. KOROLLÁRIUM. Legyen A egy gyengén duplán sztochasztikus matrix. 

Ekkor definiálható az £2* téren egy P* valószínűségi mérték úgy, hogy min-
den x С Z2-re 

A x | i = f Px\idP*. 
pgß* 

3. KOROLLÁRIUM. Legyen A egy duplán sztochasztikus (illetve gyengén 
duplán sztochasztikus) matrix. Ekkor definiálható az £2 (illetve £2*) téren egy 
P (illetve P*) valószínűségi mérték úgy, hogy 

A f c x | i = J ••• j PiP.2...Plíd(P1xP-2X---XPk), 
pkeak r.es, 

illetve 
A " x \ i = J ••• J PrPo^.P^iPlxPlX--- xPl), 

rkeo-i p.eûï 
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ahol í2i = í2 és Í2\ = £2* és P« = P (illetve P* = P*) az £2, (illetve Í2Í) téren 
definiált mértékek. 

Könnyen látható, hogy a 6. tételből következik a következő 

4. KOROLLÁRIUM. Legyen A = {aik}fk=i egy duplán sztochasztikus mat-
rix. Ekkor létezik a valószínűségi változóknak egy Ç 2 , . . . sorozata úgy, hogy 

es 
P {& = *} = <!* (1 = 1 , 2 , . . . ; * = 1 , 2 , . . . ) 

1. 

jelenti a szóban forgó halmaz ahol Л az egész számok egy halmaza és 
pontjainak számát. 

Nem kívánunk itt foglalkozni sem az 5. és 6. tételek bizonyításával, sem 
azzal a kérdéssel, hogy az 1., 2. és 3. korolláriumok hogy következnek az 
említett tételekből, ugyanis ezek a bizonyítások a [11] dolgozatban részletesen 
megtalálhatók. Csupán két, a bizonyításban lényeges szerepet játszó lemmát 
említünk meg, amelyek önmagukban is érdekesek. 

4. LEMMA. Legyen 

t ö n , Ö12, л 

Ö21, Ű22, 4 = 

\öm i , am2, . 

Oln , 
02«, 

a„. 

egy gyengén duplán sztochasztikus matrix. Jelöljük az m x kvázi per-
mutáció mátrixok sorozatát {Px, P2,.. ,}-vel. Ekkor található a nem negatív 
valós számoknak egy с ь с 2 , . . . sorozata úgy, hogy 

-ZckPk. k= 1 

Itt az = jel a következőt jelenti: 

lim 
N-f-co 

N 
A—'EckPk = 0. 

Egy D = {dik} matrix normáját a |[D|| = ^ | í / ; L ! képlettel definiáljuk. 
г, к 

5. LEMMA. Legyen X egy tetszőleges absztrakt tér, S>x ez §>2 С • • • jelentse 
X bizonyos részhalmazai o-algebráinak egy monoton növő sorozatát. P a , P 2 , . . . 
legyenek az ... o-algebrákon értelmezett mértékek. Jelöljük S>-sel az 

CD 

= SÍ algebrát tartalmazó legszűkebb o-algebrát. Tegyük fel, hogy 
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1. Minden i-re (i— 1 , 2 , . . . ) található Q diszjunkt részhalmazainak egy 
a\l), a(2,... sorozata úgy, hogy 

a{í\+af+---=Q 

és §>i minden eleme bizonyos halmazok összege. 

2. A P, mértékek kompatibilisek, azaz 

P w t ( i 4 ) = P i(i4) ha A£&i ( / = 1 , 2 , . . . ; k= 1 , 2 , . . . ) . 

3. Ha 

СО 

akkor a / f а\з) halmaz nem üres. 
i=i 

Ekkor található az §> o-algebrán egy P valószínűségi mérték úgy, hogy 

P(A) = P/(A) ha A£$i. 

Könnyen látható, hogy ezen lemma a 3. feltétel nélkül nem érvényes. 
Megemlítjük, hogy a valószínüségszámításban gyakran lép fel az a probléma, 
hogy ezen lemmában az 1. és 3. feltétel milyen más feltételekkel pótolható, 
így például a valószínűségszámítás Kolmogorov-féle alaptételének bizonyítá-
sában is egy ilyen típusú feltétel megtalálása játssza a főszerepet. Igen nehéz 
feladatnak látszik egy jól használható elégséges feltétel megadása. 

Végül még a következő kérdést említjük meg. Mi módon általánosítható 
a 6. tétel duplán sztochasztikus mértékekre? A jó általánosítás megtalálásá-
ban segítségünkre lehet a 4. korollárium. Nevezetesen felvetjük a következő 
kérdést. 

4. p r o b l é m a . Legyen g a Я Lebesgue-mértékre abszolút folytonos, dup-
lán sztochasztikus mérték, Radon—Nykodim deriváltját jelöljük f(x, y)-nal. 
Azaz f(x, y) legyen egy nem negatív függvény, amelyre 

+00 +a> 
\ f ( x , y ) d x = \ f(x, y)dy = \. 

-co - со 

Létezik-e olyen í t mérhető sztochasztikus folyamat, amelyre 
a 

P{E.t < «} — J / ( / , y)dy 
-СО 

Р{Я( / : | ^ А ) = Я(Д)} = 1? 

Általában érdekes azonban a következő kérdés: ha egy mérhető sztochasz-
tikus folyamat, mi mondható a 

Я{/: & É A) 
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va lósz ínüségvá l tozó e lo sz l á s függvényé rő l ? Itt A egy Bore l -ha lmaz t jelent és 
Я a Lebesgue -mér t ék . 

Va lósz ínűnek látszik, hogy ezen p r o b l é m a m e g o l d á s á n á l e g y s z e r ű b b a 
2 . l emmáva l a n a l ó g következő p rob léma m e g o l d á s a . 

5. p r o b l é m a . Legyen f(x, у) az egységnégyze ten ér te lmezet t fo ly tonos 
f ü g g v é n y , amelyre 

/(Х,у)ш 0 
1 1 

J f(x, y)dx=\ f(x, y)dy = 1 . 
о 0 

Kérdés , lé tezik-e a [ 0 ,1 ] in terval lumon ér te lmezet t o lyan T mérhe tő , m é r t é k -
tar tó t r ansz fo rmác ió , amelyre 

f(x, Tx) > 0 . 
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