NEHANY MEGJEGYZES BIRKHOFF 111. PROBLEMAJAROL
irta: REVESZ PAL

Bevezetés

Egy A= {aa}ix-1 matrixot duplan sztochasztikusnak neveziink akkor, ha
ax =0 (=12,...,n; k=1,2,...,n)

Dap=1 (k=12,..,n); Dawx= (i=1,2,...,n).
i=1 k=1
Egy P= {pu}i =1 duplan sztochasztikus matrixot permuticié matrixnak ne-
veziink, ha elemei kozott csak a O és 1 szamok fordulnak eld. Konnyen lat-
hat6, hogy az n X n-es permutdcié matrixok szama n!

BIRKHOFF [1] dolgozatdban bebizonyitotta a kovetkezd tételt.

1. TETEL: Legyen A= {aa}in=1 €@y dupldn sztochasztikus matrix és je-
lolje Py, Py, ..., Pu az n X n-es permutdcié matrixok - sorozatdt. Ekkor taldl-
hato a nem negattv valds szdmoknak egy c,, ¢, ..., Cn Sorozata gy, hogy

n

n
A:==22Ckfﬁ es 425Ck:=1.
k=1 k=1

BIRKHOFF [2] konyvében felveti azt a kérdést, hogy mi modon altalano-
sithatd az 1. tétel végtelen matrixokra.

Minthogy e problémaval mar eddig is tébb cikk foglalkozott, amelyeknek
soran nagyszamu megoldatlan probléma vet6dott fel és a matematikanak
tobb kiilonbozé aga keriilt felhasznaldsra, indokolt e kérdéssel egy Osszefog-
lalé cikkben foglalkozni.

Jelen dolgozat az 1. §-ban a véges, a 2. §-ban a végtelen esetet tar-

gyalja.
1. §. A véges eset

Az 1. tételnek tobb bizonyitdsa ismeretes, most egy grafelméleti eszko-
zoket hasznalé bizonyitast adunk. Elsljdroban ismertetjitk a sziikséges graf-
elméleti fogalmakat és eredményeket, tovdbba a linedris algebra egy jol ismert
tételét, amelyre a tovabbiakban szitkségiink lesz.
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1. definicié. Egy 2n szogpontu G gréfot paros koriiljardsinak neve-
ziink, ha megadhato a szogpontoknak két diszjunkt, egyenként n szogpontot
tartalmazé V, illetve V' halmaza tigy, hogy § minden éle V-nek egy pontjat
V’-nek egy pontjaval koti 0ssze (de nincs G-nek olyan éle, amely V két pont-
jat, illetve V' két pontjat kotné ossze).

A paros koriiljarasu grafokra vonatkozik a kovetkezd

2. TETEL [3]: Legyen § egy 2n szogponti pdros koriiljdrdsi grdf. A 'V
és V' halmazokat definidljuk az 1. definicidban leirt modon. Tegyiik fel, hogy
V bdrmely | (I=1,2,...,n) szogpontja 0ssze van kitve V'-nek legaldbb |
szogpontjdval. Ekkor taldlhato G-nek n éle, gy, hogy ezek segitségével V
minden egyes pontja dssze van kotve V'-nek egy és csak egy pontidval.

Ezen tételt a kovetkez6 formaban is szoktdk kimondani:

2a. TETEL. Tekintsiink egy n fitbol és n ldnybol dllo tdrsasdgot. Tegyiik
fel, hogy ezen tdrsasdgon beliil bdrmely | (I=1,2,...) fiu Osszesen legaldbb
'l ldnyt ismer. Ekkor minden fiti meg tud ndsiilni 4gy, hogy egy olyan ldnyt
vesz feleségiil, akit ismer.

Fenti atfogalmazas miatt szoktdk ezt a kérdéskort hdzassagi problémanak
is nevezni.

Megemlitjiik a 2. tétel végtelen grafokra vonatkozd megfeleldjét.

3. TETEL [4]. Legyen V={a;} i€ M és V' ={a}} i€ M’ két tetszileges
halmaz. (Az M és M’ index halmazokrol nem tesziink fel semmit.) A § pdros
koriiljdrdsu grdfot oly modon konstrudljuk, hogy V bizonyos szigpontjait 0sz-
szekotjiik V' bizonyos szogpontjaival. Tegyiik fel, hogy V minden szdgpontja
V'-nek csak véges sok szogpontjdval van oOsszekitve, V'-nek minden szog-
pontja V-nek csak véges sok pontjdval van dsszekitve, tovdbbd V-nek bdr-
mely | (I=1,2,...) pontja V’-nek legaldbb | pontjdval van 0sszekitve és
V'-nek bdrmely | pontja V-nek legaldbb | pontjdval van 0sszekotve. Ekkor
taldlhate V-nek egy V’-re valo kolcsondsen egyértelmii leképzése iigy, hogy
az egymdsnak megfeleltetett pontok G-ben éllel vannak Osszekotve.

Ratériink a sziikséges linedris algebrai fogalmakra.

2. definici6. Legyen E az n-dimenzidés euklidesi tér egy halmaza,
legyen x € E, azt mondjuk, hogy x E-nek extremdlis pontja, ha nem talal-
haté E-nek két kiilonbdzd x, és x, pontja ugy, hogy

X=X+ AX;,
ahol 4, €s 4, pozitiv valds szamok és 4, +4,=1.

3. definicid. Az n dimenzids tér egy konvex, korlatos, zart halmazat
poliédernek nevezziik, ha csak véges sok extremdlis pontja van.
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Jol ismert a kovetkezd egyszerit

4. TETEL. Legyen E az n dimenzids térben egy konvex poliéder. E extre-
mdlis pontjai legyenek az X,,X., ..., X, pontok. Ekkor minden x € E ponthoz
taldlhaté a nem negativ valds szdmoknak egy 4,, 2, ..., 4n Sorozata ugy, hogy

X tllxl-*—xg)(g"l- ce +;~mxm-

Miel6it ratérnénk az 1. tétel bizonyitdsara, a kovetkezd két lemmat bizo-
nyitjuk be.

1. LEMMA. Legyen A== {awx}ix-1 €gy dupldn sztochasztikus matrix. Ezen
matrix nem tartalmazhat egy [ sort és j oszlopot tartalmazé azonosan 0 B
minort, ha n—j <l, azaz bdrmely | (I=1,2,...,n) sorhoz taldlhato | osz-
lop dgy, hogy az ezek dltal meghatdrozott minor minden oszlopdban van po-
zitiv elem.

BizonyiTAs. Tegyiik fel, hogy A tartalmaz egy ilyen B minort. Jeloljiik
C-vel A azon minorat, amely A ugyanazon sorait tartalmazza, mint B és az
Osszes olyan oszlopot, amelyet B nem tartalmaz:

cn—j J
Ve N

e

00 -vvve- 0
00 ------ 0

l C B
00 --ve-- 0

A=

.............

n_,§ ...................

...................

Szamitsuk ki C elemeinek Osszegét: mivel A minden egyes sordban az
elemek osszege 1, kell, hogy C elemeinek Osszege pontosan [ legyen, mas-
részt A minden egyes oszlopaban az elemek 6sszege 1, igy C elemeinek 0sz-
szege legfeljebb n—j <. Ellentmondésra jutvan, lemmdnkat bebizonyitottuk.

2. LEMMA. Legyen A= {Au}ir=1 egy dupldn sztochasztikus matrix. Ek-
kor létezik az 1,2, ..., n egész szdmoknak egy ki, ks, ..., k. permutdcioja iigy,
hogy ax;>0 (i=1,2,...,n).

BizonyiTAs. Konstrudljuk meg a § paros koriiljarasa grafot a kovetkezd
modon. Legyen § szogpontjainak halmaza a V={1,2,...,n} é V'=
={1,2,...,n'} halmazok egyesitése; V i pontjat Osszekotjiik V' &’ pontja-
val, ha a»>0. Az 1. lemmabol egyszeriien kovetkezik, hogy az igy kapott
G graf rendelkezik a 2. tétel feltételében leirt tulajdonsaggal és igy a 2. tétel-
bol jelen lemmdank konnyen kovetkezik.
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Ezutdn ratériink az 1. tétel bizonyitasara.

Az 1. TETEL BIZONYITASA. A B=={by}ix-1 n X n-es matrixok terében
definidljunk normat a kovetkezéképpen:

181= | > >4
i=1 k=1

A norma ezen definicibja mellett az n X n-es matrixok egy n® dimenzids
euklidesi teret alkotnak. Konnyen ldthatd, hogy ezen térben a duplan szto-
chasztikus matrixok egy konvex, korlatos, zart halmazt alkotnak. Nyilvanvald
az is, hogy a permuticié matrixok e halmaz extremalis pontjai. Megmutatjuk,
hogy e halmaznak nincs mds extremdlis pontja, vagyis, hogy ha A egy duplén
sztochasztikus matrix, amely nem permutacid matrix, akkor talalhaté két kii-
16nbdz6 duplan sztochasztikus matrix A, és A, és két pozitiv valoés szam 4,
és A, gy, hogy

(1) A:11A1+2’2A2 éS 2.1—}"2«2:1.

Legyenk,, k,, ..., k. az 1,2, ..., n szimokrak egy olyan permutdcioja, amelyre
ax; >0 (i=1,2,...,n) és az &¢>0 szamot valasszuk meg ugy, hogy as, > &
(i=1,2,...,n) legyen. Definialjuk tovabba az A,, A, matrixokat és a 4,, 4,
szamokat a kovetkez6 mddon

(P=E ha k=k
A1={af~?}zk=1 aﬁ-,l,.)x? a
ik
2 ha kFk
LI L
@) n . 2) 1+8
Ay =— {ail_c Vik=1 i == i
Zl—l'f ha k==&
_1—e _ 1+e
Z'1- 2 ) 2’2'— 2

Konnyen lathaté, hogy (1) teljesiil. Igy jelen tételiink kovetkezik a 4. tételbdl.
Megemlitjiik a Birkhoff-tétel kovetkezé trividlis atfogalmazasait.

la. TETEL. Az n X n-es dupldn sztochasztikus matrixok halmaza az n*
dimenzios euklidesi térben megegyezik a permutdcid matrixok halmazdnak
konvex burkdval.

1b. TETEL. Jeldljitk az n X n-es permutdcio matrixok halmazdt £2-val és
Jelentse 25, 82 azon permutdcio matrixok halmazdt, amelyek i-ik sordnak
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k-ik eleme 1. Legyen A= {aw}ir-1 egy fetszdleges dupldn szfochasztikus mat-
rix. Ekkor definidlhato az &2 térben egy P valdsziniiségi mérték ugy, hogy

P (£2:) = aux.
Ic. TETEL. Tekintsiik az n* dimenzios euklidesi tér azon
(X11, X12, + ooy Xiny X2ty X225 o e vy Xony o v oy Xuly Xn2y o v oy Xom)
pontjainak E halmazdt, amelyekre
Xu+Xied o+ X =1
Xo1++ Xoa o o+ 0 o Xow = 1

.........................

x111+xn2+"' +xnn:1

1 1 1 1
qu +7x21 +"'+7xn1—7
LX12 +— Xog - +anl—%
LX + X +.. _Jrlx
n 1n 2n n = n

és
X =0 (i=12,...,n; k=1,2,...,n).
Ezen E halmaz egy n! extremdlis ponttal rendelkezd poliéder.

1d. TETEL. Legyen A= {an}ix-1 egy tetszileges n X n-es dupldn
sztochasztikus maltrix, az n X n-es permutdcic matrixok sorozata legyen
Pl)P27-~-;Pn!- Ekkora N

2 X Pi+xePot -+ X0 Pyy=A
n! ismeretlent és n® egyenletet fartalmazo linedris egyenletrendszernek van egy
nemnegatlv megolddsrendszere.

Fentiekkel kapcsolatban megemlitiink néhdny megoldatlan problémat.
A 2. lemma szerint, ha A= {aa}ir-1 egy duplan sztochasztikus matrix,
akkor
Zan, .. . Ak, > 0,

ahol az Osszegezés kiterjesztend6 az 1,2,...,n szamok osszes ki, ks, ..., kn

“per

1. problé ma. vaAN DER WAERDEN mondta ki a kovetkezd sejtést:
n!

= —
n = nn’

(3) 201"1 Qog, . . . Ay
ahol az Osszegezés kiterjesztendd az 1,2,...,n szamok osszes k, ks, ..., ka

4 I Osztaly Kozleményei XI/3
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permutaciojara. (Konnyen lathato, hogy abban az esetben, ha aikz%
(G, k=1,2,...,n), akkor (3)-ban az egyenléség jel érve’nyes.)'

Tekintetbe véve, hogy ezen probléma megolddsa igen nehéznek latszik,
ErDOs PAL javasolta a kovetkezd egyszeriibb kérdés vizsgélatat:

2.probléma. Létezik-e az 1, 2, ..., n egész szamoknak olyan k,, k,, ..., ks
permutacidja, amelyre

Qi Qoky o v« Ay = —
: n
Mivel ezen egyszeriibb kérdésre sem ismeretes a valasz, ERDOs PAL
javasolta annak vizsgalatat, hogy létezik-e olyan ki, ks, ..., k. permutacioja az
1,2,..., n egész szdamoknak, amelyre
A1k, Aoxy « « « Anky > 0
és ,
Que, + Qoxy+ -+ Ak, = 1.
Konnyen lathaté (felhaszndlva a szdmtani és geometriai kozép kozotti
egyenlbtlenséget), hogy ha az el6zlleg emlitett kérdésre igenld valasz adhato,
akkor ebbdl kovetkezik, hogy ezen utdbbi kérdésre is igenid valasz adhato.
Marcus és REE [5) bebizonyitottdk ezen.utdbbi sejtés helyes voltat.
Az lc. tétellel kapcsolatban megemlitjiik a kovetkezé problémat.

3. probléma. Legyen {4, 4.,...,4,} egy valosziniiség eloszlas. Te-
kintsiikk az n* dimenzios euklidesi tér azon

(xu, X192y ¢ ooy Xtny X21, X225, oo vy X201y o ooy Xty Xn2, o0 oy x,m}
pontjainak E halmazat, amelyekre
Xu+Xeg4 o Fx1=1
X2i+x22+ coebx, =1

.........................

Xn]+xn2+ se +xnn: 1
Aixn+Asxa+ oo FAaxa =4
Aixio+AeXoo -+ - AnXpa=14g

--------------------------------

Z'1 Xin +1'2x2n+ v +lnxnn = Zn
és
X3 =0 (i=12,...,k; k=1,2,...,n).
Mit mondhatunk az £ halmaz extremadlis pontjairél?
A kovetkezd probléma az 1d. tétellel kapcsolatos. A linedris programo-
zasban alapvetd szerepet jatszik az tgynevezett szailitdsi probléma. Ez a ko-
vetkez6képpen fogalmazhaté meg.
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Jelentsen A, A, ..., A, n ,telephelyet” és B, B,,..., B, m ,felvevd-
helyef”. Tegylik fel, hogy a telephelyeken rendelkezésiinkre 4all rendre
a, @, ..., @, drumennyiség €és a felvevbhelyek &, &,..., S arumennyiséget
igényelnek. Feltessziik tovabba, hogy

;=0 (i=12,...,n) &G=0 (j=12....,m)
és
2 =26
i=1 Jj=1
Jelentse tovabba ca egy egységnyi arunak a szallitisi koltségét A;-bol
Bi-ba. Feladat: megtervezni a szallitdst gy, hogy a felmeriilé koltség mini-
malis legyen, masszoval keresendd a

Z Xip = &
k=1

@ )
;‘ X = B

egyenletrendszernek egy nem negativ megolddsrendszere, amely mellett
Z Cir Xik
i

minimdlis. Nyilvdnval6, hogy a (4) egyenletrendszernek mindig van nem ne-
gativ megoldasrendszere. El6fordulhat azonban, hogy bizonyos telephelyekrdl
bizonyos felvevOhelyekre val6é szallithis megoldhatatlan, azaz kikotjiikk, hogy
bizonyos xi-k értéke O legyen. Ekkor a probléma altaldban mar megoldha-
tatlan. Erdekes kérdés, hogy milyen tovabbi feltételek mellett talalhato a (4)
egyenletrendszernek nem negativ megolddsrendszere, ebben az esetben. Ezen
kérdés egy specidlis esetére vélaszt ad az 1d. tétel.

Tegyiik fel, hogy a telephelyek és felvevOhelyek szdma egyenld, azaz
n==m, tegyiik fel tovabba, hogy az i-edik telephelyrdl az i-edik felvevhelyre
nem szallithatunk, azaz x;=0 ({=1,2,...,n). Ekkor a megoldhatosagnak
nyilvan sziikséges feltétele, hogy
(5) ﬂék;ak (i=1,2,...,n)
legyen. Az 1d. tételbdl konnyen leolvashatd, hogy ezen feltétel elégséges is.
Tegyiik fel az egyszerliség kedvéért, hogy

Zﬂtzkzakzl

és konstrudljunk egy n X n-es duplan sztochasztikus matrixot, amelynek els®
sora az ey, ¢, ..., a,, a masodik sora a 8, B, ..., 8 szamokat tartalmazza.
Az (5) feltétel biztositja, hogy ilyen matrix valdban konstrualhat6. Tekintsiik

4%
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a (2) egyenletrendszer els6 2n egyenletét, vagyis azokat, amelyeknek jobb
oldalan az e, a,, ..., a,, illetve @, 5, ..., 8, szamok allnak. Az 1d. tétel biz-
tositja, hogy ezen 2n egyenletnek van nem negativ megoldasrendszere. Ebbdl
konnyen leolvashatd, hogy az (5) feltétel valéban elégséges.

A véges BIRkHOFF-tétellel foglalkozik a [6] dolgozat is.

2. §. A végtelen dimenziés eset

Mindenekelbtt a 2. lemma végtelen dimenzids analogonjat bizonyitjuk be.

4. definici6. Egy A= {aa}ix-1 matrixot duplan sztochasztikusnak
neveziink, ha
ax=0 (Ge—112; %)
és
(e i @
Dax=1 (k=1,2,...); Y ar=1 (i=1,2,...)

=1

b
e

3. LEMMA. Legyen A= {au}i -1 egy végtelen dupldn sztochasztikus mat-
rix. Ekkor létezik a természetes szdmoknak egy k., k., ... permutdcioja gy,
hogy aiki>0 (l= 1, 2, s )

Bizonyitds:* Tekintsiik az

iy, Q125 A1a;5 =5 Qiag, O, 0,
Qo1, A2y A28, <o vvvves y A2ny, 0) 0; UK
A3, 0807 385 o cic vissisies s s inieins y A3ng, 0, 0, i

amll
0 A2
0 0 am33
0-- 0
0

A= {aﬁi)}?kﬂ =

azaz
M ax, ha k=n és i=m

=) 0 kiilonben

matrixot, ahol az ny, n,, ... és m,, my, ... szamokat ugy valasztjuk, hogy

Zaiks g (i=1,2,---); Zaiké : (k:172’“-)'

=5 SR
k=n;+1 21+3 i=mp+1 2k+

1 Ez a bizonyitds HajnaL AnDRAstdl szarmazik.
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Konstrualjuk meg a § paros koriiljarast grafot a kovetkez6 médon: Legyen
§ szogpontjainak halmaza a V={1,2,...} és a V'={1,2,...} halmazok
egyesitése; V i pontjat osszekotjiik V' &’ pontjaval, ha a% > 0. Konnyen lat-
hat6, hogy az igy kapott graf rendelkezik a 3. tétel feltételében leirt tulajdon-
saggal és igy a 3. tételbdl jelen lemmank konnyen kovetkezik.
Természetesen vetddik fel az a kérdés, hogy vajon a Marcus—Ree-tétel
végtelen megfeleldje is érvényes-e. A valasz tagadd, s6t megmutatjuk, hogy
tetsz6leges & > 0-hoz konstrudlhaté olyan A= {au};»-1 duplan sztochasztikus
matrix, hogy a pozitiv egész szimoknak barmely 4, k., ... permutdcidjara

e, + Qopey - -+ —I—ankn—l— V-3

Tekintsiik pl.. a kovetkez6 matrixot ?

Mo e s e e e s e 000
1/_81;_«3_]/16 e e 1/16 e Y6 e 1/16 Y16 e e e he 00 ...
/s i e 1/32 1/32 1/32 ]/32 l

/s 1/16 s ]/64 Yeoa Moa Mea

s 1/16 so ea

1/16 sz Yea

Ys e e 1/64

s 1/16 Yso e

30 (e

"1
e
e
e

1/ 16
0
0

Konnyen lathatd, hogy a pozitiv egész szamoknak barmely kK, k.,... per-
mutécidjara

Qui, + Qo+ - = 2( s~ s+ e+ ):'5:'3

Hasonldan végezhetd el a konstrukcié barmely més s-ra is.
Ezekutdn ratériink a Birkhoff-tétel végtelen dimenzids éltalanositdsainak
targyalasara.

2 Ez a példa HajnaL AnDRAstOl szarmazik.
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5. definicio. Egy

=" e T (m = n)

------------------

Amis Am2y « oy Aun

matrixot (n és m lehet véges vagy végtelen, de m = n) gyengén duplan szto-

chasztikusnak nevezziik, ha
ax=0 (i:—-1,2,...,m; k=1,2,...,n)

Daw=1 (=12,...,m); Dax=1 (k=1,2,...,n).
k=1 i=1

6. definicid. Egy P duplan sztochasztikus matrixot permuticio mat-
rixnak neveziink, ha elemei kozt csak a O és 1 szamok fordulnak eld.

7. definici6. Egy P gyengén duplan sztochasztikus matrixot kvazi
permutdcid matrixnak neveziink, ha elemei kozt csak a 0 és 1 szamok for-
dulnak el6.

A oo X co-gs permutacié matrixok halmazat £2-val, a oo X co-es kvazi
permutdcié matrixok halmazat £2*-gal fogjuk jelolni. Jelentse £2; &2 azon
permutacié matrixok halmazat, amelyek i-edik sordnak k-adik eleme 1, ha-
'sonld modon £2%-gal fogjuk jeldlni azon kvazi permuticid matrixok haima-
zat, amelyek i-edik soranak k-adik eleme 1.

Konnyen lathats, hogy £ egy kontinuum szamossagu halmaz.

A Birkhoff-tétel legtermészetesebb végtelen dimenzios altaldnositidsa a
kovetkez0 lenne: legyen A egy végtelen duplan sztochasztikus matrix, ekkor
talalhaté a permutacié matrixoknak egy P,, P,,... sorozata €s a nem negativ

valés szamoknak egy ¢, ¢,, ... sorozata ugy, hogy
¥ i=1

Sajnos azonban ez nem igaz. Legyen példaul

1,40 0000 00
,4,0 0 000 0 0 -
00 %Y%Y%000O0--
00 Y% %0000
00'''%'%0000:-..
00000 Y'ssse-
0

0

0

o OO0
SO0

0
0
0

© OO
-
-
-
-
=
-
N
-
-
=
-

ooooooooooooooooooooooooooooooo
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Konnyen lathato, hogy A nem allithaté el6 a (6) alakban, ugyanis ha
& tetszoleges pozitiv szdm és P tetszbleges permutdcid matrix, akkor az &P
matrix tartalmaz olyan elemet, amely nagyobb, mint az A matrix megfeleld
eleme.

Ezért az 1. tételt mads modon probaljuk végtelen matrixokra altalanosi-
tani. Az altalanositisok megtaldldsdban segitségiinkre lesz az la. és 1b. tétel.

Foglalkozzunk eldszor az 1a. tétel altalanositisaval. Azaz vizsgéljuk meg,
hogy lehet-e a végtelen matrixok terében egy topolégiat bevezetni tigy, hogy
ezen topologia mellett igaz legyen, hogy a duplan sztochasztikus matrixok
halmaza a permutdcid matrixok halmazédnak konvex, zart burka.

PECK és RATTRAY [7] a végtelen matrixok terében bevezettek egy topo-
l6giat, amelyet a kovetkez6 modon jellemezhetiink: azt mondjuk, hogy az
A, == {al¥}7x-1 matrixsorozat konvergal a O matrixhoz, ha

lim Zl|af¢:’|=0 (i=1,2,..).

n>@ k=
Bebizonyitottdk, hogy az igy kapott topolégia mellett igaz az, hogy a duplan
sztochasztikus matrixok halmaza a permutdcié matrixok halmazénak konvex,
zart burka. Az el6z6 bekezdésben emlitett kérdéskorrel foglalkozik a [8] és
[9] dolgozat is. .

Egy tovébbi eredményt tartalmaz PEck [10] dolgozata. Ebben a kovet-

kezd fogalmakat vezeti be.

8. defimicid. Legyen X a szdmegyenes nem negativ fele. Az X X X
téren értelmezett u mértéket duplan sztochasztikusnak nevezziik, ha

(XX Ey=u(EX X)=1(E),
ahol E tetszbleges Borel-halmaz, 4 pedig a Lebesgue-mérték.

9. definicio. Az Sc X X X Borel-halmazt a u mérték magijinak ne-

vezziik, ha
(XX X—8)=0.

10. definicio. A st duplan sztochasztikus mértéket permuticié mér-
téknek hivjuk, ha létezik olyan S magja, amely minden x=a (0 =a < o)
€s y=—=1>0 (0 = b < o) egyenesnek egy és csak egy pontjat tartalmazza.

Peck [10}-ben megmutatja tovabbd, hogy bevezethetd az X X X téren
értelmezett o-additiv halmazfiiggvények terében egy topoldgia tigy, hogy ezen
topologidra nézve a duplan sztochasztikus mértékek halmaza a permutacio
mértékek halmazanak konvex, zart burka.

Megemlitjiik, hogy konnyen konstrudlhatdé egy olyan fogalom, amely
tartalmazza a duplan sztochasztikus mértékek és a dupldn sztochasztikus
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matrixok fogalmat. Nevezetesen, megkapjuk ezt az uj fogalmat, ha a 8., 9.
és 10. definiciokban az X teret egy topologikus csoporttal, a 4 mértéket pedig
az X téren értelmezett Haar-mértékkel helyettesitjiik. Frdekes lenne a Peck-
tételt altalanositani erre az esetre.

Az 1. tétel mas lehetséges altaldnositdsaihoz az 1b. tétel mutat utat.
Nevezetesen bebizonyithaté a kovetkezd két tétel [11].

5. TETEL. Legyen A= {au}i x-1 egy gyengén dupldn sztochasztikus mat-
rix. Ekkor definidlhato a kvdzi permutdcié matrixok £2* tere részhalmazainak
egy 8 o-algebrdja és egy, az §*-on értelmezett P* valdsziniiségi mérték gy,
hogy

.Q:kES' (l,k= 1, 2,...) és P*(ka)zaik.

6. TETEL. Legyen A= {au}ir-1 egy dupldn sztochasztikus matrix. Ekkor
definidlhato a permutdcié matrixok 2 tere részhalmazainak egy § o-algebrdja
és egy §-n érlelmezett P valosziniségi mérték ugy, hogy

Qikeg (i,k:1,2, ...) és P(Qik):aik-

Megemlitjiik ezen tételnek néhany kovetkezményét. Legyen X = (x,, X,,...)€
€ I%. Az x vektor i-ik koordinatdjat jeldljiikk x;=x|;-vel. Nyilvanval6, hogy
minden A duplan sztochasztikus matrix tekintheté az [* téren értelmezett line-
aris operdtornak.

1. KOROLLARIUM. Legyen A= {au}i k-1 egy duplan sztohasztikus matrix.
Ekkor definidlhat6 az 2 téren egy P valosziniiségi mérték agy, hogy min-
den x € [*-re ]

Ax|;= | Px|dP.
PEQ

2. KOROLLARIUM. Legyen A egy gyengén dupldn sztochasztikus matrix.
Ekkor definidlhatd az £2* téren egy P* valosziniiségi mérték gy, hogy min-
den x € [*-re

Axli= [ Px}aP".
PEO*

3. KOROLLARIUM. Legyen A egy duplan sztochasztikus (illetve gyengén
duplan sztochasztikus) matrix. Ekkor definialhat6 az £ (illetve £2*) téren egy
P (illetve P*) valosziniiségi mérték tgy, hogy

Axli= [ o | PPy Pud(PyxPyx - XPy),

PLEQ, PEQ
illetve
Axjp= [ - [ PP.... Pid(PixP3x - X P,

PEQr Pt
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ahol ;=28 és 2!= 82" és P,=P (illetve P} =P") az £; (illetve £7) téren
definialt mértékek.
Konnyen lathatd, hogy a 6. tételbdl kovetkezik a kovetkezd

4. KOROLLARIUM. Legyen A= {au}ix-1 egy duplan sztochasztikus mat-
rix. Ekkor létezik a valosziniiségi valtozoknak egy &, &,, ... sorozata 1gy, hogy

P{Ci:k}=aik (l=],2,.; k:1,2,...)
és
P{li:LicAl=|Al} =1,
ahol A az egész szamok egy halmaza és |---| jelenti a szdban forgé halmaz
pontjainak szamat.

Nem kivanunk itt foglalkozni sem az 5. és 6. tételek bizonyitasaval, sem
azzal a kérdéssel, hogy az 1., 2. és 3. korollariumok hogy kovetkeznek az
emlitett tételekbdl, ugyanis ezek a bizonyitidsok a [11] dolgozatban részletesen
megtalalhatok. Csupan két, a bizonyitdsban lényeges szerepet jatsz6 lemmat
emlittink meg, amelyek onmagukban is érdekesek.

4. LEMMA. Legyen

Ay, A2y ..y Ain, - .-
Az, A2, ..y Ao, ...

A=

........................

aml; am2; ve ey anm, .o

egy gyengeén dupldn sztochasztikus matrix. Jeloljitk az m X oco-es kvdzi per-
mutdcio matrixok sorozatdt {P,, P, ...}-vel. Ekkor taldlhat6 a nem negativ
valds szdmoknak egy ¢, ¢, ... sorozata ugy, hogy

A= chpk.
k=1
Itt az = jel a kovetkezdt jelenti:
N
lim|[A— > e P]|=0.
N> k=1

Egy D— {d;} matrix normajat a ||D| = > |dx| képlettel definialjuk.
ik

5. LEMMA. Legyen X egy tetszoleges absztrakt tér, 8§, 8, --- jelentse
X bizonyos részhalmazai o-algebrdinak egy monoton nové sorozatdt. Py, P, ...
legyenek az 8,,8,,... o-algebrdkon értelmezett mértékek. Jeloljiik $-sel az

~

o‘Rzz&- algebrdt tartalmazo legsziikebb o-algebrdt. Tegyiik fel, hogy
i=1
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1. Minden i-re (i=1,2,...) taldlhaté 82 diszjunkt részhalmazainak egy
a?,af, ... sorozata igy, hogy
a a4 =2
és 8; minden eleme bizonyos o halmazok Osszege.
2. A P; mértékek kompatibilisek, azaz
Pi(A)=Pi(A) ha A€S (i=1,2,...; k=1,2,...).
3. Ha

1 2 3
a’>5ad?5d¥>...

[oo]
akkor a J[ a§}’.’ halmaz nem iires.
i=t

Ekkor taldlhato az § o-algebrdn egy P valdsziniiségi mérték ugy, hogy
P(A)=P;(A) ha AcS..

Konnyen lathatd, hogy ezen lemma a 3. feltétel nélkiil nem érvényes.
Megemlitjitk, hogy a valdszinliségszamitdsban gyakran 1ép fel az a probléma,
hogy ezen lemmaban az 1. és 3. feltétel milyen mds feltételekkel potoihato.
Igy példaul a val6sziniiségszamitas Kolmogorov-féle alaptételének bizonyita-
saban is egy ilyen tipusu feltétel megtaldldsa jatssza a fOszerepet. Igen nehéz
feladatnak latszik egy jol hasznalhatd elégséges feltétel megadasa.

Végiil még a kovetkez6 kérdést emlitjik meg. Mi modon altalanosithatéd
a 6. tétel duplan sztochasztikus mértékekre? A jO altalanositds megtalalasa-
ban segitségiinkre lehet a 4. korollarium. Nevezetesen felvetjiik a kovetkez6
kérdést.

4. probléma. Legyen u a 2 Lebesgue-mértékre abszolut folytonos, dup-
lan sztochasztikus mérték, Radon—Nykodim derivéltjat jeloljiik f(x, y)-nal.
Azaz f(x, y) legyen egy nem negativ fiiggvény, amelyre

+ @

[ feyydx= | jix, y)ay=1.

-

Létezik-e olyen & mérhetd sztochasztikus folyamat, amelyre

a

PiE <a}= | f(t, y)dy

P{A(t: &€ A)=4i(A)}=17?
Altalaban érdekes azonban a kovetkezd kérdés: ha & egy mérhetd sztochasz-
tikus folyamat, mi mondhatd a

Mt € A)
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valdsziniiségvaltozd eloszlasfiiggvényérol? Itt A egy Borel-halmazt jelent és
4 a Lebesgue-mérték. .

Valdsziniinek latszik, hogy ezen probléma megoldasanal egyszeriibb a
2. lemmaval analog kovetkezd probléma megoldasa.

5. probléma. Legyen f(x,y) az egységnégyzeten értelmezett folytonos
fiiggvény, amelyre -
fx =0

1 1

76 yyax=] 1z y)ay=1.

0

Kérdés, létezik-e a [0, 1] intervallumon értelmezett olyan 7 mérhetd, mérték-

tarto transzformdacio, amelyre
f(x, Tx)>0.
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