A RIEMANN-TER INTEGRALGEOMETRIAJANAK
NEHANY PROBLEMAJAROL

irta: TEKSE KALMAN

Bevezetés

Feliiletek integralgeometridjanak alapveté idedi W. BLASCHKE [1} és M.
Hammovicr 1], [2] munkdiban vetddtek fel eldszor, neviikhoz fiiz6dnek e prob-
lémakor elsd eredményei is.

Feliileteken altaldban nem létezik tranzitiv mozgédscsoport, igy itt a klasz-
szikus értelemben vett integralgeometriardl (pl. adott ponttérben bizonyos ge-
ometriai objektumok valamely halmazanak lokdlisan kompakt transzformacio-
csoporttal szemben invarians mértékérél) nem beszélhetiink. E nehézségek at-
hidalasira BLASCHKE egy kétméretii pozitiv definit metrikaja feliilet geodetikus
vonalainak kétparaméteres sokasdgdra (a feliilet egy adott tartomdnydnak min-
den pontjan geodetikusok egyparaméteres serege halad at, mikozben a feliilet
azon részére szoritkozunk, amelyben a sokasdg két gorbéje legfeljebb egy
pontban metszi egymdst) olyan mérték bevezetését javasolta, amely invaridns:
a) a feliileti koordinatarendszer valasztisdval szemben; b) a gorbék parame-
terezésével szemben. Az igy definidlt mérték és annak folyamdnyai nagyfoka
hasonldsagot mutatnak a klasszikus integralgeometria megfelel6 eredményeivel.

W. BLASCHKE és M. Hammovicl gondolatainak kézenfekvd 4ltaldnositasat
adta L. SANTALO [1], akinek sikeriilt meghatirozni az n-dimenzids pozitiv
definit metrikaji Riemann-tér geodetikus vonalai 2(n—1)-méretii halmazanak
fenti értelemben invaridns mértékét.

E problémakér vizsgalatinal jogosan vetddik fel az a kérdés, hogy felii-
leteken, geodetikusoktdl kiilonbozé gorbék halmazanak milyen feltételek mel-
lett létezik invarians mértéke, tovabba, e mérték milyen tulajdonsaggal ren-
delkezik. W. BLASCHKE és M. Hammovicl eredményeinek ilyen irdnyd altala-
nositasaival Moszkvaban P. K. Rasevszki], valamint tanitvdnyai, elsdsorban
B. V. Leszovoj [1] és I. M. JagLom [1] foglalkoztak és jelentds eredményeket
értek el. B. V. LEszovoj [1], a P. K. Rasevszkiyj [1] altal kidolgozott bimet-
rikus rendszerek elméletének felhaszndlasaval azt kapta, hogy egy pozitiv
definit metrikaju kétméretii feliilet valamely S gorbéi kétparaméteres halma-
zanak akkor létezik a fenti értelemben vett invaridns mértéke, ha a feliilet egy
tetszbleges rogzitett P pontjan athaladé gorbék adott P pontbeli gorbiilete
azonos.
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Jelen dolgozatban P. K. RASEVsSzKij Osztonzésére arra a kérdésre igyek-
sziink valaszt adni, hogy milyen feltételek mellett &ltalanosithaték B. V. LE-
szovoj, illetve L. SANTALO eredményei az n-méretit V, Riemann-tér esctére.
A probléma vizsgalatait megnehezitette, hogy a bimetrikus rendszerek elméle-
tének altalanositisa mar a trimetrikus rendszerek ‘esetén is nehezen kezelhetd
eredményre vezetett. Ezért célszeriinek mutatkozott a kérdések kevésbé szem-
léletes, de egyszeriibb titon, mds oldalrél valé megkozelitése. Ugyanakkor a
kapott eredményeket, mint az altaldnos relativitds {(n -+ 1)-dimenzi6s terében,
elektromagneses mezOben mozgd toltott részecskék palydinak siiriiségét, fizi-
kailag sikeriilt interpretdlni. Eredményeink felhasznalasaval L. SANTALO [2]
bizonyos integralformuldi altaldnosithatok lettek a geodetikusokndl joval alta-
lanosabb gorbeosztalyokra is.

Végiil megjegyezziik, hogy a jelen dolgozatban tekintett gorbékre és ezek
vizsgalt halmazara vonatkozoan a tovabbiak sordn mindig feltételezziik a ko-
vetkezOket: a) a V, tér minden pontjaban tetszbleges iranyban a halmaznak
egy és csak egy gorbéje halad at; b) a V, tér bizonyos pontjanak olyan kor-
nyezetére szoritkozunk, amelyben a halmaz tetszbleges két gorbéjének legfel-
jebb egy kozds poatja van.

1. Gorbék halmazanak mértéke n-méretii Riemann-térben

1. 1. A bevezetésben vazolt kérdések tisztdzdsdhoz tekintsiink egy n-di-
menzios V, Riemann-teret. Az x% x% .., x" lokalis. koordinatarendszerben a
a tér pozitiv definit metrikus formaja legyen:

(1.1) ds*=gydx dx,
ahol feltételezziik, hogy a

gi=g,(x", X% ..., x") »
szimmetrikus tenzor argumentumainak kétszer folytonosan differencialhato
fiiggvénye. Megjegyezziik, hogy (1. 1)-ben és a tovabbiakban mindeniitt, egy
formuldban egyidejiileg eloforduld azonos also és felsé indexek ezen index
szerinti Osszegezést jelentenek, tovabba a latin kisbetiivel jelolt indexek az
1,2,...,n, a gorog Kkisbetiivel jelolt indexek az 1,2,...,2(n—1) értékeket
futjak be, hacsak valamilyen kiilon megjegyzést nem tesziink.

Tekintstik most a V, tér bizonyos S gorbéinek valamely 2(n—1) pa-
raméteres X halmazit, amelyre teljesiilnek a Bevezetésben tett feltevések, és.
amelynek elemeit az

Q1, B2y o .oy CAn-1)
paraméterek hatarozzdk meg. Tegyiik fel, hogy ezen S gorbék az
(12) xi=xi(a1, ag, ..., az(n_l);t)
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egyenletekkel vannak megadva, ahol az ¢, (0u=1,2,...,2(n—1)) paraméte-
rek hatirozzdk meg az X halmazhoz tartoz6 S gorbét, ¢ pedig a gorbe menti
paraméter. Ugyancsak feltessziik, hogy az x*(ai, @s, ..., @sw-1y; t), valamint a
tovabbiakban el6fordul6 valamennyi fiiggvény az Osszes vdltozok szerint a
sziikséges rendszamig bezdrélag folytonosan differencidlhatok és a V, tér
tekintett tartomanyara, valamint az X halmaz S gorbéire fenndlnak a beveze-
tés végén tett feltevések. Jelolje

X= 5Ci((l1', &2,y . - ., Uon-1); t)
a V, tér x* pontjan athaladd tetszoleges S gorbe érintévektorat, azaz
. dx

x" —_— 'W .
Az (1.1) formabdl kapott

(1.3) = (gyX‘ %)

kifejezés segitségével az X halmaz minden gorbéjére képezhetjiik a

__ o9
(1.4) p—t:

mennyiségeket, ahol természetesen a p;-k szintén az e, és a f paraméterek -
fiiggvényei:

(15) i p,-zpi(al,ag,...,(Cg(n-]);l()

és a sziikségesnek megfelel6en folytonosan differencidlhatok. lly médon az (1. 2)

és az (1.5) fiiggvényekbdl rogzitett f paraméterérték mellett a kovetkezd dif-
ferencidlformakat kaphatjuk:

(1.6) ) dxt== i, de,,
__ 0pi
dp,= 2, de,.

pezhetjik a
(1.7 dS = [dx‘dp)+ fi;[dx'dx7]
@
kiilsd6 format,' ahol
fo=Ffi(x" ..., X" piy ooty Do),

1 Jtt és a tovabbiakban mindeniitt, a szogletes zardjelekben 4ll6 differencialformak
e formak kiilsé szorzatat jelentik. (Lasd pl. P. K. Rasevszkyy {2].)
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melyekre fennall

fi+fi=0,
és az Osszes valtozok szerint a sziikséges rendszamig bezdrolag folytonosan dif-
ferencialhato fiiggvények.

1. 2. Az elmondottak alapjan a bevezetésben vazolt feladat megoldasa-
nak megkozelitéséhez a V, tér S gorbéi tekintett X halmazénak valamely két-
paraméteres X, részhalmazat vizsgaljuk. Ebben az esetben feladatunk azon
feltételek meghatdrozdsara szoritkozik, amelyeket halmazunk S gorbéi egyen-
leteinek, valamint az f;(x, p) fiiggvényeknek ki kell elégiteniok ahhoz, hogy
az (1.7) kiils6 forma abszolit értékének integralja invaridns legyen, ahol az
integralas kiterjesztendd az egész halmazra. Mas szavakkal, meghatarozandok
a V, tér 1.1. pontban vazolt feltételeket kielégitd azon gorbéi, amelyek két-
méretli halmazara az (1.7) kiilsé forma abszolit értéke invarians lesz a loka-
lis koordinatarendszerek, valamint a gorbék paramétereinek transzformacioival
szemben. A tovabbiakban el6szor e feladat megoldasaval foglalkozunk.

Miel6tt azonban ratérnénk e kérdés részletes vizsgdlatara, megiegyezziik,
hogy megfontolasainkban az S goérbéket a szokdsos (x',..., x*; x',..., x*)
koordinatdk helyett az (x',..., x"; pi, ..., px) koordinatikkal fogjuk megadni.
Itt formalis nehézséget csupan az jelent, hogy a p; mennyiségek nem fiigget-
lenek. Valdban (1. 3)-bol, mivel ¢ az X' valtozokban elséfoki homogén fiigg-
vény, Euler tételének folyomanyaként kapjuk:

o9

ox T

Ebbdl X' szerinti parcidlis differencialassal

g ..
e
axtox 0,
azaz
62¢ a(plxp27---;pn)
D e | = —— s % —0.
et X ax a(x, X%, ..., X") 0

Az (1.4) egyenletek tehdt nem oldhatok meg az X' véltozokra vonatkozoan.
Mivel azonban egy adott S gorbe érintdjének az irdnyat nem maguk az
(x4, x% ..., x*) koordinatdk, hanem ezek ardnya hatdrozza meg, ezért a p;
mennyiségek jogosan vehetdk az S gorbe koordinatainak.

E rovid kitérd utdn tekintsiik a V, térben az

xt=x(x", X%, ..., X")
egyenletekkel megadott koordinatatranszformdéciot, ahol az x’-k argumentumaik
folytonosan differencidlhato fiiggvényei. Ahhoz, hogy az (1.7) forma e transz-
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formdci6val szemben invarians maradjon, az f;(x, p) fiiggvényekre .teljesiilniﬁk

kell az
ax 6XJ axt gx _
falx; )= (ax" axi~ 9xt ax")ﬁj(x’p)

egyenlOségeknek.

Tegyiik fel most, hogy a V, tér S gorbéi X halmazanak X, részhalma-
zit az e, @, paraméterek hatdrozzék meg. Ez esetben az (1.7) forma az (1. 6)
egyenletek felhasznalasdval a kovetkezd alakban irhat6:

i . a3 . 3 k 3 k
(1.8) dsz(a_X%_a_xa_&)daldwrf,k(@_x@i_éii{)dald%,

© e, 0, das da,

E forméanak az S gorbék paraméterezésével szemben invaridns volta azt jelenti,
hogy a forma ¢ paraméter szerinti variacidja nulla:

gy (9% 9pi | ox api)d axt gx*
()(((1;;9) (6[0&1 da) + des 0y ades+fagr- d[e, e ]dalda2+
axi axk_ axi axh)
AL 6t=0,
+f"(a[al sl T ole g ) P9 01="0
azaz -
axs ap;, . ax ap: axi gx* (650’ axk  9xt a)'ck)
1. i 7l =
(-9 31e vl T 97 el T7* 3[e 2] T\ le v T o[ 7g) =°

Itt a szogletes zardjelek az e, és «, paraméterek szerinti alterniciot jelente-
nek, tovibba

; _ Ofalx, p)
Fo=—"55

Felhasznéltuk tovabba azt, hogy

. __6p,~ P
op;, = o dt = p,;0t,

i — OX g
Oxi= Y ot =x'0t.
A tovabbiakban sziikségiink lesz a V, tér adott gorbéjének fénormalis
vektordra, melynek p; komponenseit (1.3) felhaszndldsaval a
d od¢ e
1.1 = 9P 9T .
(1.10) dt 9x  ax
egyenletekkel definidlhatjuk (lasd pl. EISENHART [1]). Konnyen ellenérizhetd,
hogy

(1. 11) =k - y(f)x;,

5 . Osztaly Kozleményei X1/3

e e e A Bp s

PRty LYY

~ L
[PEREY I U P

kit SIY

RN o WY

mam: b femven .
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ahol k; az S gorbe elsd gorbiiletének kovaridns vektora, X; a gorbe kovari-
ans érintbvektora (x;==g;;x’) és y(¢) a { paraméter olyan fiiggvénye, amelyre
Y(s)=0, ha s a gorbe ivhossza. Az érintdvektorra merdleges k; vektor hosz-
szat a gorbe els gorbiiletének nevezik €s k-val jelolik.

Ily médon (1.4) és (1. 10) felhasznaldsaval kapjuk:

a9
ax

.+_

Di=—

Mivel azonban

opi _ ¢ op: __ 0@ | om _
da,  0x e, da,  dxdes | des (s=1,2)
ezért fennall »

9a: 0% 0a)]  dla 0x0a) | dla 9@ dl@de] ' dle e’

ahol a szogletes zarOjelek az e, és «, szerinti alterndlast jelentik. Az alter-
nalas folytdn a jobb oldal elsé tagja nulla és igy (1.9)-bol kapjuk:

X e | ax g axt i ax ops

axt axt
d[a, o)

axt gu;
e, oa)

Mivel azonban

i k 7 vk
(1.12) X dx axt gx )——O

+Ha (a[al 2] T ole deal)

+fue -

Ui = .ui(x’ 5(; t))
ezért

ami  om 4xF | gus 9xX* .
das  Jx* da, + ax* das (s=1,2).

fgy (1.12)-bdl kovetkezik, hogy

(L’—‘f‘;—i’”’.‘)ﬂﬁk fm)ﬁ ox 0%

a x* axt da, day

o axi §xk ax ax'c)
2f; — =0.

+( T f")(am da, den da

Ezen egyenletek tetszdleges f paraméterezés mellett fennallnak, igy specidli-
san f=s esetén is. Ez esetben (1. 11) kovetkezményeképpen
wi = ki,
tehat
ax ax*
__—_|_.

da,

ak; ok , )
(”a‘x—k —x J + (foe—fs)

ok axi ax*  ax 9x’*
+(%+2ﬁk)( X oxT _ 0X 9 )=0,

da, e, day day

(1.13)
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ahol a vessz6k mindeniitt ivhossz szerinti derivdldst jelentenek. Bevezetve az

ax e ax 7 ax" i 0%
deay’ de,’ da,

i

da,

jeloléseket, tovdbba u' és o' linedris fiiggetlenségét felhasznalva (ami kovet-
kezik abbol, hogy az X, halmazt tetszolegesen vdlasztottuk), (1. 13)-bol

ak; . ak;
4 x ax

(1.14) fion=

adddik, ahol [, j] az i, j indexek szerinti alternalast jelenti. Masrészr6l azonban
(1.15) Ai(d —viwi) =0,
ahol A; az (1.13) kifejezés masodik tagjanak egyiitthatja. Figyelembe kell
venniink tovabba azt is, hogy x" egységvektor:
XX =1,
és kovetkezésképpen, elobbi jeloléseink felhasznalasaval pl.:
(1.16) gg;’ ukx'ixV 4 2x;29 =0,
fgy az (1.15) egyenletnek (1.16) kovetkezményének kell lenni, azaz

Ay zf—v’wf)—}—l( £is L XX uk - 2x,zf) 0

azonosan fennall ahol 2 tetszbleges konstans. Ez az u* fuggetlen véltozokban
linearis egyenlet, amibdl

. 08i s
Akaf-}-l—a%}x X7 =0,
Agvw —22x;28 =0
kovetkezik, ahonnan
A= 6x]+2f”“0

Ebbél

ak, ok
(1. 17) ﬁl,]] (6 x/1 axlj)y
ahol [i,j] az i és j indexek szerinti alterndlast jelenti. Kovetkezésképpen az
(1.7) kiils6 forma akkor és csak akkor lesz a Bevezetésben vazoltak értelmé-
ben invaridns, ha az f; fiiggvényekre és az S gorbékre fennallnak az (1. 14)
és (1. 17) egyenletek.

5%
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Mivel f; antiszimmetrikus fiiggvény, (1.17)-b6l konnyen adédik, hogy

dk; ak;

i T =0

amibol:
o’k _
ax79x"
azaz k; az x" valtozok linearis fiiggvénye, tehat
(1.18) ki(x, x) == F,;x7 + B;.
Itt (1. 17) folyomanyaként az Fj; fiiggvények szintén antiszimmetrikus fiigg-
vények:

’

Fij= Fij(x); Fij + F; =0,

tovabba
Bz:Bl(X)
Masrészrol
Ofi: o L
fym = e e
és
afy 1 ki
X7 T2 e

azért (1. 14) és (1. 18) alapjan fenn kell allniok a kovetkezd egyenlOségeknek:

3 Fij x,l_(aFu . Oﬂ'z)x,l+(63i - 63,-)’

axt —  \ax ax ax ax
azaz N
oF;  0Fx aFa
8 xt + axt ax =0,
3 B; _a_BJ'=0
ax axt ’

Igy F; valamely vektormez6 roticioja, B; pedig valamely skalarmez6 gradiense.
Végiil, mivel x" egységvektor,

(1.19) Di=giyx’ =x.

fgy (1.7) és (1. 17) alapjan kapjuk, hogy a V, tér S gorbéi X, halmazara a
—tdxigy o L[ 0K ____‘6ki) idxi

(1.20) ({2“)9_.Ex_f{xl]i_ i (ax’i 57 [dxidx]

. kiilsd forma invarians lesz a) a V., tér koordinatatranszformdcioival, illetve b)
az § gorbék paraméterezésével szemben.
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Az (1.20) kifejezés abszolut értékét a V, tér S gorbéi X, kétparaméteres
halmaza siiriiségének nevezziik. Ezzel a jelen pont elején felvetett problémat
megoldottuk, nevezetesen bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

1. TETEL: A V, tér feltételeinket kielégité S gorbéi valamely 2(n—1)
méretit X halmazdnak kétparaméteres X, részhalmaza akkor és csak akkor ren-
delkezik (1.7) alaki invaridns siiriiséggel, ha az S gorbe fdnormdlis vektora
(1.18) alaki, ahol Fy valamely vektormezd rotdcidja, B; valamely skaldrmezd
gradiense, az f; antiszimmetrikus fiiggvény pedig (1.17) alaki.

Az (1.20) kiilsé formanak az X, halmazra, azaz e halmaznak megfeleld
«,, ¢, paraméterértékekre kiterjesztett integralja a fent vazolt értelemben szintén
invarians. Ez az integral a V, tér S gorbéi X, halmazanak zntegralgeometrlal
meértéke.

1.3. Az elmondottakbol vilagos, hogy a V, tér fenti feltételeket kielégitd
S gorbéi X halmazanak barmely 2m-paraméteres X, részhalmaza (ahol m < n)
szintén rendelkezik invaridns siiriiséggel, amelyet a

ak; ki

X't ax7

n

)[de dx’]

[dx” dxi] + — (

(1.21)
(-m)

kiils6 forma abszolut értéke szolgaltatja, ahol a hatvanyozds mint ismételt
kiilsd6 szorzas értendd. Kovetkezésképpen fennall a

2. TETEL. A V., Riemann-tér 1. tétel feltételeit kielégité S girbéi 2(n—1)-
paraméteres X halmazdnak bdrmely 2m-paraméteres Xom részhalmaza (m< n)
rendelkezik (1.7) tipusu invaridns stiriiséggel, amelyet az (1. 21) kiilsé forma
abszolit értéke szolgdltat.

E siirliségnek az Xs,. halmazra, azaz e halmaznak megfeleld @i, @z, ..., @om
paraméterértékekre Kkiterjesztett

. 1ok ki), 1o s

].22 om) = L : — ‘,’_ —_— - i
(1.22)  M(Xen) f;[dx dx]+, (axl axj)[dx x|

integraljat az Xo. halmaz integrdlgeometriai mértékének nevezziik.

1. KOROLLARIUM. Abban a specialis esetben, amikor a vizsgalt S gorbék
a V, Riemann-tér I" geodetikus vonalai, tehat amelyekre k;=0, a 2. tétel
feltételei trividlisan teljesiilnek és akkor (1.21) siiriiség az egyszerii

dI' = {{[dxtdx]]}™ (m<n)
(2m)

format veszi fel. Ennek abszolut értéke m=-n—1 esetben a V, tér I" geo-
detikusai X halmazdnak L. SANTALO altal bevezetett invarians siirfiségét adja.
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2. KOROLLARIUM. Specidlisan, n==2 esetén, amikor az X, kétparaméteres
gorbesereg egy kétméretii feliileten fekszik, az (1.21) formulabdl a halmaz
stirliségére (1. 19) felthasznalasaval a

(1.23)  dS—[d¥dp]+[dxdp] — - ( ok ok ) [dx dx’]
@ ‘ 2 ax

format kapjuk, amely (1.18) figyelembevételével a kovetkezd alakra hozhato:
dS =[dx'dp| -+ [dx*dp,) — Fi,(x)[dx' dx7].
@

Esetiinkben azonban

F12(x)=k(x)'012(x),
ahol k=k(x) az S gorbék geodetikus gorbiilete, O, pedig a helytdl fiiggd
ortogondlis matrix, amely a gorbe érintéegységvektorat a geodetikus normalis
egységvektoraba viszi at. Konnyii azonban belatni, hogy

Ou(x)=Vg=(Det|gy)'® (G, j=1,2),
és igy az (1.23) siiriiség a kovetkez6, B. LEszovoj [1] éltal kapott alakot veszi fel:
(1. 24) dS=I[dx*dp,|+[dx*dp]—k(x) g [dx dx].
) -

Ha ezen a feliileten egy geodetikus polarkoordindtarendszert tekintiink,
amelyben a feltilet metrikus forméja

ds*=do*+ g (e, 6)-d6?,

ahol @ a koordinatarendszer O kezd6pontjdn és a feliilet egy tetszbleges P
pontjan athaladd geodetikus vonal rogzitett irannyal bezart szoge, o pedig
P-nek O-t6l vett geodetikus tavolsaga, akkor egyszerii szamolassal adodik,
hogy (1.24) e polarkoordinatarendszerben a

dS.:(—" Vg —k1/§) [dod6)]
) ae

alakot veszi fel, amely L. SANTALO [2] formuldjdnak Aaltaldnositisa a feliilet
k= k(x) geodetikus gorbiiletii S gorbéinek kétparaméteres sokasagara.

MEeGjEGYZES. A V, Riemann-tér S gorbéire kapott (1. 10), (1. 11), (1. 18)
differencidlegyenletrendszert (melynek teljesiilése esetén az S gorbék 2(n—1)-
paraméteres X halmaza barmely 2m-paraméteres Xs, részhalmazanak létezik
(1. 21) alaka invaridns siiriisége, amely {ehdt meghatdrozza a kérdéses gorbe-
sokasédgot), édltalanos esetben nem konnyii megoldani. Néhany specialis eset-
ben elballitottuk ezen megoldasokat, amelyek leirdsara azonban itt nem tér-
hetiink ki. Csupdn megjegyezziik, hogy az n-dimenzids euklideszi tér esetén
e megoldasok pl. a csavarvonal bizonyos &ltaldnositasait képezd gorbék hal-
mazahoz vezettek.
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2. G6rbék halmazanak mértéke mint mechanikai rendszerek
Poincaré-féle integralinvariansa

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a V, Riemann-térnek a 2. tétel
feltételeit kielégitd S gorbéi 2m-paraméteres Xz, halmaza (m<n) (1.22) in-
varians mértékének érdekes és fontos mechanikai interpretacié adhaté. Neve-
zetesen bebizonyitjuk, hogy az E. CArRTAN (lasd pl. [1]) altal tanulményozott
Poincaré-féle integralinvaridansok a mar vizsgaltaknal joval altalanosabb me-
chanikai rendszerek trajektdridira is léteznek és bizonyos esetekben lényegében
az (1. 22) invaridns integrallal azonosak. Az integralgeometria tételeinek ilyen
interpreticidja lehetGvé teszi a kapott eredmények alkalmazasat az analizis
és a mechanika szamos problémajanak vizsgalatanal.

2.1. Az (1. 22) invaridns integral fizikai tartalmanak tisztazdsahoz tegyiik
fel, hogy m,nyugalmi tomegii és e egységnyi toltésii toltott részecske mozog
az (n+-1)-dimenziés eseménytér graviticids erbterében (az altaldnos relativitas-
elmélet (n 4+1)-dimenzids terében) elektroméagneses mezében. Tegyiik fel tovabba,
hogy teriink, amelyet egy tetszbleges T koordinatarendszer x!,x2 ..., x", x**
eseménykoordinataira vonatkoztatunk, g; = g;(x!, ..., x*!) tenzormezovel adott
V.«1 Riemann-tér, ahol '

Det|gy| =0, gy=gji,
és, mint e pontban mindeniitt, ha kiilon megjegyzést nem tesziink, a latin-
betlis indexek az 1,2,...,n-+41 értékeket futjdk be. Ez esetben a tekintett
pont mozgdsat a térben egy gorbe irja le, amelynek egyenlete
2.1) xt = xi(x"+1) (i=12,...,n)
alakban irhatdo (ahol paraméterként az x*+! koordinatat hasznaljuk). A toltott
nevezik. E trajektoria mentén torténd ,,végtelen kis” elmozdulds koordinatéit
dxt (i=1,2,...,n-+1) differencidlokkal jeloljiik. Ugyanakkor a V., tér eiekt-
romagneses mezejét meghatdrozd vektorpotencial komponenseinek jelolésére
A; (i==1,...,n), a mez6 skaldrpotencidljanak jelolésére ¢ szimbdélumokat ve-
zetjik be.

A relativitdselméletben &ltaldban az x*! paraméter helyett olyan = para-
méter hasznalatos, amelynek differencidlja a trajektoria iveleme (an. sajatidé
a trajektoria mentén):

dt=Vgidxdx.
A trajektoria érintdvektora, amelynek komponenseit x-vel jeloljiik, a kovetkez6:
_dx
T odt
(Ezentul vesszbvel jeloljiikk a trajektdria ivhossza szerinti derivalast.)

2.2) X'
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A fenti jelolések felhaszndlasaval a tekintett pont valdsdgos trajektoridja
a V.1 tér két adott (a v paraméter 7, és 7, értékéhez tartozd) pontjat Ossze-
kotd oOsszes lehetséges gorbék koziil éppen az a gorbe lesz, amelyre az

T

[Loae

%o

integral stacionaris, azaz, amelyre ezen integral valdsdgos trajektéria menti

0 fL(’)d =20.

Ezen integralokban L® az x® és x'* valtozdk valamely invaridns fiiggvénye
és az adott mechanikai rendszer Lagrange-fiiggvényének nevezik. Ennél a fels6
7 index azt jelenti, hogy a fiiggvényt a = paraméterre vonatkoztattuk. Isme-
retes, hogy a fenti feltételb6l kovetkezik, miszerint a tekintett pont trajekto-
ridjara fennallnak a kovetkezo, un. Euler—Lagrange-féle differencialegyenletek :
d ¢L® 9L®

2.3) dv ot ax O

Ismeretes tovabba, hogy a V,., tér altalunk tekintett mechanikai rendszerének
Lagrange-féle ftiggvénye (2. 2) felhaszndlasaval

(2.4) LO = — myc*) gy XX +% @ix

alakban irhaté (lasd pl. BERGMAN: [1]), ahol a ¢;-k az (A;, @) kovaridns
vilagvektor komponensei, ¢ konstans pedig a fénysebesség.

Feltessziik most, hogy a vizsgalt elektromdgneses mezlre vonatkozd ¢;
vektor csak a hely fiiggvénye és fiiggetlen az irdnytol, azaz ¢;— @i(x) €s be-
vezetjiilk az

e
PRAR Vi(x)

jeloléseket, tovabbd az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
m,==1. Ekkor L® fiiggvény a kovetkezd alakban irhatd:

(2.4) LO — — () gy X x7 — Vi(x)x").
A
L 0L®  Cgax’

mennyiséget a rendszer k-ik impulzusdnak nevezziik és az ennek analogia-
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jara képzett
cCgax'’

2.6 - Lo
( ) p}‘ Vgij x/,;x/j
mennyiségek az elektromagneses mez6t6l mentes rendszer Lagrange-fiiggvényé-
bol szamitott impulzus komponensei.

Ezek alapjan a (2.5) mennyiségek felhaszndlasaval a V.. tér fenti tra-
jektoriai 2(n—1)-paraméteres X halmaza tetszéleges ketparaméteres részhal-
mazara, POINCARE eljarasat kovetve, képezhetjik a

dS—[dx dp],
)

vagy altalanosabban az X halmaz tetszGleges 2m-paraméteres Xo, (m<n)
részhalmazdra a
2.7 dS = {[dx'dp;|}" (m<n)

@m) ~
kiils6 formakat. E kiilsé forma

M(Xo) == | {ldxdp]”
integralja (ahol az integralas kiterjesztend® a rendszer fazisterének adott 2m-
méretli sokasagira) LIOUVILLE ismert tétele folytan (ladsd pl. L. LANDAU—
E. LiFsic, [1]) invaridns marad a sokasdg pontjainak — a tekintett részecs-
kék mozgésegyenleteinek megfeleld — id6beni elmozdulasaival szemben. Ez
azonban éppen azt jelenti, hogy rendszeriink trajektoridi X halmaza tetszole-
ges 2m-paraméteres X», részhalmazdnak létezik (a Bevezetésben vézoltaknak
megfelel6 értelemben) invaridns mértéke. Természetesen, mint a rendszer
Lagrange-fiiggvényének (2. 4) alakjabdl is kitlinik, a fentiek csupan a V;=0
esetben, azaz, ha elektromagneses mez6 nem lép fel, jelentenek a V.1 tér
»geodetikus vonalai” halmazadra vonatkozd invaridns mértéket.

2.2. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a V... térben toltdtt részecs-
kék trajektoridi X halmazanak valamely X, részhalmazédra kapott (2. 7) alaku
invarians siirliség lényegében megegyezik az el6z6 pontban a Riemann-tér
feltételeinket kielégitd S gorbéinek 2m-paraméteres halmazara definialt inva-
ridns siirliséggel. Ehhez a részecskék trajektdridira kapott (2.3) differencial-
egyenletrendszert a mechanikai rendszer (2.4) Lagrange-fiiggvényének fel-
hasznalasaval a kovetkezd alakban irjuk:

d aL®  9L® \ d 9@V guxx)  a(c¢)guxxP) |
de ox™* ax* — ldt ax’® ax*

~ldv  ax*® axk

d oVix o Vix' —0
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A tovabbiakban célszerii bevezetni a kovetkezd jeloléseket:

Q=1 (¢ gyx"x7) () gyxxT)

dr ox* 8 Xk ’

ahol a Q.= Q:(x,x") fliggvények a részecskékre haté potencidlmentes erd-

komponensei. lly modon az el6z6ekbo! kapjuk: '

_d gVixr  aVix' (oW aViy_,
(2.8) Q=gr o+ — ax* _( ax 0x"') ’
azaz Qi.-k az x véltozOk linedris fiiggvényei:

(2.9 ‘ Qx= Fux",

ahol (2. 8) folyomanyaként
Fri=Fy (x), Fi 4 Fiy.=0.

Misrészrol a (2. 8), valamint a (2. 6) jelolések figyelembevételével (2. 5)-
bodl kapjuk: '

pi=pi—V;
azaz
dpi—dpi—dV,— dp,— 2V g3
pi==dpi j=dpi— 5 d%.

Ily médon a (2.7) kiils6 forma a kovetkezd alakban irhato:

\ Vi 0V
axs oxt

(2.10) dS = [dxidp] — (
(2m) 2

(2. 8) és (2. 9) felhasznilasaval (2.10)

)[dxi dxf]gm (m<n).

dS —ldxidp)— 5 Fyldx'd]|  (m<n)
@m) ,

alakot vesz fel. E kiils6 forma abszoliit értéke tehat V.. térben, toltott ré-
szecskék trajektoridi 2m-paraméteres Xo, halmazdnak invarians siiriiségeként
tekinthet6k. E forma integralja:

2.11) ‘ M(Xow) = J [dx'dp]— % Fildxt dxf]% (m<n),

ahol az integralds az egész X, halmazra kiterjesztendo, a tekintett mechani-
kai rendszer Poincaré-féle inlegrdlinvaridnsa lesz. A (2. 11) integralokat az
(1. 22) kifejezésekkel Osszehasonlitva, (2. 8), (1. 10) és (1.18) figyelembevéte-
lével kapjuk a kovetkezd tételt:

3. TETEL. Az dltaldnos relativitdselmélet V., terében, elektromdgneses
mezdben (melynek vektor és skaldrpotencidljai csak a hely fiiggvényei) mozgo
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toltott részecskék trajektdridi 2(n—1)-paraméteres X halmaza bdrmely 2m-
paraméteres Xom részhalmazdnak (m<n) létezik invaridns mértéke (a rendszer
Poincaré-féle integrdlinvaridnsa), amelyet a (2.11) integrdl szolgdltat. Ez a
meérték lényegében azonos a 2. tétel feltételeit kielégité S gorbék 2m-paramé-
teres Xom halmazdnak invaridns mértékével.

Megjegyezziik, hogy az elmondottak n = 3 esetén (amikor Vi pszeudo-
riemann-tér) redlis fizikai tartalommal rendelkeznek. A fentiekb6l ugyanakkor
az is vilagos, hogy az integrdlgeometridban Riemann-tér esetén tekintett és
feltételeinket kielégitd gorbék halmazdra vonatkozd invaridns mértékek léte-
zése lényegében a mechanika variacios elvének kovetkezménye.

3. A kapott eredmények alkalmazasai

Ahhoz, hogy az 1. tétel feltételeit kielégitd goOrbék siiriiségének kifeje-
zésébdl e gorbékre vonatkozo integrdlformuldkat nyerjiink, tegyiik fel, hogy
adott a V, térben e gorbék 2(n—1)-paraméteres halmaza. E halmaz (1.21)
invaridns siiriisége részletesen kiirva, a kovetkezd alaku:

3.1 dS = D'[dx‘dp;...dx'dp;, 1 dx*dpy, ...dx dp.]+

Cn-1) v

—}—Zf.,[dx‘ .dxrdpy ... dpidpiy . dpiaadPia .. dp,,]
4

Tekintsiik most a V, tér egy rogzitett (n—1)-dimenziés V,.; hiperfelii-
letét és a fenti feltételeket kielégitd, V... feliiletet metszd6 S gorbéinek hal-
mazat. E halmaz egyik eleme legyen a V,_;-et adott P, pontban (P, € V,.-s)
metszd S, gorbe. Ekkor P, elég kis kornyezetében bevezethetd olyan koordi-
natarendszer, amelyben V,., egyenlete

x"=0

alakban irhatd. Mivel azonban a (3.1) forma invaridns az § gorbék paramé-
terezésével szemben, azért az S, gorbén a V,., feliilettel valé P, metszéspont
szabadon megvalaszthat. Ezért feltehetjiik, hogy

x'=0, dx"=0,
és igy (3. 1) a kovetkezd alakban irhato:

3.2) dS ={dx'dp,...dx"'dp,.].
@n-1))
(A (3.1) forma t6bbi tagjaiban mindeniitt szerepel dx*, ezért a tagok nullak.)
Illy médon megallapithatjuk, hogy az altalunk tekintett specidlis esetben
a halmaz S gorbéinek gorbiilete nem jatszik szerepet a siir{iség kifejezésében.
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Ez érthetd, hiszen ekkor a V,.; kornyezetében az S gorbék halmaza lénye-
gében ugyanolyan tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint a geodetikusok halmaza.

lly médon (3. 2) felhasznaldsaval az 1. tétel feltételeit kielégitd, a geode-
tikus vonalaknal joval dltalanosabb gorbék halmazdra konnyen bizonyithaték
az integralgeometria bizonyos Crofton-tipusi tételei.

fgy pl. bizonyithaté, hogy ha V,.; a V, Riemann-tér egyszerii és zart
hiperfeliilete konvex az § gdrbék halmazara nézve (a V,.,-et metsz0 gorbé-
nek vagy két pontja, vagy egy osszefiiggd ivdarabja kozos V,_;-gyel) és véges
V térfogattal rendelkezik, akkor a V,_;-et metsz6 S gorbék mértéke ardnyos
V-vel.

Az S gorbék invaridns siirliségének (1.22) kifejezésébdl egy sor
integralformula nyerhet6, amelyek részben SANTALO [2] geodetikus vonalak
halmazéara kapott bizonyos tételeinek altalanositdsai, részben tovabbi Crofton-
tipustt tételekre vezetnek. E kérdésekre a késtbbiekben még visszatériink.

Befejezésiil koszonetemet szeretném kifejezni P. K. RASEVSzKi} profesz-
szornak a fenti vizsgalatok kozben adott értékes tanacsaiért.
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