EQYDIMENZICS VELETLEN TERKITOLTES
VALTOZO HOSSZUSAGU SZAKASZOKKAL

irta: BANKOVI GYORGY és DOBO ANDOR

Bevezetés

Véletlen térkitoltési problémdk felmeriilnek szdmos gyakorlati teriileten
(szemcsés anyagok raktdrozdsa, autdk parkoldsa stb.), valamint az elméleti
fizikdban, példaul folyadékok strukturdlis felépitésének vizsgdlata soran.

Ezek egzakt matematikai tdrgyaldsa &ltaldban igen nehéz, konkrét ered-
mények is csak néhany specidlis esetben ismeretesek. Ilyen specidlis esetet
targyal RENY! ALFRED [1] dolgozatdban, ahol a probléma a kovetkezd: a (0, x)
intervallumra taldlomra rahelyeziink egységnyi szakaszokat ugy, hogy azok-
nak ne legyen egymassal ko6z0s pontjuk. Az elhelyezést addig folytatjuk, mig
a szabad helyek koziil a legnagyobb hossza sem haladja meg az egységet.
Meghatarozando az ily médon elhelyezhet8- intervallumok ¢sszhosszdnak (szé-
mdnak) varhato értéke. Ezt a mennyiséget M(x)-szel jelolve, a szerz6 azt az
eredményt kapta, hogy

lim ﬂfci):: [exp3—2 ] I—_H‘ a’us dt —0748...

Ennek a modellnek n dimenzids altaldnositasait vizsgalta PALASTI ILONA [2].
BAnkOvi GYORGY [3] dolgozatiban megmutatta, hogy egydimenzios véletlen
térkitoltési modelleken alapuld Monte Carlo-médszerek segitségével hogyan
szamithatok ki bizonyos tipusu bonyolult integralok.

Jelen dolgozatunkban olyan egydimenzios problémakat vizsgalunk, ame-
lyeknél a szakaszoknak nemcsak elhelyezése, hanem hossza is a véletlentdl
fiigg. Ezek a problémdk altalaban joéval bonyolultabbak, mint azok, amelyek
az allandé hosszusdgu szakaszok esetén fellépnek. Az altalunk térgyalt két
modell koziil az egyszeriibbel (1. modell) az 1—3. §-okban foglalkozunk;
itt az [1] dolgozatban vizsgalt esetet olyan értelemben &ltalanositjuk, hogy az
elhelyezend6 szakaszok hosszat valdszinfiségi valtozonak tekintjiik, mig a kez-
deti feltétel ugyanaz marad (1-nél kisebb ,,szabad helyre” nem helyezhets el
szakasz). A 4—5. §-okban az 1. modelit tovabbfejlesztjiik (2. modell), oly méodon,
hogy a kezdeti feltételt is megvalitoztatjuk (az 1-nél kisebb ,hézagokat” is
kitoltjiik). A 6. §-ban eredményeink egy gyakorlati alkalmazasi lehetdségére
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mutatunk ra, mig a 7. §-ban a Monte Car]o modszerrel elvégzett kisérletek
eredmenyet ismertetjiik.

Erdekes, bar kétségteleniil nehéz probléma modelleink tobbdimenzios
megfelelSinek targyaldsa, amely a [2] dolgozat eredményeinek tovabbfejleszté-
sével talan lehetévé valik. Megemlitjiikk még, hogy kapott eredményeink a [3]
dolgozatban targyalt Monte Carlo-modszerrel konnyen kiszamithaté integralok
osztalyat bovitik.

1. §. Az egydimenzids véletlen térkitoltési probléma
1. modellje

Legyen n valdsziniiségi véltozd, értelmezve a [h, 1] intervallumon (A>0).
Jelolje F(y) n eloszlasfiiggvényét.

A (0,x) intervallumon véletlenszeriien helyezziink el »,,3,, ..., V...
hosszlisdg szakaszokat, ahol y; (i=1,2,...) n értékeire vonatkozd soro-
zatos fiiggetlen megfigyelések eredményei. Az elhelyezést az aldbbiak szerint
végezziik:

1. modell:

1.° Ha O0=x=1, akkor a (0, x) intervallumra nem helyeziink el szakaszt.

2.° Ha x>1, helyezziik el az elsd, ), hosszusdgl szakaszt tigy, hogy
a szakasz baloldali végpontja — amelyet v-val jelolink — a (0, x—y,) inter-
vallumon egyenletes eloszlasti legyen.

3.° Tekintsiik a (0, t) és (r -+, x) ,,szabad intervallumok” koziil a na-
gyobbikat. Amennyiben az 1-nél hosszabb, helyezziik el rajta az y, szakaszt
2.°-nek megfelelden (azaz a szakasz baloldali végpontja az y,-vel jobbrol
megroviditett szabad intervallumon egyenletes eloszlasu legyen).

4.° Vélasszuk ki a (0, x) intervallumon az y,.és y, elhelyezése utdn
kapott legnagyobb szabad intervallumot, amennyiben ez 1-nél hosszabb,
helyezziik el rajta az y, szakaszt az eldbbieknek megfelelden’, és igy tovabb.

5.° Az eljards akkor ér véget, ha a leghosszabb szabad intervallum
sem nagyobb 1-nél.

Az ilyen modon elhelyezhetd szakaszok 0Osszhossza nyilvan valoszmu—
ségi valtozd; jeloljiik ezt &,-szel és varhatd értékét M(x)-szel.® Az elhelyezési

1 Megjegyezziik, hogy a modell matematikai targyalasa ugyanarra az eredményre
vezet (1. (1”) egyenlet), ha az elhelyezés sorrendjét nem az !-nél hosszabb szabad inter-
vallumok nagysdza, hanem tetszdleges, de eldre megallapitott szabalyok hatirozzak meg.
(Pl. mindig a balrol elsd, vagy padig taldlomra kivalasztott szabad helyre tessziik a kovet-
kez6 elhelyezendd szakaszt.)

? M(x) természetesen fiigg n eloszlasatdl is, ezt azonban kiilon nem jeldljiik.
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eljarasbol kovetkezik, hogy M(x) kielégiti az

1 z+l-y 1

. i .
M M= 2] T bf M dtdF()+ J YaF(y)  (x>0)
fliggvényegyenletet, valamint az
(2) M(x)==0 O=x=1)

kezdeti feltételt, ahol F(y) a [h, 1] intervallumon értelmezett tetszbleges, de
egy adott elhelyezés folyaman rogzitett eloszlasfiiggvény, (2) az 1.° kovetkez-
ménye, (1) pedig az alabbi modon vezethetd le:

Ha M(x+1|y;f) jelenti a §..1 valdsziniiségi véltozo feltételes varhato
értékétaz )=y (h=y=1) és v=¢ (0=f=x-+1—y) feltétel mellett, akkor

Mx+1p;0=MO+MEx+1—t—p)+y  (x>0).
Minthogy ¢t a (0, x4+ 1—y) intervallumban egyenletes eloszlast, az

x+l-y x+l-y

1 1
M@"H!J’)f‘m:; [ M(XTL’”J’;’)W:";?'I: [ M(Hdt+y

0 Q
és

M(x+1)=| M(x-1]3)dF()

Osszefiiggésekbdl (1) mdr nyilvanvalé. Ha a kozolt elhelyezési eljards esetén
nem a szakaszok oOsszhosszanak, hanem a szakaszok szamanak varhato érté-
két vizsgdljuk, amelyet N(x)-szel jeloliink, az (1) osszefiiggés levezetésénél
alkalmazott gondolatmenettel az

1 -y

1" N(x+1)=2J1}+11_7 ] NOddF()+1  (x>0)

egyenlethez jutunk. Az 1.°-bél kovetkezik az
2) N@=0 (0=x=1)
kezdeti feltétel.
A tovabbiakban a két esetet egyiitt targyaljuk, ezért a : k4

(17) Q(x+- 1)=2J‘;+-11_—y f Q) dtd F(y) + K (x>0, i=1,2)

1 0
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fiiggvényegyenletet vizsgaljuk a
@) Q=0 (O=x=1)

kezdeti feltétel mellett, ahol
1

Ki= | ydF(3), K,= 1,
h

M(x), ha i-=1,
QEO=| Nw), ha i—2,
K ismert, minthogy F(y) adott.

2. §. A fiiggvényegyenlet megoldasa Laplace-transzformacio
segitségével
Az

r

@ RO=1 [ @yt

X
0

jelolés mellett (1) az alabbi alakba megy at:

1

d ' ‘
@ Ll DR D=2 [RGet 1—p)dFO) K. (x>0),
W I
mig (2”)-bbl a kezdeti feltétel
R(x)==0 O=x=1).
R(x) Laplace-transzformaltjat jeloljik ¢(s)-sel, azaz

@ (s) Z.fR(x)e'smdx (s o+it,0>0).
0

Az 1. modellb8l nyilvanvalo, hogy

x
O = Q(x) = 7) -

azaz, hogy

©) 0=R(M)=75.,

amib0l ¢ (s) 1étezése kovetkezik.
(4) mindkét oldalat e-s*-szel szorozva és x szerint integralva, az
@ o 1
d 3 T . K
© |+ DRE+Dedx=2]| | R&x-+1—y)dF(y)|edx+ =
0 o\
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egyenletet kapjuk. Figyelembe véve egyrészt, hogy (6) jobb oldaldn az integ-
ralas sorrendje felcserélhetd, és hogy

[Re+ 1—y)essdx— etvp(s)  (h=y=1),
0

masrészt, hogy

,Jddix [x+ DR(x+D]e*cdx = —ses¢’(s),

0

az alabbi differencidlegyenlethez jutunk:

(7) g () +2¥D g+ K o,

s s

ahol
1

w(s)= [evdF(y).

It

(5)-bdl kovetkezik, hogy
(8) lim ¢ (s)=0.

$—»+0

Megoldva a (7) differencidlegyenletet a (8) kezdeti feltétel mellett:

© t
) (p(s)=§j-J exp —l‘——ZJ-I_Tw(H)dHSdL
(9)-b6l kovetkezik, hogy ’
t
(10) lim s¢ (s)— K; fexp —t—ZJI_—;’b(u—)duz di—C (i~ 1,2).
5 -0 .
(U 0

3. §. Q(x) aszimptotikus viselkedésének vizsgalata

R(x) aszimptotikus viselkedésének vizsgalatdnal az alabbi Tauber-tipusu
tételt hasznaljuk fel:!
Ha e(x) monoton novekvé fiiggvény (0< x< 4 o0), >0 és

(11) lim s# |.e~“‘da(x)=y,
s>4+0 g .

akkor

(12) im ) 7

e X8 I(B41)
1 Lasd: [1), [4], vagy [5].

5 NI Osztaly Kozleményei XI/4
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Tegyiik fel, hogy R(x) monoton ndvekedd fiiggvény. Alkalmazva a fenti tételt
a(x)=R(x) és =1 vélasztasa mellett és figyelembe véve a (10) Osszefiig-
gést, valamint azt, hogy

_[e'”dR(x) = ‘ R (x)edx == s¢(s),
0

0
a kovetkez6 eredményt kapjuk:
(13) im *X e =1,2).
T4 0 X
R(x) aszimptotikus viselkedésébdl mar tudunk kovetkeztetni Q(x) aszimptotikus
viselkedésére. Vegyiik észre ugyanis, hogy ha e(x) és «’(x) monoton novekvd
fiiggvények (0=x< -+ o0), £>1 és

. oa(x) .
a4 tim e
akkor

. a(x
(15) tim. ﬂxﬂ_)l —C.

Ez kovetkezik egyrészt a fent idézett Tauber-tipust tétel megforditidsabol’
(ami ugy értendd, hogy (11) és (12) szerepét felcseréljiik), masrészt a parci-
alis integralds atjdn belathato
@ ®
lim sf-t ‘ e*da’ (x)=1im s# ‘ eda(x)
N0 h s->40 )
Osszefliggésbol.
Tegyiik fel, hogy Q(x) monoton novekvé (0=x< -+ o). Ekkor a (3),

(13), (14) és (15) Osszefiiggésekbdl a(x) = [Q(D)dt és «(x)=Q(x) mellett a

(16) lim —%:20 (i=12)

r>to X
eredményre jutunk. (16) érvényességének igazolasdhoz még meg kell mutat-
nunk, hogy R(x) és Q(x) monoton novekvd fiiggvények (0=x< -+ oo).
Elegendé azonban Q(x) monotonitidsanak igazoldsa, ebbdl ugyanis (3) miatt
R(x) monotonitdsa mar nyilvanvald.

LEMMA:
Ha Q(x) kielégiti az (1”) egyenletet és monoton ndvekvé a [0, 1] inter-
vallumban, akkor monoton niévekvo minden x-re (0= x< 4 o0),

1 Lasd: [5] 182. o.
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Bizonyitds:

A feltétel szerint Q(x) monoton novekvé; ha 0=x=1. Megmutatjuk,
hogy ha Q(x) monoton ndvekvd valamely [0, x] intervallumban (x,=1),
akkor monoton novekvd a O =x=x,+ h intervallumban is. Tegyiik fel ugyanis,
hogy Q'(x)<O0 valamely x,<X=x,+#5h helyen. Az (1) és (4) egyenletbol
kovetkezik, hogy '

1

Q) =2 Rx—NdF() +K: (x> 1),

Minthogy az indirekt feltevés szerint

1
Q’(R)=2j§;R(3’c——y)dF(y)<0 o<x=x,+h)
3
és F(y) monoton novekvo, ezért létezik olyan y, (h=y, =1 ), amelyre

7] -
9% R(x—y,)<0.

De X—y,=x,, ami ellentmondasra vezet, mert 0=x=x,ra Q(x) és igy
R(x) is monoton novekvd. Ezt a gondolatmenetet felhasznélva allitasunk teljes
indukcidval belathato.

Eziltal (16) érvényességét igazoltuk, fennall tehat a kovetkezd

1. TETEL: Az 1. §-ban definidlt M(x) és N(x) fiiggvények az aldbbi
aszimplotikus 0Osszefiiggéseknek tesznek eleget:

amn lim M—ff—)=2(J3de(y))j?exp3—-:‘—2J-t1—-—;&du% dt

r—>+ 0
h 0

és

w© ) f )
(18) lim ﬂ(’ﬂzzfexpg—t—zj lii@du%dt.

T+ 0O X u .

0 0

Az 1. tételben szerepld lim @ és lim i)(cﬂ értékei, mint lathatd, 2 el-
-+ >+

oszlasatol fiiggenek. Felmeriil az a kérdés, hogy a fenti mennyiségek milyen
hatarok kozott valtozhatnak. Erre vonatkozéan két tételt mondunk Ki.

2. TETEL: A [h, 1] intervallumon értelmezett v, valdsziniiségi vdltozo ftetszo-
leges eloszldsa mellett

C()= lim @gcm) O<h=1),

5%
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ahol

o - \ __phu j
C(h)=2Jexp;~t—2[ ! ue rAdusdt.
' a 0 i

Bizonyitds.

Az allitds egyszeriien belathato (18)-bol, minthogy

o= 'l//(ll) = e—hu;

az also hatar P(5=1)=1, a fels6 hatar P(); = h)=1 esetén elérheto.

Megjegyzés. A 2. tétel allitasa nyilvanvalonak tinik azon meggondolas
alapjan, hogy hosszabb szakaszokbodl kevesebb helyezhet el; ez a meggon-
dolds azonban csak (1 valdsziniiséggel) konstans hosszlisdgu szakaszok elhe-
lyezésénél érvényes. A valtozé hosszusagu elhelyezett szakaszok szamanak
kialakitdsaban (amint az (18)-b6l lathatd) nem s-nak, hanem e *7-nak
(O<u< o) varhatd értéke jatszik szerepet. Igy eléfordulhat, hogy atlagosan

rovidebb szakaszokbdl kevesebb helyezhet6 el (varhatd értékben), mint atla-
gosan hosszabb, de ,kedvez6bb eloszlastt’” szakaszokbol.

3. TETEL: Az m(h)=hC(h) fiiggvény monoton nivekvé (0<h=1)
Bizonyitds. Minthogy egyrészt

t

* 1 p-hae
(19) m’(h)=C(h)—4J(1'—e"") exp;—t——Z l—l———l—le—du dt =
0 0 '
—~ © t
: 1 e
— —C(h)+4 exp%—t(l +h)——2J —du% dt,
° 0
mdsrészt (parcidlisan integréalva)
@® 4
* —ht ‘1 p-hu
C(h)=2Jt(1+2l~ e )exp;——t— 1—e du%dt,
0
ahonnan
. © ) t
) 1 e~/ul
C(h) - 4 expg—t(l—«;h)—2 e 2dt—
(20) o 0

[e0] ¢

: —h
—2Jtexp3—t— Jl—r ¢ sdt

§} 0 L 2




EGYDIMENZIOS VELETLEN TERKITOLTES VALTOZO HOSSZUSAGU SZAKASZOKKAL 407

(20)-bé! behelyettesitve (19)-be:
\

—p-hu
m(h)=2[texp;—t—2[1 ¢ dusdt>0 O<h=1),

)
amibdl az allitds kovetkezik.
Megjegyzés. (17)-bdl lathato, hogy m(h)—hm M)(c X) ha P(n=h)=1.

Az 1. modell szerinti, (1 valdsziniiséggel) konstans szakaszokkal vald térki-

toltésnél az elhelyezett szakaszok atlagos osszhossza nagyobb, ha az egyes

szakaszok hossza nagyobb. Ez a tény nem meglepd, de nem is nyilvanval6.
Az a sejtésiink, hogy az n valdszinfiségi véltozo tetszoleges eloszldsa

mellett fennall a

hC(h) = lim—=* M(x)

>+

=C(l) (O<h=1)

egyenl6tlenség, de ezt nem sikeriilt bizonyitanunk. Ez azt jelentené, hogy
a ReEnvt A. dltal [1] dolgozatban vizsgdlt modell — ahol P(y =1)==1, azaz

..M .
lim ——Q == lim
>t X 2 >t®

M) cqy--08...

— az 1. modell szerint elhelyezhetd szakaszok atlagos szdmara vonatkozoan
als6 hatart, a szakaszok oOsszhosszdnak datlagira vonatkozdan pedig felsd
hatart szolgaltat.

4. §. Az 1. modell tovabbfejlesztése

Az egydimenzids véletlen térkitoltésnek az 1. modell szerint valé meg-
valdsitasa esetén a (0, x) intervallumon maradnak 1-nél nem hosszabb lefe-
detlen szakaszok (,,hézagok”). Ebben a §-ban az 1. modellt tovabbfejlesztjiik,
olyan értelemben, hogy a lefedési eljardst a hézagok egy részére is kiter-
jesztjiik.

A fent vazoltaknak megfelelden tekintsiik a kovetkez6 elhelyezési eljarast

2. modell:

1.° Az elhelyezést hajtsuk végre az 1. modellnek megfelelden.

2.° A megmaradt ,hézagokat” rendezziik el nagysdg szerint csokkend
sorrendben; jeldlje /,,, a legnagyobb hézag hosszat.
_ 3.° Legyen y, az éppen elhelyezni kivant szakasz hossza. [..>N és
I >Y» esetén a soron kovetkezd szakaszt elhelyezziik. A maximalis hézagot
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ezaltal kitoltottnek tekintjiik, s ide mar tobb szakaszt nem helyeziink el
(A hézagbdl fedetleniil maradt helyeket nem tekintjilk 1jabb hézagoknak.")

4.° y,=1,,.>h esetén a r-edik szakaszt el nem helyezhetdnek tekintjiik
és helyette az y,,.1 hosszusagu szakaszt probaljuk elhelyezni.

5.° Az elhelyezési eljaras véget ér, ha I, =h.

A tovabbiakban feltessziik, hogy

(21) F(h+¢)>0,

ha ¢>0; ennek kovetkeztében ugyanis a 2. modell szerint torténé elhelyezési
eljaras 1 valosziniiséggel befejezddik. Jeloljiik a (0, x) intervallumon ily médon
elhelyezhetd szakaszok Osszhosszdnak varhato értékét M*(x)-szel, a szakaszok
szamanak varhatd értékét pedig N*(x)-szel.

Az itt kozolt modell vizsgalata nyilvan ekvivalens az (1”) egyenlet meg-
oldasanak a (2”)-nél 4ltaldnosabb kezdeti feltétel mellett torténé vizsgélataval.
Legyen

. 0, ha 0=x=h
@(x) = lg*(x), ha h<x=1,

ahol ¢*(x) adott, a (#,1] intervallumban monoton noévekvod fiiggvény és
g (1) 1.
- Vizsgaljuk tehat a '

(22)

\

dF()+ K (x>0;i 1,2)

1 x+l-y
% . ‘77____!____ f *
@) QD=2 ( | @wat
h NG .
egyenletet a (22) kezdeti feltétei mellett, ahol
yM*(x), ha i=1

C®=) N*(r), ha i—2.
Az

(24 R0 =L Qoar

jelolés mellett (23) az alabbi alakba megy at:
1

(29) L DR (D] =2 | R (- 1=)aFQ)+ K (x>0)

h

' Ha hz=1/2, akkor ez a megszoritas targytalan. Megjegyezziik, hogy az altalunk
kozolt médszer konnyen alkalmazhato abban az esetben is, ha a fenti megszoritastol elte-
kintiink, tudniillik ekkor csak a (22) alatti kezdeti feltétel modosul; ezzel a térkitoltési
modellel azonban itt nem foglalkozunk.



EGYDIMENZIOS VELETLEN TERKITOLTES VALTOZO HOSSZUSAGU SZAKASZOKKAL 409

(22)-b6l (24) miatt a kezdeti feltétel:
0, ha 0=x=nh

(26) R ()= r'(x):%Jq*'(t)dt, ha h<x=1.

Jelolje ¢*(s) R*(x) Laplace-transzformaltjat. Minthogy ¢*(x)=1, ezért

. X
QR =Q(X) 45 =

és igy

@7) R =,

amibol ¢"(s) létezése kovetkezik.

Megismételve a 2. §-ban kozolt gondolatmenetet, az aldbbi differencial-
egyenlethez jutunk:

(28) d%)%sl + g%(-sl @*(s) + é (s*A(s)+r"(1)se*—2sB(s) -+ Kie) =0,

ahol
1
A(s)=[tr @tyeat,
1

1

B(s)= [ b(s, y)edF(y),

h
/ 0, ha y=1—nh
1-y
fr*(t)e'”’dt, ha y<1—h.
I
(Megjegyezzitk, hogy B(s)==0, ha hz=1/2.)
(27)-bol kovetkezik, hogy

b(s, y)=

(29) lim ¢*(s) -=0.
S-»+0
Megoldva a (28)-differencialegyenletet a (29) kezdeti feltéte! mellett:
© t

¢ (s)= %J‘(Fe’A )+ rr(1)t—2t e B(f) +- Ki) exp g—t—Z.J.#@dllg dt.

£ 8

Alkalmazva a 3. §-ban kozolt gondolatmenetet, (figyelembe véve, hogy
a Q(x) monoton novekedésének bizonyitdsara vonatkozé lemma QF(x)-re is
érvényes) eredményiil az alabbi tételt nyerjiik:
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4. TETEL. Ha Q*(x) eleget fesz a (23) egyenletnek és a (22) alatti kez-+
deti feltételnek, akkcr

(30) im O e -2,

J?".>+OD
ahol

Cl= [(Fe*A(t) + r*(1)t—2te! B(t) + Ki) exp ) ’v”(")d ,s dt.

0

5.§. A lim QT(x)=2C;‘ Osszefiiggés meghatarozasa
00

konkrét esetekben

Ebben a §-ban ¢*(x) alkalmas moédon torténd megvélasztasaval vizs-
galjuk N*(x) és M*(x) aszimptotikus értékének alakuldsit. A szamitasok
egyszeriisitése végett mindvégig feltessziik, hogy h=1/2

a) Legyen
31) ’ gFx)=1 (h<x=1).

Ez azt jelenti, hogy az 1. modell szerint torténd elhelyezés utan maradt
hézagok koziil a h-nal hosszabbak mindegyikére utdlag még el tudunk he-

lyezni egy-egy szakaszt (ez (21) miatt lehetséges).
A (31) feltételbdl kovetkezik, hogy

rx)y=1— g (h<x=1)

A(s) = % [e-» —1—(1—h)s]

B(s)=0,
és igy (30)-bdl

V) o) iz

Q

(32) lim o (”)

du %a’t (h=1/2).
x>+
M*(x) aszimptotikus értékének konkrét esetekben valé vizsgalata mar
joval bonyolultabb feladat; mi itt csak két egyszerii példat targyalunk. A 2.
modell definiciojdbo! kovetkezik, hogy i=1 (Q"(x)=M"*(x)) esetén ¢"(x)
Jelentl az x hosszlisigth (R=x=1) hézagon elhelyezett szakasz hosszanak

1 A6. §-ban targyaltak szempontjabol csak az az eset érdekes, amikor /i kozel van 1-hez.
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varhato értékét, azaz az 1 valoszinliségi valtozo feltételes varhatod erteket .
a h=n<x feltétel mellett, tehat

-0

,' -] yaF@)
¢ ="
| aF(y)
Tt
b) Legyen 1 olyan diszkrét valdsziniiségi valtozd, amely a & és 1 érté-
keket p, illetve 1—p valosziniiséggel veszi fel. Ebben az esetben a hézagokon

csak & hosszisdgl szakaszok helyezhetok el, tehat ¢*(x)=#h (h<x=1).
Ennek kovetkeztében

r"x)=nh (1—%),

A ="E" [ —1—(—1)s],

Ki==ph-+1—p,
B(S)— ]
és igy (30)-bal
lim M (x):
rt@ X
@ it
. TR ~he ___ (11— il J
:ZJ [het= 4 (1—h) (1—p)] expg—t_zj tpe—dl P gyl at —
0 ’ 0 '
(33) = lim M——Hz limﬂx)—x_l\/—gl.
X->+0 x>+

c) Legyen 1, a (A, 1) intervallumban egyenletes eloszlasii valosziniiségi
véltozd. Ez esetben

7" () - 7x+/z

r(x) :é(x"—i—lex——Z?hz),

»

A(s) = Zy [2e0(2hs +1)— {(1 +-2h—3h?)s*--2(1 - h)s - 2}],
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-és igy (30)-bal

lim M(x) =
b 00
@ + .
N e(;_)y)t__] ; J' 1 I et l_e(l—h)u) s
= (1-h)t U — . [EE S
ZJ(-he -+ T exp t 2. p 1 (—h)a du‘dt.

0 {

6. §. Az elért eredmények egy gyakorlati alkalmazasa

A véletlen térkitoltési modellek egyik alkalmazasi teriilete autéparkolasi
szisztémdk vizsgalata.'

A parkolasndl az optimalis helykihasznalds nyilvan az, amikor az autok
szorosan egymas mellé allnak be, ez azonban a gyakorlatban nem mindig
valdsithatd meg. A j6 helykihaszndlas érdekében szokdsos az autok helyét
elore kijelolni azdltal, hogy a parkolohelyen egyforma tavolsagra fehér savo-
kat festenek. A parkolasnak ez a modja elénydsnek bizonyul az esetben, ha
az autok kozel egyforma nagysagiak. (Ekkor ugyanis a kijelolt helyet egy-egy
aut6é optimalisan tolti ki.) Ha azonban az autdk nagysaga meglehetdsen inga-
dozik, akkor a kijelolt helyekre valo bedllds térkihasznalds szempontjabdl
eldnytelenné valhat, mert a sdvozds a legnagyobb automéret szerint torténik.

A gyakorlatban a parkolds szdmos esetben nem meghatarozott szisztéma
szerint, hanem véletlenszerien megy végbe. A véletlenszerii elhelyezkedés
nyilvan elénytelen, ha az auték nagysidga egyforma (a helykihasznalas csak
kb. 75%-0s, lasd: [1]), de elonydssé valhat, ha az autdk nagysaga erdsen
ingadozik. RENYI ALFRED vetette fel azt a kérdést, hogy milyen esetben nyuijt
jobb eredményt a véletlenszerii elhelyezés a szisztematikus (savos) elhelyezés-
nél, vagyis mikor nem érdemes az autok helyét elére kijelolni. Elért ered-
ményeink segitségével a kérdésre valasz adhatd, ha a véletlen mddon torténd
beallasra bizonyos egyszerii feltételek teljesiilnek.

A 2. modell a kovetkezéképpen hozhatd kapcsolatba az autoparkolassal.
Az elhelyezendd szakaszok hossza jelentse a bedllo autok nagysagat. (Az ,,autok
nagysdgan” értjiik azok valodi hosszat, illetve szélességét, megnovelve még
egy kis tavolsaggal, amely a bedllds modjatol fiigg.)

Egységnek tekintjiik a legnagyobb autdé nagysdgat (vagy anndl nagyobb
szamot). A (0, x) intervallumnak megfelel a parkolohely hossza, a fenti egy-
ségben kifejezve. (Elég nagy x esetén az x— - co-re kapott eredményeink
mar jo kozelitéssel alkalmazhatok.) Egy szakasz elnelyezésének megfelel egy
auto beallasa.

1 Erre elészor N. G. pe Bruyn mutatott ra (lasd [1]).
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Természetesen nem varhatjuk azt, hogy a valosdgban az autdk elkeriilik
az 1-nél rovidebb helyeket (,,hézagokat’), ha 1-nél hosszabb szabad hely
még van. Heurisztikus megfontolasok alapjan azonban arra kovetkeztethetiink,
hogy az éltalunk targyalt modell térkihasznalds szempontjabol kedvezdtlenebb,
mint a valdsag.

Hasonlitsuk 6ssze ugyanis a 2. modellt egy olyan elhelyezési eljarassal,
amelynél megengedijiik a hézagok kitoltését miel6tt a ,,szabad” helyek elfogy-
nanak. Minthogy a hézagokban a kisebb szakaszok inkabb elférnek, a szabad
helyeken elhelyezend0 szakaszok eredeti eloszlasa mddosul, méghozzad ugy,
hogy a hosszabb szakaszok nagyobb valdsziniiséggel fordulnak eld. Kisérleti
tapasztalataink alapjdn viszont arra kovetkeztethetiink, hogy ez a mddositas
a térkihasznalast javitja.

A hézagokon is jobb lesz a térkihasznalds; ti. akkor, amikor egy sza-
kaszt nem tudunk egy hézagon elhelyezni, megvizsgaljuk annak elhelyezését
egy nagyobb hézagon, ami altal az egyes hézagokon az elhelyezett szakasz
hosszanak varhato értéke novekszik. A 2. modell szerint torténé autoparkolas-
nal a kitoltott térhanyadra kapott eredményiinket tehat ugy tekinthetjiik, mint
a gyakorlatban elofordulo térkihasznalas alsé becslését.

Természetesen felmeriilhet az a kérdés, hogy miért nem lehet egy olyan
modellt vizsgalni, amely pontosabban irja le az autOparkolast. Erre a kovet-
kezbket valaszoljuk:

1. A gyakorlatban a véletlen moédon torténd autdparkolast szamos tényezo
befolyasolja (pl. terepviszonyok, pszichologiai hatds stb.), s ezek figyelembe-
vétele a helyes matematikai modell megtaldlasat igen nehézzé teszi.

2. Ha talalunk is olyan modellt, amely a valdsagot jol kozeliti, a mate-
matikai targyalasban rendkiviil nehéz problémdk meriilnek fel. Példaul, ha
az autdk a ,hézagokra” is bedllnak amikor még ,szabad helyek” vannak,
akkor az egyes szabad helyek kitoltése nem lesz fiiggetlen egymastol, s ez
az egzakt matematikai targyalast attekinthetetleniil bonyolultta teszi.

7. §. A Monte Carlo-modszer alkalmazasa

Sok olyan problémandl, ahol az egzakt matematikai targyalds nehézsé-
gekbe iitkozik, sikerrel alkalmazhato az n. Monte Carlo-modszer'. Ez a mdd-
szer elonyosnek bizonyulhat abban az esetben is, amikor a kapott Osszefiiggé-
sek numerikus modszerekkel torténd kiszamitdsa tilsigosan bonyolult €s
nincs szitkség nagy pontossagra.

A véletlen térkitoltési problémaknal a Monte Carlo-modszer alkalmazasa

1 Lasd pl. [6], [7].
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azt jelenti, hogy a modellt az elbirt szabalyoknak megfelelGen, véletlen';szam-
tablazat' felhasznalasaval, kisérletileg megvalositjuk (szimuldlds). Ezen az dton
kozelitbleg meghataroztuk M(x), N(x), M*(x) és N*(x) értékét x ==100 esetén,
midén n az 1/2 és 1 értékeket 1/2—1/2 valdszinlséggel veszi fel. Tapasz-
talataink alapjan

M(100) M)

L 100 et X

jelentésen kisebb, mint a kisérleti eredmények szoérdsa, hacsak az elvégzett
kisérletek szdma nem tulsagosan nagy — ugyanez mondhaté N(x), M*(x)
és N*(x)-re is —, igy gyakorlatilag jo kozelitést nyajt, ha a kisérleteket 100
egységnyi intervallumon hajtjuk végre.

Alabbiakban feltiintetjiikk 10 kisérlet alapjan kapott eredményeinket:

1072 M (100) = 0,661, sz0rds = 0,014
107N (100) = 0,880, sz6ras — 0,025
1072 M*(100) = 0,805, sz6ras = 0,009
102 N*(100) = 1,168, sz6ras — 0,042.

A fenti eredményeket Osszehasonlitva a ,,sdvos elhelyezéssel”, ahol az elhe-
lyezett szakaszok szdma nyilvan 100, a szakaszok atlagos 0Osszhossza pedig
75, lathatjuk, hogy a 2. modell alkalmazdsa a savos elhelyezéssel szemben
jobb eredményt nyajt. Eredményeink j0 egyezést mutatnak (33)-mal, valamint
a (17) és (18) kozotti kapcsolattal (ti. M(10J) =0,75 N(100)).

Megijegyezziik, hogy a Monte Carlo-mddszer alkalmazasa jelen esetben~
joval egyszeriibb a numerikus integralasnal, és igen egyszeriien programoz-
haté elektronikus szamolégépek szamdra.
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