
E G Y F E L S Ő K O R L Á T A H E T E R O G É N A N Y A G Ú 
P R I Z M A T I K U S R U D A K C S A V A R Á S I M E R E V S É G É R E 

ECSEDI ISTVÁN* 

[Beérkezett 1977. október 28-án] 

A tanulmány tömör keresztmetszetű, heterogén de izotrop prizmatikus 
rudak csavarási merevségére egy egyenlőtlenségi relációt ad meg, mégpedig felső korlá-
tot. A korlát bizonyítása a heterogén anyagú prizmatikus rudak csavarási feladatára 
vonatkozó újabb irodalmi eredmények alkalmazásával történt. 

Jelölések 

x, y derékszögű Descartes-féle koordináták, 
e x , e y , az x, y koordinátarendszer egységvektorai, 

3 3 
V = -g— e x -j- —— e y Hamilton-féle differenciáloperátor, 

,, • " két vektor skaláris szorzatának jele, 
G = G(x, y) csúsztató rugalmassági modulus, 
U = U(x, y) feszültségfüggvény, 
T x, у síkbeli, egyszeresen összefüggő korlátos tartomány, 
g a T tartomány határgörbéje, 
S csavarási merevség, 
M csavaró-nyomaték, 
ft _ fajlagos elcsavarodás szöge, 
f x = / ( * ) - / = / ( * ) segédfüggvények, 
sx(y), Sy(x), Sx, Sy és egyéb mennyiségeket, változókat a szövegben értelmezünk. 

1. Bevezetés 

Ismeretes, hogy az 1. áhrán vázolt tömör keresztmetszetű, heterogén, de 
izotrop, lineárisan rugalmas anyagú prizmatikus rúd csavarási feladata a kö-
vetkező peremérték problémára vezet, [1]: 

Meghatározandó az a T tar tományon és a T ta r tomány g határgörbéjén 
folytonos U = U(x, у) kétváltozós függvény, amely a T tar tományban a 

Y ( V O ) - - 2 (1) 

parciális differenciálegyenletet, a T tartomány határán — a g görbén — 
pedig az 

U = 0 (2 ) 

homogén peremfeltételt elégíti ki. 

* Dr. Ecsedi István, 3531 Miskolc, Vászonfehérítő u. 24, IV/1. 
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3 6 8 ECSEDI ISTVÁN 

G = G(x,y) 

1. ábra. T ö m ö r keresztmetszet 

A keresztmetszet 

S = 
M 
& (3) 

formulával értelmezett S csavarási merevsége az (1), (2) által kijelölt kerület-
értékprobléma U = U(x, y) megoldásának az ismeretében az alábbi módon 
számítható: 

S = U d T . (4) 

Jelen tanulmány az S csavarási merevséggel kapcsolatban az alábbi egyen-
lőtlenségi relációt ismerteti: 

S S x - f - Sv 

ahol 

Sx = J y' 'Sx(j) dy, Sy= sy(x) dx , 

sx(y) = Г'Г! G ( x , у ) [x - x ( x , y)]2 dx, 

Í X Z G { X ' Y ) X D X 
x ( x , y ) 

\ X ^ G ( x , y ) d x 

s y W = С ~ YFL2 ' 

У{Х->У) 

•x,(y) 
Хг<У) 
y,(x) 
УЛХ) 

d y 

(5) 

(6), (7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 
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A fenti formulákban szereplő xx(y), x2(y) a T tartomány g határgörbéjének 
y = állandó egyenletű egyenessel való metszéspontjának abszcisszáit jelenti, 
hasonlóan értelmezett yx(x) és y2(x), azaz a g határgörbe x — állandó egyenletű 
egyenessel való metszéspontjának ordinátáit yx(x), y2(x) jelöli. Az хх(у),х2(у), 
Y v Y2 jelentését a 2. ábra, az yx(x), y2(x), Xx, X2 jelentését pedig a 3. ábra 
szemlélteti. 

у = állandó 

x,(y)« x « x2(y) 

Y, « У « Y2 

x,(y) Xjly) X á x 

2. ábra. Az у = á l landó egyeneshez tar tozó x f y ) <[ ж xt(y) interval lum 

2. Az (5) egyenlőtlenségi reláció igazolása 

Elöljáróban olyan segédtételeket, formulákat ismertetünk, amelyek alap-
vető szerepet játszanak a csavarási merevségre vonatkozó egyenlőtlenségi re-
láció bizonyításánál. 

A jól ismert 

v . ^ - l - ( V U ) J = - ^ ( V U ) 2 + í 7 v [ - ~ ( V U ) j (12) 

azonosságból integrálással az alábbi egyenletet kapjuk, ha tekintettel vagyunk 
az (1) egyenletre: 

1 UV • ( v ) u dT = Г — (vU)2dT - 2 j UdT . 
Jt G JT 

(13) 

A Gauss-féle integrálátalakítási tétel és a (2) egyenlet alkalmazásával belát-
ható, hogy 

J" UV- - i - ( V G ) j d r = 0. (14) 
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A (14), (17), (4) egyenletek kombinálásával a következő alapvető eredményt 
tudjuk levezetni: 

+ < f U r . (15, s = 

A (15) és a (4) egyenletek felhasználásával jutunk a (16) egyenletre: 

(VI/)2 

' r 
S = - f i ^ í Q ! dT + 4 Г UdT. (16) 

J T G JT 

A csavarási merevségre vonatkozó egyenlőtlenségi reláció igazolása a (16) for-
mula felhasználásával történik. 

A T tartományból az y = állandó egyenesek (2. ábra) véges számú in-
tervallumot hasítanak ki. Egy tipikus ilyen intervallum 

* i M ^ * < * 2 ( j ) . (17) 

Jelölje f = f(x) az alábbi peremértékfeladat megoldását: 

1 
Я * ) + 1 = 0, (18) 

G(x,y) 

f[Xl(y)] = 0, f[x2(y)] = 0. (19a), (19b) 

A (18) egyenletben vessző az x változó szerinti differenciálás jele. 
Legyen 

Ф ) = 4(y/{x)dX- ( 2 0 ) 

Elemi számolással igazolható, hogy 
rx,(y) 1 

Sx(y) = -——[f'(x)]2dx. (21) 
JXl(y) G(x,y) 

Tekintsük a következő előírással értelmezett kx = kx[f(x)] függvényt: 

~ fXÁV) I .. ~ , Гхг(у) „ 
К = К lf(x)] = - — [f'(x)Y dx + 2 /(*) dx, (22) 

J*,(y) G(x,y) jXíiy) 

ahol f = f(x) az x j y ) А. x А, хг(у) zárt intervallumban folytonos, az 
xi(y) <C x <C xz(y) nyílt intervallumban pedig szakaszonként folytonosan 
differenciálható olyan egyváltozós függvényt jelöl, amely az 

/ К М ] = 0, f[x2(y)] = 0 (23), (24) 

homogén peremfeltételeket kielégíti. 

Műszaki Tudomány 55, 1978 



EGY FELSŐ KORLÁT 3 7 1 

A (25) egyenlőtlenségi reláció igazolása megtalálható bármely variáció-
számítással foglalkozó kézikönyvben (pl. [2], [3]): 

sx(y) > (25) 

Elemi számolással igazolható, hogy 

sx(y) = Г'^ G(x, у) [x - x(x, y)]2 dx, (26) 

ahol 

Г !<> ' G(x, y) xdx 
^ у У - ^ Ш ) • (27> 

J M y ) G [ X ' y ) d X 

A T tartományból az x = állandó egyenesek által kihasított 

intervallumokhoz (3. ábra) az előbbiek szerint eljárva hozzárendelhetjük az 
sy = sy(x), ky =ky(f), / = f(y), у =y(x,y) függvényeket. Ezen mennyiségek 
formálisan a már levezetett eredményekből — sx = sx(y), kx — kx[j(x)], x = 
= x(x, y) — az я; és у változók felcserélésével állíthatók elő. így írhatjuk, hogy 

sy(x) = J ^ j G(x, у) [y - y(x, y)Y dy, (28) 
ahol 

\'ÍX) G(x,y)ydy 
у м - ф ' . . • <29> 

Jy,M 

Nyilván fennáll az alábbi egyenlőtlenségi reláció a (25) mintájára: 

Sy(x) > ky(f(y)], (30) 
ahol 

„ ry,(x) 1 „ ryi(x) „ 

ШУ)] = - TU Af(y)]2dy+ 2 Г f(y) dy . (31) 
JyJM G(x,y) Jyl(x) 

A (30) formulában szereplő/ =f(y) függvény az Уу(х)y ^ y2(x) zárt inter-
vallumban folytonos az y f x ) <f у <C Уг(х) nyí l t intervallumban pedig szaka-
szonként folytonosan differenciálható olyan egyváltozós függvényt jelöl, amely 
az 

foxi*)] = 0, f[y2(x)] = 0 (32a), (32b) 

homogén peremfeltételeket kielégíti. 
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Megjegyzendő, hogy a (31) formulában a vessző az y szerinti deriváltat 
jelöli. 

A (25) egyenlőtlenségi reláció alapján írhatjuk az f(x) = U(x,y) válasz-
tással, hogy 

r*Áy) 1 IdU 2 rx'G) 
Áy) > - Г 77—r h r ^ + 2 Udx-

JxAy) G(x,y) \dx) JXl(y) 

(33) 

У,(х1 

y,(x) « у * y2(x) 

X, * x < X2 

3. ábra. Az x = állandó egyeneshez tartozó yx(x) < y < y 2(r) intervallum 

összegezve a fenti integrálokat az у = állandó vonalhoz tartozó (x1, xj) 
intervallumokra, majd у szerint integrálva kapjuk, hogy 

Г sx(y) dy — F 
Jv, J T 

1 I 9 U 
G дх L 

dT + 2 UdT. (34) 

Hasonló módon eljárva, a (29) egyenlőtlenségi relációból kiindulva nyerjük az 
alábbi formulát: 

CXl f 1 
«>,(*) dx ^ - — 

J x, JT G 

9 U 
9 У 

dT -f 2 UdT 
ir 

( 3 5 ) 

Legye 

Sx = j : ; sx(j) dy, Sy = J * ' sy(x) dx. (36), (37) 

A (33), (35) egyenlőtlenségek összeadásával, a (36), (37) jelölések és a (16) 
formula alkalmazásával az 

s <sx + sy (38) 
formula adódik. 
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3. Homogén anyagú prizmatikus rúdra vonatkozó felső korlát 

A G = G(x, y) = állandó esetben sx(y) és sy(x) viszonylag egyszerűen ki-
számítható. Könnyen ellenőrizhető, hogy 

= dx, (39) 

. = x f y ) + x2(y) ^ (40) 

s y ( x ) = G ^ ( y ~ y r d y (41) 

- = Ji(*) + y2(*) ( 4 2 ) 

alakú lesz. A kijelölt integrálások elvégzésével azt kapjuk , hogy 

«ЛУ) = G Ш , sy(x) = G Ä , (43), (44) 

dx (У) = x2(y) - x f y ) , dy(x) = y2(x) — y f x ) . (45), (46) 

A fentieknek megfelelően Sx-re és Sy-ra az 

SX = G \ Y Y ^ U L D Y ' S Y = G F X ^ U Í D X ( 4 7 ) ' ( 4 8 ) 

eredmény adódik. A csavarási merevségre vonatkozó 

S <^SX+Sy (49) 

felső korlátnak igen egyszerű mechanikai interpretáció adható, a jól ismert 

S < GIp (50) 

relációval tör ténő összevetés elemzésével. Ip a T tar tománynak az x, y koordi-
nátarendszer kezdőpontjára számított másodrendű nyomatékát jelöli. Iga-
zolható, hogy (50) akkor lesz a legélesebb felső korlát az S csavarási merevség 
számára, ha az x, y koordinátarendszer kezdőpontja a keresztmetszet súly-
pontjában van . 

Legyen az x, y koordinátarendszer a keresztmetszet súlypontjában. Je-
lölje Ix , Iy a keresztmetszetnek a súlyponti x, y tengelyekre vonatkozó má-
sodrendű nyomatékait. Nyilván 

I p = I x + I y , (51) 
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ahol I a keresztmetszetnek a keresztmetszet súlypontjára vonatkozó másod-
rendű nyomatéka. Az Jx és I v értelmezéséből következik, hogy 

I y = j T x * d T = f v y x ( y ) d y , (52) 

qx(y) = хЧх = ЛУ) úy> , (53) 
J x j y ) 3 

I x = \ T f d T = jX
xyy(x)dx, (54) 

»<*> 2, yi(x) - yf(x) ГУЛ*) 
qy(x) = f d y = 

JyM 
(55) 

'yiM 

A Steiner-tétel alkalmazásával írható, hogy 

sx(y) <: Gqx(y), sy(x) < Gqy(x). (56), (57) 

Az (56), (57) egyenlőtlenségi relációk következménye, hogy 

Sx<.GIy, Sy<GIx (58), (59) 
azaz 

+ S Y ^ G ( / X + J Y ) =GIp. ( 6 0 ) 

Ez utóbbi eredményből pedig az következik, hogy (49) egyenlőtlenségi reláció-
tól élesebb felső korlátot kapunk az S csavarási merevség számára, mint az 
(50) formula alkalmazása által. Ezen állítás illusztrálására tekintsük az alábbi 
példát: 

A 4. ábrán vázolt egyenlő szárú derékszögű háromszög alakú tömör ke-
resztmetszetre vonatkozólag az alábbi eredményeket t ud juk levezetni: 

SY = — a4G, Sv= — a4 G. 
48 У 48 

Jelen esetben az 

háromnegyed része az 

S* = S , + Sv = — a4 G x y 24 

S** = C J D = 1 a4 G P 18 
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fix 

1/3o 2/3 a 

4. ábra. Egyenlő szárú derékszögű háromszög alakú keresztmetszet 

mennyiségnek. Tehát az (49) egyenlőtlenségi reláció élesebb felső korlátot ad 
a csavarási merevség számára ebben a feladatban, mint a jól ismert (50) egyen-
lőtlenségi reláció. 
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A Top Value for the Torsional Stiffness of Prismatic Bars Made of Heterogeneous Material 
An inequality relation, i.e. a limiting top value is derived for the torsional s t i f fness of prismatic 
bars made of heterogeneous, yet isotropic material. The verification of the l imiting value w a s 
carried out with the help of the latest results published by the literature on the problem of 
torsioning prismatic bars made of heterogeneous material. 

Höchstgrenze för die Torsionssteifheit der prismatischen Stäbe aus heterogenem Mate-
rial. — Für die Torsionssteifheit von prismatischen Stäbe aus ungleichartigem, jedoch isotro-
pem Material wird eine Ungleichheitsrelation, und zwar eine Höchstgrenze abgeleitet. Der 
Nachweis der Höchstgrenze wurde mit Hilfe der neuesten Ergebnisse in der einschlägigen 
Fachliteratur inbezug auf die Untersuchungen der Torsionsprobleme von prismatischen Stäbe 
aus heterogenein Material durchgeführt. 

IRODALOM 
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