EGY FELSO KORLAT A HETEROGEN ANYAGU
PRIZMATIKUS RUDAK CSAVARASI MEREVSEGERE

ECSEDI ISTVAN*

[Beérkezett 1977. oktéber 28-an]

A tanulminy t6mér keresztmetszetii, heterogén de izotrop prizmatikus
rudak csavardsi merevségére egy egyenltlenségi reldciét ad meg, mégpedig felsd korla-
tot. A korlat bizonyitdsa a heterogén anyagi prizmatikus rudak csavarasi feladatira
vonatkozé djabb irodalmi eredmények alkalmazasaval tortént.

Jelblések

X, ¥ derékszogii Descartes-féle koordinatak,
ey, ey, az x, y koordinatarendszer egységvektorai,

v = e e, + Bi ey Hamilton-féle differencialoperator,

-7 két vektor skaldris szorzatanak jele,

G = G(x,y) csisztaté rugalmassagi modulus,
U U(x, y) fesziiltségfiggvény,
x, y sikbeli, ‘egyszeresen osszefiiggd korlatos tartomény,

g a T tartominy hatargorbéje,
S csavardsi merevség,
JW csavaré-nyomaték,

fajlagos elcsavarodas szige,

fx-—f(x) f= f(x) segedfuggvenyek
5(y), sy(x), Sx, Sy és egyéb mennyiségeket, valtozikat a szévegben értelmeziink.

1. Bevezetés

Ismeretes, hogy az 1. abran vazolt tomér keresztmetszetli, heterogén, de
izotrop, linearisan rugalmas anyagui prizmatikus rdd csavarisi feladata a ké-
vetkezd peremérték problémara vezet, [1]:

Meghatirozand6 az a T tartoméanyon és a T tartoméany g hatargérbéjén
folytonos U = Ul(x, y) kétvaltozés fiiggvény, amely a T tartomanybau a

1
v-[—c—am]=—2 1)

parcialis differenciidlegyenletet, a T tartominy hatirin — a g gorbén —
pedig az

U=0 (2)
homogén peremfeltételt elégiti ki.

* Dr. Ecsedi Istvan, 3531 Miskole, Vaszonfehérits u. 24, IV/1.
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&y
G=0Glx,y)
y
9
3 e,
1. gbra. Tomor keresztmetszet
A keresztmetszet
M
S = — (3)
9

formulaval értelmezett S csavarasi merevsége az (1), (2) altal kijelolt keriilet-
értékprobléma U = U(x, y) megoldasanak az ismeretében az aldabbi médon
szamithato:

S:zLUdT. (4)

Jelen tanulminy az S csavarasi merevséggel kapcsolatban az alabbi egyen-
16tlenségi relaciét ismerteti:

S0 8,405 (5)
ahol
2 i
Sx :Jy‘ sx(y) dy9 Sy: Jxl Sy(x) dx , (6)9 (7)
X,(y) RV
)= Gy [x  Fxy)] dx. (8)
[‘xz;y; G(x,y) xdx
ANe
e “
x:(Y) rd
sy(®) = [ 6(x, )y — 7% ) (10)
i S y !
Z(X)
. [} Gxay) ydy 1
¥(x, )= [yz(x) A (11)
IR Tt
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EGY FELSO KORLAT 369

A fenti formulakban szerepld x,(y), x,(y) a T tartomiany g hatargérbéjének
y = allandé egyenletli egyenessel valo metszéspontjanak abszcissziit jelenti,
hasonléan értelmezett y,(x) és y,(x), azaz a g hatargérbe x = allandé egyenletii
egyenessel valé metszéspontjanak ordinatait y,(x), y,(x) jeloli. Az x,(y).x,(y),
Y,, Y, jelentését a 2. dbra, az y,(x), y,(x), X;, X, jelentését pedig a 3. abra
szemlélteti.

Sy

/. \___y=dllando

x,[y) € x € x,[y)

heysy

Y
o

xly)  xly) % 2x
2. gbra. Az y = éllandé egyeneshez tartoz6 x,(y) < x < x4(y) intervallum

2. Az (5) egyenlitlenségi relicid igazolasa

Eléljaréban olyan segédtételeket, formulakat ismertetiink, amelyek alap-
vets szerepet jatszanak a csavarasi merevségre vonatkozé egyenldtlenségi re-
lacié bizonyitasanal.

A jél ismert

v- [Ui (VU)] — - (VUY+ Uy- [i(v U)] (12)
G G G

azonossagbél integrilassal az alabbi egyenletet kapjuk, ha tekintettel vagyunk
az (1) egyenletre:

L Uv - [%(v) U]dT =J —é—(vU)sz s 2j UdrT . (13)
T Y

A Gauss-féle integralatalakitasi tétel és a (2) egyenlet alkalmazasaval belat-
haté, hogy

J Uv. [% (VU)] dT = 0. (14)
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A (14), (17), (4) egyenletek kombindliasival a kévetkezd alapvetd eredményt

tudjuk levezetni:
2
S _—_J VU or (15)
r G B

A (15) és a (4) egyenletek felhasznaldsaval jutunk a (16) egyenletre:

S— —L (Vg) dT + 4J UdT. (16)

A csavarasi merevségre vonatkozé egyenltlenségi relacié igazolasa a (16) for-
mula felhasznaliasaval torténik. v

A T tartoménybél ‘az y = éllandé egyenesek (2. abra) véges szimi in-
tervallumot hasitanak ki. Egy tipikus ilyen intervallum

xi(y) < 2 < x(y)- (17)

Jelolje f = f(x) az alabbi peremértékfeladat megoldasat: 1

- ,
'x +1:0, 18
lc(x’y)f()} (18)

flm(n] =0, fTx(y)) = 0. (19a), (19h)

A (18) egyenletben vesszé az x \}éltozé szerinti differencialas jele.

Legyen

0 £ ) d. (20)

Sx(_')’) = ()

Elemi szdmolassal igazolhaté, hogy

xz(}’)
s x)12dx. 21
(y) = Lm Gy Ul (21)

Tekintsiik a kovetkezd elbirassal értelmezett k. — k [flx)] fiiggvényt:
xe(y)

~ ) ~
ky = b [f(0)] = — . E; " [f (1) dx 4 2 Lm fx)dx,  (22)

ahol f = f(x) az x(y) < x < x,(y) zart intervallumban folytonos, az
x,(y) << << 2 < x,(y) nyilt intervallumban pedig szakaszonként folytonosan
differencidlhaté olyan egyvaltozés fiiggvényt jelol, amely az

fla(n] =0, flx(3)] =0 (23), (24)

homogén peremfeltételeket kielégiti.
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A (25) egyenldtlenségi relacié igazolasa megtalalhaté barmely varidcio-
szamitassal foglalkozé kézikényvben (pl. [2], [3]):

sy(y) = k. fl)]- (25)
Elemi szamolédssal igazolhaté, hogy
x2(y)
s(y) = |7 o Gl ) [x = Xx, 3)]? d, (26)
ahol
fx,(y)
G(x, y) xdx

1(3) - . (27)

x(y)
L“am)h

x(x,y) =

A T tartomanybél az x = allandé egyenesek altal kihasitott
7(x) <y < yulx)

intervallumokhoz (3 abrd) az el(;bbiek szerint eljarva hozzarendelhetjilkk az

sy = s,(%), k, —ky(f) f=fy), ¥ =7(x,y) figgvényeket. Ezen mennyisegek

formahsan a mar levezetett eredményekbsl — s, = s (y), k, =k [flx)], * =
= x(x, y) — az x és y valtozdk felcserélésével alhthatok eld. Igy frhatjuk, hogy
¥alx)
s(@) = | 6% 3) [y — 55 )] dy, (28)
ahol
y2(x)
- [ Gley) ydy - '
y (x7 y) = Vi(X) G d * (29)
,[y.(X) (x. y) dy

Nyilvan fenndll az alabbi egyenlGtlenségi relacié a (25) mintajéra:

: s, (%) > k,[f(y)], (30)
aho
bl =~ ka2 fmdy. G
nx) G, y) (%)

A (30) formulaban szerepld f = f(y) figgvény az y,(x) < y < y,(x) zart inter-
vallumban folytonos az y,(x) << y <C y,(x) nyilt intervallumban pedig szaka-
szonként folytonosan differenciadlhaté olyan egyvaltozés fiiggvényt jelol, amely
az

fin) =0, Fiya] =0 (32a), (32b)
homogén peremfeltételeket kielégiti.
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372 ECSEDI ISTVAN

Megjegyzendd, hogy a (31) formulaban a vessz6 az y szerinti derivaltat
jeloli.

A (25) egyenlétlenségi relacié alapjan irhatjuk az f(x) = U(x, y) vélasz-
tassal, hogy

x2(y) 1 aU x2(y)
) { J R e Y (33)
xi) G y) | 0x ()
e
g gl 3 < y < yix)
y %: 5 Xy € x€ X,
Y, (x) “
( .
¥, (x)
X, | X i
I
X2

3. dbra. Az x = 4llandé egyeneshez tartozé y,(x) < ¥ < y,(x) intervallum

Osszegezve a fenti integrilokat az y = allandé vonalhoz tartozé (x;, x,)
intervallu.aokra, majd y szerint integralva kapjuk, hogy

Ll sx(y) dy > J

Hasonlé médon eljarva, a (29) egyenl6tlenségi relaciébél kiindulva nyerjiik az
alabbi formulat:

J‘sy(x)dxz f [ )dT+2J Udr. (35)

4T 42 f UdT. (34)
Y I

Legyen
Y, X.
. i j Ls0) &, S,= jxl sy(%) dx. (36), (37)

A (33), (35) egyenldtlenségek osszeadasaval, a (36), (37) jelolések és a (16)
formula alkalmazasaval az

SIS+ S, (38)

formula adédik.
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EGY FELSO KORLAT 373

3. Homogén anyagi prizmatikus ridra venatkozé felsé korlat

A G = G(x,y) = allandé esetben s,(y) és s,(x) viszonylag egyszeriien ki-
szamithaté. Koénnyen ellendrizhetd, hogy

() =6 [ (x — B2 dx, (39)
5 — %) -2F %) (40)
s(%) =€ [0 (y — 72 dy (a1)
EECESLC )

alakd lesz. A kijelslt integralasok elvégzésével azt kapjuk, hogy

s(y) = G%zy) . sy(x) = G:d’i’(Tx) ’ (43), (44)

de (¥)= 2(y) — %), d,(x) = yo(x) — y:(x). (45), (46)

A fentieknek megfelelden S, -re és Sy-ra az

dx (47), (48)

Y., 43 X 3
Sx _ GJ dx(y) dy, Sy — G dy(x)

Y, 1 X

eredmény adédik. A csavarasi merevségre vonatkozé
S<S, + Sy (49)

felsd korlatnak igen egyszerd mechanikai interpreticié adhaté, a jél ismert

S<GI, (50)

relaciéval t6rténd 6sszevetés elemzésével. T pa T tartomanynak az x, y koordi-
natarendszer kezdpontjara szamitott masodrenddi nyomatékat jelsli. Iga-
zolhatd, hogy (50) akkor lesz a legélesebb fels§ korlat az S csavardsi merevség
szimdira, ha az x,y koordinatarendszer kezdGpontja a keresztmetszet sily-
pontjaban van.

Legyen az x,y koordinatarendszer a keresztmetszet silypontjaban. Je-
16lje I, I, a keresztmetszetnek a silyponti x,y tengelyekre vonatkozé ma-
sodrendd nyomatékait. Nyilvan

I,=I+ 1, (51)
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374 ECSEDI ISTVAN

ahol I a keresztmetszetnek a keresztmetszet silypontjara vonatkozé masod-
rendd nyomatéka. Az I, és Iy értelmezésébdl kovetkezik, hogy

Iy:frx2d7'=f:,':qx(y)dy, (52)
() = j :yy)) oy = i(y)_;x_?(;ﬁ )
L= [, ydl = [ qy(x) dx, (54)

A Steiner-tétel alkalmazasaval irhaté, hogy

s(y) < Gg()s sy(x) < Ggyfx). (56), (57)

Az (56), (57) egyenldtlenségi relaciék kévetkezménye, hogy

S, <GI, 8,<GI, (58), (59)

azaz

Sy + S, <6, + 1)) =6CI, (60)

Ez utébbi eredménybdl pedig az kdvetkezik, hogy (49) egyenldtlenségi relacié-
t6l élesebb felsé korlatot kapunk az S csavarasi merevség szimara, mint az
(50) formula alkalmazasa altal. Ezen allitas illusztralasara tekintsiik az alabbi
példat:

A 4. abran vazolt egyenld szari derékszégh hiromszog alaki tomor ke-
resztmetszetre vonatkozélag az alabbi eredményeket tudjuk levezetni:

1
I,=—at,
P18
1
szia"G, S,=—a*6.
: 48 48
Jelen esetben az '
1
| S*—_Sx—}—Sy_ﬂa“G
hiromnegyed része az
1
S** = Gl , = — a* G
18
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ey

-

2/3a

1/3a

1/3a 2/3a

4. dbra. Egyenl sziri derékszogii hiromszég alaki keresztmetszet

mennyiségnek. Tehat az (49) egyeulGtlenségi relacio élesebb felsd korlatot ad
a csavarasi merevség szamara ebben a feladatban, mint a jél ismert (50) egyen-

I6tlenségi relacio.
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ATop Value for the Torsional Stiffness of Prismatic Bars Made of Heterogeneous Material
An inequality relation, i.e. a limiting top value is derived for the torsional stiffness of prismatic
bars made of heterogeneous, yet isotropic material. The verification of the limiting value was
carried out with the help of the latest results published by the literature on the problem of
torsioning prismatic bars made of heterogeneous material.

Hochstgrenze fiir die Torsionssteifheit der prismatischen Stibe aus heterogenem Mate-
rial. — Fiir die Torsionssteifheit von prismatischen Stiibe aus ungleichartigem, jedoch isotro-
pem Material wird eine Ungleichheitsrelation, und zwar eine Héochstgrenze abgeleitet. Der
Nachweis der Hochstgrenze wurde mit Hilfe der neuesten Ergebnisse in der einschligigen
Fachliteratur inbezug auf die Untersuchungen der Torsionsprobleme von prismatischen Stibe
aus heterogenem Material durchgefiihrt.
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