
A LINEÁRIS FÜGGVÉNYEGYENLETEK EGY OSZTÁLYÁRÓL 
írta: HOSSZÚ MIKLÓS 

1. § . B e v e z e t é s 

1. A dolgozatban néhány 
m 

(1) = 0 
;=1 

típusú függvényegyenletet fogunk tekinteni, ahol az ismeretlen F függvény 
értelmezési tartománya egy X halmazból alkotott 

Xn = XxXx...xX 

л-tényezös direkt szorzat, míg a függvényértékek egy A Abel-féle csoport 
elemei, а(, о; pedig az A illetve az X'1 elemeire ható operátorok. Az x füg-

getlen változónak eszerint n komponense van; ezt szükség esetén az 

X = (Xi, X-2, . . ., Xn), Xi £ X 

Írásmóddal lehet hangsúlyozni. 

о, gyanánt háromféle operátort fogunk használni: 

rtiX — (xi, . . ., X 1 , X,+i, . . ., Xn), 

QiX = (Xi, ..., Xi-1, С, X;+1, . . ., Xn), 

Y'X = (Xj+i,. . ., Xi+i,), Xk+n = Xi;. 

Ezek közül щ az A"!-et képezi le Xnl-re, в, az X"-et vetíti az X» = с 
egyenlettel meghatározott „koordinátasíkra", y l pedig n periódusú ciklikus ope-
rátor1. Itt és a későbbiekben is a y l operátor jele alatt az indexeket mod n 
redukálni kell. 

2. A szokásos 
( F + G ) ( x ) = F (x ) + G(x), х ( Г 

értelmezés alapján az A-beli függvényértékkel rendelkező függvények összes-

1 Sok esetben, pl. a 2. tételben is, csupán a periodikusság játszik szerepet, a meg-
gondolások minden változtatás nélkül átvihetők erre az általánosabb esetre is, midőn a 
koordinátákra bontás nincs feltéve. így a vizsgálat kiterjed pl. egy függvény iteráltjait tar-
talmazó lineáris függvényegyenletekre is [2, 3]. A szögletes zárójelben álló számok a dol-
gozat végén található irodalomra utalnak. 
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sége maga is egy L" Abel-féle csoportot alkot. Ennek alcsoportja az (1) 
egyenlet megoldásainak összessége, ugyanis a felírt függvényegyenlet nyilván 
lineáris, mert ha F és G két megoldás, akkor F + G is az. Általában is egy 
lineáris függvényegyenlet összes megoldásának megadása egy S alcsoport 
meghatározását jelenti. A megoldás legáltalánosabb alakja a megoldásban 
szereplő tetszőleges elemek E halmazából származtatva 

F = X f , /£ E 

alakban adja meg az S alcsoport minden egyes F elemét. 
Gyakori eset, hogy az Ln csoportnak csak valamely M részét választjuk 

ki az (1) egyenletben megengedett függvények osztályának, vagyis (1) meg-
oldását valamilyen mellékfeltétel kirovásával keressük, pl. csak (bizonyos 
topológia szerint) folytonos függvényeket tekintünk, vagy pl. csak olyanokat 
engedünk meg, melyek függetlenek bizonyos x, (/ £ x) változóktól, amit а в 
operátor segítségével a 

( 2 ) F ( X ) = F ( 0 * Y ) 

feltételi egyenlettel tudunk kifejezni. (Ez utóbbinál JÍ az 1 , . . . , « indexhalmaz 
bizonyos részhalmazát jelöli.) Ilyenkor a megoldást szolgáltató tetszőleges 
elemek F halmazától is megkívánjuk, hogy az L"-nel közös része M része 
legyen. 

Maga F rendszerint L"-ből és az L"-re ható operátorok tartományából 
vagy ezek egy részéből áll, de nyilván határozatlan egy tetszőleges 1—1 
leképezés erejéig, ugyanis az e £ E elemekre az 

e-*e' = ee 

1—1 leképezést alkalmazva olyan E ' halmazt nyerünk, melynek elemeiből a 
megoldások 

F=Xe-le' e'£E' 

alakban származtathatók. Határozatlan továbbá E olyan szempontból is, 
hogy XE többszörösen fedheti S-et, vagyis egy-egy F£S megoldást több 

f , g £ E elemből is származtathatunk az 

alakban. Célszerű tehát kiválasztani F-nek azt a legszűkebb E részét, melyre 
%E egyszeresen fedi S-et, mert így kapjuk meg a megoldásban szereplő 
lényeges tetszőleges elemeket, melyek közül már egyik sem hagyható el a 
teljes megoldási rendszer származtatásához. Ez az eset áll fenn pl. a lineáris 
differenciálegyenletek esetében, midőn a legáltalánosabb megoldás egyetlen 
lineárisan független (alap) rendszerből származtatható. 
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A dolgozatban vizsgált esetekben, midőn E is csoport, és y homo-
morfizmus, mely E-t S-re képezi le, a lényeges tetszőleges elemek E halmaza 
nyilván E-nek a y homomorfizmus magja szerinti faktorcsoportjával izomorf. 
Ez tehát azt jelenti, hogy példáinkban egy E legszűkebb rendszert úgy nye-
rünk, ha megkeressük azoknak az e £ E elemeknek az N alcsoportját, melyeket 
y a 0-ra képez le, és P-ből kiválasztjuk az fN(f^E) mellékosztályoknak 
egy teljes reprezentáns rendszerét. 

Minthogy a megoldásban szereplő tetszőleges elemek halmaza és a 
megoldás legáltalánosabb alakjának fogalma a megoldást képező alcsoport 
fogalmához képest több határozatlanságot tartalmaz, fő feladatunknak mindig 
ez utóbbi megadását tekintjük egy lineáris függvényegyenlet megoldásakor. 

3 . A probléma történetét illetően megemlítjük, hogy M . GHERMANESCU 

[1,4—10] kezdeményezte a 
n 

(3) ^^(х)Е(Гх) = Ь(х), x Ç X" 
i=1 

inhomogén függvényegyenlet vizsgálatát, melynek legáltalánosabb megoldása 
nyilván előállítható a homogén egyenlet általános megoldása és egy parti-
kuláris megoldás összegeként. Fontos szerepet játszik a 

n 
^ai(yix)F(Y<rtx) = b(Yix), j = l , . . . , n 
«=1 

egyenletrendszer lineárisan független egyenleteinek száma. Külön vizsgálatot 
igényel a homogén egyenlet, ahol a f = l . Ekkor is különösen az a speciális 
eset bizonyult nehéznek, midőn F(x) független bizonyos x, komponensektől. 
A nehézséget az okozza, hogy a megoldást is legfeljebb annyi változós függ-
vényekkel kell megadni, mint ahány változótól ténylegesen függ maga F, 
vagyis megköveteljük, hogy a megoldásban szereplő tetszőleges elemek E 
halmaza az ( l ) -ben megengedett (2) alakú függvények M halmazának része 
legyen. így látni fogjuk, hogy a specializálás ez esetben korántsem jelent 
egyszerűsítést. Ekkor a függvényegyenlet megoldása az 1. segédtételben össze-
foglalt kombinatorikai meggondolásokat igényli. 

A Oi = y' eset felfogható kissé általánosabban úgy is, hogy ekkor 
OiX = yOi-iX, ahol y n periódusú operátor. Ebben a felfogásban H . K I E S E W E T -

TER [12] vizsgálatait (3) általánosításának tekinthetjük, midőn а о o p e r á t o r o k 
nem a Oi = yOi-i összefüggés alapján alkotnak ciklust, hanem pl. 

OiX = (p(Oi-xX, 0; -iX) 

alapján, ahol <p olyan függvény, mely X"xX"-t AT"-re képezi le, és az 
indexeket mod n redukálni kell. 
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(3) általánosításával kapcsolatban vetődött fel az a probléma, hogy mi 
az egyenlet megoldása, ha a 7' ciklikus permutációk helyett az 1 , 2 , . . . , « 
indexek teljes permutációs csoportjának egyéb elemeit tekintjük [7]. 

A Oi — Tti operátorral az (1) függvényegyenlet a kombinatorikus topo-
lógiában játszik fontos szerepet [2, 13—16]. 

4. A dolgozat 2. §-ában a homológia csoportok meghatározásával fog-
lalkozunk, függvényegyenlet megoldási módszerekkel. 

A 3. §-ban (3) megoldását adjuk meg a (2) mellékfeltétellel, abban a 
speciális esetben, midőn 

«,•(*)= 1, ó(x) = 0. 

Bebizonyítjuk, hogy akkor (3) megoldásainak S alcsoportja az 
f i ( x ) - M f x ) 

alakú függvények Sí alcsoportjainak összege, ahol fi £ Ln 

fi(x) =fi(ßxu(x-i)x), x £ X" 

tulajdonságú függvény, azaz független az xk [££ z u ( z — / ) ] változóktól. 
Általánosítjuk [1] eredményeit is, amelyben a szerzők a 

x=p+\,p + 2,...,« 

esetet vizsgálták, továbbá (11) alatt explicit alakban előállítjuk az / , függ-
vényeket, kifejezve azokat F segítségével, vagyis adott F megoldáshoz meg-
adjuk az őt 

= Z í / W - Á X / ' x ) ] 
i = l 

alakban előállító f függvényeket. A felírt képletekben a szokásnak megfele-
lően x и v és x + v a halmazok egyesítését, illetve az elempárok összegéből 
vagy különbségéből alkotott halmazt jelöli. 

2. §. A homológia csoportok függvényegyenlete i 

1. A kombinatorikus topológiában egy / £ L " függvényt röviden «-di-
menziós láncnak szokás nevezni. Értelmezzük egy /£Z." _ 1 lánc «-dimenziós 
határát a 

(Jf)(x) = Z ( - 1 ) , / ( л , х ) , x £ Xn 

; = i 

egyenlettel. Az ilyen határokból alkotott láncok összessége az L"-nek egy 
DN alcsoportja. A 

(4) ( J F ) ( x ) = 0, x £ X'l+1 
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feltételt (függvényegyenletet) kielégítő (0 határú) F £ L" láncok, az ún. cik-
lusok összessége is alcsoportja L"-nek, ezt Z"-nel jelöljük. A H'l = Z"/D" 
faktorcsoport az ún. homológia csoport. Ha « = 1 , akkor (4) 

-ra redukálódik, ekkor F = állandó. Minthogy továbbá « > 1 esetén / / " = 0 
[16], ezért ekkor Z" = D". Fennáll tehát az 

1. T É T E L . A (4) függvényegyenlet minden megoldása felírható az 

alakban, ahol f alkalmas L"^ -béli függvény, A pedig a fentebb értelmezett 
határképzö operátor. 

A tétel más szavakkal azt mondja ki, hogy egy л >1-dimenziós lánc akkor 
és csak akkor ciklus, ha határa egy л — 1-dimenziós láncnak. Ebből következik az 
is, hogy két л—1-dimenziós lánc határa akkor és csak akkor egyezik meg, 
ha különbségük ciklus, vagyis egymástól legfeljebb egy л — 2-dimen-
ziós lánc határában különböznek. Eszerint az л-dimenziós ciklusok Z " 
alcsoportját már az л—1-dimenziós láncok határai közül azok is megadják, 
melyek páronként nem csupán egy л—2-dimenziós lánc határában térnek el 
egymástól, és e rendszer már legszűkebb, nem tartalmaz felesleges elemet. 
Vagyis az л-dimenziós ciklusok Z " alcsoportja a A leképezésben éppen az 
fD"~l ( / £ L n _ 1 ) mellékosztályok egy reprezentáns rendszerének a képe. (Mint-
hogy A az L"_ 1-nek L"-be való homomorfizmusa, és Z" 1 a homomorfizmus 
magja, ezért közvetlenül is világos, hogy a Dn = AL"~1 homomorf kép izomorf 
L"'1 /Z" 1 -nel.) A bevezetésben tett megjegyzés szerint tehát érvényes a követ-
kező: 

1' T É T E L . A (4) függvényegyenlet legáltalánosabb megoldása (5), ahol 
a megoldásban szereplő tetszőleges f függvények halmaza izomorf az 
jn-\jjyi-i faktorcsoporttal. 

2. Függvényegyenlet megoldási módszerekkel is könnyen bizonyítható 
az 1. tétel, [16]-ra való hivatkozás nélkül. Legyen ugyanis л > 1 , és x„+j = c 
rögzített, akkor (4)-ből az 

F(xf) + F(xi) = 0, x t £ X 

(5) F(x) = j 
j (Af)(x) , ha n> 1; 

) állandó, ha л = 1 

/ ( x ) = ( - 1 )"+1 F(x 1 , . . . , x», c), x = ( x j , . . . , x„) £ X 

jelöléssel valóban 
n 

F(x) = F(TTll+1x) = _(_1)"2;(-1т^х) = 
i = 1 

n 11 
2 ( - i ) n + 1 ( - i m ^ * ) = 2 ( - 1 Шъх)=(Af)(x). i = 1 
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Viszont ha 
F(X) = (JJQ(x), X £ X" 

teljesül, akkor fennáll 
i-l n+l 

F(mx) = 2 ( - 1 УКщтх) + 2 ( - 1 y - ' A ^ i X ) , 
3 = 1 j = i+1 

n + l 

(z /+)(x) = 2 1 ( - l ) ' F ( ^ x ) = 2 ( - 1 r t f t e n x ) + 2 ( - 1 ) ^ - 7 ( ? ц т х ) = 0, 
' = I J<> 3>i 

vagyis 
F ( x ) = ( J / ) ( x ) , х ( Г 

tetszőleges f^L'1'1 függvénnyel ki is elégíti (4)-et. 
Az л = 1 esetben a tétel állítása nyilvánvalóan teljesül. 

3. Megjegyezzük, hogy pl. az n = 2 esetben Z 2 - t az 

(6) F ( x i , x2) + F(x2, x3) = F(xi, x3) 

függvényegyenletet kielégítő függvények alkotják, míg D--t a 

(7) T / = / ( x , ) - / ( x 2 ) 
alakúak, melyek közül az / ( 7 = 0 feltételt kielégítő / függvényhez tartozók 
valóban az előző függvényegyenlet legáltalánosabb megoldásai [11, 17, 18]. 
Finomítható tehát az az állítás, hogy (6) legáltalánosabb megoldását a (7) 
képlet adja, ahol / tetszőleges egyváltozós függvény. Ugyanis a felírt (7) kép-
let többszörösen is megadja (6) teljes megoldását. E példában a bevezetés 
jelöléseit követve, tekinthetjük úgy, hogy 

E — L"'1  

X f = ( j f ) ( x ) , N= y~l0 = Dn'1, 

tehát л = 1 esetén N=Dl a 

X f = f ( x i ) - f ( x 2 ) = 0 

feltételt kielégítő, / ( x ) = állandó függvények összessége, s így az 

/ ( 7 = 0 

feltételt kielégítő függvények összessége L ' -nek LV-D'-gyel izomorf része. 
Algebrai kifejezések nélkül szemléletesebben ezt úgy mondhatjuk, hogy min-
den kétváltozós függvény, amely 

E X X I , X 2 ) = £ ( X I ) — g ( x 3 ) 

alakban előállítható, előáll 

F(XI, x2) = / ( x ] —/(x 2) , / ( c ) = 0 
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alakban is, éspedig egyértelműen. Legyen ugyanis pl. f(x)=g(x)—g(c), 
akkor valóban fennáll az utóbbi egyenlet, és az x2=*=c helyettesítés igazolja, 
hogy az ilyen / ( x ) = F(x , с) már egyértelműen meg is van határozva F-fel. 

Megjegyezzük még, hogy szokás A-1 másként is értelmezni. Pl. [14]-ben 
(6) helyett 

F(xj,x2x3) + F ( X 2 , x 3 ) = (XIx2, x3) + F(XI, x 2 )x 3 , 

lép fel, ahol azonban X maga is csoport, éspedig A-nak operátor csoportja. 
Ekkor Z 1 meghatározásának problémája is érdekes, az 

F(x i x2) = F(xi)xo + F(x3) , хг ó X 

ún. keresztezett homomorfizmusok megkeresése a feladat. 

3. § . A c ikl ikus e g y e n l e t v i z s g á l a t a 

1. Foglalkozzunk a 

(8) ± F ( r x ) = 0, x £ X" 
1 = 1 

függvényegyenlet vizsgálatával. 

2. TÉTEL. Adott Á Abel-féle csoport esetén, melyen az na=--b egyenlet 
egyértelműen megoldható a £ A-ra, a (8) függvényegyenlet legáltalánosabb 
megoldása 

(9) F ( x ) = 4 i f { x ) m f ( x ) - f { y x ) , 

ahol f £ L" tetszőleges függvény. 

Bizonyítás. (8) alapján 

i= 1 
tehát 

F(x) = l/n[(n-\)F(x) + F(x)] = 1 In 27 [ F ( x ) - F ( / x ) ] = 
г = 1 

- l/n Z È № 1 X ) - F ( F X ) ] = / ( X ) f(yx), 
i=1j=1 

ahol 
n-l г * 

m m i / n Z Z n r ' x ) . 
i=lj=l 

Viszont nyilvánvaló, hogy (9) tetszőleges / £ L" esetén ki is elégíti (7)-et: 

n n n «+1 

2 H f x ) = 2 l f ( f x ) - f ( f + 1 x ) ] = 7 E f ( r x ) — 7 E f ( f x ) = 0. 
i = l i = l i = l i = 2 
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Látjuk, hogy a megoldások 5 1 alcsoportja L"-ből a V i leképezéssel 
származtatható, esetünkben tehát a bevezetés jelölései szerint E = Ln, és 
/ = V i endomorfizmus, mely L"-et S ' - r e képezi le. Az endomorfizmus 
magja a 

Vig = g(x)—g(yx)=:0 

feltételt kielégítő (a ciklikus operátorral szemben invariáns) g függvények С 
alcsoportja, tehát E gyanánt választható L"-nek az Ln/C-ve 1 izomorf része. 

A bizonyítás egyszersmind megadja / (x)-et is, azaz adott F(x)-hez a 
(9) függvényegyenlet legáltalánosabb 

Ax)=g(x)+l/nZÈnr^x), g(x)^g(yx) 
i = lj=\ 

megoldását. 

2. Térjünk rá ezután (8) megoldására abban az esetben, midőn 

(2) F(x) = F(eKx), x£Xn 

teljesül valamely adott /. indexhalmazra. Észrevesszük, hogy (9)-hez hason-
lóan a 

(10) 2 lMx)~Mfx)\, Ш ^ М в ^ х ) , xíX" 
i = 1 

alakú függvények összessége kielégíti (8)-at, továbbá (2)-t is, hiszen f ( x ) és 
/ i (7 'x)-ben xk éppen a Ar-adik, illetve к—f-edik helyen szerepelne, az 
ezen a helyen álló változóktól azonban az /» függvény (10o) alapján független. 

Jelöljük S*-nel az L" csoportnak a (10) alatti alakú függvényeket tar-
talmazó alcsoportját. (Világos, hogy a (10) alakú függvények összege és 
különbsége is ugyanilyen alakú.) 

3. TÉTEL. Legyen A" Abel-féle csoport, melyen az ma = b egyenletnek 
van egyértelmű a = b/m megoldása, tetszőleges m = 1 , 2 , . . . , n esetén. Akkor 
a (8) fügvényegyenlet (2)-t kielégítő minden F £ E' megoldása az Sl rész-
csoport eleme, azaz felírható a (10) alakban, alkalmas f Ç L" függvényekkel. 

1. SEGÉDTÉTEL. Jelöljük K"'-nel az 1 ,...,m elemekből alkotott r-ed-
osztályú kombinációk halmazát. Akkor bármely Tv £ A (v £ 1С) sorozat és 
rögzített m esetén fennáll 

n 
^^ . Tr-i Г У , Tv. 

mçveKj;i=1 VÇK^ 

2. SEGÉDTÉTEL. Ha egy Tv £ An(v Ç K'rj sorozat olyan tulajdonságú, 
hogy valamely rögzített m esetén fennáll 

Ту — Tyvm, T ( i f — 0, 
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akkor 
л-1 / j y - 4 11 

Em = ~ Zj Ev-i. 
r=\ ' mgrg = 1 

3 . SEGÉDTÉTEL. Ha F(x) kielégíti ( 8 ) és (2)-t , akkor 

I N I I / J A " 
7 = 1 

teljesül bármely v £ K," esetén, mely x-t (vagy alkalmas k-val x—k-t) rész-
halmazként tartalmazza. 

3. Foglalkozzunk először a segédtételek bizonyításával. 

Ad. 1. Az 1. segédtételben felírt egyenlőség jobb oldalán az összeg min-
den tagja pontosan r-szer szerepel a bal oldalon. 

Legyen ugyanis v egy eleme « 0 . Akkor v—i ( / = 1 , . . . , « ) éppen r 
esetben tartalmazza «o-t, ahányszor v ( К " r számú eleme közül valamelyik 
az «о helyére kerül v—/ -ben . Legyen 

V—Pj (/' = 1 p ) 

ezek közül az összes különböző, és 

v—Sj = v, (7 = 1,..., s). 
Minthogy 

v—Pi—Sk ( / = 1 , . . . , / ? ; k=\,...,s) 

megadja az összes lehetséges r számú olyan v — i alakú indexhalmazt, mely 
«o-t tartalmazza, ezért p s = r . 

Egy adott r = v — / - t nyilván csak oly v ( К"-Ъо\ kiindulva kaphatunk, 
melyre 

v = v + / = v—pj 

teljesül valamilyen j=\,...,p esetén. Ezek mindegyikéből s féleképpen áll elő 

V = V — /== V—PJ — Í=V— SK, 
éspedig akkor, amikor 

i = Sk—pj (к = \,..., s). 

Tehát a bal oldali összeg pontosan ps = r esetben tartalmaz vÇK? 
indexű tagot. 

Ad 2. Az 1. segédtételben szereplő összeget átrendezve, kapjuk, hogy 

n 
Z Tv=\/r Z Z Er-i — Z Er, 

m£veKn
r mÇvexy- 1 m(SLvÇ.Kn

r 
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tehát ismételt alkalmazással a 

Tm= 2 7 V — 1 / 1 2 È T y - i - 2 Tv = 
mÇvÇKI mevÇK?г = 1 m^vÇK^ 

- v i 2 2 T v - í - 2 т г = \ / 1 2 2 - - - - т 2 2 - + 2 Tv=... 

mev = 1 mev£K%  

egyenlőség sorozat igazolja а 2. segédtétel állítását. 

Ad 3. Helyettesítsünk (8)-ban xk (k £ v) helyébe c-t, akkor 
n 

2 F (у'вгх) = 0, 

tehát 

n 11 

É =1 г=1 
valóban speciális S*-beli függvény. 

4. Térjünk rá ezután a 3. tétel bizonyítására. Mint előrebocsátottuk, 
Sx minden eleme kielégíti (8)-at és (2)-t. Azt kell tehát csak bizonyítani, 
hogy (8) minden (2) alakú megoldása Sü-hoz tartozik. E célból válasszuk a 
2. segédtételben szereplő sorozat elemeiként Tv = F(ßx-m+vX)-e\.. Akkor a 2. 

segédtétel feltételei teljesülnek, ugyanis bármely m f z esetén 

( x — m ) + v и л?(х—m + v) и ( x — m + m) = ( x — m + v) и x, 

tehát (2)-t is figyelembe véve, 

Trum F(Ox-m+v\imX) F(6(x-m+v) их*) F (Oy.Ox-m+v *) F(Ox-n+vX) Tv, 

továbbá (8)-ból az xk = c (k=\,..., rí) helyettesítéssel 

л 7(i, ...,«) = л P(ö (i, ...,„)*) = nF(c, c,..., с) = 0 

adódik. így a 2. és 3. segédtételt felhasználva azt kapjuk, hogy 

F(r) = F(ôj) = F(6„+„ï) = 2 t 7 L Z 2 Г(вх-т+г-гХ) as:, 
r = 1 ' mevek"i = 1 

Г 
s ezt kellett éppen bizonyítani. 

Figyelemre méltó, hogy a bizonyítás alapján F(x)-hez effektive is meg-
adható egy (10) alakú előállitás, pl. az 

n-l t <ЧГ-1 

( и ) 2 F(ßx-m+v-iX) 
r = 1 m^rek" 

függvénnyel, ahol g ( x ) = g(yx) tetszőleges ciklikus invariáns függvény. 
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Megfigyelhetjük, hogy a 3. segédtételben és a 3. tétel teljes bizonyítása 
során sem használtuk fel a (8) egyenletet teljes ál talánosságban, hanem csak 
rögzített xk = c (k£x) választás esetén, tetszőlegesen változó xг ( / ( J » - v a l . 

5. Az S'/ megoldások alcsoportját az L" csoportból a következő módon 
lehet származtatni: a — i ) indexű változók helyébe xk — c-1 helyette-
sítve olyan f i függvények P, alcsoportját kapjuk, melyek kielégítik az 

/<(x)=/i(Öxu(x.i)x), x С X" 
összefüggést, azaz függetlenek az xk ( k £ x и (x—/) ) változóktól. Ezután az 
Ei elemeire értelmezzük a 

V i f — f ( x ) — / ( " / x) 

operátort, mely nyilván endomorfizmus, amely P , - / S*-ba képezi le. így a 
3. tétel állítása úgy fogalmazható, hogy (8)-nak a (2) feltétellel kijelölt M 
halmazon minden megoldása az 

(Ю') S: = ZVíEÍ 
i 

alcsoport eleme. 
A bevezetésben mondottak szerint a legáltalánosabb megoldás származ-

tatható P ^ p - n e k olyan részhalmazából, melyet a V i leképezések egy-
г 

rétüen képeznek le S*-ra. Keressük tehát P ezen részét! 
A következő észrevételeket tehetjük: 
a) Ha valamely i,j indexpárra 

V i P i f l S?}E} = N=t=0, 

akkor egyikükből, pl. Ej-bői \7]lN elhagyható. 
Ez az eset áll elő pl. akkor, lia j = n—/; akkor Vn-»Pn-i = S7iE 

miatt az p halmazok közül elég csupán a 2 i ^ n feltételt kielégítő indexű-
eket tekinteni. 

Ugyanis bármely / £ P „ - i esetén 

V n - , / = / ( x ) — / ( / , l i x ) = h (x) — h ("fx) = У ; Л, 
ahol 

Л(х) —f(ynix) 
nyilván kielégíti a 

/z(x) = /z(öxu(x-i)x) 

feltételt is, mivelhogy / £ р , _ г független a — ( л — / ) ] indexű változói-
tól, tehát 

Л(Х) = —fiy^x) = — /(Xi+n-i, . . . , Xr+n-i, . . . . ) 

sem fog függeni az 

Xfc, Á £ x и [x — (л — /)] -f- л — / = (ж + л — г) и x = * U (x — О 

változóktól. 
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Hasonló eset áll elő pl. akkor, ha j—ri esetén 

(12) * U ( * - y ) 3 Ù ( x - p i ) 

p=0 

teljesül; ekkor V J F / ^ V Í F , , ugyanis akkor bármely / £ £ } esetén írható 

V j f = f ( x ) - f ( f x ) = f ( x ) - f ( f x ) + f ( y ' x ) - f ( f x ) + ... + 

mely valóban speciális 
VihP, hp(x) áMf(yvix) £ E, 

alakú függvények összege, éspedig olyanoké, melyek bizonyos xk ( кфх и (у.—/)) 
változóktól sem függő hp(x)~bői származnak. Hogy hv £ E,, azaz 

hP(x) = h{t(exu(x-i)x) 

teljesül, az nyilvánvaló hv értelmezése és (12) alapján, hiszen f(yv'x) füg-

getlen a 

?(£ (x—pi) U [У—(рф 1)/] = z ü (y—ï)—pi) 

-edik helyen álló változótól, ahol 

hP(x) =f(yv'x) —f(xupi, xk+pi,...) 

-ben éppen xk (k£xu(x—/)) állana. 

b) Minthogy éppen a g(x)=g(y!x) tulajdonságú g£E, függvényekre 
áll \/ig = 0, tehát ezek alcsoportját C'-vel jelölve, mindegyik Et helyett 
vehető egy az E;/С'-vel izomorf rész. 

Az a) redukció alapján azt látjuk, hogy a legáltalánosabb megoldást 
adó (10), illetve (10') formulában az összegezést nem kell / = 1 , 2 , . . . , n-re 
elvégezni, a tagok közül egyesek összevonhatók mint azonos típusúak; pl. 
az összegezést elég csak az \,...,[n/2] indexek olyan részhalmazára végezni, 
melyet a (12) feltételt kielégítő j indexek elhagyásával nyerünk. 
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