A LINEARIS FUGGVENYEGYENLETEK EGY OSZTALYAROL
frta: HOSSZU MIKLOS

1. §. Bevezetés

1. A dolgozatban néhany

m

1) D aiF(o:x)—0

=1

tipusu fiiggvényegyenletet fogunk tekinteni, ahol az ismeretlen F fiiggveny
értelmezési tartomdnya egy X halmazbol alkotott

X'=XxXx...xX

n-tényezés direkt szorzat, mig a fiiggvényértékek egy A Abel-féle csoport
elemei, a;, 0; pedig az A illetve az X" elemeire haté operdtorok. Az x fiig-
getlen valtozonak eszerint n komponense van; ezt sziikség esetén az

X =(X1,X2, . -, Xn), x;€X
frasmoddal lehet hangsilyozni.
o; gyanant haromféle operatort fogunk hasznalni:
TEX == (X1, v oy Xicty Xisy « - Xu),
O:X = (X1, .« ) Xic1, €, Xit1y o« o5 Xu),

X = (Xip1,0 oy Xign), Xisn == X.

Ezek kozil sr; az X'-et képezi le X" '-re, 6; az X"-et vetiti az x,=¢

egyenlettel meghatarozott ,,koordinatasikra”, ¥* pedig n periodusti ciklikus ope-
rator’. Itt és a késObbiekben is a y* operdtor jele alatt az indexeket mod n
redukalni kell.

2. A szokasos
(F+ G)(x)= F(x)+ G(x), xeXx"

értelmezés alapjan az A-beli fiiggvényértékkel rendelkez6 filiggvények Osszes-

1 Sok esetben, pl. a 2. tételben is, csupan a periodikussag jatszik szerepet, a meg-
gondolasok minden valtoztatds nélkiil atvihet6k erre az Aaltaldnosabb esetre is, midén a
koordinatakra bontds nincs feltéve, igy a vizsgilat kiterjed pl. egy fiiggvény iterdltjait tar-
talmazé linedris fiiggvényegyenletekre is [2, 3]. A szogletes zardjelben 4116 szamok a dol-
gozat végén talalhaté irodalomra utalnak.
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sége maga is egy L" Abel-féle csoportot alkot. Ennek alcsoportja az (1)
egyenlet megoldasainak Osszessége, ugyanis a felirt fiiggvényegyenlet nyilvan
linearis, mert ha F és G két megoldas, akkor F+ G is az. Altalaban is egy
linearis fiiggvényegyenlet dsszes megoldasanak megaddsa egy S alcsoport
meghatarozasat jelenti. A megoldas legdltaldnosabb alakja a megoldasban
szerepl® fetszileges elemek E halmazabdl szarmaztatva

F=yxf, fEE

alakban adja meg az ‘S alcsoport minden egyes F elemét.

Gyakori eset, hogy az L" csoportnak csak valamely M részét valasztjuk
ki az (1) egyenletben megengedett fiiggvények osztilydnak, vagyis (1) meg-
oldasat valamilyen mellékfeltétel kirovasaval keressiik, pl. csak (bizonyos
topologia szerint) folytonos fiiggvényeket tekintiink, vagy pl. csak olyanokat
engediink meg, melyek fiiggetlenek bizonyos x; (i € ») valtozoktol, amit a 6
operator segitségével a

) F(x)=F(6.y)
feltételi egyenlettel tudunk kifejezni. (Ez utobbinal » az 1,...,n indexhalmaz
bizonyos részhalmazat jeloli.) Ilyenkor a megoldast szolgaltatd tetszéleges
elemek E halmazatdl is megkivanjuk, hogy az L"-nel kozos része M része
legyen.

Maga E rendszerint L"-b6l és az L"-re hatd operatorok tartomanyabol
vagy ezek egy részéb6l all, de nyilvan hatdrozatlan egy tetsZbleges 1—I1
leképezés erejéig, ugyanis az e € E elemekre az

e—¢ =z¢ge

1—1 leképezést alkalmazva olyan E’ halmazt nyeriink, melynek elemeibél a
megoldasok

F=yele e€ckE
alakban szarmaztathatok. Hatdrozatlan tovdbbda E olyan - szempontbdl is,
hogy xE tobbszorosen fedheti S-et, vagyis egy-egy F€S megoldast tobb
f, & € E elembél is szarmaztathatunk az

F=yf=7yg

alakban. Célszerii tehat kivalasztani E-nek azt a legszitkebb E részét, melyre
z2E egyszeresen fedi S-et, mert igy kapjuk meg a megoldasban szerepld
lényeges tetszoleges elemeket, melyek koziil mar egyik sem hagyhaté el a
teljes megoldasi rendszer szdrmaztatisahoz. Ez az eset all fenn pl. a linearis
differencidlegyenletek esetében, midén a legaltalanosabb megoldas egyetien
linearisan fiiggetlen (alap) rendszerbdl szarmaztathato.
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A dolgozatban vizsgalt esetekben, midén E is csoport, és y homo-
morfizmus, mely E-t S-re képezi le, a lényeges lelszdleges elemek E halmaza
ayilvin E-nek a y homomorfizmus magja szerinti faktorcsoportjdval izomorf.
Ez tehat azt jelenti, hogy példdinkban egy E legsziikebb rendszert uigy nye-
riink, ha megkeressiik azoknak az e € E elemeknek az N alcsoportjat, melyeket
x a O-ra képez le, és E-bdl kivalasztjuk az fN(f€ E) mellékosztalyoknak
egy teljes reprezentdns rendszerét.

Minthogy a megoldasban szerepld tetszoleges elemek halmaza és a
megoldas legéltalanosabb alakjanak fogalma a megoldast képezd alcsoport
fogalmahoz képest tobb hatarozatlansagot tartalmaz, f6 feladatunknak mindig
ez utébbi megadasat tekintjitk egy linearis fliggvényegyenlet megoldasakor.

3. A probiéma torténetét illetben megemlitjiikk, hogy M. GHERMANESCU
[1,4—10] kezdeményezte a

® S e@FEY=b0),  xeX’

inhomogén fliggvényegyenlet vizsgalatdt, melynek legaitaldnosabb megoldasa
nyilvan eldallithato a homogén egyenlet aitaldnos megoldasa és egy parti-
kuldris megoldds 6sszegeként. Fontos szerepet jatszik a

- 2,?ai(y"x)F(y‘*fx):b(yix), j=1,...,n
egyenletrendszer linedrisan fiiggetien egyenleteinek szdma. Kiilon vizsgalatot
igényel a homogén egyenlet, ahol «;= 1. Ekkor is kiilonésen az a specialis
eset bizonyult nehéznek, midén F(x) fiiggetlen bizonyos x; komponensektdl.
A nehézséget az okozza, hogy a megoldast is legfeljebb annyi valtozos fligg-
vényekkel kell megadni, mint ahdny valtozotdl ténylegesen fligg maga F,
vagyis megkoveteljiikk, hogy a megoldadsban szerepld tetszbleges elemek E
halmaza az (1)-ben megengedett (2) alaku fiiggvények M halmazdnak része
legyen. Igy latni fogjuk, hogy a specializdlas ez esetben korantsem jelent
egyszeriisitést. Ekkor a fliggvényegyenlet megoldédsa az 1. segédtételben Ossze-
foglalt kombinatorikai meggondolasokat igényli.

A o,=1vy" eset felfoghatdo kiss¢ altalanosabban tgy is, hogy ekkor
0;x =1vy0;1X, ahol y n periodusu operator. Ebben a felfogasban H. KIESEWET-
TER [12] vizsgalatait (3) altalanositasdnak tekinthetjiik, midén a o; operatorok
nem a o;==y0o;_; dsszefitlggés alapjan alkotnak ciklust, hanem pl.

0; X = gp(oi-lx, O'i_2X)

alapjan, ahol ¢ olyan fiiggvény, mely X"x X"t X"-re képezi le, és az
indexeket mod n redukalni kell.
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(3) altaldnositdsaval kapcsolatban vet6dott fel az a probléma, hogy mi
az egyenlet megolddsa, ha a 7' ciklikus permutdcidk helyett az 1,2,...,n
indexek teljes permuticiés csoportjanak egyéb elemeit tekintjiik [7].

A o0,=m; operatorral az (1) fiiggvényegyenlet a kombinatorikus topo-
légidban jatszik fontos szerepet [2, 13—16].

4. A dolgozat 2. §-aban a homoldgia csoportok meghatarozasaval fog-
lalkozunk, fiiggvényegyenlet megolddsi modszerekkel.
A 3. §-ban (3) megoldasit adjuk meg a (2) mellékfeltéteilel, abban a
specialis esetben, midén
a(x)=1, b(x)==0.

Bebizonyitjuk, hogy akkor (3) megolddsainak S alcsoportja az
i) —f(7'x)
alaku fiiggvények S; alcsoportjainak osszege, ahol fi¢ L™

fil¥) =fi(Oui-0X),  x€X
tulajdonsagu fiiggvény, azaz fiiggetlen az x. [k € » U (x—i)] valtozoktdl.
Altalanositjuk [1] eredményeit is, amelyben a szerzok a

x=p+1,p+2,...,n
esetet vizsgdltak, tovabba (11) alatt explicit alakban el6allitjuk az f; fiigg-

vényeket, kifejezve azokat F segitségével, vagyis adott F megoldashoz meg-
adjuk az 6t

"

F(x) = 2 [fx)—f(y'x)]

i=1
alakban el6allité f; fiiggvényeket. A felirt képletekben a szokasnak megfele-

16en x U v €s » +» a halmazok egyesitését, illetve az elemparok 0sszegébdl
vagy kiilonbségébdl alkotott halmazt jel6li.

2. §. A homoldgia csoportok fiiggvényegyenletei

1. A kombinatorikus topoldgidban egy fe L" fiiggvényt roviden n-di-
menzids ldncnak szokas nevezni. Ertelmezziik egy f€ L"" lanc n-dimenzids
hatdrdt a

U= Dfeu,  xeX'

egyenlettel. Az ilyen hatirokbol alkotott lancok Osszessége az L"-nek egy
D" alcsoportja. A '

) (4F)(x)=0, xeXx
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feltételt (fiiggvényegyenletet) kielégité (O hatara) F € L" lancok, az tun. cik-
lusok osszessége is alcsoportja L"-nek, ezt Z"-nel jelsljik. A H" = Z"/D"
faktorcsoport az un. homologia csoport. Ha n==1, akkor (4)

—F(XQ)+F(X1)=0, X, €X

-ra redukalodik, ekkor F= alland6. Minthogy tovabba n>1 esetén H" =0
[16], ezért ekkor Z"= D". Fennall tehat az

1. TETEL. A (4) fiiggvényegyenlet minden megolddsa felirhato az

(N . ha n>1;
®) FOO=V dliands, ha n—1

alakban, ahol f alkalmas L"'-beli fiiggvény, 4 pedig a fentebb értelmezett
hatdrképzo operdtor.

A tétel mas szavakkal azt mondja ki, hogy egy n>1-dimenzios lanc akkor
és csak akkor ciklus, ha hatara egy n —1-dimenzids lancnak. Ebb6! kovetkezik az
is, hogy két n—1-dimenzids lanc hatira akkor és csak akkor egyezik meg,
ha kiilonbségiitk ciklus, vagyis egymastol legfeljebb egy n—2-dimen-
zi6és lanc hataraban kiilonboznek. Eszerint az n-dimenziés ciklusok Z*
alcsoportjat mar az n—1-dimenzids lancok hatdrai koziil azok is megadjak,
melyek paronként nem csupdn egy n—2-dimenzids lanc hataraban térnek el
egymastol, és e rendszer mar legsziilkebb, nem tartalmaz felesleges elemet.
Vagyis az n-dimenziés ciklusok Z" alcsoportja a 4 leképezésben éppen az
fD'™" (feL™") mellékosztalyok egy reprezentdns rendszerének a képe. (Mint-
hogy 4 az L"'-nek L"-be valé homomorfizmusa, és Z"~' a homomorfizmus
magija, ezért kozvetleniil is viligos, hogy a D" = AL"™" homomorf kép izomorf
L"'/Z" "-nel.) A bevezetésben tett megjegyzés szerint tehat érvényes a kovet-
kezd:

1" TETEL. A (4) fiiggvényegyenlet legdltaldnosabb megolddsa (5), ahol
a megolddsban szerepld tetszbleges f fiiggvények halmaza izomorf az
L' /D" faktorcsoporttal.

2. Fiiggvényegyenlet megoldasi modszerekkel is konnyen bizonyithaté
az 1. tétel, [16]-ra vaid hivatkozds nélkiil. Legyen ugyanis n>1, és Xx,u=c¢
rogzitett, akkor (4)-bdl az

fE = ()" F(x1, .oy Xy €), X=(X1,..., %) €X"
jeloléssel valoban

F(X) = F(7tu1x) = —(—1)" Zl (—1)'F(mx) =

= 21 (=1 (1) Fmx) = Z (— 1) f(7t:X) = () (%)

i=
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Viszont ha

F(x)=(4f)(x), XeX"
teljesiil, akkor fennall

Flax) = 35 (—1) ) + 2 (—1) i),

n+l
(4F)(x)= Zl (1) Flrmix) = 2, (—1)*f(m:x) + 2 (— 1) (g1 x) = 0,
vagyis " = e
FR)=4nHE),  xeX'
tetszleges f€ L"™" fiiggvénnyel ki is elégiti (4)-et.
Az n=1 esetben a tétel allitdsa nyilvanvaloan teljesiil.
3. Megjegyezziik, hogy pl. az n=2 esetben Z>-t az

(6) F(xl ’ x2) + F(Xg, X3) = F(xly X3)
fiiggvényegyenletet kielégit6 fiiggvények alkotjak, mig D*-t a
(7) Af = f(x1) —f(x2)

alakuak, melyek koziil az f(c)=0 feltételt kielégité f fiiggvényhez tartozok
valoban az el6z6 fiiggvényegyenlet legaltaldinosabb megolddsai [11, 17, 18]
Finomithaté tehat az az allitds, hogy (6) legaltalanosabb megoldasat a (7)
képlet adja, ahol f tetszoéleges egyvaltozds fiiggvény. Ugyanis a felirt (7) kép-
let tobbszorosen is megadja (6) teljes megoldasat. E példaban a bevezetés
jeloléseit kovetve, tekinthetjitk ugy, hogy

E:Ln—l
2f=WNHE), N=z'0=D"",
tehat n—1 esetén N=D! a
xf=F(x)—f(x)=0
feltételt kielégitd, f(x)=dllando fiiggvények osszessége, s igy az
f©)=0
feltételt kielégito fiiggvények osszessége L'-nek L'/D'-gyel izomorf része.
Algebrai kifejezések nélkiil szemléletesebben ezt \igy mondhatjuk, hogy min--
den kétvaltozos fiiggvény, amely
F(x1, X2) = g (x1) — & (x2)
alakban el6allithato, eloall

F(xu, xo) = f(x1)—f(x2), f(c)=0
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alakban is, éspedig egyértelmiien. Legyen ugyanis pl. f(x) =g(x)—g(c),
akkor valdéban fenndll az utdbbi egyenlet, és az x,==c helyettesités igazolja,
hogy az ilyen f(x) = F(x,c) mér egyértelmiien meg is van hatirozva F-fel.
Megijegyezziik még, hogy szokds A-t masként is értelmezni. Pl. [14}-ben
(6) helyett
F(Xl, X2X3) +F(XQ, X3) = (x;xg, x;;)—l—F(xl, XQ)X?,, X; € X

lép fel, ahol azonban X maga is csoport, éspedig A-nak operator csoportja.
Ekkor Z' meghatirozdsinak problémdja is érdekes, az

F(X1 X2) = F(X1)X2 -+ F(X2), X; € X
un. keresztezett homomorfizmusok megkeresése a feladat.

3. §. A ciklikus egyenlet vizsgalata

1. Foglalkozzunk a
&) ZI F(y'x)=0, xe X"

fliggvényegyenlet vizsgéalataval.

2. TETEL. Adott A" Abel-féle csoport esetén, melyen az na==>b egyenlet
egyértelmiien megoldhaté a € A-ra, a (8) fiiggvényegyenlet legdltaldnosabb
megolddsa

C) F(x) =V 1f(x) & f(x)—f(rx),
ahol fe L tetszileges fiiggveény.
Bizonyitds. (8) alapjan
n-1
F()—— 2 FG),

tehat B
F(x)=1/n[(n—1) F(x)+ FX)] = l/n 2 [Fx)—F('x)] =
= 1 3 SR — Fox)] =) —F(r),
ahol o

f(x) & 1/n nZ i F(y1x).

i=1jg=

Viszont nyilvanvald, hogy (9) tetszbleges f€ L" esetén ki is elégiti (7)-et:
n+l

> Fr0 = S0 —f ) = ) — 3 ) =0,
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Latjuk, hogy a megolddsok S' alcsoportja L"-bdl a <7, leképezéssel
szarmaztathato, esetiinkben tehat a bevezetés jelolései szerint E=L", és
x="%: endomorfizmus, mely L"-et S'-re képezi le. Az endomorfizmus
magja a

Vig=g(x)—gyx)=0
feltételt kielégitd (a ciklikus operdtorral szemben invaridns) g fiiggvények C
alcsoportja, tehat E gyanant valaszthaté L"-nek az L"/C-vel izomorf része.

A bizonyitds egyszersmind megadja f(x)-et is, azaz adott F(x)-hez a
(9) fiiggvényegyenlet legéltalanosabb

n-1 14
fR=g@+1/n 2 2 F(r0, g)=g(rx)
megoldasat.

2. Térjiink rd ezutdn (8) megoldasidra abban az esetben, midon

2) F(x) == F(6xx), xeX"

teljestil valamely adott » indexhalmazra. Eszrevessziik, hogy (9)-hez hason-
léan a

n-1

(10) 2 V@—fED) ) =fiBuwrd), xEX

alaku fiiggvények Osszessége kielégiti (8)-at, tovdbba (2)-t is, hiszen fi(x) és
fi(7ix)-ben x;. (k€ x) éppen a k-adik, illetve k—i-edik helyen szerepelne, az
ezen a helyen allo valtozoktol azonban az f; fiiggvény (10:) alapjan fiiggetlen.

Jeloljiik S.-nel az L" csoportnak a (10) alatti alaku fiiggvényeket tar-
talmazé alcsoportjat. (Vildgos, hogy a (10) alaka fiiggvények Osszege és
kiilonbsége is ugyanilyen alakit.)

3. TETEL. Legyen A" Abel-féle csoport, melyen az ma-=>b egyenletnek
van egyértelmii a = b/m megolddsa, letszéleges m==1, 2, ..., n esetén. Akkor -
a (8) fiigvényegyenlet (2)-t kielégité minden F ¢ L" megolddsa az S, rész-
csoport eleme, azaz felirhaté a (10) alakban, alkalmas f;€ L" fiiggvényekkel.

"

1. SEGEDTETEL. Jeloljiik K, -nel az 1,...,m elemekbdl alkotott r-ed-
osztdlyii kombindciok halmazdt. Akkor bdrmely T,€ A (v€K,) sorozat és
rogzitett m esetén fenndll

D> DX Toi—=r X T,

meverti=1 vEKT

2. SEGEDTETEL. Ha egy T, € A"(v € K,') sorozat olyan tulajdonsdgi,
hogy valamely rogzitett m esetén fenndil

7ﬁv - 7van1) 7‘(l,...,n) :::():
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akkor 1 1
Tm _ >’ (_l)v Z Z T‘y-i.

=1 T mEvekni=1

3. SEGEDTETEL. Ha F(x) kielégiti (8) és (2)-t, akkor

> F(6,.:x) € Si
i=1

teljesiil bdrmely v € K, esetén, mely -t (vagy alkalmas k-val x—k-t) rész-
halmazként tartalmazza.
3. Foglalkozzunk eloszor a segédtételek bizonyitdsaval.

Ad. 1. Az 1. segédtételben felirt egyenldség jobb oldalan az 6sszeg min-
den tagja pontosan r-szer szerepel a bal oldalon.

Legyen ugyanis » egy eleme no. Akkor v»—i (i=1,...,n) éppen r
esetben tartalmazza no-t, ahdnyszor » € K,' r szamti eleme koziil valamelyik
az no helyére keriil »—i-ben. Legyen

v—p; G=1..,p
ezek koziil az dsszes kiilonbozd, és
v—s; =7, =1,...,9).
Minthogy
Y—p;,—Sk G=1,...,p; k=1,...,9)
megadja az Osszes lehetséges r szdmd olyan »—i alakd indexhalmazt, mely
no-t tartalmazza, ezért ps==r.

Egy adott »=7—i-t nyilvan csak oly 7 € K, -b6l kiindulva kaphatunk,

melyre
V= +l =V-—D;
teljesiil valamilyen j=1,..., p esetén. Ezek mindegyikébdl s féleképpen all el6
V=V —i=y—p—i=v—s;,
éspedig akkor, amikor .
i:Sk—pj (k=1,...,s).

Tehat a bal oldali ©sszeg pontosan ps—r esetben tartalmaz » € K,
indexii tagot.

Ad 2. Az 1. segédtételben szerepld Osszeget atrendezve, kapjuk, hogy

> To=1r 2 X2Twi— 2> T,

mEVER" mevekni=1 meveEKRT
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tehat ismételt alkalmazassal a

3 =11 3 37— 3 T,—

mEVEK] vaEK{’i=1 . meLvEKRY
=11 2> XT.— 2> T,=112>2>.. —WZZ-+2,TEU
mEreK"" mEvERKy o mé¢veRy

egyenlGség sorozat igazolja a 2. segédtétel allitasat.
Ad 3. Helyettesitsiink (8)-ban x. (k € v) helyébe c-t, akkor

D F(y'8,x) =0,
=1
tehat
2 F(O1%) = 2 [F(O,.ix)—F(y6,%)],  (xS)
1=1 i=1

valdban specidlis Sx-beli fiiggvény.

4. Térjtink rd ezutdin a 3. tétel bizonyitasira. Mint eldrebocsatottuk,
S. minden eleme kielégiti (8)-at és (2)-t. Azt kell tehat csak bizonyitani,
hogy (8) minden™(2) alaki megolddsa S,-hoz tartozik. E célbol valasszuk a
- 2. segédtételben szerepld sorozat elemeiként T, == F(Ox-m+»X)-et. Akkor a 2.
segédtétel feltételei teljesiilnek, ugyanis barmely m € » esetén

(—m)y+vUum@—m-+v)U(@e—m+m)=(x—m-+r)Ux,
tehat (2)-t is figyelembe véve,
Tyum=F(6x—"l+1/umx):F(O(%—m+1')u7(x)=F(0x07¢4m+’l/x)=F(0>€—n+’l’x) :T‘V’
tovabba (8)-bdl az xx =c (k=1, ..., n) helyettesitéssel !
nTy,.,n=nF(ly,.  ,nx)=nF(,c...,c)=0

adodik. gy a 2. és 3. segédtételt felhasznalva azt kapjuk, hogy

F(X)ZF(@nx):F(H,,_me) 2, Z Z F(ex m4v- zx) € S::,
mE'yEk""
s ezt kellett éppen bizonyitani.
Figyelemre méitd, hogy a bizonyitds alapjan F(x) -hez effektive is meg-
adhatd egy (10) alaku eldallitds, pl. az

{11 ﬁ(x>—~=g<x)+gl% 2 F(Oumin-i)

mE‘uek,’f

fiiggvénnyel, ahol g(x)=g(yx) tetszbleges ciklikus invaridns fiiggvény.
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Megfigyelhetjiik, hogy a 3. segédtételben és a 3. tétel teljes bizonyitisa
soran sem hasznaltuk fel a (8) egyenletet teljes altalinossagban, hanem csak
rogzitett x.=c (k€ x) valasztas esetén, tetszOlegesen valtozd x; (i¢ x)-val.

5. Az S megoldasok alcsoportjat az L" csoportbol a kovetkezé6 modon

lehet szarmaztatni: a k € » U (x—1i) indexii valtozok helyébe x,= c-t helyette-
sitve olyan f; fiiggvények E; alcsoportjat kapjuk, melyek kielégitik az

Ji(¥) = fi(Orux-0%), x€eX"
osszefiiggést, azaz fiiggetlenek az x. (k € x U (x—i)) valtozoktdl. Ezutin az
E; elemeire értelmezziik a

Vif =f(0)—f(r'x)

operatort, mely nyilvan endomorfizmus, amely E;-t Si-ba képezi le. Igy a
3. tétel allitdsa ugy fogalmazhatd, hogy (8)-nak a (2) feltétellel kijelolt M
halmazon minden megoldasa az

(10) S =2 V:E:
- alcsoport eleme.

A bevezetésben mondottak szerint a legdltaldnosabb megoldas szdrmaz-
tathaté E :ZEi-nek olyan részhalmazdbdl, melyet a /; leképezések egy-

rétiien képeznek le S,-ra. Keressiik tehat FE ezen részét!
A kovetkezd észrevételeket tehetjiik:
a) Ha valamely i, indexparra
ViEnNV;Ej=N=0,

akkor egyikiikbél, pl. E;-bdl </;'N elhagyhaté.

Ez az eset all eld pl. akkor, ha j=n—i; akkor VVuiE.,.i=V:E
miatt az E; halmazok koziil elég csupan a 2i=n feltételt kielégitd indexii-
eket tekinteni.

Ugyanis barmely f¢€ E,_; esetén

Vauif =)= x) = h()—h(y'x) = V:h,
h(x) ¢ —f(y"x)

h(x) = h(Oxox-9X)

feltételt is, mivelhogy f€ E,_; fiiggetlen a k € x U [x—(n—i)] indexii valtoz6i-
tol, tehat

ahol

nyilvan kielégiti a

/I(X) = _f('}’n—ix) = —f(x1+,1_i, cooy Xptn-ig oo )
sem fog fiiggeni az
Xi, k€xUr—(n—i)]+n—i=@x+n—i)Ux=xU (x—i)
valtozoktol.
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Hasonl6 eset all elo pl. akkor, ha j=ri esetén
(12) zU(x——j):—?IL_JO(z—pi)

teljesiil; ekkor “/,;E;< V;E;, ugyanis akkor barmely f¢€ E; esetén irhato
Vif =f)—fx) =f)—f )+ 0)—f)+...+
@) —f(r %),

Vihp, hy(x) % f(yrx) € E;
alaku fiiggvények Osszege, éspedig olyanoké, melyek bizonyos x; (ks U (x—i))
valtozoktol sem fiiggd h,(x)-bdl szdrmaznak. Hogy h, € E;, azaz

Ty, (%) == By (Oxw -0 %)

teljesiil, az nyilvdnvalo h, értelmezése és (12) alapjan, hiszen f(y?'x) flig-
getlen a

mely valoban speciélis

q(€ x—pi) U e—(p + 1)i] = % U (x—i)—pi)
-edik helyen allo valtozo6tol, ahol

Ry (x) = F(r? x) = f(Xapis -+ o Xiapis - - )
-ben éppen x; (k € % U (x—1i)) allana.

b) Minthogy éppen a g(x)=g(y'x) tulajdonsdgti g € E; fiiggvényekre
all v;,g=0, tehdt ezek alcsoportjit Ci-vel jelolve, mindegyik E; helyett
veheté egy az E;/C'-vel izomorf rész. '

Az a) redukcio alapjan azt latjuk, -hogy a legaltalanosabb megoldast
ado6 (10), illetve (10") formuldban az Osszegezést nem kell i=1,2,..., n-re
elvégezni, a tagok koziil egyesek Osszevonhatok mint azonos tipustak; pl.
az Osszegezést elég csak az 1,...,[n/2] indexek olyan részhalmazara végezni,
melyet a (12) feltételt kielégitd j indexek elhagyasaval nyeriink.
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