SULYOZOTT (0, 2)-INTERPOLACIO ULTRASZFERIKUS
POLINOMOK GYOKEIN

irta: BALAZS JANOS

1. §. Bevezetés

TURAN PAL nevezte el (0, 2)-interpolacios polinomoknak azokat a leg-
feljebb (2n—T1)-edfokt R.(x) polinomokat, amelyek az adott

(].1) —1§§n<§n—l<"‘<§2<§l§+1
pontokban a kovetkezd egyenlségeket teljesitik
(1.2) R.(E)=a,, R/E)=27, (r=1,2,...,n)

ahol a,, 8,, (w=1,2,...,n) tetszés szerint megadott valés szamok. A (0, 2)-
interpolaciés polinomok vizsgalatait TURAN PAL kezdeményezte és a kovetkezd
kérdéseket vetette fel:

a) Megadott n kiilonbozd &, &, ...,& alappont esetén [léfezik-e olyan
legfeljebb (2n—1)-edfokd R.(x) polinom, amelyre az (1.2) alatti
egyenloségek teljesiilnek?

b) Ha ilyen R,(x) polinom létezik, akkor egyetlen egy, vagy tobb ilyen
polinom létezik-e?

¢) Ha ilyen R,(x) polinom egyértelmilen meghatarozhatd, hogyan lehet
az R.(x) polinomot tovabbi vizsgalatok szempontjabol kezelhetd alak-
ban elédllitani?

d) Ha az adott

—1 égﬂ,n<§n~1,n< s <§2,n<§1,n = + 1, (n: 1, 2, 3, . .)
alappontrendszerhez  egyértelmiien = meghatarozhatok az R, (x),
n=1,2,..., interpolacios polinomok és e,, =f(&.), #=1,2,...,n;
n=1,2,...), ahol f(x) egy folytonos fiiggvényt jelent, &,, valds
szamok megfelel6en adottak, akkor vajon az R.(x), (n=1,2,...),
interpolacios polinomok sorozata a [—1,+- 1] intervallumban konver-
gdl-e az f(x) fiiggvényhez vagy nem; s ha konvergdl, akkor az f(x)
fiiggvénynek milyen feltételeket kell a folytonossdgon kiviil még tel-
jesitenie?

Ha az (1.1) interpolacios alappontok, tovabbé ry, rs, ..., r. pozitiv egész

szamok és y.; értékek adottak, és keressiik azt a legkisebb fokii H(x) poli-

nomot, amelyre
HOE) = v, k=12,...,n; i=0,1,2,...,r.—1)
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akkor nem nehéz bebizonyitani, hogy a feladatnak egyetlen egy megoldasa
van. Az interpolaciénak ezt a modjat, ilyen 4ltalanos esetben, HeErRMITE [I]
vizsgalta elsd izben. A H(x) ugynevezett Hermite-féle interpoldciés polinom
fokszama nem nagyobb az m—1 szamnal, ahol

m=nr-+ro4---4rn.

Abban az esetben; ha ri=ro=---=r,= 1, tehat ha a legfeljebb (n—1)-
edfoka interpolacios polinom a &, (v=1,2,...,n), alaphelyeken a megadott
yw=vy.,, (v=12,...,n), értékekkel egyenld, az interpoldciés polinomok
egy-egy alakjit NEWTON és LAGRANGE hatdroztak meg elsd izben. Ezen inter-
polacios polinomok esetében a konvergencia mar a milt szdzad vége ota a
vizsgalatok targyéat képezi. A vizsgalatok kezdeményezése RUNGE és BOREL
nevéhez fiiz6dik. E vizsgalatokban tobb magyar matematikus ért el igen szép
eredményeket.

Ha rn=ry=-.- =r,=2, akkor az interpolacidés polinomoknak FEJER
[2] igen jol kezelhetd kifejezését adta meg és bizonyos adott

_1§§1z,n<§n»l,n<"'<‘§2,n<(_§l,u§ + 1, (n:: 1, 2, ...)

interpolacids alappontrendszerekre igen elegdnsan bebizonyitotta, hogy ha
va=0, (k=1,2,...,n; n=1,2,...), és az interpolaciés polinomok a
&, (v=1,2,...,n; n=1,2,...), alaphelyeken egy folytonos f(x) fiiggvény
értékeivel egyeznek meg, akkor a H,(f) legfeljebb (2n—1)-edfoktt tgyneve-
zett Hermite—Fejér-féle interpolacios polinomok sorozata egyenletesen kon-
vergal az f(x) fliggvényhez a —1=x= + 1 intervallumban. FEJER eredményei
utan a Hermite-féle és Hermite—Fejér-féle interpolacios polinomok esetében
a konvergencia kérdés vizsgalata erdteljesen megindult és e témakdrben is
tobb hazai matematikus ért el jelentds eredményeket.

Ha a &, (k=1,2,...,n), alappontokhoz adottak a y értékek, ahol
k=1,2,...,n, az [ index pedig a O0,Ji,Jo,..., /i értékeken fut at, ahol
Ji<jo<l oo <fi=r—1 egész szamok és keressiik azt a legkisebb fokszami
Q(x) polinomot, amelyre ’

QIE)=17w, . (k—1,2,...,0; i=0,j1,j2,...,J2)

tehat amikor a Q(x) interpolaciés polinom bizonyos differencidlhdnyadosaira
nem frunk eld semmit, akkor az Hermite-féle interpolaciéval szemben ez az
interpolacié ebben az értelemben hézagos. Az ilyen Q(x) polinom létezésének,
unicitdsanak és a konvergencia szempontjabol kezelhetd alak elballitdsanak a
kérdése igen nehéz feladat. Az interpoldcidnak ez az A4ltaldnos modja
G. BIRKHOFF [3] dolgozataban szerepel elsd izben. G. Birkhoff azonban ezt
a legkisebb fokszami Q(x) polinomot nem hatdrozta meg. Abban a specidlis
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esetben, amikor n—=2 POLYA GYORGY [4] meghatdrozott és explicit alakban
elddilitott bizonyos tigynevezett ,,hézagos” interpolacios polinomokat.

A hézagos interpoldciénak egyik specidlis esete az, amikor a &,
(k=1,2,..., n), alappontokban adottak a y.; értékek (k=1,2,...,n; i=0,2)
és keressiik azt a legkisebb, legfeljebb (2n—1)-edfokii R.(x) polinomot,
amelyre

O &) = 7, (k=1,2,...,n; i=0,2).

Ez a hézagos interpoldci6 a TURAN PAL altal elnevezett (0, 2)-inferpoldcio.
Vérhatd, hogy ezen interpoldcios polinomoknak az

V') +AX)y(x) =0

alaka differencidlegyenletek elmélete szempontjabol lesz jelentdsége.

A (0, 2)-interpolacio TURAN PAL altal felvetett kérdéseiben az els6 ered-
mény SURANYI JANOS és TURAN PAL nevéhez fiiz6dik. Az irodalomjegyzékben
az [5] alatt feltiintetett dolgozatban kimutattdk, hogy ha a &,, (»=1,2,...,n)
alappontok a nulla pontra -szimmetrikusan helyezkednek el és n=2k--1
paratlan szam, akkor az (1. 2) alatti egyenldségeknek eleget tevd R.(x), (0, 2)-
interpoldcios polinom vagy nem létezik, vagy nem hatdrozhaté meg egyér-

telmiien. Ha az (1. 1) alappontok a P (x), 4>— !

o ultraszférikus polinom

gyokei, n=4 paros szam és Z—}—? nem paros természetes szam, akkor min-

dig létezik egyetlen egy legfeljebb (2n—1)-edfoka R.(x) polinom. Bebizo-
nyitottédk tovabba, hogy ha az (1. 1) alatti alappontok a 77,(x) == (1—x%) Py_1(x)
polinomok gydkei, ahol P,.1(x) az (n—1)-edfokii Legendre-féle polinomot
jeloli és n paros szam, akkor ugyancsak egy R.(x), (0, 2)-interpoldcios poli-
nom létezik.

Ha az (1.1) alappontok a II,(x) polinom gyokei, n= 2k, akkor az
interpolaciés polinomok explicit alakjat TURAN PAL és BaLAzs JANos [6]
hataroztak meg; a [7] alatti dolgozatukban pedig ezen interpolacids polino-
mokra vonatkozélag konvergencia tételt bizonyitottak be. A konvergencia
tételt FREUD GEzA [8] élesitette és bebizonyitotta, hogy ha a [—I1,+ 1] inter-
vallumban az f(x) fiiggvényre teljesiil az

fx+ )+ f(x—h)—2f(x) = o(h)

feltétel, e, =f(5), (w =1,2,...,n; n=4,6,...) és a @, értékek megfelelden
valasztottak, akkor az R.(x) (0, 2)-interpolaciés polinomok egyenletesen kon-
vergalnak az f(x) fiiggvényhez a —1=x=+1 intervallumban, ha n— oo,
Ezen tételben kimondott allitds bizonyos értelemben tovabb mar nem ¢lesit-
hets. Ugyanis, ha O<e<l1, 8,=0, (#=1,2,...,n; n=4,6,...), akkor
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megadhaté egy olyan Lip (1—¢) osztdlyba tartozd f(x) fiiggvény, amelyhez
tartozé R.(x) (O, 2)-interpolaciés polinomok a nulla pontban nem korlatosak.
(TURAN—BALAzZS [7]).

E vizsgalatokba bekapcsolddva R. B. SAXENA és A. SHARMA ([9], [10])
hindu matematikusok meghataroztdk a /7,.(x) polinom gyokein, n— 2k, azt
a legfeljebb (3n—1)-edfoku R,(x), ugynevezett (O, 1, 3)-interpolacios poli-
nomol, amely polinom, tovabba az els6 és harmadik derivaltja a megadott
értékeket veszi fel az alappontokban. Konvergencia tételt is bizonyitottak.
R. B. Saxena [11] meghatarozta a (0, 1, 2, 4)-interpoldcios polinomokat ugyan-
csak a [I.(x), n=2k, polinom gyokein, mint alappontokban. Bizonyitott
tovabba konvergencia tételt is. Bizonyos értelemben mddositott (0O, 2)-inter-
polaci6és polinomokat is meghatarozott R. B. SAXENA és ezekre is bizonyitott
konvergencia tételt.

K. K. MATHUR és A. SHARMA [12] az e = sulyfiiggvényre a (— oo, o)
intervallumban ortogondlis H.(x) Hermite-féle polinomok gyokeihez, mint
alappontokhoz tartozo (0,2) és (0, 1, 3)-interpoldciés polinomok egyérteimii
l1étezését mutattak ki, ha n==2k. Meghataroztdk az interpolaciés polinomok
explicit alakjat is, azonban az el6allitdisban szerepld konstansok bonyolult
kifejezése miatt, konvergencia tételt nem bizonyitottak.

Kis OT10 [13] dolgozatiban komplex (0, 2)-interpolacioval foglalkozott.
Az alappontok a kovetkezOk:

zk=expi2n—”k, (k=1,2,...,n), n=2.

Bebizonyitotta, hogy ezen alappontok esetén a (0, 2)-interpoldcids polinomok
mindig léteznek és egyértelmlien meghatarozhatok, fiiggetleniil attol, hogy n
paros vagy paratlan. Meghatarozta ezen polinomok explicit alakjat és kimu-
tatja, hogy ha f(z) reguldris a |2|<1 korben és folytonos, ha |z|=1; tovdbba
f(e®) eleget tesz a Dini—Lipschitz-féle feltételnek, ax=f(z:), (k=1, 2, ..., n)
és @, értétkek megfeléen valasztottak, akkor az R.(z), (0, 2)-interpolacids
polinomok a |z/=1 korben egyenletesen konvergalnak az f(z) fiiggvényhez,
ha n— oo.

A (0, 2)-interpolacios polinomok konvergencidjat tehat ugyanolyan fel-
tételek biztositjdk, mint a Lagrange-féle interpolacié esetében, ha az alap-

pontok z'kzexpignzk, (k=1,2,...,n).

A zz=exp izni k, (k=1,2, ..., n) alappontok esetében Kis OTTO meg-

hatdrozta a (0, 1, 2,...,r—2, r)-interpolaciés polinomokat is €s konvergencia
tételt bizonyitott be a (0, 1, 3)-interpolaciés polinomok esetében.
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A [14] dolgozatban Kis OTTO trigonometrikus (0O, 2)-interpolaciéval fog-
lalkozott, amikor az alappontok & == Zn_n' k, (k=0,1,2,...,n—1) pontok.

Ezen alappontok esetében a (O, 2)-interpoldcids alappolinomok egyértelmiien
meg hatdrozhatok, ha az alappontok szama paratlan. Kis OTTO explicit alakban
eldailitotta ezeket az interpolacios polinomokat és bebizonyitotta, hogy ha
f(x) 25t szerint periodikus folytonos fiiggvény kielégiti az

Jee+h)+flx—m)—2f(x) = o(h)

feltételt, e = f(5x), a 6 értékek megfeleléen valasztottak (k=0,1,2,...,n—1;
n=1,3,5,...), akkor az Ri(x), (0, 2)-interpolaciés polinomok sorozata
egyenletesen konvergal az egész valds tengelyen az f(x) fiiggvényhez. Kimu-
tatja tovadbba, hogy az f(x) fliggvényre vonatkozé feltétel nem enyhitheto.

Ezzel tulajdonképpen megemlitettiik a hézagos interpolaciéra vonatkozé
eddig ismeretes valamennyi eredményt. Az eddigi vizsgalatok és eredmények
mutatjak, hogy a (0, 2)-interpolacié, vagy masfajta hézagos interpolacié kér-
déseinek a vizsgalata nem konnyii probléma. A hézagos interpoldcios poli-
nomok nem minden adott alappontrendszer esetén léteznek és hatdrozhatdk
meg egyértelmilen. Ha pedig egy alappontrendszer esetében a hézagos inter-
polaciés polinomok léteznek, egyértelmiien meghatarozhatok, akkor ezen
interpoldcios polinomok konvergencia szempontjabol kezelhet6 alakban vald
eloallitasa jelent nagy nehézséget. Ez a kérdés lényegesen egyszeriibb abban
az esetben, ha Lagrange-féle vagy Hermite-féle interpolaciérdl van szo.

Kivénatos olyan alappontrendszer megadasa, amelyhez egyértelmiien
léteznek (0, 2)-interpolaciés polinomok és amely interpolacids polinomok a
lehetd legegyszeriibb alakban elballithatok. Ez fontos kérdés nemcsak a kon-
vergencia vizsgéalat, hanem az emlitett differencidlegyenletek elméletében valo
alkalmazhatdsag szempontjabol is. E cél elérése érdekében vetette fel TURAN
PAL a stlyozott (0, 2)-interpolacié gondolatat.

2. §. A sulyozott interpolacié értelmezése, a bizonyitand6 tételek

Legyen adott a [-- 1, 4- 1] intervallumban n kiilonboz6 x,, (v=1,2,...,n)
pont, egy o(x) sulyfiiggvény, amely a (—1,4 1) intervallumban kétszer foly-
tonosan differencialhatd; tovabbd adottak az y, és y;, (w=1,2,..., n) valds
értékek és keressiik azt a legfeljebb (2n—1)-edfokii S.(x) polinomot, amely
a kovetkez6 egyenlOségeknek tesz eleget:

Su(X2) = ¥, {0 () Sa(X)} oz, = W7, (»=12,...,n).
Ez a stlyozott (0, 2)-interpolacio értelmezése.

6 1. Osztily Kozleményei X1/3

S S SV Y O
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A kérdés az, hogyan kell a o(x) sulyfiiggvényt és az alappontokat ugy
megvalasztani, hogy az S.(x) polinomok egyértelmiien létezzenek és a kon-
vergencia, valamint esetleges egyéb vizsgalatok szempontjabdl az S.(x) poli-
nomok kezelheté alakban elédllithatok legyenek.

A dolgozat targya ilyen sulyozott (0, 2)-interpolacié vizsgdlata, bizonyos
mellékfeltétel teljesiilése mellett, abban az esetben, ha a sulyfiiggvény

14a
2.1) e()=(00—x) 2, (e>—1),
és az alappontok
(2.2) —l<x, <Xpor < e <X < -1

az w.(x) =P (x), @>—1, ultraszférikus polinom gyokei. Azzal az esettel,
amikor az alappontok az Hermite-féle vagy a Laugerre-féle polinomok gyokei
egy kovetkezd dolgozatban fogunk foglalkozni. Természetesen ezen esetben a
o(x) sulyfiiggvény mas lesz, mint a (2. 1) sulyfiiggvény.

Ultraszférikus polinomokon a kovetkezd polinomokat értjiik :

(_ 1 )n dn
2"-n! dx"

(2.3) PO (x)= [(A—x°)™ ] (1—x%) 7%, n=0,1,2,...

ahol «>—1. Ismeretes, hogy az w.(x) = P.\?(x) ultraszférikus polinomok
gyokei mind egyszeresek és valamennyi gyok a (—1,--1) intervallum bel-
sejébe esik, azaz a gyokok felirhatok a (2.2) alatt megjelolt médon.

Az w.(x) ultraszférikus polinomok kielégitik az

2.4) (1—x) o (x)—2(e+ ) xwn(x)+n(n+2e¢-- Nw,(x) =0

differencialegyenletet és érvényesek a kovetkezd egyenldségek:

(2.5) (1—x) o (x) = — nxw(x) +(n + &) wn-1(x),
(2. 6) | ou(@) O (1 —xDdx =
0, ha n#<m
o I F(n+a+1y

Int2et] TGEDI(it2er)’ M n=m
A (2.5) és (2.6) alatti kifejezések megtaldlhatok Szeco GABOR [15] kény-
vének 71., illetve 67. oldalan. A (2.6) kifejezés azt jelenti, hogy az ultra-
szférikus polinomok ortogondlis rendszert alkotnak a [—1, + 1] intervallumban
az (1—x?)= sulyfiiggvényre vonatkozolag. -
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1+2e
Ha w,(x)=(1—x%) * P\(x), akkor igaz a kovetkezé (lisd SzEGO [15],
165. oldal)
: 1

2.7 limn? max |u.(x)|=0(1), ha e=——.
~l=r=tl 2

Az ultraszférikus polinomokra vonatkozo felsorolt osszefiiggéseket a bizonyi-
tdsok soran fel fogjuk haszndlni.

Ha marmost adott a (2. 1) alatti sulyfiiggvény, a (2. 2) alatti alappontok,
tovabba tetszés szerinti y, és y; (v=1,2,..., n) valés szdmok, akkor keresni

fogjuk azt a legfeljebb 2n-edfokta S.(x) polinomot, amelyre teljesiilnek a
kovetkezd egyenlbségek

(2 8) Sﬂ(xﬁ) =Yy, {Q(X)S'll(x)};c’:a‘,‘, == y,',', ('V = 1, 2, ey ﬂ)
azzal a mellékfeltéteilel, hogy

(2.9) S.(0)= Zl’ Y1, (0),
ahol
(2. 10) L =—20) 0,

(X)) (X—%Xy)’

az (n—1)-edfokti Lagrange-féle interpolaciés alappolinom. Ha s,(x) jeloli azt
a legfeljebb 2n-edfokd polinomot, amelyre

0, ha vk .,
(2. 1 1) sfy(Xk) - 1’ ha »v—#k €s {Q (x)s’l/(x)}z=zk = O)

(vr=12,...,n; k=1,2,...,n)
és 0,(x) pedig azt a legfeljebb 2n-edfokt polinomot, amelyre

0, ha vsk
{1, ha »=k,
k=1,2,...,n; v=1,2,...,n)

(2.12) 0y(x,) =0, {0(x)0,(X)}i-0, =

akkor a (2.8) egyenlségeknek eleget tevd S,(x) polinom nyilvanval6an
a kovetkez6 modon irhato fel:

(2.13) Su(x)= é VoSu(X) + Z Yy 0,(X),
ha

(2.14) S.(0)= gnl ¥v5,(0) + gl ¥/ 0,(0)= Z Y»l(0)?.

6
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Bebizonyitjuk a kovetkezd tételeket:

1. tétel. Ha n=2k+ 1 pdratlan szdm, akkor a felszés szerint meg-
1+

adott y, és y;, w=1,2,...,n), valds értékekre, a o(x)=(1—x2) 2 ,e>—1
silyfiiggvény mellett olyan legfeljebb 2n-edfoku S,(x) polinom sohasem hatd-
rozhato meg egyértelmiien, amelyre

Su(x)=yr, {0(X)Sn(X)}i"e, =V5, r=12,...,n)
és

S,;(O) == éyv [1'(0)2 ’

ahol x,, (v=1,2,...,n) az w.(x) =P (x) ultraszférikus polinom gyikeit
jelenti és 1,(x) a (2.10) alatti kifejezés.

II. tétel. Ha n=2k pdros szdm, akkor a ftetszés szerint megadott
Ha

V» 65 Vo, w=1,2,...,n) valos értékekre a o(x) =(1—x2) 2 ,e>—1, siily-
fiiggvény mellett egy és csak egy olyan legfeljebb 2n-edfoki S.(x) polinom
létezik, amelyre

2. 15) S Vs 0SS amy =V, @=1,2,...,0)
és )
(2. 16) $:(0)= 2, 71Oy,

ahol x,, w=1,2,...,1n), az w.(x)= P (x) ultraszférikus polinom gyokeit
Jelenti és 1,(x) a (2.10) alatti kifejezés.

Ha a (2.9) alatti mellékfeltétel teljesiilését nem koveteljik meg és
keressiik azt a legfeljebb (2n—1)-edfokit Sn(x) polinomot, amelyre

(2.17) Si(x)=y» € {e(X)Si(X)}i=s,=V7, »=12,...,n),
ahol x,, (v=1,2,...,n), az w.(x) ultraszférikus polinom gyokeit jelenti,
akkor megadhatdk olyan y, és y;/, (w=1,2,..., n) valds értékek, amelyekhez
a (2.17) egyenloségeknek eleget tevd legfeljebb (2n—1)-edfokii polinom nem
létezik. Ezt az allitast be fogjuk bizonyitani.

A (2.9) alatti meliékfeltételt ngy valasztottuk meg, hogy a (2.11),
illetve a (2. 12) egyenlGségeknek eleget tevd s,(x) ugynevezett elsifaji, illetve
a o,(x) tigynevezett mdsodfaji alappolinomok a lehetd legegyszeriibb alakban
legyenek elballithatok.

[II. tétel. Ha n=2k pdros szdm, akkor a II. tétel feltételeit kielégito
legfeljebb 2n-edfokii S.(x) polinomok a kovetkezé mddon irhatok fel

(2.18) Su(x)= éy,,s,,(x) +- 1é;;z;,’ g,(x), (n=2,4,6,..)
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ebben az s,(x), ¥=1,2,...,n), legfeljebb 2n-edfokii elséfajii alappolinomok
kifejezése

) [ LO@t+b)—LE) ..
(2.19) s,,(x)———l,,(x)2+£;(§cv))j B¢ t_xy) dt,
0
ahol \ \
(2. 20) 4y b by —L(x), @y — T EI =X X))

2(1—x)’
és a o,(x), w=1,2,...,n), legfeljebb 2n-edfoki elséfajii alappolinomok

kifejezése
X

@.21) 5 (x) = ——— 22 f LD dt.
2(1—x2)  w)(x,) 0

A (2.19) és (2.21) kifejezések miatt rogton lathato, hogy az

540 = 234,07

feltétel teljesiil.
IV. tétel. Ha az f(x) fiiggvény olyan, hogy a —1=x=-1 .inter-
vallumban f'(x) kielégiti az
|f (x1)—f (xo)| = M| x1—x2 |, —I=x<x=-+1

«-8

Lipschitz-féle feltételt, ahol —<u=1és ypy—f(x,), ¥y —o(YmM(1—x) % ,.

2
(»=1,2,...,n), akkor a —1<x< 41 intervallumban a (2.18) alatti S.(x),
(n=2,4,6,...) siilyozott (0, 2)-interpoldcids polinomok sorozata az f(x) fiigg-
vényhez konvergdl, ha «>0. Ez a konvergencia egyenletesa —1+s=x=1—¢
intervallumban, ahol 0<s<1.

A (2.19) és a (2.21) alatti kifejezések mutatjak, hogy itt az interpola-
cids alappolinomok alakja egyszeriibb, mint a I7.(x) polinom gydkeihez
mint alappontokhoz tartoz6 (0, 2)-interpolaciés alappolinomok (lisd TURAN—
BaLAzs [6]). A konvergencia tétel azonban itt az f(x) fiiggvényre vonatkozd
erosebb feltételek mellett bizonyithaté, mint a I7,(x) gyokeihez, mint alap-
pontokhoz tartozd (0, 2)-interpolacids polinomok esetén (lasd TURAN—BALAZS
[7] és Freup [8]).

A V. tételt abban az esetben bizonyitjuk be, amikor az w,(x) = P (x)
ultraszférikus polinomban az « paraméter nagyobb mint nulla. A konvergencia
bizonyitdsa ebben az esetben egyszerli eszkozok segitségével torténhet, mig
a —1<a =0 esetben az ultraszférikus polinomokra vonatkozé aszimptotikus
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kifejezésekre volna sziikség, amelyek (lasd SzeGgoé [15] konyvét) meglehetdsen
l+a

nehéz télelek bizonyitdsa ttjan nyerhetdk. A o(x) = (1—x%) 2 sulyfiiggvénnyel

torténd (0O, 2)-interpolacioé tehat az « >0 esetben egyszeriibb, ellentétben a

Lagrange- és Hermite—Fejér-féle interpolacioval, ahol éppen a —l<e=0

esetben bizonyithaté egyszerii eszkozokkel a konvergencia tétel.

3. §. Az elsd, a masodik és a harmadik tétel
bizonyitasa

A bizonyitdsok soran két, egyszeriien nyerhetd Osszefiiggésre lesz sziik-
ség.
1+a
a) Ha o(x)=(1—x2) % és ha az w.(x)= P (x) n-edfoku ultraszféri-
kus polinom gyokeit x,, (v=1,2,..., n) jeloli, akkor

3.1) {o(x)wn(X)}i=e, =0, r=12,...,n).
Ugyanis
{o () @n(0)}iz, =

a-1 l+a

= {¢" (M wn(x)—2(@+ 1)x(1—2) * 0i(x) +(1—3) T 0 ()}s=s, =

1) T (=) ® ¢ (1) on()— (e 1) x0f () (1) (e, =0,
(r=12,...,n)
figyelembe véve a (2.4) differencidlegyenletet.
b) Ha
3.2) L) —=—2X) 12,0

@5 (Xr) (X —X»)

az wn(x) ultraszférikus polinom x,, (¥=1,2,...,n) gyodkeihez tartoz6 La-
grange-féle interpolacios alappolinom, akkor mivel

3.3) (x—x,),(x) = ( » W (X), (r=12,...,n)
ezért a (2. 4) differencidlegyenlet alapjan

(—xA(x—x) [ () +2(0—x) [ (x) —2(e¢ + Dx(x—x,) [ (x) —
3.4) —2(e+DxL(x)+n(n+2e+ 1)(x—x,),(x) =0.
(r=1,2,...,n) .
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Sziikségiink lesz a kovetkezd két segédtételre:
l+e
I. segédtétel. Hao(x)=(1—x2) % , e>—1, és ha x,,, ¥=1,2,...,n)
az w.(x)= P (x) n-edfoki ultraszférikus polinom gyokeit jelli, akkor a

x

(3.5) 0, (X) = (%) Jl,,(t)dz‘, v=12,...,n).

D
2(1—x2) * w)(x,) o

2 n-edfoki olyan polinomok, amelyekre \
(3.6) 0,(x;)=0, (G=12,...,n; v=1,2,...,n)

€S
0, ha j
BN {@RNs=]] pa j-ii.

Bizonyitas: A (3.2) miatt 0,(x) nyilvdn 2n-edfoku polinom. A (3. 6)
alatti egyenl6ség nyilvanvald w.(x;)=0, (j=1,2,..., n) miatt.
A (3.5) alapjan
y 1
{0 ()0u(x)}ms— =
2(1—x,2,) 2 g (x,)

[o(x) wa(x)]” j L(t)dt +

0, ha jsv»

+2[¢' () on () + e (@i (1 (9 + e (0 (D) =i | ha j—s,

figyelembe véve (3.1) és azt, hogy egyrészt w.(x;)=0, (j=1,2,...,n),
mésrészt (3. 2) miatt
0, ha j=»

(3.8) LOY=11 na js

Ezzel a segédtételt igazoituk.

l+a
II. segédtétel. Hao(x)=(1—x% 2, «>—1,éshax,, (?=1,2,...,n)
az w,(x)= P (x) n-edfoki ultraszférikus polinom gyikeit jeloli, akkor az

x

N " L, (O(a,t+ b,)—0L(f)
09 swmiere s Lot ,
0
ahol
2 2
(3. 10) avxy"l“b,,: l;(x,,,), a, — 1 +a(1""x-y_ax,,)

2(1—x))°
r=12,...,n),
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2n-edfoku olyan polinomok, amelyekre

5 0, ha j+v 1 .

3.11) Su()) = I, ha j—u _(]— 1y 2., v=12,...,n)
és

3.12) {o(x)s(x)}i=e; =0, (=12,...,n; v==1,2,...,n).

Bizonyitas: A (3.2) és (3.10) miatt s,(x) nyilvan 2n-edfoki poli-
nom. Az w.(x)=0, (j=1,2,...,n) és (3.8) miatt (3.11) nyilvan igaz.
A (3.9) alapjan (3.8) és (3.1) miatt, ha x; =~ x, akkor

{0 (x) sy () }i=z; ={0” (X)L (x)* + 40 () L (x) [ (x) +
F o) [2L ()L (%) 4 20, (XY T}z oy +

(3.13)

+W(lx5 [o(x) ()] Of ly(t)(aytti ch:)——l;(t) gt

L(x)(ayx+b,)—1,(x) n

X— Xy

+2[¢" (x)wn(x) + 0(X) @1.(x)]
L(x)(ayx-+b,) —I(x) ]'

X—X,

o)

xT=x;

J
— 20(0) L ()P —20 (%) —— D1 (x) —0
Ak A N\G) oLX; w;,(xy)(x,-—x,,) (AN
figyelembe véve (3. 2).
Ha pedig x;=x, akkor (3.13) alapjan, (3.10) és (3.8) miatt

{0(0)$:(x)}2=z, = " (x2) + 40" (X)) 1, (x2) + 20 (x) I} (x2) +
(3. 14) +20(0x) L (%Y + 20 () [1 () (@ X0 + 0,) + a0 — 1 (x,)] =
= 0" (%) +4¢ () (%) + 4o (X)L (x) + 20(x) @
Mivel pedig

Ite a-1

3.15) ) =[1—x) ) =—(1+a)x(1—x) 7,

€s
-3

3. 16) o () =—(1—x) * [(1 +a)(1—x) + (1—a)x7;
tovabba (3.2) és (2. 4) alapjan

0,/ (x,))  (e+1)x,

3. 17 l;' Xy) == 7 — B}
G17 R T R

2
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ezért (3.14), (3.16), (3.15), (3.17) és (3.10) miatt
{o(x)sv(X)}i=m, =

a-3 .
(3.18) = (1—x) ¢ {—(1+e)(1—x)—(1—c)xo—4(1 +e)’x +
+4(0 + e+ 1+ae(1—x,—axi)) =0.
A (3.18) és a (3.13) a (3.12) egyenldségek érvényességét bizonyitjak. —
Ezzel a Il. segédtételt igazoltuk.

Ezek utan ratérhetiink az I. tétel igazolasdra. Legyen n=2k+ 1 parat-
lan szdm és x, (v =1,2,...,n) az w.(x) = P¥(x) n-edfoki ultraszférikus
polinom gyokei, tovabba y, és y;/, (w=1,2,..., n) tetszés szerint megadott
valos értékek. Az I. és Il. segédtétel és (3.1) alapjan nyilvanvaléan, ha C
tetszés szerinti konstans, az

(3.19) Su(x) = Zl Yo $u(x) + %j 97 0,(x) + Cwn(x)
olyan legfeljebb 2n-edfokt polinom, amelyre egyrészt
Sn(xV) =), {Q(X)S"(x)};;% =, (’V =12..., Il)

mésrészt viszont n—=2k- 1 miatt w.(0)==0, és ezért az 1. és Il. segédtétel
miatt az '

$:.(0)= é Vvl (0)

feltétel teljesiil. Mivel pedig a (3. 19) kifejezésben C tetszés szerinti konstans
lehet, ezzel az 1. tételt igazoltuk.

A II. és III. tétel bizonyitdsdhoz tételezziik fel, hogy n==2k paros szam,
Xy, W=1,2,...,n) az w,(x)= P?(x) n-edfoku ultraszférikus polinom gyokei,
tovabba y,, ), (v=1,2,...,n) tetszés szerint megadott valos értékek.

Az 1. és II. segédtétel alapjan nyilvinvaléan az

(3.20) 809 = 3 i)+ 3y ()

olyan legfeljebb 2n-edfokd polinom, amely a Il tétel (2.15) és (2. 16) egyen-
16ségeinek eleget tesz és a Il tétel (2.18), (2.19), (2.20) és (2.21) alatti
kifejezéseivel megegyezik. Hatra van még annak a kimutatdsa, hogy a (3. 20)
alatti polinom az egyetlen olyan legfeljebb 2n-edfoka polinom, amely a I
tétel allitasainak eleget tesz. Ennek igazoldsa indirekt tton torténik.
Tételezziik fel tehat, hogy tobb ilyen polinom létezik, vagyis a (3. 20)
alatti S, (x) polinomon Kkiviil 1étezik legalabb még egy olyan Q.(x) legfeljebb
2n-edfokti polinom, amelyre a (2.15) és a (2.16) alatti egyenl6ségekhez
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hasonloan
Qu(xr)=1» €s {o(x)Qu(X)}i=z, =7, r=12,...,n)
és
Q.(0)= gl VL, (0)2.
Ekkor azonban
(3.21) Sn()—Qr(x) =05 {o()[Su(x)— Qu(D)]}7=r, =
(r=12,...,n)
és 4
3. 22),, S:(0)—Q.(0)=0
lenne.

A (3.21) miatt
S(X) — Qn(X) = 0 (x) & (%)

alakban lenne felirhato, ahol g.(x) legfeljebb n-edfoki polinom és n=2k
miatt .(0)=~0, ezért (3.22) miatt
3. 23) 2:.(0)=0
kell hogy legyen.

Masrészt teljesiilnie kell a

{08, (0)— Qu()}}e=e, = {0 () Du(X) gn(X)}¥=z, =
= {0(X) 0u(X)}=z, &x (%) + 2{[0 () 0. (x) + ¢ () 20 ()1 g2 (XN} 2=, +
+ o (xy) wn(x:) g7 (x,) =0 (r=12,...,n)

l+a
egyenlGségeknek. Ebbdl, mivel o(x)=(1—x2) 2, (3.1) miatt
2n(x,) =0, (r=1,2,...,n)

adodnék, ami csak gy lehetséges, ha g.(x)=C. Mivel pedig (3.23) miatt
&»(0) =0 kell hogy legyen, ebbdl az adodik, hogy g.(x)=0, azaz S, (x)= Q.(%).

Ezzel a 1I. és a IIl. tétel ailitdsait is igazoltuk. »

A 1L és III. tételbdl egy fontos kovetkezmény adodik, amelyet a IV.
tétel bizonyitdsanal fel fogunk haszndlni.

Koévetkezmény: Ha r(x) egy tefszés szerinti, legfeljebb 2n-edfoki
polinom, akkor

(3.24) r(x)= 2 r(xy)S»(x) + Z {o()r()}i=z,0,(x) + Cwu(x),
ahol

(3.25) C=w—n'(0—) r(o)—ér(x,,)l,(o)z .
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Bizonyitds: Legyen ugyanis

B2 R@=r— 3 )50 — 2 (e ()}er, 000, »
akkor nyilvan (3.6) és (3.11) miatt
R(Xj):(), (j=1,2,...,ﬂ)
és ezért
(3.27) R(x) = @n(x)ga(x)

alakban irhatd, ahol g.(x) legfeljebb n-edfoka polinom. Viszont (3. 26), (3. 27),
(3.12), (3.7) és (3. 1) miatt

{eMRX)}i=s, =0=20(x)0l(x)gu(x),  (=12...,n)

ami csak ugy lehetséges, hogy g.(x)=0, azaz g.(x)=C, vagyis (3.27) és
(3. 26) miatt

Con(®)=r()— X (x50 — > (eI -s, 0003,

ez pedig a (3.24) alatti kifejezés. A C konstans (3. 25) alatt megjelolt értéke
pedig kovetkezik a (2. 19) és (2. 21) kifejezésekbdl.

Hatra van még annak a kimutatisa, hogy ha a Il tételben a (2. 16)
alatti egyenléség fenndlldsat nem koveteljiik meg, és keressiik azt a legfeljebb
(2n—1)-edfoku Si(x) polinomot, amelyre a (2. 17) egyenldségek érvényesek,
akkor konnyen kimutathatd, hogy ilyen Si(x) polinom éltaldban nem létezik.

Valasszuk ugyanis az y értékeket a kovetkez6 modon, ha » egy fix
egész szam, amelyre 1=»=n,

0, ha »=£k
1, ha »=k

és keresni fogjuk azt a legfeljebb (2n—1)-edfoka Si(x) polinomot, amelyre
egyrészt

=0 ¢és y§é=3

(3. 28) Sh(xx) =0, (k=1,2,...,n)
masrészt
N 0, ha kv
(3.29) {0(X) S (x)}iae, = 1, ha ke=» (k=12,...,n)

A (3. 28) miatt
Si(x) = on(x)gn-1(x),

ahol g..1(x) legfeljebb (n—1)-edfokd polinom. Ebbél viszont (3.1) miatt a
{e(X¥) S (x)}=z, = 20 (xi) 01(Xi) g7-1(xx) = O,
k=1,2,...,v—1,v+1,...,n)
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csak ugy lehet, ha gi-1(x)=0. Ha azonban g;.,1(x)=0, akkor (3.1) miatt
{0 () (X))o, = 20 (xr) 01(X5) gr-1 (X)) =0

és nem eggyel egyenld, azaz a (3.29) egyenloség nem teljestilhet. Ezzel
allitdsunkat igazoltuk.

4. §. A masodfaju alappolinomok becslése

A V. tétel bizonyitdsdhoz sziikség lesz a maésodfaju alappolinomokra
vonatkozo egy becslésre. A becsléshez pedig bebizonyitjuk a kovetkezb segéd-
tételt.

III. segédtétel. A —1<x< 1 infervallumban érvényes a kivetkezé
egyenlotlenség

ay  vest o 3 lne- 3=
ahol *
@2 m@=(1-S5E )L, nhe=E—mber,

és L,(x) a (3. 2) alalti kifejezés.
Bizonyitas: Az w.(x) ultraszférikus polinom x,, (v=1,2,..,,n)
gyokeire ugyanis a definici6 miatt

V(x,)=0 és V'(x,)=0, (r=1,2,...,n).

Ez azt jelenti, hogy a V(x) fiiggvénynek a —I1<x<-+1 intervallumban
legalabb 2n nulla helye van az x, gyokokon. Ha tehdt volna egy olyan &
pont a (—1,4-1) intervallum belsejében, ahol V(§)<O lenne, akkor mivel

I}111110V(x)—-|—<><> a fiiggvénynek volna legaldbb még egy, azaz Osszesen

legaldbb (2n-1) nulla helye a (—1,41) intervallum belsejében. A Rolle-
féle tétel miatt ezért a V@V(x) fiiggvénynek lenne legaldbb egy nulla helye
a (—1, + 1) intervallum belsejében. Ez azonban ellentmondasra vezet, ugyanis
egyrészt a (4.1) alatti definicié miatt, masrészt mivel a —1<x<--1 inter-
vallumban

2 2j

1—x3 =
ezért a —1<x< -1 intervallumban
V() = {(1—x)")* > 0.
Ezzel a IIl. segédtételt igazoltuk.
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Kovetkezmény: Ha >0, akkor mivel az w,(x) ultraszférikus poli-
nomok ortogondlis rendszert alkotnak a —1=x=+1 intervallumban, ezért
(4.1) és (4.2) alapjdn

1 —xﬁ

Ja—-x‘z)"-‘dxzznl ! fly(x)g(l—xz)“dx.

Mivel pedig (lasd SzeGo [15] 343. o.)

1
201 ___+2\* _nlatl F(n—l—a—l—1)2 . 1
(r=12,...,n)
ezért
1
-l g o na+l I'(n4-a++1) N 1 :
*-4 lf(l"x) dx= 2 e P 20 F1) & (=2l

Kénnyii bebizonyitani (lasd pl. NATANSZON {16] 312.0.), ha >—1, y>—1,
akkor minden természetes n szamra

F(a+1+8+7)
Fa+1+P)

ahol d csak a @ és y értékétdl fiiggd allando.
A (4.5) alapjan az ismert I'(x+1)=xI"(x) Osszefiiggés figyelembe
vételével :

T+ )I(n+1+2¢) 1 TI'(n+ltetl—a)

<dnv,

“.5)

(4.6) ITn+1+e¥  nt+1 I'(n+1+e)
r(n+142e)
Tortite) ~H

Ez a becslés lényegében pontos, mert, ha k& olyan fix egész szam, amelyre

k—a>—1 és a>—%,

Fia414+af
@.7) Fin+0)I'n+142¢)

=F(n—|—1+a). 1 _F(n—l—l—{—Za—I—k—'a)
ot atire—@tite)  T@aTi+2e)

ahol d, és d, csak az a értékétdl fiiggd konstansok.

<d2’
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A (4.4) és (4.6) alapjan

n 1
4.8 ! 3 — <ds,
@9 2 Ty i)
ahol ds ismét csak az « értékétdl fliggd konstans.
Ezek utan ratérhetiink a madsodfaji o,(x) interpolacios polinomokra
vonatkozd becslés igazoldsdra.

IV. segédtétel. A —1+e=x=1—¢ infervallumban, ahol 0<e<1
(¢ egyébként tetszés szerinti), érvényes a kovetkezd egyenldtlenség, ha «>0

n a-3
(4. 9) > (1—x) 70, =c-L,  (n—2,4,6,..)

Vn’
ahol o,(x) a (2.21) mdsodfaju interpoldcids alappolinomot jeloli és c; (a ké-
sdbbiekben c¢;,j==1,2,3,... is) csak az e és & értékétol fiiggd konstans.

Bizonyitas: A (2.21) alapjén

) oo
> (1—x) 7 o, (9] — D T Uz (et =
(4.10)

|wn(x)} > 4y

[EME= 1—? [a:1,|<1—?

|04 ()]
——2—{11—1—12}.

A —1+e=x=1—¢ intervallumban, ha 0=¢{=x, vagy x=¢=0, akkor

[+ a

(1—8)2=(1—x)2=¢e’ és |1—xy|>%, ha |xy|;1—%, ezért a

Schwartz—Bunyakovszkij-féle egyenl6tienség felhasznaldsaval, majd az Ossze-
gezést minden ¥ indexre elvégezve

on(®) ; _|oa@] i (lowd] , _
2 "= |z|>218(1—xv)wé(xv) = 1=

x

1 hd
=1l w, s | lo.(0)|(1—1)2dt =
olo X j oa®(1—)

1

Yg m 1

J‘wn.(t)z(l £)*dt Z 2 o)

= Co| 0n (X))
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Ebbél (2.7), (2.6), (4. 4) ¢és (4. 6) alapjdn a —1+4-s=x=1—=¢ intervallumban
n 1

@11 w0l <, L.

Ha pedig |x,,|<1-—7, akkor 1—x3>s(1——%) és azért a —1+4s=x=

=1—¢ intervallumban a Schwartz—Bunyakovszkij-féle egyenlétlenség fel-
hasznalasaval,

|“’"2(x)| > fl (z‘)dtl =

ey l<t- S (l—x,,) |‘9n( »)]

=ajo.) 3 ,wn(x)Ju Ol0—#)dt=

myl<1-

Jl O(1—p) dt% =

_c5|wn(x)|2 ]wn(x )

>l

y=1 (Dn (x )

ZJI(t) (1—2#) dtg.

EbbSl pedig a (2.7), (4.3), (4.4) és (4.6) alapjan, mivel (1—x;)<l1,
(r=12,...,n)

|wn(x)| 1 -~ Co 717

4.12) 5 = Va

egyenl6tlenség adddik a —1 4-&=x=1—¢ intervallumra vonatkozélag.
A (4.10), (4.11), és (4.12) a IV. segédtétel bizonyitasat adjak.

5. §. Az elséfajin alappolinomok becslése

Az els6faju alappolinomok becsléséhez sziikségiink lesz a kovetkezd
segédtételre.
V. segédtétel. A —1<x<-1 infervallumban igaz a

5. 1) V(¥ (1_;‘.)1“, -2 (l—jcf,)““ L(x)2=0

egyenldtlenség, ahol 1,(x) a (3.2) alatti kifejezés és a>—1.
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A segédtétel bizonyitdsa szerepel BALAzS [17] dolgozatdban. A bizonyi-
tds modja EGERVARY—TURAN [18] alatti dolgozatdban taldlhatdé meg és meg-
egyezik az I. segédtétel bizonyitdsi mddjaval.

Az (5.1) alatti miatt

V(x,)=0, (r=1,2,...,n)
és (2.4), (3.2) miatt pedig
, 2(1+a)x, 1 ) (x,)
V' (x,)= — S — ==, v=12,...,n).
( ) (1_x3)2+a (l_x;)1+a w“(xv) ( )

Ez azt jelenti, hogy a V(x) fiiggvénynek a —1<x< +1 intervallumban
legalabb 2n nulla helye van az x, gyokokon. Ha tehat volna egy olyan & pont
a (—1, +1) intervallum belsejében, ahol V(§)<O lenne, akkor mivel

lim V(x) =+ o0, a V(x) fliggvénynek volna legaldbb még egy, azaz Ossze-

|2]->1-0

sen legaldbb (2n+4-1) nulla helye a (—1, -+ 1) intervallum belsejében, s akkor
a Rolie-féle tétel miatt V@(x) filiggvénynek lenne legaldbb egy nulla helye
a (—1, +1) intervallum belsejében. Ez azonban ellentmondésra vezet, ugyanis
egyrészt az (5. 1) alatti definicio miatt, masrészt mivel ¢>—1ésa —l<x<+1

intervallumban
(1—x)™ 2( )n”’

=1

ezért a —1<x< -1 intervallumban

V(x)(Zn): {(1 _x2)—1—a}(2n) > O.

Ezzel az V. segédtételt igazoltuk.
Az (5.1) alatti egyenlttlenséget a kovetkezd alakban is irhatjuk:

(5.2) b (1 _XZ)lmly(xF =1.

v=1 1 —Xy

A IV, tétel bizonyitisandl fel fogjuk hasznédlni a kovetkezd segédtételt:
VI. segédtétel. A —1+4e=x=1—e¢ intervallumban, ahol 0<e<1
(¢ egyébként tetszés szerinti), érvényes a kivetkezd egyenlitlenség, ha =0

sz(x) ,gé (n=1,2,3,..),

(5.3) Vi

ahol 1,(x) a (3.2) alatti kifejezés.
Bizonyitas: Ervényes a kovetkezd egyenl6ség (ldsd pl. FEJER [2])

21— e o=t

v=]




SULYOZOTT (0,2)-INTERPOLACIO ULTRASZFERIKUS POLINOMOK GYOKEIN 325

ezért (2. 4) miatt

Z’l,,(x)"—l —2(a+1)2

_ﬁl“"'

(x Xl (x)? =

G4 —2+D{ ¥ + X -}:2(a+1){sl+sz}-

|x—ac,,|<'n' |x~z,, f>n-

Mivel |x,|<1 és e=0 esetén (1—x;)“=1, tovibbd a —1+e=x=1—s
intervallumban (1—x2)** =g!+*, ezért és tovabba (5. 2) miatt
) 14a %

G.5) |S|=nt 3 ———,+a—1(x)2<c8n22( ) L(P=can”

|e—z,|=n" *(1_ ) Xy

-3 f

Ha pedig |x—x,|>n *, akkor !

S| =ntor ¥ !

2 ’ 2 ?
[:r—:c,y[> n—% (1 - x"’) @y (x"’)

és ebb6l (2.7), (4.8) miatt, mivel (I—x3)<1, (w=1,2,...,n)

G.6) 1o =con” 2,

Az (5.4), (5.5) és (5.6) a IV. segédtétel bizonyitasat adjak.
| Most ratériink az els6fajii alappolinomokra vonatkozé becslés igazola-
sara. Ehhez azonban a (2.19) alatti s,(x) els6fajii alappolinomokat mas alak-
ban irjuk fel.
Igaz a kovetkezd egyenl8ség

@n(X) ( L)@ t+b)—L(t) 2, 2x%) (
wn(x,) J t—x, dt= () Ojl”(t)dt—l_

(5.7)

wn(x) (avxv+ b,)1, () —1(F) dt.
a)n(x, t—Xx,

Figyelemmel a (3. 10) és (3. 17) kifejezésre

@ (X) (a,,x,,—|-b D) —L(f) df—
wn(x,,) t—x,

®a(X) fZ(a-}—l)x,l ) —2(1—xD)l; (t)dt

T 2(—x)wix) ; t—x,

T 1. Osztaly Kozleményei XI/3
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. @,(X) . 1, ., B e
C2(1—xX)wi(x) 2! =, T2+t D t—x)L (O =2 —x) L0 +
+2(2—=1) 50 +2(e + Dt O} dt =

x

— (et Do) o)
- (1 —xf,) @ (X,) ; L(t)dt (l—x;",) 01(%) (x4 x) L (x)+

0 (X) (%)
+ 1 )onn) X1, (0) 4 1 2)oni) Jl (Hdt+

ou(x) J —2(1—O)LM)+2(e+ Dth(@O) .
2(1— %) wi(xs) t—x,

+

Ebb6l a (3.4) differencidlegyenlet alapjan

%@f@m+muﬂlmdt W+WM@wﬂ@m—

(o;(xv)o t—x, (l—x?,)w,’.(xy) rd
_onOAX) oy o)Xy gy, o) xzy t)dt
<H@mm>®ﬂpﬁmm>”ﬂhﬂwm4()+

W (X) ; PPN ’ . _
+2(l—x?,)w;(x,,) J{(l B () —2(e+ DL ) +n(n+2e+ D @) dt

o (a4 wu(x) I () (x4 x,) 3 Xy 04 (X) L0
1—m%uﬁ“ﬂta—»n<)“Hh—&mmﬂ”+

_onx) wa(X) e
+(1—x3)(u;(xy)J”(t) t-+ 2(1—xi)w;,(x1,) (1—x2) 15 (x)

S 9 M S €)M SR ) B zzy fdt—
2(1—x) wi(x) o )+(1— X (x) ) (l—xf,)w;(xv)oj @
(et Do (x)x (@4 1) w.(x) g
a—@mmf“Hh—ﬁmmmhm+
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Lat2et)  on®) fl,,(t)dtz— [x, + (e + 1) x]w. () L () +

2 (1—x,)@i(x,) (1—x) (%)
Xy a(3) o) o s
1—dwi) O 20D wry GO

@, (x) , n(n+2e+1) Wy (X) ;
2(1—x3) /(%) O+ 2 (l—xf,)w,’,(x,,)oj bt

+

Mivel pedig (3. 2) alapjdn

(X —x») 07 (X) — @, (X)
(%) (Xx—x,)?

L(x)=

?

ezért az el6z6 egyenl8ségbdl, figyelemmel arra, hogy n =2k miatt w,(0)=0

wn(x) f(avxw‘l‘bv)lw(t)_l”'(t) dt —— [x,,+(a+ l)x]wn(x) l,,(X)-l-

w;, (x'v) t—x, ( 1— x%,) wﬁ(xy)
Xy @ (X) (1—x) wa(x) _ 1= 0
6.8 + (1—x2)wi(x,) O+ 2(1—x3) wi(x,) (%) 2(1—x%) b

+

@ (X) o, N(n+2e+1)  wu(x) N
2(1— x0) 0,(0) L0y + 2 (1— ) oi(xr) ! L) dt.

Ezek utdn (5.8), (5.7) (2. 19) alapjan az s,(x) els6faji alappolinom a kovet-
kezd modon irhatd fel:

L(x)+

L o) [ Xy 4 (@ 4 1) x] 0 (%)
() = L 2y 7 j L(t)dt—

® (1—x;) @i (x»)

A—Doi) , . (—=%)
21— Do) O gy r T

Xy W (X)
(l—xf,) wn(x,)

(.9 + 1 (0)+

wy(X) o Mat2e+1)  wu(x) P
N 2(1—x3)0.(0) bOF+ 2 (l—xi)w;(xv)ojly(t)dt,

r=12,...,n)

ahol az a, konstans a (2. 20) kifejezés.
Ezek utan az elsofaju s,(x) alappolinomokra vonatkozo becslést el tudjuk
végezni.

T#*
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VIL. segédtétel. A —1-+e=x=1—s infervallumban, ahol 0<s< 1
(¢ egyébként tetszés szerinti), érvényes a kivetkezd egyenldtlenség, ha «>0

n

(5. 10) 28 (x)| =csn®:, (n=2,4,6,...)
r=1

ahol s,(x) a (2.19) alatti elséfaju alappolinom.

Bizonyitas: A segédtétel allitisanak igazolasandl a (2.19) alatti
s»(x) elsofaju alappolinomok (5.9) alatti kifejezését hasznaljuk fel.

A kovetkez6kben mindig tamaszkodunk arra a tényre, hogy |x,|<1,
(r=12,...,n); a —1+&=x=1-—¢ intervallumban (1—x¥)=¢ és «>0.
Ezeket a tényeket szem el6tt tartva, igazak a kovetkezd egyenldtlenségek:

Az (5.2) alatti egyenl6tlenség miatt

G.11) Sl P=c 2( 2) L(xP=cu.

r=1

Figyelemmel az a, konstans (2.20) alatti kifejezésére

on ()] 3 1w|,:‘8c'y)| Uz (t)dt’ = cio| 0 (0)] z o [ o Ul,,(t)dt‘.

r=1

Az egyenlétlenség jobboldaldn egy konstans szorzé tényezotdl eltekintve a
(4. 10) alatti kifejezés &ll, s ezért a (4.9) egyenlbtlenség miatt

|a,|

1
6.12) a0 3 okl Jz <t)dt}_clgﬁ

A Cauchy-féle egyenl('itlenség alkalmazasaval (2.7), (4.8) és (5. 11) miatt

o 12+ e+ D] jon(x) _
(5.13) g (1—x3)|w n(xv)l LX) =

b - 3ee|"

=1 ( x'y) n(xv) =1

= Cus| on (%)

V
€s ugyanigy

L %] |oa(x)] - 1
(5.14) > Yy |zv(0)|=clsvﬁ.

Figyelemmel a (2.5) egyenl6ségre, majd a Cauchy-féle egyenl6tlenség alkal-
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mazdsa utan (4.8), (5.11) és (2.7) miatt

(1—x2)|wn(X)|§l T )1l ] 1Ly ()] = |— nxw,.(x)+(n+a)wn_1(x)|

(5.15) 1
;m LX) = el

Mivel a feltétel szerint «>0 ezért (5.2) miatt
x2 1+a
(.16) > Z I(x) <c132( 2) L (x)? = cis.

A feltétel szerint n—2k paros szam, ezért (lasd pl. SzeGO [15] 80. és 166.
0.) (4.5) miatt

S iy 2| =l

»=1

|0 (0)| = |P2(O0)| =

(5.17)
n 1 n 1
Qe+ DIa+et|[Z2T972 oo zte—3 ond
T T+ ND)I(n+2e¢+1) n 1 n 20
2 2
Az (5.17), (2.7), (5.2) és ¢>0 miatt
(6.18) )L S 1) o =can.

2|0 (0)] = 1—x3
S végiil (2.7), (4.10) és (4. 9) miatt

n(n+2a+1) o, L(Bdt] =ennth,
19 w02 e U (9at| San

Tekintve az s,(x) els6faju alappolinomok (5.9) alatti kifejezését, az
(5. 11)—(5. 19) egyenldtlenségek igazoldsaval bebizonyitottuk a VII. segédtétel
allitasat. Ugyanis a

= @n(X) ( [xy + (e + 1) x] wn(x)
210012 2j00r+la 5 [rouf+| BT L)+
Xy 0, (X) 1,(0 [ =)/ (x) 3 1, (x)?
HolE ()‘+|2<1—xi>wa<xv) ()~+2(1— % 9+
w,(x) ., n(n+2e+1) wn(X)
+’2(1—x3)w,.(0) LOF+ 2 (1—x3) (%) J Lodt

egyenldtlenség jobb oldalan 4ll6 valamennyi tag felsd becslését megkapjuk az
(5.11)—(5. 19) egyenldtlenségekbdl.
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6.8§. A Jackson-féle kbzepekre vonatkozé segédtételek

A konvergencia tétel bizonyitdsdhoz a Jackson-féle kozepekre vonatkozd
két segédtételre lesz sziikség.

Legyen o¢(3) 2sm szerint periddikus fiiggvény, akkor a hozza tartozo
Jackson-féle kozép (lasd JACKSON [24])

=9 \*
3 Slnn*z—
(6.1) ]n(9;€0)=mf¢(f) ———g | 9b '
-

sin ——
2

vagy mint ismeretes a J.(&, ) alternativ formaja

e

6.2 (9=

sin f

7, f (99 -+ 20+ 9020} (21f) 4

Tn (2n2

és ismeretes az is, hogy

£

6
6.3 1=.7:11(2112-]—1)

. 4
el
sinf

Az itt kozolt segédtételek lényegében ismertek, bizonyitasukat a teljes-
s ég kedvéért kozoljitk. A bizonyitds modja egyébként megtalalhaté TURAN—
BALAzs [7] dolgozatédban.

ok_ﬁw

VIII. segédtétel. Ha ¢($) 2 periodusu differencidlhato fiiggvény
és ¢ (%) €Lipuu, ahol O<u=1, akkor

DA% 9] =~

ahol a K konstans az n értékétdl fiiggetlen.

Bizonyitas: A (6.2) és (6.3) alapjan
dn(F)=Ju(F; 9)—(F) =

T

— n—,,@mj{w(sut)-w(& 26)—2¢(9)} (sm nt) it
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€s ebb0l a Lagrange-féle kozépérték tétel alapjan

7)5
sin nt

68 O = fzt{ev @ —o @) (1) 4,
ahol
{6.5) I=h=3+2t é F-2t=H=39.
A feltétel szerint ¢'(f) € Lipar ¢, ezért (6.5) miatt
(6.6) |’ (t)— ¢ ()| = M|ty — b = 4" Mt* = M,
ezért

T 7T

6M; fin sin nt
6.7 |4 (N = nn(2n2+1)J (snz‘)

1

oj
ahol Ko az n értékétdl fiiggetlen konstans. -
Figyelembe véve, hogy |sinnt|=1, |sin nf|=n|sint| é a 0=t= 5

3|r—-k__}w
[

intervallumban sinf= %t, ezért a (6.7) egyenlotlenségbdl

1
[

tlﬂ‘dt-{-( ) Jt“-3dts .
0

A tovabbiakban sziikségiink lesz a kovetkez6 ismert tényre: Ha az f(x)
fiiggvény differencialhaté a —1=x =41 intervallumban és ebben az inter-
vallumban f'(x) € Lipxu, ahol O<u =1, akkor ha x=cos ¢ és

49| = 5

(6.8) ¢ (3) =f(cos 9),
akkor a
(6.9) g_z — —f/(cos 9) sin &
fiiggvény is a Lip u fiiggvényosztalyba tartozik, esetleg mas M egyiitthatéval.
Ugyanis
dq) d(P T Y 44 ’ H ’ "’ ’” : o
(d—3)o=.9 — (—d?)a:su = |—f"(cos ') sin ¥ + f'(cos 3") sin 3| =

= [sin 9 {f’(cos $")—f(cos &)} + f'(cos &) {sin & —sin ¥'}| =
=|f'(cos ¥ )—f'(cos §)| + Mo|sin 9”’—sin 9|,
ahol Mo= max |f'(x)|.
“1=e=t1
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Mivel pedig a feltétel szerint
If (cos 9”")—f(cos $)| = M|cos 3" —cos ¥ [ =M|$"— 9|
" |sin ’—sin ¥ | =|¥"—&|.
Ha |9"—%|<1, akkor '
|sin 9'—sin ¥ |=|9"—¥ " <2|9"—9 |,
ha pedig |9"—9%|=1, akkor
|sin 3" —sin ¥ | =2]|9"— 9 |*.

Ezek utdn nyilvan

d(P _ @_) ’__ At
(6.10) ‘(W[s:ar (d.9 0:8/,’§M1|9 9",
ahol M;=max {M,2M,}, azaz a %9 fiiggvény valdéban a Lip p fiiggvény-

osztalyhoz tartozik.
Mivel a (6. 8) alatti ¢(3) fiiggvény péros, ezért a hozza tartoz6 J.(9; ¢)
Jackson-féle kozép (2n—2)-edrendi tiszta cosinus polinom, azaz a

Jn(arc cos x; @) = 72,-2(x)

egy (2n—2)-edfoki racionalis polinom és

k2
TOon-2(X) = ———J{go(arc cos x -} 2f) 4- g (arc cos x —2¢)} (Sin nt)4dt
: e an(2n® +1) sin ¢ -
(6.11)
A VIIL. segédtétel alapjan az elézbek miatt a —1=x= 41 intervallumban
6.12 - K
(6.12) | 7on-2(¥) —f ()| =~ -
A (6.11) kifejezést differerencidljuk x szerint
7
3 1 H
, d
fie
. 13) * ( .7III(2H2+1) Vl—xz du u__arcc.osa:+2t
do (sm n t)
T (W)u:arccosx-‘zt sin ¢ at,
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ebbdl, mivel (6.9) miatt

dg df(cos F) rrN]
(6.14) max | g | == max | ——g—— §_1rj_1<.aéz+l|f x)| =M,
és (6.3) miatt a —1<x<1 intervallumban
' M
(6. 15) |72 (%) | = ==
1—x®

A (6.13) kifejezést irjuk at a (6. 1) kifejezéshez hasonld alakban. Ezt meg-
tehetjiik megfeleld helyettesitések utan, kihasznalva a 2st szerinti periodicitast
és a kovetkezd (6.13) kifejezéssel ekvivalens kifejezést kapjuk
o g ptarecosx)’
32 1 do(?) 2 dt.
22n2r+1) Y1—x2 ) " dt . f—arc cos x
_ﬂ sin ————

Differencialjuk ezt ismét x szerint, akkor

ﬂén-z (x) =—

n ‘ o 4
—3 X do(t) 2
272n(2n241) (1—x»)* ) dt G t—39
-7 .

2

sin n

dt+

ﬂé’n—Q (x) ==

3

T . -

3 1 (de@ | " T2

2 —y2 N
an(2n*+1) 1 X dt sint 23

+

n sin t—9 cosn t—9% _sinn =% d cos t—9
2 2 2 2

dt.

2

sin2

Ezen kifejezésbOl megfelel6 helyettesitések utan, felhaszndlva a 27t szerinti
periodicitast, a (6. 2) kifejezéshez hasonléan, a s5,-2(x) kifejezésre a kovet-
kezd alternativ egyenldséget kapjuk

o) =

712

— " "an (23‘-{- D (1—x% %Jg (d(p(U))u-—ﬂw + (‘ﬁg—flu))“:s"m

sin nf)!
(sin t ) di+
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b
n 6 1 j (dcp(u)) _(dcp(u)) (sin nt) cos ntdt—
an(2n?4+1) 1—x2 du  Ju—gso du Ju—e-2 )\ sint sin
0
7
2 L}
. d(p(u)) . (d (p(ll)) (sm nt)
mz(2n~+1) l—xJ S( =842t du  Ju=s-2) \ sint clgtdi=
0

(6. 16) =y (x) + ua(x) + us(x).
A 5 2(x) (6.16) alatti kifejezésére tamaszkodva a kovetkezé segédtételt
bizonyitjuk be: _
IX. segédtétel. A —1<x<+1 intervallumban a (6.11) alatti
Toon-2(X) polinomra vonatkozdlag érvényes a kovetkezd egyenlotlenség
' MO d7 1-,
(6' 17) |n2n—2(x)|§ (1_x2)3/2+(1_x2)n ‘L)

ahol Mo= max | f ()|, és dr az n értékétdl fiiggetlen konstans.

1__

Blzonyltas. A (6.16), (6.14) és (6.3) miatt

_ x| sin nf\* . |x]
6:18)  |n ()= Mo o nn(2n~+1) f(sint)dt_M(’(l—xg)“’*'

A (6.16) alatti us(x) és us(x) kifejezéseket a kovetkezd modon irjuk fel

3 (d(p (U) Ju=g+2¢ (d_‘ZEl_”))u.:s_% .

°| 3

a(x) = ﬂ(2n2+ 1) l—x“ U

3
l~g—‘N

(6.19) ,
cos nt{sinnt - 6
sint (sint)dt]:n(an-i-l) —hth)
és
7 2
B 6 drp(u)) _(dfﬁ(”)) ‘
us(X) == mE 1) 1—x~U ﬂ( u=pszt \ AU Ju=ppt
(6. 20) ?
sin nt _ 6 1
(Slﬂ )Ctgtdt]: n(2n2+1) '1_x2[13+14]'
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A (6. 10) alatti egyenldtlenség miatt, mivel |cosnt|=1, |sinnf|=n|sint| és a

[0, 2| intervallumban [sin tlé 2 t, ezért
2 T
1

(6.21) 6 S lh|= 6 & Jﬂ‘l nddt =dynt-+- ! .
0

a@ni+1) 1— a@m+1) 1— 1—x?

ahol d,, illetve d> az n értékétdl fiiggetlen konstansok. Teljesen hasonlé mo-
don nyerhet6 a

1
6.22) 6 bl S donie

zn(2n®41

egyenl6tlenség, ahol ds ugyancsak fiiggetlen n értékét6l. Viszont (6.10) miatt

—71] intervallumban |sint}§%z‘,

és mivel |cosnt|=1 és [sinnt|=1, és a [O, 5

ezért

6 = 6
a@2rr+1) 1—x2"*'= 7@r* 1) 1—

©.23) d jt “dt=donte
1

Ugyancsak teljesen hasonlé médon nyerhet(j a

6
n(2n+1) 1—

(6.24) |14' = dsni--

1—x2

egyenlétlenség. A ds és ds konstansok itt is fiiggetlenek n értékétol. A (6. 18)—
(6.24) kifejezések a IX. segédtétel igazolasat adjik. Ezek utdn ratérhetiink
a IV. tétel bizonyitasara.

7. §. A negyedik tétel bizonyitasa

A (6. 11) alatti (2n—2)-edfokd polinomot (3.24) miatt a kovetkezd mo-
don irhatjuk fel

(1. 1) 7won-o(x)= ;n: T2n-2(Xon ) Sym (X) + Z {0 (%) 7T2n-2(%) } o=z, Own (X) + Y 0 (%),

ahol y, konstans a kovetkez6
Vo= (0) TTan-2(0) — Znon 2 (%)l (0)% .

A (2.18) alapjan, ha y,, = f(x.n) €s yih=0(/n) (l—x‘;’,,,)T, ry=12,...,n;
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n=2,4,6,...), tovibbd (7.1) miatt
'f(x)_sn(x; f)l é ’f(x)—@2)z—2 (X)| +y§1 ln2n-2(x1/n) _f(xvn)i '31')1(x)| +

«-3

+ 7221 {0(%) 20-2(X) Yoma, ,— 0 (Y 1) (1—23) 2 || G (%)| +

Ebbdl (6.12) és (5.10) miatt a —14&=x=1—2¢ intervallumban

7n@n()}.

K kK
(7 2) If(x)-sn(x;f”éw‘l‘W'an/?—*— '

£ 3 o)t s — 0T 1= %) [+ 72003

Nyilvan

|o(X)| =

a-3
Lo (VR (1—x3) 2

(7. 3) = 1%: I@” (xwz) n:?n—‘.?.(x'yn)l Iovn(x)| + 2 g '9,(x1’n)ﬂé'l—2(x1’")l |01n (X)I +

n - , a——?
+1%jl |0 (Xym) 7W3n-2(Xym) | | Own (X)] + o(l/n)’;;1 (1—22) 2 |Gy (x)| = |
= Ui+ Us+ Us+ Us.

1+e a-3
Mivel o(x) =(1—x%) 2, o"(x) =—(1—x%) 2 {(1 + &) (1—x) +(1—a?)x} és-
(6. 12) miatt a —1 f_xf—l-l intervallumban |7,.-2(x)| = Ky, ahol K az n
értékétol fiiggetlen konstans, ezért a —1+e=x=1—¢ intervallumban (4.9)
miatt, mivel >0,
n a-3
2\ 1

(7.4) U= 02421 (1—x3,) 2 |Guu(x)] §Czsﬁ-

~
a-1

A o(x)=—(1+a&)x(1—x2) 2 és (6.15) miatt (4.9) alapjin
a-3

(7.5) U= C:’_GZ: ( —J’Cfm)f2 | Gyn(X)| = c VLI—Z

A (6.17) alatti egyenlotlenség figyelembevételével, mivel 1—x, <1, ismét
(4.9) miatt a —l+4#=x=1—¢ intervallumban

dr 1-p y =
Up= 3 |o<xm>1[ (l—x?,,,n RECE

iyt

<CZSZ(1 x'vn 2 Io,,n(x)|+6>9n1 ’LZ (]—x‘ln Iovn(x)l<c30n2 -

(7.6)
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Végiil (4.9) miatt a —1+4&=x= 1—¢ intervallumban
an A Us=o(1).

A feltétel szerint %<y§1 ezért (7.2)—(7.7) egyenittlenségek alapjan a
—1 4 &=x=1—¢ intervallumban

(1.8) [fG)—Su(x; Nl = 0(1) + [ raa(x)l.

Mivel pedig n=2k, ezért (5.17) és (2.7) miatt

[raon()] = 22

Tlon-2 (O) - Zl TC2n-2 (xvn) 17711(0)2 l =
(1.9) \
=cCa | TTan-2 (O) - Zl HQn—g (x1'n) szn (0)2 l =31 U5 .

Ezen kifejezés alapjan

U= 3 20—t sl O+ 75(0) | 1= 31 O]

Mivel pedig a —1=x=-}1 intervallumban a sre,2(x), (n=2,4,6,...)
polinomok egy n értékétol fiiggetlen korlat alatt maradnak, s ezért (5. 3) miatt

1

U5 = Zl |n2n—2(0)—‘7t2n-2 (x1111)|l1/n(0)2 +vc32 Vﬁ =

= Z qum| ’77;27:— (g‘un) ‘ L (O) -+ C39—= V— ’

ahol 0=|&u| = |Xsn|. Nyilvin 1—x},=1—&,, ezért (6. 15) miatt

S .
(7.10) U5§M01§ Vq Lyn (0)* + a2 ya"
Figyelembe véve az [,.(x) (3.2) alatti kifejezését, majd a Cauchy-féle egyen-
16tlenség felhasznalasaval (2.7), (4.8) és (5. 11) miatt ‘ :

2T
= xaln
1
=) Z(1 xm) @ (Xpn)* g () P
Ezek utan (7. 11), (7.10), (7.9) és (7.8) alapjan a —1+4-es=x=1—¢ inter-

vallumban
[f)—S8. (x; )| =o(1).
Ez pedig a IV. tétel allitdsanak a bizonyitasat adja.

wal 1

IWL(O)Z 'w"(o)|z ‘(Un(an)l V_

[ (0)| =

x1/7l

1.11)
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