
SÚLYOZOTT (0, 2)-INTERPOLÁCIÓ ULTRASZFÉRIKUS 
POLINOMOK GYÖKEIN 

írta: BALÁZS JÁNOS 

1. §. Bevezetés 

T Ú R Á N P Á L nevezte el (0,2)-interpolációs polinomoknak azokat a leg-
feljebb (2n—l)-edfokú R„(x) polinomokat, amelyek az adott 

< i . i ) — — < & < g i ^ + i 

pontokban a következő egyenlőségeket teljesítik 
(1 .2 ) tf.(Sr) = a r , R"( tv) = ß v , ( » ' = 1 , 2 , . . . , « ) 
ahol a r , ßv, ( " = 1, 2 , . . . , ti) tetszés szerint megadott valós számok. A (0 ,2 ) -
interpolációs polinomok vizsgálatát T Ú R Á N P Á L kezdeményezte és a következő 
kérdéseket vetette fel: 

a) Megadott n különböző f i , | 2 i n alappont esetén létezik-e olyan 
legfeljebb (2л — l)-edfokú R„(x) polinom, amelyre az (1 .2) alatti 
egyenlőségek teljesülnek? 

b) Ha ilyen R„ (x) polinom létezik, akkor egyetlen egy, vagy több ilyen 
polinom létezik-e? 

c) Ha ilyen R„(x) polinom egyértelműen meghatározható, hogyan lehet 
az R„(x) polinomot további vizsgálatok szempontjából kezelhető alak-
ban előállítani? 

d) Ha az adott 
— • • • < Í 2 , n < Í L , « ^ + 1 , (n = 1, 2 , 3 , . . . ) 

alappontrendszerhez egyértelműen meghatározhatók az R„(x), 
n = 1 , 2 , . . . , interpolációs polinomok és avn = / ( ?w) , (v—\,2,...,n; 
n = 1 , 2 , . . . ) , ahol f ( x ) egy folytonos függvényt jelent, ßvn valós 
számok megfelelően adottak, akkor vajon az Rn(x), (л = 1 , 2 , . . . ) , 
interpolációs polinomok sorozata a [—1, + 1] intervallumban konver-
gál-e az f ( x ) függvényhez vagy nem; s ha konvergál, akkor az f ( x ) 
függvénynek milyen feltételeket kell a folytonosságon kívül még tel-
jesítenie? 

Ha az (1.1) interpolációs alappontok, továbbá n, r2,..., rn pozitív egész 
számok és yki értékek adottak, és keressük azt a legkisebb fokú H{x) poli-
nomot, amelyre 

# ( Щ ) = Г ы , (к — \ ,2,..., n; / = 0, 1 , 2 , . . . , rk—1) 
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akkor nem nehéz bebizonyítani, hogy a feladatnak egyetlen egy megoldása 
van. Az interpolációnak ezt a módját, ilyen általános esetben, HERMJTE [1] 
vizsgálta első ízben. A H(x) úgynevezett Hermite-féle interpolációs polinom 
fokszáma nem nagyobb az m — 1 számnál, ahol 

m = r1 + r2f frn . 

Abban az esetben", ha rí = / » = • • • = r „ = 1; tehát ha a legfeljebb (n — 1)-
edfokú interpolációs polinom a (v= 1, 2 , . . . , rí), alaphelyeken a megadott 
YVO = YP, ( V = 1, 2 , . . . , rí), értékekkel egyenlő, az interpolációs polinomok 
egy-egy alakját N E W T O N és LAGRANGE határozták meg első ízben. Ezen inter-
polációs polinomok esetében a konvergencia már a múlt század vége óta a 
vizsgálatok tárgyát képezi. A vizsgálatok kezdeményezése R U N G E és B O R E L 

nevéhez fűződik. E vizsgálatokban több magyar matematikus ért el igen szép 
eredményeket. 

Ha N = / 2 = • • • = R „ = 2 , akkor az interpolációs polinomoknak FEJÉR 

[2] igen jól kezelhető kifejezését adta meg és bizonyos adott 

— » < £ * - ! , , . < • • • < & , + 1, (л = 1, 2 , . . . ) 

interpolációs alappontrendszerekre igen elegánsan bebizonyította, hogy ha 
y/ti = 0, (k = 1, 2 , . . л ; n = = 1 , 2 , . . . ) , és az interpolációs polinomok a 
%vn, ( v = 1 , 2 , . . л ; л = 1 , 2 , . . . ) , alaphelyeken egy folytonos / ( x ) függvény 
értékeivel egyeznek meg, akkor a H„(f) legfeljebb (2л — l)-edfokü úgyneve-
zett Hermite—Fejér-féle interpolációs polinomok sorozata egyenletesen kon-
vergál az f(x) függvényhez a — + 1 intervallumban. FEJÉR eredményei 
után a Hermite-féle és Hermite—Fejér-féle interpolációs polinomok esetében 
a konvergencia kérdés vizsgálata erőteljesen megindult és e témakörben is 
több hazai matematikus ért el jelentős eredményeket. 

На а ( k = 1, 2 , . . л ) , alappontokhoz adottak a yki értékek, ahol 
k= 1 , 2 , . . . , л, az i index pedig a 0 , j \ , j 2 , . . . , j i értékeken fut át, ahol 
У i < /2 < ••• < j i ^ n c — 1 egész számok és keressük azt a legkisebb fokszámú 
Q(x) polinomot, amelyre 

0 Щ ч ) = уы, ( k = \ , 2 , . . . , n ; / = 0 , / i , / 2 , . . . , / i > 

tehát amikor a Q(x) interpolációs polinom bizonyos differenciálhányadosaira 
nem írunk elő semmit, akkor az Hermite-féle interpolációval szemben ez az 
interpoláció ebben az értelemben hézagos. Az ilyen Q(x) polinom létezésének, 
unicitásának és a konvergencia szempontjából kezelhető alak előállításának a 
kérdése igen nehéz feladat. Az interpolációnak ez az általános módja 
G. BIRKHOFF [3] dolgozatában szerepel első ízben. G. Birkhoff azonban ezt 
a legkisebb fokszámú Q(x) polinomot nem határozta meg. Abban a speciális 
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esetben, amikor n = 2 PÓLYA G Y Ö R G Y [ 4 ] meghatározott és explicit alakban 
előállított bizonyos úgynevezett „hézagos" interpolációs polinomokat. 

A hézagos interpolációnak egyik speciális esete az, amikor a 
(£ = 1, 2 , . . . , rí), alappontokban adottak a yki értékek (£ = 1, 2 , . . . , n; i — 0 , 2 ) 
és keressük azt a legkisebb, legfeljebb (2л — l )-edfokű Rn(x) polinomot, 
amelyre 

RY\lk) = yM, ( £ = 1 , 2 , . . . , л ; г' = 0, 2). 

Ez A hézagos interpoláció a T Ú R Á N PÁL által elnevezett (0,2)-interpoláció. 
Várható, hogy ezen interpolációs polinomoknak az 

y"(x) + A(x)y(x) = 0 

alakú differenciálegyenletek elmélete szempontjából lesz jelentősége. 
A ( 0 , 2)-interpoláció T U R A N P Á L által felvetett kérdéseiben az első ered-

mény SURÁNYI JÁNOS és T Ú R Á N P Á L nevéhez fűződik. Az irodalomjegyzékben 
az [5] alatt feltüntetett dolgozatban kimutatták, hogy ha a ( F = 1, 2 , . . . , rí) 
alappontok a nulla pontra szimmetrikusan helyezkednek el és л = 2 £ + 1 

páratlan szám, akkor az (1 .2) alatti egyenlőségeknek eleget tevő P„(x), (0 ,2 ) -
interpolációs polinom vagy nem létezik, vagy nem határozható meg egyér-
telműen. Ha az (1. 1) alappontok a Pn\x),l> ultraszférikus polinom 

gyökei, л ig 4 páros szám és 2 + nem páros természetes szám, akkor min-
dig létezik egyetlen egy legfeljebb (2л—l) -edfokú Rn(x) polinom. Bebizo-
nyították továbbá, hogy ha az (1. 1) alatti alappontok a / / „ (x ) = (l — x 2 ) F + i ( x > 
polinomok gyökei, ahol Pn.i(x) az (л—l)-edfokú Legendre-féle polinomot 
jelöli és л páros szám, akkor ugyancsak egy F„(x), (0, 2)-interpolációs poli-
nom létezik. 

Ha az (1 .1 ) alappontok а Пн(х) polinom gyökei, л = 2£, akkor az 
interpolációs polinomok explicit alakját T Ú R Á N P Á L és BALÁZS JÁNOS [6] 
határozták meg; a [7] alatti dolgozatukban pedig ezen interpolációs polino-
mokra vonatkozólag konvergencia tételt bizonyítottak be. A konvergencia 
tételt F R E U D G É Z A [8] élesítette és bebizonyította, hogy ha a [—1, + 1] inter-
vallumban az / ( x ) függvényre teljesül az 

/ ( x + h) + / ( x — h ) — 2 / ( x ) = o(h) 

feltétel, av = /(£„), (v = 1, 2 , . . . , л ; л = 4, 6 , . . . ) és a ßv értékek megfelelően 
választottak, akkor az Rn(x) (0, 2)-interpolációs polinomok egyenletesen kon-
vergálnak az / ( x ) függvényhez a — 1 ^ x ^ + 1 intervallumban, ha 
Ezen tételben kimondott állítás bizonyos értelemben tovább már nem élesít-
hető. Ugyanis, ha 0 < « < 1 , 4 = 0, ( v = \ , 2 , . . . , n ; л = 4 , 6 , . . . ) , akkor 
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megadható egy olyan Lip (1 — e) osztályba tartozó f(x) függvény, amelyhez 
tartozó R»(x) (0, 2)-interpolációs polinomok a nulla pontban nem korlátosak. 
( T Ú R Á N — B A L Á Z S [ 7 ] ) . 

E vizsgálatokba bekapcsolódva R. B. SAXENA és A. SHARMA ([9], [10]) 
hindu matematikusok meghatározták а /7,,(x) polinom gyökein, « = 2£, azt 
a legfeljebb (3« — l)-edfokú R„(x), úgynevezett (0, 1,3)-interpolációs poli-
nomot, amely polinom, továbbá az első és harmadik deriváltja a megadott 
értékeket veszi fel az alappontokban. Konvergencia tételt is bizonyítottak. 
R. B. S A X E N A [11] meghatározta a (0,1, 2, 4)-interpolációs polinomokat ugyan-
csak a II„(x), n = 2k, polinom gyökein, mint alappontokban. Bizonyított 
továbbá konvergencia tételt is. Bizonyos értelemben módosított (0,2)-inter-
polációs polinomokat is meghatározott R. B. S A X E N A és ezekre is bizonyított 
konvergencia tételt. 

K. K. M A T H U R és A. SHARMA [12] az e~x2 súlyfüggvényre a (— <», + 
intervallumban ortogonális Hn(x) Hermite-féle polinomok gyökeihez, mint 
alappontokhoz tartozó (0,2) és (0, 1,3)-interpolációs polinomok egyértelmű 
létezését mutatták ki, ha n = 2k. Meghatározták az interpolációs polinomok 
explicit alakját is, azonban az előállításban szereplő konstansok bonyolult 
kifejezése miatt, konvergencia tételt nem bizonyítottak. 

Kis O T T Ó [13] dolgozatában komplex (0, 2)-interpolációval foglalkozott. 
Az alappontok a következők: 

2xi 
zk• = exp i — к, (k = 1 , 2 , . . . , ti), n 2. 

Bebizonyította, hogy ezen alappontok esetén a (0, 2)-interpolációs polinomok 
mindig léteznek és egyértelműen meghatározhatók, függetlenül attól, hogy n 
páros vagy páratlan. Meghatározta ezen polinomok explicit alakját és kimu-
tatja, hogy ha f(z) reguláris а | г | < 1 körben és folytonos, ha | z | ë§1 ; továbbá 

f(eix) eleget tesz a Dini—Lipschitz-féle feltételnek, ak=f(Zk), (k= 1, 2 , . . . . , n) 
és ßk értékek megfelően választottak, akkor az Rn(z), (0,2)-interpolációs 
polinomok а körben egyenletesen konvergálnak az f(z) függvényhez, 
ha n —> . 

A (0,2)-interpolációs polinomok konvergenciáját tehát ugyanolyan fel-
tételek biztosítják, mint a Lagrange-féle interpoláció esetében, ha az alap-

2xi 
pontok zk = exp i — к, (k— 1 , 2 , . . . , « ) . 

2 xc 
A Zk = exp i k, (k= 1 , 2 , . . . , « ) alappontok esetében Kis O T T Ó meg-

határozta a (0, 1 , 2 , . . . , / " — 2 , r)-interpolációs polinomokat is és konvergencia 

tételt bizonyított be a (0, 1, 3)-interpolációs polinomok esetében. 
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A [ 1 4 ] dolgozatban Kis O T T Ó trigonometrikus ( 0 , 2)-interpoIációval fog-
2л 

lalkozott, amikor az alappontok = к, (к = 0, 1, 2,..., n—1) pontok. 

Ezen alappontok esetében a (0,2)-interpolációs alappolinomok egyértelműen 
meghatározhatók, ha az alappontok száma páratlan. Kis O T T Ó explicit alakban 
előállította ezeket az interpolációs polinomokat és bebizonyította, hogy ha 
f(x) 2л szerint periodikus folytonos függvény kielégíti az 

f(x + h) + f ( x - h ) - 2 f ( x ) = o(h) 

feltételt, a k = /(§*)» a ßk értékek megfelelően választottak (A: = 0, 1, 2 , . . . , n—1 ; 
n = 1, 3, 5 , . . . ) , akkor az Rk(x), (0, 2)-interpolációs polinomok sorozata 
egyenletesen konvergál az egész valós tengelyen az f(x) függvényhez. Kimu-
tatja továbbá, hogy az f(x) függvényre vonatkozó feltétel nem enyhíthető. 

Ezzel tulajdonképpen megemlítettük a hézagos interpolációra vonatkozó 
eddig ismeretes valamennyi eredményt. Az eddigi vizsgálatok és eredmények 
mutatják, hogy a (0, 2)-interpoláció, vagy másfajta hézagos interpoláció kér-
déseinek a vizsgálata nem könnyű probléma. A hézagos interpolációs poli-
nomok nem minden adott alappontrendszer esetén léteznek és határozhatók 
meg egyértelműen. Ha pedig egy alappontrendszer esetében a hézagos inter-
polációs polinomok léteznek, egyértelműen meghatározhatók, akkor ezen 
interpolációs polinomok konvergencia szempontjából kezelhető alakban való 
előállítása jelent nagy nehézséget. Ez a kérdés lényegesen egyszerűbb abban 
az esetben, ha Lagrange-féle vagy Hermite-féle interpolációról van szó. 

К ívánatos olyan alappontrendszer megadása, amelyhez egyértelműen 
léteznek (0,2)-interpolációs polinomok és amely interpolációs polinomok a 
lehető legegyszerűbb alakban előállíthatók. Ez fontos kérdés nemcsak a kon-
vergencia vizsgálat, hanem az említett differenciálegyenletek elméletében való 
alkalmazhatóság szempontjából is. E cél elérése érdekében vetette fel T Ú R Á N 

PÁL a súlyozott (0, 2)-interpoláció gondolatát. 

2. §. A súlyozott interpoláció értelmezése, a bizonyítandó tételek 

Legyen adott a [ 1,-f 1] intervallumban n különböző xv, (v= 1, 2 , . . . , rí) 
pont, egy (>(x) súlyfüggvény, amely a ( — 1 , + 1) intervallumban kétszer foly-
tonosan differenciálható; továbbá adottak az yv és y'f, (v= 1, 2 , . . r í ) valós 
értékek és keressük azt a legfeljebb (2л —l)-edfokú Sn(x) polinomot, amely 
a következő egyenlőségeknek tesz eleget: 

S„(x„) = y r , {o(x)Sn(x)yx'=Xv = y'v', ( т = 1, 2 , . . . , rí). 

Ez a súlyozott (0, 2)-interpoláció értelmezése. 

6 III. Osztály Közleményei XI/3 
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A kérdés az, hogyan kell a p(x) súlyfüggvényt és az alappontokat úgy 
megválasztani, hogy az S,,(x) polinomok egyértelműen létezzenek és a kon-
vergencia, valamint esetleges egyéb vizsgálatok szempontjából az S„(x) poli-
nomok kezelhető alakban előállíthatók legyenek. 

A dolgozat tárgya ilyen súlyozott (0, 2)-interpoIáció vizsgálata, bizonyos 
mellékfeltétel teljesülése mellett, abban az esetben, lia a súlyfüggvény 

l+a 

(2 .1) P (x ) = ( l - x 2 ) ^ , ( « > - 1 ) , 

és az alappontok 
( 2 . 2 ) — 1 < х к < х „ - 1 < ••• < X i < + 1 

az wn(x) = Pla)(x), a>—1, ultraszférikus polinom gyökei. Azzal az esettel, 
amikor az alappontok az Hermite-féle vagy a Laugerre-féle polinomok gyökei 
egy következő dolgozatban fogunk foglalkozni. Természetesen ezen esetben a 
Q(X) súlyfüggvény más lesz, mint a (2. 1) súlyfüggvény. 

Ultraszférikus polinomokon a következő polinomokat értjük : 

(2 .3 ) P?\x) = j J ? 1 [(1 _x 2 ) n + < t ] j ( 1 - х 2 ) " " , n — 0, 1 , 2 , . . . 
12 -ni dx ' 

ahol a>—1. Ismeretes, hogy az coll(x) = Pja)(x) ultraszférikus polinomok 
gyökei mind egyszeresek és valamennyi gyök a (—1, + 1) intervallum bel-
sejébe esik, azaz a gyökök felírhatok a (2 .2 ) alatt megjelölt módon. 

Az mn(x) ultraszférikus polinomok kielégítik az 

(2. 4) (1—x2)ft>;'(x) — 2(a + \)xw'n(x) + n(n + 2a+ 1 )юп(х) = 0 

differenciálegyenletet és érvényesek a következő egyenlőségek: 

(2 .5 ) ( 1—x2) co'n (x) = — n x co„ (x) + (« + «) ca„ -1 (x), 

1 
(2 .6 ) f con(x)iom(x)(\— x2)adx = 

-1 

0, ha n=f=m 

22g+1 Г ( л + « + 1)2
 = 

2 л + 2 « + Г Г ( « + 1 )Г(л + 2 к + 1) ' П m -

А ( 2 . 5 ) és ( 2 . 6 ) alatti kifejezések megtalálhatók S Z E G Ő G Á B O R [ 1 5 ] köny-
vének 71., illetve 67. oldalán. A (2 .6 ) kifejezés azt jelenti, hogy az ultra-
szférikus polinomok ortogonális rendszert alkotnak a [—1, + 1] intervallumban 
az (1—x2)" súlyfüggvényre vonatkozólag. 
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1+2« 
H A vn(x) = (\ —x2) 4 P'a)(x), akkor igaz a következő (lásd S Z E G Ő [ 1 5 ] , 

165. oldal) 
± 1 

(2 .7) lim л 2 max |v«(x)| = 0 ( 1 ) , ha « s — — . 

Az ultraszférikus polinomokra vonatkozó felsorolt összefüggéseket a bizonyí-
tások során fel fogjuk használni. 

Ha mármost adott a (2.1) alatti súlyfüggvény, a (2 .2) alatti alappontok, 
továbbá tetszés szerinti yv és y'f (v= 1 , 2 , . . . , rí) valós számok, akkor keresni 
fogjuk azt a legfeljebb 2«-edfokú SH(x) polinomot, amelyre teljesülnek a 
következő egyenlőségek 

(2 .8) Sn(xv) = yv,{ç(x)Sn(x)yx'=!Cv = y'v', (v= 1,2,..., rí) 

azzal a mellékfeltétellel, hogy 

( 2 . 9 ) S H ( 0 ) = Í > „ / , ( 0 ) 2 , 
V=1 

ahol 

< 2 Ю > - ' - « - д а Ц ) ' < " = ' > 2 ">-

az (л — l)-edfokú Lagrange-féle interpolációs alappolinom. Ha s„(x) jelöli azt 
a legfeljebb 2«-edfokú polinomot, amelyre 

10, ha V ф к 
(2.11) Sr(xk)=j ^ ha r==k és Mx)s„(x)}i'=** = 0, 

(у — 1, 2 , . . . , n; k= 1 , 2 , . . . , « ) 

és av(x) pedig azt a legfeljebb 2«-edfokú polinomot, amelyre 

iO, ha v=f=k 
(2.12) av(xv) = 0, { C ( x ) a v ( x ) } ^ = | b h a 

( £ = 1 , 2 , . . . , « ; r = 1 , 2 , . . . , « ) 

akkor a (2.8) egyenlőségeknek eleget tevő 5„(x) polinom nyilvánvalóan 
a következő módon írható fel: 

n n 
(2.13) S n (x) = yvsv{x) + £ У'Ж(х), 

V—\ V=1 
ha 

n n n 
(2.14) S„(0) = Z y v s v ( 0) + Z y r ' O r i 0 ) = Z y M t y 2 • 

V=1 V = 1 V=1 

6 * 
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Bebizonyítjuk a következő tételeket: 

I. t é t e l . На л = 2 £ + 1 páratlan szám, akkor a tetszés szerint meg-
1+Œ 

adott yv és y ' f , (v= L, 2,..., rí), valós értékekre, a Q(X) = (1—X2) 2 , «> — 1 
súlyfüggvény mellett olyan legfeljebb 2n-edfokú Sn (x) polinom sohasem hatá-
rozható meg egyértelműen, amelyre 

Sn(xr)=yv, {°(x)S„(x)yx'=Xv = y';, (y=l,2,..., rí) 
és 

S n ( 0 ) = Z y M 0 f , 
V=1 

ahol xv, ( r = 1, 2 , . . . , rí) az con(x) = P\f(x) ultraszférikus polinom gyökeit 
jelenti és lv(x) a (2.10) alatti kifejezés. 

I I . t é t e l . Ha n =-2k páros szám, akkor a tetszés szerint megadott 
t+« 

yv és y"v, (v— 1, 2 , . . л ) valós értékekre a ;>(x) = (1—x2) 2 ,a>—1, súly-
függvény mellett egy és csak egy olyan legfeljebb 2n-edfokú S„(x) polinom 
létezik, amelyre 
(2.15) Sn(xv)yv, {? (х)5„(х)}4 г г = у; ' , (v = 1 , 2 , . . . , л) 
és 

(2.16) Sn(0)=ZyMQf, 

ahol xv, ( v = \ , 2 , r í ) , az w„(x) = P(,f(x) ultraszférikus polinom gyökeit 
jelenti és lv(x) a (2.10) alatti kifejezés. 

Ha a (2 .9) alatti mellékfeltétel teljesülését nem követeljük meg és 
keressük azt a legfeljebb (2л —l)-edfokú 5*(x) polinomot, amelyre 

(2.17) s : (x„) = jv és {Q(x)S:(x)}'x'=Xv = y'v', ( v = l , 2 , . . n ) , 
ahoj xv, (v—\,2,...,n), az con(x) ultraszférikus polinom gyökeit jelenti, 
akkor megadhatók olyan yv és y'f, ( r = l , 2 , . . . , n ) valós értékek, amelyekhez 
a (2.17) egyenlőségeknek eleget tevő legfeljebb (2л—l)-edfokú polinom nem 
létezik. Ezt az állítást be fogjuk bizonyítani. 

A (2 .9) alatti mellékfeltételt úgy választottuk meg, hogy a (2.11), 
illetve a (2. 12) egyenlőségeknek eleget tevő sv(x) ügynevezett elsőfajú, illetve 
a ov(x) úgynevezett másodfajú alappolinomok a lehető legegyszerűbb alakban 
legyenek előállíthatók. 

III . t é t e l . Ha n = 2k páros szám, akkor а II. tétel feltételeit kielégítő 
legfeljebb 2n-edfokú Sn(x) polinomok a következő módon írhatók fel 

n n 
(2.18) Sn(x) = 2yrSr(x)+2y'r'Or(x), (n = 2,4,6,...) 

I 
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ebben az sv(x), (v = 1 , 2 , . . r í ) , legfeljebb 2n-edfokú elsőfajú alappolinomok 
kifejezése 

(2.19) S Á x ) = i v ( x f + ^ ç m ( a v t + b ) - m d t i 
(J)n [Ay J J l Xv 

0 
ahol 

„ / ч 1 + « ( 1 — x l — a X r ) 
(2.20) avxv + bv = l'r(xv), av =——f— ^ - , 

Xy) 

és a av{x), (v = \, 2,..., n), legfeljebb 2n-edfokú elsőfajú alappolinomok 
kifejezése 

X 

(2.21) ov(x) = j lv(t)dt. 
2(1—xl ) 2 co'v(xv) о 

A (2.19) és (2.21) kifejezések miatt rögtön látható, hogy az 

s » ( o ) = Í V „ ( o ) 2 

V=1 

feltétel teljesül. 

IV. t é t e l . Ha az f(x) függvény olyan, hogy a — 1 ^ x ^ + 1 inter-
vallumban / ' ( x ) kielégíti az 

\f'{xj)—f'{xf)\^M\xx—x.2\p, — 1 Xi < x2 + 1 
j a-3 

Lipschitz-féle feltételt, ahol у és yv=f(xj), y'f = o(j/n)(l —x2) 2 

(v = 1, 2 , . . . , n), akkor a — 1 < х < + 1 intervallumban a (2.18) alatti Sn(x), 
(л ==2,4,6,...) súlyozott (0, 2)-interpolációs polinomok sorozata az / (x ) függ-
vényhez konvergál, ha A > 0 . Ez a konvergencia egyenletes a — 1+s^x^l—« 
intervallumban, ahol 0 < e < 1. 

A (2.19) és a (2.21) alatti kifejezések mutatják, hogy itt az interpolá-
ciós alappolinomok alakja egyszerűbb, mint a 77n(x) polinom gyökeihez» 
mint alappontokhoz tartozó ( 0 , 2)-interpolációs alappolinomok (lásd T Ú R Á N — 

BALÁZS [6]). A konvergencia tétel azonban itt az / (x ) függvényre vonatkozó 
erősebb feltételek mellett bizonyítható, mint а Пп(х) gyökeihez, mint alap-
pontokhoz tartozó ( 0 , 2)-interpolációs polinomok esetén (lásd T Ú R Á N — B A L Á Z S 

[ 7 ] é s F R E U D [ 8 ] ) . 

А IV. tételt abban az esetben bizonyítjuk be, amikor az wn(x) = Pn\x) 
ultraszférikus polinomban az a paraméter nagyobb mint nulla. A konvergencia 
bizonyítása ebben az esetben egyszerű eszközök segítségével történhet, míg 
a — l < « = i O esetben az ultraszférikus polinomokra vonatkozó aszimptotikus 
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kifejezésekre volna szükség, amelyek (lásd SZEGŐ [ 1 5 ] könyvét) meglehetősen 
í+g 

nehéz télelek bizonyítása útján nyerhetők. A p(x) = ( l — x 2 ) 2 súlyfüggvénnyel 
történő (0,2)-interpoláció tehát az « > 0 esetben egyszerűbb, ellentétben a 
Lagrange- és Hermite—Fejér-féle interpolációval, ahol éppen a — 
esetben bizonyítható egyszerű eszközökkel a konvergencia tétel. 

3. §. Az első, a második és a harmadik tétel 
bizonyítása 

A bizonyítások során két, egyszerűen nyerhető összefüggésre lesz szük-
ség. 

1+a 
a) На с (x) = ( 1—x2) 2 és ha az <w„(x) = Pn\x) я-edfokú ultraszféri-

kus polinom gyökeit xv, (v— 1 , 2 , . . . , « ) jelöli, akkor 

(3 .1) М * ) М * Ж Ч = 0> 7 = 1 , 2 , . . . , « ) . 

Ugyanis 

7 7 ) ® » 7 ) }*=*„ = 
or—I 1+a 

= {(>" (x) CÜ„ ( x ) — 2 (a + 1 ) x ( 1 — x 2 ) ~ (oh (x) + ( 1 — x 2 ) ~ a + 7)}«=»„ = 

a-1 1-a 

= (l—xl)~{(l — X2)~Q" (X) CON (x )—2 (A + l)xft>N(x) + ( 1 —X-) M'N' ( х ) } ж = X y = 0 , 

7 = 1 , 2 , . . . , « ) 

figyelembe véve а (2. 4) differenciálegyenletet. 
b) Ha 

(3 .2 ) , A x ) = - £ g L - y ( „ _ , , 2, . . . , „ ) 

az con(x) ultraszférikus polinom xv, 7 = 1 , 2 , . . . , « ) gyökeihez tartozó La-
grange-féle interpolációs alappolinom, akkor mivel 

( 3 . 3 ) ( x — x 7 G ( x ) = — 4 - y c o + x ) , 7 = 1 , 2 , . . . , « ) 

ezért a (2. 4) differenciálegyenlet alapján 

( 1 — x2) ( x — x v ) If (x) + 2 ( 1—x2) L ( x ) — 2 (a + 1 ) x (x—x„) К (x) — 

(3. 4) — 2 ( a + 1 ) x ( x ) + « (« + 2 a + l ) ( x — x r ) l v ( x ) = 0. 

7 = 1 , 2 , . . . , « ) 
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Szükségünk lesz a következő két segédtételre: 
l+a 

I. s e g é d t é t e l . Hap(x) = ( 1—x2) 2 , a>—1, és ha xv, (v— 1 , 2 , . . . , rí) 
az ШП(Х) = PT'(X) n-edfokú ultraszférikus polinom gyökeit jelöli, akkor a 

x 

(3. 5) rr„(x) = ^ J lr(t)dt, (v = 1 , 2 , . . . , rí). 

2 ( 1 — x l ) 2 og(xv) о 
2 n-edfokú olyan polinomok, amelyekre 

( 3 . 6 ) a„(x,) = 0, (7 = 1 , 2 , . . . , л ; v — \,2,...,n) 

és 
10, ha j Ф v 

( 3 . 7 ) М х Н ( х Ж Ц . = | h h a j = v (y = l , 2 , . . . , л ; v=\,2, ...,rí). 

B i z o n y í t á s : A (3 .2 ) miatt ov(x) nyilván 2n-edfokú polinom. A (3 .6) 
alatti egyenlőség nyilvánvaló con(x,) = 0, (J= 1, 2,..., л) miatt. 

A (3. 5) alapján 
x 

{ Р ( х К ( х ) } ; ц . = ^ [е(*)®»(*)Г J W<*t+ 
2(\—xl)2 <»,:(xv) о 

) 10, ha 1 ф г 
+ 2 [ Р ' ( х ) и „ ( х ) + ? ( ф , ! ( х ) ] / , , ( х ) + ? ( х ) й ) „ ( х ) / ; ( х ) Ц = | ^ h a 

figyelembe véve (3 .1) és azt, hogy egyrészt CO„(XJ) = 0, ( j =\,2,..., rí), 
másrészt (3. 2) miatt 

l 0, ha j Ф v 

( 3 . 8 ) 4 ( + ) = j 1 ; h a j L v ( 7 = 1 , 2 , . . . , л ; г = 1 , 2 , . . . , л ) . 

Ezzel a segédtételt igazoltuk. 
l+a 

I I . s e g é d t é t e l . H a p(x) = ( l — x 2 ) 2 , a > — 1 , és hax, , , ( т = 1 , 2 , . . . , л ) 
az con (x) = Pf (x) n-edfokú ultraszférikus polinom gyökeit jelöli, akkor az 

X 

(3. 9) Sr(x) = /„(x)2 + f F(t)(avt+bv)-l'v(t) d t j 
O), (Xj-J J I Xr 

0 
ahol 

(3 .10) avxv + bv = i;(xv), a v = l + a ^ ~ x ' ~ a x ; ) 

2(1 XR) 

(v — \ ,2,..., rí), 
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2 n-edfokú olyan polinomok, amelyekre 

10, ha j 4 = v 

(3 .11) s„(x,) = h a J = = v ( у = 1 , 2 , . . . , л ; v = l , 2 , . . . , « ) 

és 

(3.12) {р (*Ы*ЖЦ = 0, ( 7 = 1 , 2 , . . . , «; и = 1 ,2, . . . , «). 
B i z o n y í t á s : A (3 .2) és (3 .10) miatt s„(x) nyilván 2«-edfokú poli-

nom. Az oí„(xy) = 0, (7 = 1 , 2 , . . . , « ) és (3 .8) miatt (3 .11) nyilván igaz. 
A (3 .9 ) alapján (3 .8 ) és (3. 1) miatt, ha xj=f=x r akkor 

{ ? (х )5„ (*ЖЦ. = {Q"(x)lv(xf + V (x)lv{x)l'v(x) + 

+ g(x)[2l'J(x)lv(x) + 2l'v(x)2]}x=xj + 

X 

(3 .13) + j [g (x) (x)]" J Ut)(aj + b r ) - l r { t ) д + 

0 

+ 2[о'(х)шй(х) + g(x)io'u(x)j lÁx)(avx + by)-K(x) 

-j-p(x)tw„(x) 

X — X, 

lv(x) (a,,x + bv) — /;(x) 

- i m = О 

figyelembe véve (3. 2). 

Ha pedig xj = xv akkor (3.13) alapján, (3 .10) és (3 .8 ) miatt 

{p(x)sAx)} i '= ,„ = g"(xv) + 4 g'(xv)l'v(xv) + 2g(xv)l'J(xv) + 

(3. 14) + 2 p (xv) l'r (xvf + 2 g (xv) [l'v (xv) (av xv + br) +av—l[l (x„)j = 
= g"(x„) + 4g'(xv)l'v(xv) + 4g(xv)l'v(xvf + 2 g(xr)av. 

Mivel pedig 
u-g «-i 

(3 .15) p'(x) = [ ( l - x 2 ) 2 ]' = _ ( ! + ű ) x ( l - x 2 ) ~ , 

és 

(3. 16) p"(x) = - ( l - x 2 4 [ ( l + a ) ( l - x 2 ) + ( l - ß 2 ) x 2 j ; 

továbbá (3. 2) és (2. 4) alapján 

(3. 17) l'v(Xv) = - ^ l X v ) — + 1 ) X r 

2">n(xv) 1-х2 ' 
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ezért (3. 14), (3. 16), (3.15), (3.17) és (3.10) miatt 

{Q(x)sv(x))'f=Xv = 
a - 3 

(3. 18) = ( 1 — x j ) ~ { — ( 1 + « ) ( 1 — xl)—(1—a)xl—4(1 +afxl + 

+ 4(\+afxl+\+a(\—xl—axl)} = 0. 
A (3. 18) és a (3. 13) a (3. 12) egyenlőségek érvényességét bizonyítják. — 
Ezzel a II. segédtételt igazoltuk. 

Ezek után rátérhetünk az I. tétel igazolására. Legyen n = 2k-\-\ párat-
lan szám és xv (v= 1, 2 , . . r í ) az con{x) = P\"\x) л-edfokú ultraszférikus 
polinom gyökei, továbbá yv és y'j, (v= 1 , 2 , . . . , rí) tetszés szerint megadott 
valós értékek. Az I. és II. segédtétel és (3.1) alapján nyilvánvalóan, ha С 
tetszés szerinti konstans, az 

n n 
(3.19) S,t(x) = Z yvSv(x) + Z y'v'ov(x) + Co)n(x) 

V — l V = 1 

olyan legfeljebb 2/z-edfokú polinom, amelyre egyrészt 

SN(xr) = yv, {ç(x)SN(x)yx'=Xv = yv, ( í '= 1, 2, . . . , rí) 

másrészt viszont n = 2k+ 1 miatt eu„(0) = 0, és ezért az I. és II. segédtétel 
miatt az 

s n ( 0 ) = Z y M O ) 2 
V = 1 

feltétel teljesül. Mivel pedig a (3. 19) kifejezésben С tetszés szerinti konstans 
lehet, ezzel az I. tételt igazoltuk. 

А II. és III. tétel bizonyításához tételezzük fel, hogy n = 2k páros szám, 
xv, (v = 1, 2 , . . . , rí) az wn(x) = Pn\x) л-edfokú ultraszférikus polinom gyökei, 
továbbá y v , y v , ( v = 1 , 2 , . . . , л ) tetszés szerint megadott valós értékek. 

Az I. és II. segédtétel alapján nyilvánvalóan az 
n n 

(3.20) Sn(x)= ZyrSr(x) + Zy*'Mx) 
v=í v=1 

olyan legfeljebb 2/z-edfokú polinom, amely а II. tétel (2.15) és (2.16) egyen-
lőségeinek eleget tesz és a III. tétel (2.18), (2. 19), (2.20) és (2.21) alatti 
kifejezéseivel megegyezik. Hátra van még annak a kimutatása, hogy a (3. 20) 
alatti polinom az egyetlen olyan legfeljebb 2/z-edfokú polinom, amely а II. 
tétel állításainak eleget tesz. Ennek igazolása indirekt úton történik. 

Tételezzük fel tehát, hogy több ilyen polinom létezik, vagyis a (3. 20) 
alatti SK(x) polinomon kívül létezik legalább még egy olyan Qn(x) legfeljebb 
2n-edfokú polinom, amelyre a (2. 15) és a (2. 16) alatti egyenlőségekhez 
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hasonlóan 
Qn(xv) = yv és {ç(x)Qn(x)}J=Xv = y j , ( y = 1 , 2 , . . . , « ) 

és 

»'=1 
Ekkor azonban 

(3.21) &(Xn)—Qr(Xr) = 0; {p (x ) [&(x) -Q . (x ) ]} i r - e r = 0, 

(r=l,2,...,«) 
és 
(3.22) 5„(0)—Q„(0) = 0 

lenne. 
A (3. 21) miatt 

5B (X) — Q„ (x) = w„ (x)g„ (x) 

alakban lenne felírható, ahol gn(x) legfeljebb л-edfokú polinom és n = 2k 
miatt cOn(0) Ф 0, ezért (3.22) miatt 

(3 .23) gn( 0) = 0 

kell hogy legyen. 
Másrészt teljesülnie kell a 

{? ( x ) [$n(x)—Q„ (x)Y)x=xv = {o{x)o>n(x)g„(xjyUXv = 

= {í>(x)ío„(x)}i '=^ n(x r) + 2 {[g (x) (x) + {/(x)w„(x)]^;,(x)},=^ + 

+ q (x„) (on (xv)gn (xr) = 0 (v == 1 , 2 , . . . , rí) 
1+« 

egyenlőségeknek. Ebből, mivel p(x) = ( l—x 2 ) 2 , (3.1) miatt 

g'n(xv) — 0, (y =1,2,...,«) 

adódnék, ami csak úgy lehetséges, ha g„(x) = C. Mivel pedig (3.23) miatt 
^B(0) = 0 kell hogy legyen, ebből az adódik, hogy £"„(X)EEO, azaz 5„(x)=Q„(x) . 

Ezzel а II. és a III. tétel állításait is igazoltuk. 
А II. és III. tételből egy fontos következmény adódik, amelyet а IV. 

tétel bizonyításánál fel fogunk használni. 

K ö v e t k e z m é n y : Ha r(x) egy tetszés szerinti, legfeljebb 2n-edfokú 
polinom, akkor 

n n 
(3.24) r(x) = 2 r(xv)Sr(x) + 2 {Q(x)r(x)}'x'=Xvov(x) + Ccu „(x), 

V=1 v=1 
ahol 

(3.25) С = ^ \ г { о ) - ± ф х Ш о ) \ 
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B i z o n y í t á s : Legyen ugyanis 
n n 

(3 .26) R(x)=r(x)-2 r(xv)Sr(x)-2 {Q(x)r(x)}'J=Xvçv(x), 
v=í v=l ' 

akkor nyilván (3.6) és (3. 11) miatt 

#(*,) = 0, ( / = 1 , 2 , . . . , « ) 
és ezért 
(3 .27) R(x) = m„(x)gn(x) 

alakban írható, ahol gn(x) legfeljebb n-edfokú polinom. Viszont (3. 26), (3. 27), 
(3.12), (3.7) és (3. 1) miatt 

{о(х)/?(х)}/Ц = 0 = 2o(xJ)oj'll(xJ)g'n(xj), (y = 1 , 2 , . . . , « ) 

ami csak úgy lehetséges, hogy g'n(x)=0, azaz g„(x)=C, vagyis (3.27) és 
(3. 26) miatt 

n n 
C(On(x) = r(x) — 2 r(Xv)Sr(x) — 2 {e(x)r(x)}í'=Xvov(x), 

V — \ V=1 

ez pedig a (3. 24) alatti kifejezés. А С konstans (3. 25) alatt megjelölt értéke 
pedig következik a (2. 19) és (2.21) kifejezésekből. 

Hátra van még annak a kimutatása, hogy ha а II. tételben a (2. 16) 
alatti egyenlőség fennállását nem követeljük meg, és keressük azt a legfeljebb 
(2«—l)-edfokú S*(x) polinomot, amelyre a (2. 17) egyenlőségek érvényesek, 
akkor könnyen kimutatható, hogy ilyen S*(x) polinom általában nem létezik. 

Válasszuk ugyanis az у értékeket a következő módon, ha v egy fix 
egész szám, amelyre l ^ v ^ n , 

10, ha гфк 
yk = 0 és j h a v = k ( £ = 1 , 2 , . . . , « ) 

és keresni fogjuk azt a legfeljebb (2« —l)-edfokú S*(x) polinomot, amelyre 
egyrészt 

(3.28) S;(x*) = 0, ( £ = 1 , 2 , . . . , « ) 
másrészt 

10, ha кфг 
(3.29) { о ( х ) З Д } " = j , ^ ( £ = 1 , 2 , . . . , « ) . к 
А (3. 28) miatt 

1, ha £ = 

5*(x) = con(x)gn-\ (x), 

ahol g,,-i(x) legfeljebb (« —l)-edfokú polinom. Ebből viszont (3 .1) miatt a 

{e(x)S:(x)}; '=^ = 2 о (xfc) (o'n (xk)gí 1 (xfc) = 0, 

(£= \,2,...,v-\,v+l,...,n) 
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csak úgy lehet, ha g l_ i (x)=0. Ha azonban gr,'l_1(x)=0, akkor (3. 1) miatt 

{Q(x)si(x)}'x'=xv=2ç(xv)w'n(xv)gn-i(xv) = 0 

és nem eggyel egyenlő, azaz a (3.29) egyenlőség nem teljesülhet. Ezzel 
állításunkat igazoltuk. 

4. §. A másodfajú alappolinomok becslése 

A IV. tétel bizonyításához szükség lesz a másodfajú alappolinomokra 
vonatkozó egy becslésre. A becsléshez pedig bebizonyítjuk a következő segéd-
tételt. 

I II . s e g é d t é t e l . A — 1 < х < + 1 intervallumban érvényes a következő 
egyenlőtlenség 

1 " 1 " 9 Y 
(4.1) V(x)m —Ц _ 2 ; — 

1 — X 1=1 1—xv ^ = 1(1—xí.) 
ahol 

(4. 2) Л„(х) - ( l - ( x - x . ) j / r(x)2 , íV(x) = (x—х„)/„(х)2, 

és lr(x) a (3. 2) alatti kifejezés. 

B i z o n y í t á s : Az w„(x) ultraszférikus polinom x r , ( r = 1, 2 , . . , , «) 
gyökeire ugyanis a definíció miatt 

V(xr) = 0 és V'(xr) = 0, 1 , 2 , . . . , « ) . 

Ez azt jelenti, hogy a V(x) függvénynek a — 1 < х < + 1 intervallumban 
legalább 2n nulla helye van az xv gyökökön. Ha tehát volna egy olyan g 
pont a (—1, + 1 ) intervallum belsejében, ahol V(£)<0 lenne, akkor mivel 

lim V(x) = + o o , a függvénynek volna legalább még egy, azaz összesen 
И - + 1 - 0 

legalább (2« + l ) nulla helye a (—1, + 1) intervallum belsejében. A Rolle-
féle tétel miatt ezért a V(2n>(x) függvénynek lenne legalább egy nulla helye 
a ( — 1 , + 1 ) intervallum belsejében. Ez azonban ellentmondásra vezet, ugyanis 
egyrészt a (4.1) alatti definíció miatt, másrészt mivel a — 1 < х < + 1 inter-
vallumban 

ezért a — 1 < х < + 1 intervallumban 

V ( x f n > = { ( l - x 2 r 1 } ( 2 n ) > 0 . 

Ezzel a III. segédtételt igazoltuk. 
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K ö v e t k e z m é n y : Ha a> 0, akkor mivel az <on(x) ultraszférikus poli-
nomok ortogonális rendszert alkotnak a + 1 intervallumban, ezért 
(4.1) és (4.2) alapján 

i i 

( o - x T - 1 ^ ± — 1 — 2 f / „ ( x ) 2 ( l - x 2 ) V x . 
J v=l \—XV J 

- 1 - 1 

Mivel pedig (lásd S Z E G Ő [ 1 5 ] 3 4 3 . O.) 

( 4 . 3 ) 
1 

Г ( л + 1 ) Г ( « + 2а + 1) ( l - x > + ( x „ ) 2 ' 

7 = 1 , 2 , . . . , « ) 
ezért 

(4 41 f í l - х 2 У 1 dx > 22 e + 1 + у 1 ; 1 ' Г ' " Г(П + 1)Г(« + 2A + \)ÉI ( 1 - х 2 ) 2 о + ( х / • 

Könnyű bebizonyítani (lásd pl. N A T A N S Z O N [ 1 6 ] 3 1 2 . 0 . ) , ha ß> — \, y> — 1, 

akkor minden természetes « számra 

(4 5) Г 7 + 1 + А + У ) 

ahol d csak а ß és у értékétől függő állandó. 
A (4 .5 ) alapján az ismert P ( x + l ) = x P ( x ) összefüggés figyelembe 

vételével 

Г(« + 1 )Г(« + 1 + 2 a ) 1 Г ( « + 1 + « + ! — « )  
<4 б ) Г(п +1 + AF Л+1 Г(«+1+а) 

Г ( « + 1 + 2 а )  
" Г ( « + 1 + а ) < ű b 

Ez a becslés lényegében pontos, mert, ha к olyan fix egész szám, amelyre 

1 - 1 

к — a > — 1 es a > —, 

Г ( « + 1 + А ) 2 

( 4 7 ) Г ( « + 1 )Г(« + 1 + 2 а ) 

Г(«+1+а) 1 Г(п+\+2а + к—д) 
~ Г ( л + 1) '(n + k + a)---(n+\+a) Г ( л + 1 + 2 а ) 2 ' 

ahol dx és d, csak az a értékétől függő konstansok. 
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A (4. 4) és (4. 6) alapján 

n J 

v—l (1 — xr) (On(Xv) 

ahol d3 ismét csak az a értékétől függő konstans. 
Ezek után rátérhetünk a másodfajú or(x) interpolációs polinomokra 

vonatkozó becslés igazolására. 

IV. s e g é d t é t e l . A — 1 + s ^ x ^ l — e intervallumban, ahol 0 < « < 1 
(s egyébként tetszés szerinti), érvényes a következő egyenlőtlenség, ha « > 0 

(4 .9) ( л = 2 , 4 , 6 , . . . ) 
V=l IIn 

ahol ov(x) a (2.21) másodfajú interpolációs alappolinomot jelöli és c7 (a ké-
sőbbiekben Cj,j— 1 , 2 , 3 , . . . is) csak az a és s értékétől függő konstans. 

B i z o n y í t á s : A (2.21) alapján 
X 

I ( 1 - Ä M I - J = | S L ± I 

(4.10) 0 

/S I £ £ f ^ 
( K f e l - y l»rl<

1-2") 

A — l - f g ^ x ^ l — e intervallumban, ha O^t^x, vagy x^t^O, akkor 
a a a 

(l—ty^íl—xY^s* és \t—Xv\>~, ha \xv\^\ — y , ezért a 

Schwartz—Bunyakovszkij-féle egyenlőtlenség felhasználásával, majd az össze-
gezést minden v indexre elvégezve 

X 

<°n(x) , . - K Q Ú 1 y . 1 f K ( 0 \ 
1= 2 Ut-Xv\at = 

0 

S§C,K(X) | 2 J , , ,2 ( M O I O - Í 2 ) 2 ^ 

0 ~ *r) ®„(X„) J 

1 

= Co|tu,i(x)| j f con(f)2(l— R f d t l щ  
[J • ) v=l 

(1 -XvTcO^Xv)- -
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Ebből (2.7), (2.6), (4 .4) és (4. 6) alapján a — 1 + e 1 — г intervallumban 

(4.11) 
2 n 

£ О I S 1 
Ha pedig | х „ | < 1 — a k k o r 1 — x ; > í l l — -^-1 és azért a — 1 + e ^ x ^ 

s i — s intervallumban a Schwartz—Bunyakovszkij-féle egyenlőtlenség fel-
használásával, 

!«>,(*) 1 2 1 

2 £-0-xlf\co'n(xv)\ 
lv(t)dt 

Ы < 1 - | - 11 о 

1 

^ C 5 | Ö > K ( X ) I £ I - J - T T T j \ i v m i - f ) a d t \ 
F=I con(xv) ( j ) 

- í 
í 

I Cr, CO, Î n -J n г 
Z - t Z y - Z lv(t)2(l t2)"dt 

Ebből pedig а (2.7) , (4.3) , (4.4) és (4 .6 ) alapján, mivel (1— х?,)<1, 
( г = 1 , 2 , . . . , л ) 

|o>n(x)| 1 
(4.12) = 

egyenlőtlenség adódik a — — s intervallumra vonatkozólag. 
A (4.10), (4.11), és (4. 12) a IV. segédtétel bizonyítását adják. 

5. §. Az elsőfajú alappolinomok becslése 

Az elsőfajú alappolinomok becsléséhez szükségünk lesz a következő 
segédtételre. 

V. s e g é d t é t e l . A —1 < x < + 1 intervallumban igaz a 

(5 .1) 

egyenlőtlenség, ahol lv(x) a (3 .2 ) alatti kifejezés és a> — 1. 
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A segédtétel bizonyítása szerepel BALÁZS [ 1 7 ] dolgozatában. A bizonyí-
tás módja E G E R V Á R Y — T Ú R Á N [18] alatti dolgozatában található meg és meg-
egyezik az I. segédtétel bizonyítási módjával. 

Az (5. 1) alatti miatt 

V(x„) = 0, (v=l,2,...,«) 

és (2.4), (3 .2) miatt pedig 

20+a)x, 1 co':(xv) ( 
{ v) (1 - x l f (l-xl)1+a • oo'n(xr) U'  

Ez azt jelenti, hogy a l/(x) függvénynek a — l < x < - f 1 intervallumban 
legalább 2n nulla helye van az xv gyökökön. Ha tehát volna egy olyan í, pont 
a (—1, + 1 ) intervallum belsejében, ahol V(§)<0 lenne, akkor mivel 

lim Е(х) = + о о , a V(x) függvénynek volna legalább még egy, azaz össze-

sen legalább (2л + 1) nulla helye a (—1, + 1 ) intervallum belsejében, s akkor 
a Rolle-féle tétel miatt V(2n)(x) függvénynek lenne legalább egy nulla helye 
a (—1, + 1) intervallum belsejében. Ez azonban ellentmondásra vezet, ugyanis 
egyrészt az (5. 1) alatti definíció miatt, másrészt mivel cc> — 1 és a — 1 < х < + 1 
intervallumban 

ezért a — 1 < х < + 1 intervallumban 

V(x) ( 2 n ) = {(1—x2)~1-a}<2n)>0. 

Ezzel az V. segédtételt igazoltuk. 
Az (5.1) alatti egyenlőtlenséget a következő alakban is írhatjuk: 

n /1 v2Yl+a 
(5 .2 ) 2 1 H M W ^ l . 

r=l V1 — x r j 

A IV. tétel bizonyításánál fel fogjuk használni a következő segédtételt: 
VI. s e g é d t é t e l . A — — s intervallumban, ahol 0 < £ < 1 

(s egyébként tetszés szerinti), érvényes a következő egyenlőtlenség, ha a^O 

( 5 . 3 ) ( « = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 
]/« v=l 

ahol lv(x) a (3. 2) alatti kifejezés. 

B i z o n y í t á s : Érvényes A következő egyenlőség (lásd pl. FEJÉR [ 2 ] ) 

oj"(Xv) 
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ezért (2. 4) miatt 

v=l v—\ 1 Xv 

= 2 ( « + l ) { 2 + 2 } - = 2 ( e + ! ) { & + &}• 

Mivel | x r | < l és « ^ 0 esetén ( 1 — х 1 ) " ш 1 , továbbá a — 1 + s ^ x ^ l — s 
intervallumban (1—x 2 ) 1 + "^s I + ° , ezért és továbbá (5 .2) miatt 

(5 .5) I S i | = g n _ i 2 / t V 1 + a Ш 2 ^ с 8 п * 2 [ ^ Т а 1 г ( х ) * Ш с * п К 
\x-xvmn-i ( 1 - х , ) r=i U — x j 

Ha pedig | x — х „ | > л 2 , akkor | 

l&l ШгСо)п(х)2 2 / t 2 
, 'n - i 0 — x v ) a ) ; ( x v ) 

és ebből (2.7), (4 .8) miatt, mivel ( 1 — x t ) < 1, (r = 1, 2 , . . . , л) 

(5 .6) 

Az (5. 4), (5. 5) és (5. 6) а IV. segédtétel bizonyítását adják. 
Most rátérünk az elsőfajú alappolinomokra vonatkozó becslés igazolá-

sára. Ehhez azonban a (2.19) alatti s„(x) elsőfajú alappolinomokat más alak-
ban írjuk fel. 

Igaz a következő egyenlőség 

n(xv) J t — Xr (On(Xv)J V ' 
m  
со 

(5.7) 

+ -
со 

h,jx) С(avxv + br)lr(t)—i;(t) dt 

n{Xv) J t Xv 
0 

Figyelemmel a (3. 10) és (3.17) kifejezésre 
X 

con(x) '(avxv + bv)lv(t)—/;(t) 
W n ( X r ) 

0 
t — Xr dt= 

conjx) [2 (a + 1 )Xrlr(t) — 2 ( 1 — x l ) U ( t ) ^ = 

2(1 — Xv)(OÚ(Xv) J *—xv 0 

7 III . O s z t á l y K ö z l e m é n y e i X I / 3 
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-х„Лсо'(хЛ J i — X r 2(\—Xr)C0'n(Xr) 

+ 2(t2—\)l'v(t) + 2(a+\)tlv(t)}dt = 

I —X^CO^X,,) 9 (1 —Хг/шЦХ,,) 

X 

(I—хЛсоЛх,,,) d (1—х;)ю; г(х г) (1—х;)о/;,(х„) 

Мх) Г —2(1—/2)/;(0+2(®+ !)//,,(о d t 
—ХГЛсоЛхЛ t—х>-2(1—Xy) (o ' n ( x v ) 

Ebből а (3 .4) differenciálegyenlet alapján 
X X 

ttfn(x) Г (aXy + bv)lv(t)—lv(t) d t (« + l)co»(x) Г/ 
œi(Xv) J f — ( 1 — 4 ) с о Л х „ ) J 

0 0 
Ж 

_ co„(x)(x + xy) Ц х ) + c o ( x ) x r l ( 0 ) + co ;(x) Г л +  

( Î — X ; ) Í » ; ( X , . ) (1—х;)а»;Дхг) ( L — X ; J O J ; , ( X V ) D 

X 

2(1—х;,)ш„(х„) j 

X 

_(а±1KW f f ( 0 < / , _ «*(*) (* + * - ) ; хуоои(х) " 
(1—х;)о»;(х.) ( i — х 2 ) « ; Ы 

-хг)«/„(х5.) 4 ( 1 - х ; ) с»; (х„) J 2 ( 1—x;) « ; (х„) 

«„(x) 

(1—х 2 ) / ; (х )— 

2(1—x 2 ) со; (х„) 
/ ; ( 0 ) + п "?<*>, " i f * ] , J w ä t -

( Î — X ; ) Û > ; ( X „ ) ( Í — X R ) ( 0 N ( X R ) D 

x 

(cz+l)cOn(x)x ( g + l ) c o „ ( x ) f 

( 1 — х 2 ) « ; ы (1—x 2 ) co ; (x v )d 
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n(n + 2 « + l ) (Qnjx) [хУ + ( « + 1 ) х ] ю „ ( х ) ^ [ 

2 (1 —Xr)co((xr)J 1 (I—Xr)coH(Xv) 

+ x r ( , " ( x ) Ц0) + ( l - * W ) -
(\—xv)(On{xv) 2(1—x;)w,J(x,,) 

x 
(Onjx) ,, / n 4 l «(« + 2 a - f l ) ю„(х) 

, . 2 \ 

n(„ + 2 « + l ) от (x Г 
4 ( 1 — X y ) ( o H x v ) j 

0 
2 ( 1 — x v ) w ' n ( x v ) 2 (\—xv)(o'tl(xv) 

Mivel pedig (3. 2) alapján 

. _ (x—x y ) wj, (x)—t»n (x) 
m'JXr) (x—xvf ' 

ezért az előző egyenlőségből, figyelemmel arra, hogy n = 2k miatt w„(0) = 0 

X 

(»n (x) f (avxv + by) ly (t) — к (t) d t = _ [Xy + (a+ l)x]co„(x) l ^ ^ 
w ч 

0 
'n(Xr)J t—Xy (1—xl)(o^Xy) 

( 5 8 ) + (1 x > ; ( x ) ^ I x 2 

(1—ху)ю»(х г) 2(1—Xy)co'n(Xy) 2(1—x,,) 
X 

con(x) . 2 «(« + 2 « + 1) £0K(x) 

2(1—Xr)<ün(0) 

л(л + 2 « + 1) « / ( x ) Г iv( t )dt . 
Z (1— Xy)(Oj(Xy) J 

Ezek után (5.8), (5.7) (2. 19) alapján az sv(x) elsőfajú alappolinom a követ-
kező módon írható fel: 

sy(x) = l y ( x f + a y ^ \ u t ) d t - / „ (* ) + 
®« W J ( 1—x„) (x r) 

0 
х„(ы„(х) . (1—х2)ю«(х) , V ( 1 - х 2 ) 

(5.9) + / (0) -j- v . / V /
 + V ' (1—xl)œ'n(xy) V ' 2(1 -x2y)a>:(xy) V 7 2(1—Xy) V У 

çonOç) «(« + 2 ß + l ) M x ) _ Г 
2(1—Xv)ß>n(0) v 2 ( l -4)« ; (Xr)J 

0 
( r = 1 , 2 , . . . , « ) 

ahol az av konstans a (2. 20) kifejezés. 
Ezek után az elsőfajú sv(x) alappolinomokra vonatkozó becslést el tudjuk 

végezni. 

7 » 
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VII. s e g é d t é t e l . A — s intervallumban, ahol 0 < « < 1 
(s egyébként tetszés szerinti), érvényes a következő egyenlőtlenség, ha « > 0 

(5. 10) 21 Sr(x) I с,ьп\ (n = 2 , 4 , 6 , . . . ) 
r= l 

ahol sr(x) a (2.19) alatti elsőfajú alappolinom. 

B i z o n y í t á s : A segédtétel állításának igazolásánál a (2.19) alatti 
Sv(x) elsőfajú alappolinomok (5. 9) alatti kifejezését használjuk fel. 

A következőkben mindig támaszkodunk arra a tényre, hogy | x , , | < l , 
( y = 1 , 2 , . . . , л ) ; a — — « i n t e r v a l l u m b a n (1—x2) + « és « > 0 . 
Ezeket a tényeket szem előtt tartva, igazak a következő egyenlőtlenségek: 

Az (5. 2) alatti egyenlőtlenség miatt 

n n ( 1 v2A 1+« 
(5.11) = h — n i Ц х у ш с и . 

V—l v=l V ' %vj 

Figyelemmel az av konstans (2. 20) alatti kifejezésére 

£0, .(*)! 2 
\av\ 

é l К ( Л 1 
J/v(f)dt 

1 ^iv(t)dt 

Az egyenlőtlenség jobboldalán egy konstans szorzó tényezőtől eltekintve a 
(4. 10) alatti kifejezés áll, s ezért a (4. 9) egyenlőtlenség miatt 

(5.12) l®»(*)l 2 I M 
r=l \0)n\Xv)\ 

lv{t)dt 
1 

= С131г=-Vn 

A Cauchy-féle egyenlőtlenség alkalmazásával (2.7) , (4 .8 ) és (5. 11) miatt 

(5 .13) 

^ |xv + ( « + l ) x | K ( x ) | I, . <  7 . 71 271 77 Ti 1 'ЛЛл = 
é í ( I — x r ) | » ; ( x „ ) | 

= Си I (On (x) I 2 
1 

és ugyanígy 

(5 .14) 

él (1—x/)~ (»! (xvy él 

xv 11 (On (*) I 

2<Щ 
í 

К « ' 

1 

éi ( i - x l ) i og(xv)I |/,,(0)|-Cl51/„ • 

Figyelemmel a (2.5) egyenlőségre, majd a Cauchy-féle egyenlőtlenség alkal-
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mazása után (4.8), (5 .11) és (2 .7) miatt 

1 ( 1 - X 2 ) K ( X ) [ " 

2 2 
( 5 . 1 5 ) 

él (1 — Xv)\o)'n(xv)\ 
\ ш \ 

I — n x w n ( x ) + (n + a) C0n-1 (x) I 

é i ( l — x v ) \ w ' n ( x v ) \ 
\Цх)\шс1ЁУп К 1 1 

é l ( 1 — ( x , . ) ' =
 c " Vn. 

y=1 

Mivel a feltétel szerint « > 0 ezért (5 .2 ) miatt 

( 5 . 1 6 ) 
1 " 1—x£ 

Ö - 2 Ó — - M x ) 2 = c * 2 f - Y Цх)Фс№. 
v=\ i — x v v i — x v ) 

1—x2V+ a 

A feltétel szerint n = 2k páros szám, ezért (lásd pl. S Z E G Ő [ 1 5 ] 8 0 . és 1 6 6 . 

o.) (4 .5) miatt 

1 7 ч I ® n ( 0 ) I = I P « A ) ( 0 ) I = 
( 5 . 1 7 ) 

' (n , 1 \ 
Г(2а+\)Г(п + сс+\) 
Г ( а + 1)Г(л + 2 « + 1 ) 

2 1 2 
n 

~2 

>Ci9«"a 

i n , 1 \ 
2 + a — 2 

n 
T 

>С20Л 1 

Az (5.17), (2.7), (5 .2) és a > 0 miatt 

K 7 ) l / 1 , /ПЧ2<„ 
91, , /YYV I 2 7 2 M U ) = C21 • 
2 I Ct>B(U) I ^ \—x v 

(5. 18) 

S végül (2.7), (4. 10) és (4. 9) miatt 

(5.19) о 7 ) 1 2 - 1 T i — 2 \ i , , >, 
é i (í—x r) |w, ' ,(x„)i 

ШС22П 

Tekintve az s,,(x) elsőfajú alappolinomok ( 5 . 9 ) alatti kifejezését, az 
(5 .11)—(5.19) egyenlőtlenségek igazolásával bebizonyítottuk a VII. segédtétel 
állítását. Ugyanis a 

[xv + (a+ 1 ) x] (On (x) 
± \ s v ( x ) \ ^ ± \ l v ( x f + F l r ( t ) d t 
v=\ r=l ( Wn^Xr) J 

0 
xv(on(x) 

+ 

+ 
+ 

(1—xl)w'n(xv) 

(0„(x) 
2 ( 1 — x ; ) « „ ( 0 ) 

Ц0) 

Ц 0 ) 2 

+ (1-—X2) oj'n (x) 
2(1-— Xr)ojá(Xr) 

Цх) 

( i—x„)Ö>«77 

1 - х 2 

Цх) + 

о Цх)2 + 
2 ( 1 — x 2 ) V ' 

, л(л + 2 « + 1 ) (On(x) 
1 2 (1—xl)(o'n(xv) 

egyenlőtlenség jobb oldalán álló valamennyi tag felső becslését megkapjuk az 
(5 .11)—(5.19) egyenlőtlenségekből. 
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6. §. A Jackson-féle közepekre vonatkozó segédtételek 

A konvergencia tétel bizonyításához a Jackson-féle közepekre vonatkozó 
két segédtételre lesz szükség. 

Legyen cp{ß) 2 л szerint periodikus függvény, akkor a hozzá tartozó 
Jackson-féle közép (lásd JACKSON [24]) 

í • t—s-Y 
Sin Л —7Ï— 

V 
. t - i ) 

Sin —7Г— 
dt, 

—Л 

vagy mint ismeretes a Jn(&, 9>) alternatív formája 

л ¥ 

(б- 2) M*l J + + Ä 
о 

és ismeretes az is, hogy 
л ¥ 

6 
(6.3) 1 л : л ( 2 л 2 + 1 ) 

Az itt közölt segédtételek lényegében ismertek, bizonyításukat a teljes-
s é g kedvéért közöljük. A bizonyítás módja egyébként megtalálható T Ú R Á N — 

BALÁZS [ 7 ] dolgozatában. 

VIII. s e g é d t é t e l . Ha cp{ü) 2л periódusú differenciálható függvény 
és q>'(&) £ Lipj/ju, ahol akkor 

ahol а К konstans az n értékétől független. 

B i z o n y í t á s : A (6.2) és (6 .3) alapján 

л ¥ 

л : л ( 2 л 2 + 1 ) 
о 
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és ebből a Lagrange-féle középérték tétel alapján 
7t 
~2 

3 Cnií , ч , , , , , isin ntY 
(6 .4) M S ) = я я ( £ + 1 ) J 

0 

ahol 

(6 .5) és 8—2 t ^ t 2 ^ 8 . 

A feltétel szerint <p'(t) £ Lip3f ezért (6.5) miatt 

(6 .6) I p ' C O — = 
ezért 

71 1 TC 

<6.7 , M . W I S - ^ n , - § ( ; + / ( . 
о • 0 i_ 

n 
ahol Ко az n értékétől független konstans. 

Figyelembe véve, hogy | s i n n f | ^ l , jsin nt\ g « [ s i n t\ és a O ^ í f ^ i 
2 

intervallumban s i n f ^ — t, ezért a (6.7) egyenlőtlenségből 

л 

n CD 

к 

A továbbiakban szükségünk lesz a következő ismert tényre: Ha az f ( x ) 
függvény differenciálható a — 1 ^ x ^ + 1 intervallumban és ebben az inter-
vallumban f ( x ) Ç ЫрмИ, ahol O c p ^ l , akkor ha x = c o s # és 

(6.8) 9(8) = / ( c o s 8), 
akkor a 

(6. 9) = —/ ' (cos 8) sin 8 

függvény is a Lip p függvényosztályba tartozik, esetleg más M együtthatóval. 
Ugyanis 

'd<p \ í dcp ^ 
d 8-}<>=»' \d8 

= I — / ' ( c o s 8') sin 8' + / ' ( c o s 8") sin 8"\ = 

= [sin 8"{f'(cos8") — / ' ( c o s £ ' ) } + / ' ( c o s # '){sin 8"— sin ^ 

| / ' ( cos 8")—f'(cos + AÍ0|sin 8"— sin 8'\, 

ahol M0= max | / ' (x) | . 
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Mivel pedig a feltétel szerint 

| / ' ( c o s # " ) — / ' ( c o s # ' ) | ^ M | c o s 9" — c o s ^ - ' f ^ M l ^ " — 
és 

Ha \9"— 9'\<\, akkor 

I sin 9"— sin 9'I ^ I 9"— 9' I" < 21 9"— 9' IM, 

ha pedig 1, akkor 

I sin '—sin | 21 Г. 

Ezek után nyilván 

(6. 10) d<SP 
í/,7 \d 9 

ahol Afi = max {M, 2AÍ0}, azaz a ^ függvény valóban a Lip p függvény-

osztályhoz tartozik. 
Mivel a (6.8) alatti cp(9) függvény páros, ezért a hozzá tartozó Jn(9; cp} 

Jackson-féle közép (2«—2)-edrendü tiszta cosinus polinom, azaz a 

/„(arc cos x; <jp) = yi2n-2(x) 

egy (2л—2)-edfokú racionális polinom és 

7t_ 
~2* 

mn--2(x) = + J { y ( a r c cos x + 2/) + 9>(arc cosx—2/)} ( y j y ) ^ 

(6.11) 0 

А VIII. segédtétel alapján az előzőek miatt a — 1 ^ x ^ + 1 intervallumban 

(6.12) | я г 2 и - 2 (х ) - / (х ) l s i ' - Д г . 
A (6.11) kifejezést differerenciáljuk x szerint 

5Т 
¥ 

(6.13) 0 

V dll Ju=atccosx-2t) V S i n / ) 
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ebből, mivel (6. 9) miatt 

(6.14) max d ( p 

dS 
max 

df (cos S) 
dS rS max \f'(x)\ = Mo 

és (6.3) miatt a — 1 < х < 1 intervallumban 

(6.15) I Л~2м-2 (x) j Зэ 
Mo 

У 1 - х 2 ' 

А (6.13) kifejezést írjuk át a (6.1) kifejezéshez hasonló alakban. Ezt meg-
tehetjük megfelelő helyettesítések után, kihasználva а 2лг szerinti periodicitást 
és a következő (6.13) kifejezéssel ekvivalens kifejezést kapju к 

Л+-2 (x) = — 
- X 2 J 2 я : л ( 2 л 2 + 1 ) 

Differenciáljuk ezt ismét x szerint, akkor 

dcp(t) 
( . t—arc cos x \ 
sin n 

dt t—arc cosx 

— 3 
- Г 

I ( l - x 2 ) 3 / J 
d<p(t) 

2УТП(2П2+\) ( 1 — x2)% J dt 

-7t 

d(p(t) 

sin 

/ . t—S\ 
sin n — 

. t—S-
sin 

dt. 

dt + 

7in( 2 л 2 + 1 ) 1—x2J dt 

' . t—S\ 
sin л — — 

2 
s 

V 
. t—S sin 2 

. t—S t—S . t—S t—S 
n s in—=—cos л — sin л — ^ — c o s — д — 

sin- -
t—S 

2 

dt. 

Ezen kifejezésből megfelelő helyettesítések után, felhasználva a 2 n szerinti 
periodicitást, a (6. 2) kifejezéshez hasonlóan, а я%п.2(х) kifejezésre a követ-
kező alternatív egyenlőséget kapjuk 

л.2п-2(х) = 
я 
2 " 

У Г Л ( 2 Л 2 + 1 ) ( 1 — X : 
_ f i [ d j M \ , \d<p(.u)\ ! (stont) d t I 
: 2 p J j I du U M ^ l du JuM 1 I s i n t ) 
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ÍTrt(2/Z2 + 1) 
1 f j К у И {d<?(u)\ 

1—x2J ( 1 du )u=&+21 l du Ju=& =&-21 : 
s i n n n cos nt 

• . n . , dt— 
sin t sin f 

Vt_ 
¥ 

1 _ f i (dcp{u)\ íd(p(uj\ \ ísin ni 
лп(2п2-\-1) T - x 2 J I { du ) n M 1 du ) u M \ l s i n í J c { Z t d t l 

0 
(6 .16) = U i (x) + w> (x) + «3 (x). 

А лг2п-з(х) (6 .16) alatti kifejezésére támaszkodva a következő segédtételt 
bizonyítjuk be: 

IX. s e g é d t é t e l . A — 1 < х < + 1 intervallumban a (6 .11) alatti 
л>п-2(х) polinomra vonatkozólag érvényes a következő egyenlőtlenség 

(6 .17) Mo di 
(1—x2)"'» ' ( 1 - х 2 ) 

\z n értékétől fügi 

B i z o n y í t á s : A (6.16), (6 .14) és (6 .3) miatt 

ahol Mo= max | / ' ( x ) | , és d7 az n értékétől független konstans. 

л ¥ 
(6 .18) | л , (х) |^АГ> 

(1 —X2)'/' т г / г ( 2 л 2 + 1 ) J V sin í f í í 
J Isi 

sin nt 
dt — Mo ( 1 - х 2 ; 

A (6.16) alatti í/2(x) és u3(x) kifejezéseket a következő módon írjuk fel 

u2(x) = -
1 

л ; ( 2 л 2 + 1 ) 1 - х 2 

i_ IL 
« 2 

Í+JI 
0 1 

dcp{u)\ ( dcp(u)\ j 
du )u=&+2Í l du ) u=&-2t j 

(6. 19) 
cos nf sin nt 

sin f V sin í ^ ( 2 n 2 + l ) ' l — x 2 f / l + /2^' 

es 
A iL 
~n ¥ 

"з(х) : 

(6. 20) 

1 
л : л ( 2 л 2 + 1 ) 1 - Х 2 

sin nt 

Г , f j í ^ ( Ö ) {dyfuA 
J ^J 11 du ) =9+2í V dU )u=ö- 2 
О 1 

sin t 
ctg tdt 

1 
л п ( 2 п 2 + 1 ) 1 - х iRa + A]. 
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A (6.10) alatti egyenlőtlenség miatt, mivel | c o s n / | ^ l , | sin л / | ^ n |s in és a 

0 -
' 2 

2 
intervallumban I sin /1 ̂  — t, ezért 

rr 

71 

(6.21) 6 L _ | / . | < ® [ p - i - r F d t ^ d v n . ^ — 
V я " ( 2 л 2 + 1 ) 1—х- я, (2 ri21—x2J n a z = a * n 1—x 2 ' 

0 

ahol di, illetve d> az n értékétől független konstansok. Teljesen hasonló mó-
don nyerhető a 

< 6 ' 2 2 > ^ л ( 2 л 2 + 1 ) 

egyenlőtlenség, ahol d3 ugyancsak független n értékétől. Viszont (6.10) miatt 

és mivel | c o s « / | ^ l és | s i n « / | ^ l , és a 0 -U ' 2 

2 
intervallumban I s i n / t ^ — t , 

n 
ezért 

со 
1 

( 6 - 2 3 ) яг(2л2 + 1 ) ' 1 - х 2 ' / 2 1 - л : ( 2 л 2 + 1 ) ' 1 - х 2 . 1 ' — 1 _ X 2 -

Ugyancsak teljesen hasonló módon nyerhető a 

тгл (2 л2 + 1) 1—x2 ' * = 1—x2 

egyenlőtlenség. А 4 és da konstansok itt is függetlenek л értékétől. А (6.18)— 
(6.24) kifejezések а IX. segédtétel igazolását adják. Ezek után rátérhetünk 
а IV. tétel bizonyítására. 

7. §. A negyedik tétel bizonyítása 

A (6. 11) alatti (2л—2)-edfokú polinomot (3.24) mia t t a következő mó-
don írhatjuk fel 

n n 
(7. 1) ЛГ2„-2(х) = 2 7l2n-2(xvn)svn(x) + 2 {P (*)7l2n-2(*))'x'=xvn Oyn (*) + /n 0)n(x), 

r=l v—1 
ahol y„ konstans a következő 

I [ « i 
трут л:2п-а(0)— 2 nbi-2(xv n)lv„(0)2[ . WH(0)( v=1 

a-3 
A (2.18) alapján, ha yvn = /(x„„) és y'v'n = а(]/л) (1—x2„) 2 , (v= \,2,..., n; 
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n = 2, 4, 6 , . . . ) , továbbá (7.1) miatt 
n 

I / (x ) — Su (x ; / ) | ̂  | /(x) — Л2п-2 (X)| + Z l Xlln-2(xv,) —f{xvn) i I Svn (x) I + 
V=1 

+ V 
a-3 

{o (x) JT2n-2 (x) } « „ „ — tf (F Л) (1 —x2„) 2 \avn(x)\ + |-/11w,1(x)[. 

Ebből (6.12) és (5.10) miatt a — — s intervallumban 

(7.2) 
| / ( x ) - S „ ( x ; / ) | =| + 

a-3 
+ 2 {ç(x)xc2n-2(x)}'xLXvn— o(\fn) ( 1 - х 2 я ) 2 Io„„(x)| +1/„cu»(x)|. 

Nyilván 
a-3 

2 {i>(x)yr2n-2(x)}iU„— o(\fn)(\—xf.„) 2 аги(х)У 

n n 
(7.3) ^ ^ \ç"(xvn)iT-în--2(xvn)\\ovn(x)\ + 2^\Q'(xvn)yi2n-2(xvn)\ IOyn(x)I + 

r=l V=1 

a-3 
+ ^ |с"(хта)уг2 '„-2(х^)| |с7„и(лг)| + «) ^ (1 — x2„) 2 I ovn(x) | == 

V=\. v=l 

^Ui + U2+U3+U4. 
1+a a-3 

Mivel ? (x ) = ( l — X V , ?"(x) = — ( 1 — x 2 ) T { ( l + ß ) ( l - x 2 ) + ( l—a 2 )x 2} és 
(6. 12) miatt а — 1 ^ X ^ + 1 intervallumban |УГ2п-2(Х)| ^ K4, ahol K\ az n 
értékétől független konstans, ezért a — 1 + s ^ x ^ l — s intervallumban (4.9) 
miatt, mivel a > 0, 

n a-3 -i 
(7.4) TA c24 2 (1 - x l n V I o v n ( x ) 

v=í 
a-1 

l/rí 

А р ' ( х ) = — ( 1 + ю)х(1 —x2) 2 és (6.15) miatt (4.9) alapján 

(7.5) 
n a-3 i 

í/o^Coe^O — xtn) - | t f r ) l (x ) | ^C 2 7-= . 
v=l 1/n 

A (6.17) alatti egyenlőtlenség figyelembevételével, mivel 1 — x 2 „ < l , ismét 
(4.9) miatt a — 1 + f ^ x ^ l — « intervallumban 

(7.6) V=1 

Mo 
(\-xln)3'3 ' ( 1 - Х . 

Л1-** \огп(х)\Ш 

xln) 2 I Or и (x) I + C29 Л1 - ̂  ̂  ( 1—Xr„) 2 |Ог„(х)У СзоЛ2 

v=1 v= 1 
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Végül (4 .9) miatt a — l + s g x ^ l — s intervallumban 

(7 .7 ) í/4 = 0 ( l ) . 

A feltétel szerint ezért (7 .2 )—(7.7) egyenlőtlenségek alapján a 

—1 -{- s ~ x ^ 1—s intervallumban 

(7 .8 ) | / ( x ) - S n ( x ; / ) | ^ a ( l ) + |r»ío„(x) | . 

Mivel pedig n = 2k, ezért (5 .17) és (2 .7) miatt 

con (x) 
I y„ 0)„ (x) I = 

(7 .9 ) 
ю«(0) л2„-2 ( 0 ) — Z mn-'>(xvn) lv,H (0 )-

V=1 

= C311 Л2„-2 ( 0 ) — Z 7Ъп-2 (Xm) lvn (О) 2 1 = C31 6 / 5 • 
v=l 

Ezen kifejezés alapján 
n Г n 

Ur,= Z[^-n-2(0)— л2п.2(Хг„)]К„(0У + л2п-2(0) \ — Zlm(py- . 
v—í L r—1 

Mivel pedig a — 1 ^ x ^ + 1 intervallumban а л2п-2(х), (n = 2, 4, 6 , . . . ) 
polinomok egy n értékétől független korlát alatt maradnak, s ezért (5. 3) miatt 

ÜL, \ 
U b ^ Z I (0) — ÍT2k-2 (X„„) I lm (О)2 + C32 ^ 

v=l \ ti 
n J 

^ Z I X™ I IЛ2П-2 ( l m ) ! lrn ( О ) 2 + C32 7 7 = , 
v=l У tl 

ahol |£ г и | ^ | x r n | . Nyilván 1 — x l „ ш 1 — i L , ezért (6 .15) miatt 

<7. 10) l ^ f + с Л . 
v=í r v n 

Figyelembe véve az lvn(x) (3 .2) alatti kifejezését, majd a Cauchy-féle egyen-
lőtlenség felhasználásával (2.7), (4 .8) és (5 .11) miatt 

Z T ~ (°)2 = 1«" (0) I Z X o À ^ V v = r I ( 0 ) I ^ 
= 1 П — x L = 1 l°M*™)l П — X'rn (7 .11) 

k n ( 0 ) | \ z 
1 

V = 1 ( 1 %vn) COn (pCwi) <y — 2 C 8 8 7 r 

Ezek után (7. 11), (7.10), (7 .9) és (7.8) alapján a — 1 + g ^ x ^ l — s inter-
vallumban 

| / ( x ) - 5 „ ( x ; / ) | = 0 ( l ) . 

Ez pedig a IV. tétel állításának a bizonyítását adja. 
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