A TELJESEN REDUCIBILIS OPERATORMODULUSOKROL
irta: SZASZ FERENC

1. §. Bevezetés

Az A asszociativ gyiirii felett vett M A-jobbmodulusoknak, tovabba M
operatorendomorfizmusainak a fogalmat, valamint az ezekkel kapcsolatos alap-
vetd tényeket ismertnek tételezziik fel. (Lasd pl. a [4], [7], [15] és [18] kony-
veket, illetve a [10] cikksorozatnak és a [17] cikknek az el6készitd részeit.)

A jelen dolgozatban hdrom operdtormodulus-elméleti probléma Kkeriil
targyalasra, éspedig ezek koziil az elsé két probléma a teljesen reducibilis
operatormodulusok teljes operatorendomorfizmus-gyfriijével foglalkozik. A har-
madik probléma pedig az Artin-féle féligegyszerii gyfiriiknek a féjobbidealokra
nézve minimum-feltétel{i egységelemes gyfiriik osztalyan beliil valé operator-
modulus-elméleti jellemzésére vonatkozik.

A dolgozat 2. §-aban megmutattuk azt, hogy egy M teljesen reducibilis
A-jobbmodulus E(M) teljes operatorendomorfizmus-gyiiriije mindig regularis
Neumann-féle értelemben*. Tudvalevbleg I. SCHUR egyik fontos lemmadja sze-
rint egy M egyszerii (irreducibilis) A-jobbmodulus E(M) teljes operatorendo-
morfizmus-gyiiriije ferdetest. Tovabba KERrTESzZ A. megmutatta azt (vo. [10]
Il részével, valamint a [11] és [12] dolgozatokkal), hogy ha M teljesen redu-
cibilis A-jobbmodulus (azaz M tetszélegesen sok egyszerii A-jobbmodulusnak
a diszkrét direkt Osszege), akkor M operatorendomorfizmusainak az E(M)
teljes gyftriijében a J Jacobson-féle radikdlra J=0 teljesiil, azaz E(M)
Jacobson-féle értelemben féligegyszerii. Minthogy minden Neumann-regularis
gylirh Jacobson-féle értelemben féligegyszerii, és minthogy léteznek Jacobson-
féle értelemben féligegyszerii, de nem Neumaunn-reguldris gyiiriik, ezért E(M)
Neumann-regularitisanak igazolasa valédi modon élesiti KERTESZ A. eredmé-
nyét. Pontosabban még az is kimondhat6, barmely Neumann-reguldris gyii-
riire nézve, hogy minden y ¢ E(M) elemhez létezik olyan & € E(M), hogy
egyidejilleg érvényes y=ydy és 0=90y0d.

A dolgozat 3. §-aban megmutatjuk azt, hogy ha M olyan teljesen redu-
cibilis és végtelen rangi A-jobbmodulus, amely /homogén abban az értelem-

* Itt és a tovabbiakban A mindig asszociativ gyfiriit jelent.
1 Ha ugyanis y==yny és d =nyn, akkor (yn)2==yn és (ny)>==7y miatt nyilvan
y==pdy és §=20v0.
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ben, hogy M-nek barmely két egyszerii A-részmodulusa egymassal A-izomorf,
akkor az E(M) teljes endomorfizmus-gyiirii 0sszes kétoldali idedljai szdmos-
sagi paraméterekkel kanonikus alakban eldallithatok. Ez hasonlit a bizonyos
nagyon fontos tipust primitiv gyiiriik ©Osszes kétoldali idedljainak a leirdsat
jelentd Jacobson-féle targyaldshoz. (Lasd [7], IV. fejezet végét.)

A 4. §-ban felhaszndlt alaptényeket illetden utalunk KERTESZ ANDOR [10]
cikksorozatanak fiiggelékére és a szerzd [16] cikkére, és ezekre tamaszkodva
operatormodulus-elméleti jellemzést adunk a féligegyszerii Artin-féle gyiiriikre
a f6jobbidedlokra nézve minimum-feltételii egységelemes gytiriik osztalyan beliil.
A vizsgalat kozben a Kertész-féle radikdlnak és a teljes reducibilis operator-
modulusoknak néhany alapvetd tulajdonsdgara lesz sziikség.

STEINFELD OTTOnak eziiton mondok kdszonetet hasznos megjegyzéseiért.

2.§. Az E(M) endomorfizmus-gyiirii
Neumann-regularitasanak igazolasa teljesen reducibilis
jobbmodulusok esetében

Ervényes a kovetkezé:

1. TETEL. Ha A asszociativ gyiirii és M teljesen reducibilis A-jobbmo-
dulus, akkor az E(M) teljes operdtorendomorfizmus-gyiirii bdrmely v eleméhez
van olyan (€ E(M)) elem, hogy y=vy0y (és egyszersmind 6=0yd is
teljesiil).

A bizonyitds lényegileg a vektorterek standard vizsgélati modszereivel
végezhetd el, mikozben meg fogjuk kiilonboztetni az alabbi két esetet.

Legyen elébb M homogén, azaz M barmely két egyszerli A-részmodu-
lusa legyen egyméssal A-izomorf. Tobbszor hivatkozunk majd arra is, hogy
tetszOleges teljesen reducibilis M A-jobbmodulusnak béarmely A-részmodulusa
M-ben direkt 6sszeadandé [7], [10]. _

Legyen marmost 7€ E(M) tetszbleges elem, amelyhez meg fogunk
konstrudlni egy olyan J € E(M) elemet, amelyre az 1. tétel allitdsai teljesiil-
nek. [rjuk E(M) elemeit az M baloperatoraiként. Minthogy ekkor a yM kép-
tér nyilvin A-részmodulus, kell léteznie M-ben olyan K A-részmodulusnak,
hogy érvényes a kovetkezd direkt feibontas:

) M=yM®K.

Ha pedig L, jelenti az 0sszes olyan m € M elem halmazat, amelyekre
ym=0 teljesiil, akkor konnyen belathat6 az, hogy L, is A-részmodulus
M-ben. Ezért létezik M-ben olyan tovdbbi N A-részmodulus, hogy a kovet-
kez6 direkt felbontds is érvényben lesz:
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Minthogy N az M-nek A-részmodulusa, ezért N tudvalevdleg ([7]) szin-
tén teljesen reducibilis A-jobbmodulus, amely felbomlik

N=2'®{n (ecl’)

alakban, ahol az osszeg direkt, és mindegyik {n.} egyszerii A-részmodulus
M-ben. Ekkor (2) miatt M nyilvdn generdlhaté az Osszes yn. (a€r)
elemmel. Ha most bizonyos a; € A elemekkel fenndll egy
3) Y@+ -+ 7N, =0
linedris oOsszeftiggés A felett a yn. elemekre vonatkozdlag, akkor az

nm* N @t A e (eN)

jelolés mellett (3) miatt nyilvan yn*=0. Tehat n* ¢ L,, ahonnan m* ¢ N és
(2) miatt n*=- 0. Minthogy pedig létezik az {n.} @ --- ®{n,} direkt Osszeg,
csak fq,a;=---=nq.ar=0 esetén lehet n*=0. Ezért yn, a,=---==yn. ax=0,
ami éppen azt jelenti, hogy érvényes az alabbi direkt felbontas:

M= 2> tyna}.

ecl’

Léteznek tovabba olyan ks (8€ [") egyszerii A-részmodulusok, hogy

K= 2 @®{ks},
ger’

hiszen K, mint M egy A-részmodulusa, sziptén teljesen reducibilis. Ennél-
fogva (1) miatt adodik:
M=2 ®{7na® 2, @ {ks).
<€l BET"

llyen modon elértitk azt is, hogy yM-nek a
YRy Y ey
A-bazisat kiterjesitettijk M-nek egy
Yoy Ve, ooy, Kyl Kaye

A-bazisava. Tudvalevbleg E(M) barmely 7 elemét egyértelmiien meghatarozza
r-nak az M egy adott A-bazisara kifejtett hatasa. Definidljunk a feltételezett
homogenitas alapjan egy o € E(M) elemet az alabbi

@) I Ne) = Na, Oks=—0 (c€ I, 8€17)

Osszefiiggésekkel.
Ekkor (4) miatt a $-—=ydy—y operitorendomorfizmusra nyilvan
Hne =0 (e€I'), tehadt 9IN=O0 teljesiil, tovdbbd yL,=0 miatt fennall

6 HI. Osztaly Kozleményei XI.4
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$L,=0 is. Ezért (2) miatt $M =0, ahonnan % =0 és y=ydy adodik.
Tehat E(M) valdoban Neumann-reguldris gyiirii.2

Legyen most az M teljesen reducibilis A-jobbmodulus nem-homogén,
azaz M-ben létezzék két olyan egyszerli A-részmodulus, amelyek egymadssal
nem A-izomorfok. Ekkor M olyan M. részmodulusainak (mas szdval homogén
komponenseinek ([7])) a direkt osszege, hogy barmelyik H. mar homogén,
azaz mindegyik H,-ban mar barmely két egyszerli A-részmodulus izomorf
és a5 a, esetén H,-nek egy egyszerit A-részmodulusa nem A-izomorf
H.-nek egy egyszeri A-részmodulusédval. Jeldlje marmost E(H,;) az emlitett
H. részmodulus operatorendomorfizmusainak a teljes gyiiriijét. Minthogy H.
homogén, ezért az el6bb letdrgyalt eset szerint E(H,) Neumann-regularis
gylirli. Tovabba «, =+ @, esetén nyilvan

Hom (He,, Ha) =0,

ahonnan kovetkezik, hogy E(M) az osszes el6forduld (Neumann-regularis)
E(H,) gylriinek a komplett direkt 6sszege. (Lasd L. FucHs [4] konyvét, kiilo-
nosen az 55.1 tételt.)

De Neumann-reguldris gyiiritknek a komplett direkt 6sszege ugyancsak
Neumann-regularis gyfirli, amib6l folyik, hogy E(M) Neumann-regularis
gylirQi az altalanos esetben is.

3.8§. Az E(M) gyiirii idealjai homogén teljesen reducibilis M
A-jobbmodulus esetén

Legyen M homogén teljesen reducibilis A-jobbmodulus. Egy N A-rész-
modulus rangjan értjiik az m szamossagot akkor, ha N pontosan m szamu
egyszerii A-részmodulus direkt Osszege. Igazolhat6, hogy rang N=m az N
- részmodulusnak invariansa, tehat nem fiigg N specidlis direkt felbontdsaitél.
(Lasd pl. KErRTEszZ A. [10], [11] cikkeit.) Ervényes a kovetkez®

2. TETEL. Legyen A asszociativ gyiirli, M teljesen reducibilis, végtelen-
rangi és homogén A-jobbmodulus és E(M) az M Osszes operdtorendomorfiz-
musainak a gyliriife. Ekkor megadhato E(M) bdrmely nulldtol kiilonbbzo 1
idedljdhoz olyan m végtelen szdmossdg, hogy [ éppen az &sszes olyan
v (€ E(M) endomorfizmus halmaza; amelyekre rang (y M) <m.

MEeGJEGYZES. E(M) leirdsa rang M <N, esetén igen egyszerii, és meg-
talalhaté pl. vAN DER WAERDEN [18] konyvében is. Ebben a specialis eset-

2 Legyen most & -—d8yd0 — 6. Ekkor (4) miatt dydyn, =dyn, és igy & yn, 0.
Tovabba dky=0 (B € I'") miatt ¢K--- 0, ahonnan (1) alapjan %M —0 és & =0 folyik.
Tehat 6 — 6y 6. .
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ben maga az E(M) gyiirii is egyszerli (tehat idedlmentes) gyfirii, mert ekkor
E(M) izomorf egy ferdetest felett vett teljes métrixgyiiriivel.
A bizonyitds tjra tobb Iépésben torténik.
I. Mindenekeldtt azt igazoljuk, hogy ha 7y, 7. € E(M), y.€1 és ha
rang (v, M) = rang (y,M), ahol /50 az E(M) kétoldali idedlja, akkor 3, € I.
Legyen ugyanis N; (i=1,2) az 9sszes olyan m € M halmaza, hogy
y:m=0. Minthogy N; A-részmodulus M-ben, 1étezik olyan K; A-részmodulus,
hogy teljesiil
M=N@K; (i=1,2).
Legyen most
Ki=2 ®lky (=12,
(t

ahol az Osszeg direkt €s {ka.} egyszerii A-részmodulus. Ekkor a K: A-rész-
0)

modulust a y; A-endomorfizmus izomorf moddon képezi le a ;M A-rész-
modulusra, ahonnan rang (y, M) = rang (y,M) miatt egyszersmind

B) rang K, =rang K,
is adodik. Minthogy pedig M homogén operatormodulus, Iétezik (5) alapjan
olyan d, endomorfizmus (€ E(M)), hogy

(6) Orkey=ks 6és O,N;=0,
o @
ahol «; bizonyos egyértelmilen meghatdrozott «, indexet jelent 1%-bdl, és
@, F B8 esetén a0 (e, 8 €1). Ezért nyilvan 1étezik a J,K; A-részmodu-
luson d,-nek a d;' inverze, amelyre késébb sziikségiink lesz.
Ha fennallana a ~/2()‘,(/f;,r (e, €1%) elemekre A felett bizonyos a,, a,,...

..., @, (€ A) elemekkel egy

2 70ikea; =0 (a;€4)
j=1 1)
linearis Osszefiiggés, akkor a
k=2 0ika;a; (€K2)
j=1 )

jelolés mellett y,k*=0 teljesiil, ahonnan A*€ N,. Ezért k" € N, n K> miatt £*—=0.
Minthogy A" €0,K, és 0,K, részmoduluson létezik J7, ezért

0= 07k = > kojt; =0

J=1(1)
érvényes. De a Z(—B{k,,j} direkt Osszeg létezik, tehat ko, 0;==0 (j=1,2,...,n).
_ J ® e}
Innen tiistént adodik, hogy 7.0:ik.a;-=0, ami pedig pontosan azt mutatja,
[$H)

6%
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hogy A felett a 7.0, k. elemek («€I') linearisan fiiggetlenek. Minthogy M
§h)
homogén, létezik olyan d,(€ E(M)) endomorfizmus, hogy
(7 05(7201ka) = 1 K (e€l).
) )

Legyen mdrmost y,= 0,y,0,—7,. Ekkor O,N;=0 ¢és y, N,=0 miatt
voN;=0, tovdbbd (7) miatt y,ka=0 (e€l}), tehdt y,K,=0. Ennélfogva
M :

M=K ®N, miatt y,M=0, tehit y,=0. Ez pedig azt jelenti, hogy-
= ()2}’261 €l

[I. Most megmutatjuk, hogy rang M =N, esetén E(M) béarmely /50
idedlja tartalmazza az 0sszes olyan y endomorfizmust, amelyekre rang (y M) <N,
leljesiil. Ez utébbi y A-endomorfizmusok egy V idedlt alkotnak.

Legyen ugyanis M— > @ {m.) (« € I'), ahol az dsszeg direkt, és mind-

egyik {m.} egyszerit A—részr;odulus. Legyen tovabba &€ E(M) olyan endo-
morfizmus, amelyet az alabbi Osszefiiggésekkel értelmeziink:

é‘ﬁﬂla = ()‘aﬁmg

8 Mo == OqplMpQ (e, 3EL),

ahol d.,3 a Kronecker-féle szimbolum. Vilagos, hogy rang (&.M)=—
==rang {ma.} =1, és igy I. miatt ¢,€/(50). Ha most «,, e,..., a. tetszole-
ges és egymastol kiilonbozd indexek I™-bol, akkor &+ --- &, €I mutatja,
hogy az [ idediban tetszblegesen nagy n természetes szamhoz létezik olyan
y» endomorfizmus, hogy

rang y.M = n.

Jelolje V az E(M) gyiirli 6sszes olyan y elemének a halmazat, ame-
lyekre rang y M <N,. Ekkor V nyilvan idedl E(M)-ben, tovabba a legutobbi
megallapitas és I. alapjan sziikségképpen VI (50) teljesiil. Ezzel valdban
igazoltuk a Il. alatti allitast.

III. Most megmutatjuk azt, hogy az I/ (#0) ideélhoz létezik olyan m vég-
telen szamossdg, hogy [ éppen az Osszes olyan .7 endomorfizmusbol all,

amelyekre:
rang (y M) <.

Legyen ugyanis m a legkisebb olyan szamossag, amelyre teljesiil
rang (yM)<m béarmely y €I endomorfizmus mellett. Lattuk IL.-nél azt, hogy
VC/. Ezért sziikségképpen m=N,. Ha rang M <m, akkor m definicioja alap-
jan evidens modon belathatd, hogy létezik olyan y€l, hogy rang(yM)-—
=rang M.

Ekkor azonban I. miatt 7/-— E(M). A tovabbiakban feltessziik,” hogy
I E(M) (és természetesen azt is, hogy [0, tehat hogy 0=~ V<E/).
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Ha m-=¥,, akkor /< V. Minthogy pedig II. szerint VE/, ezért ekkor
I V.

Legyen ezutdin m >N, és m=rang M. Ha tovabba n tetszbleges olyan
endomorfizmus az E(M) gyiiriibdl, hogy rang (nM)<m teljesiil, akkor m
definicioja alapjan indirekt mddon belathaté olyan 3¢/ endomorfizmus léte-
zése, amelyre rang ($M)=rang(nM) érvényes. Ekkor pedig I. alapjan fenn-
all n€l, amivel a 2. tételt igazoltuk.®

4.§. Az Artin-féle féligegyszerii gyiiriik egy jellemzése
az operatormodulusck Kertész-féle radikaljaval
a féjobbidealokra nézve minimum-feltételii
egységelemes gyliriik osztalyaban

Tudvalevoéleg Artin-félének nevezik az Osszes jobbidealjara nézve mi-
nimum-feltételti gyiiriiket. Ennél a gyifirliosztadlynal valédi modon bdvebb
a f6jobbidealokra nézve minimum-feltételii gyiiriiknek, azaz roviden az MHR-
gyiirliknek az osztilya [17].

Ebben a §-ban gyiiriik radikaljan és féligegyszeriiségén a Jacobson-félét
értjiik [7]. Ha A féligegyszeriit MHR-gyiirli és M olyan A-jobbmodulus, hogy
MA =M érvényes, akkor M teljesen reducibilis A-jobbmodulus [17]. Mint-
hogy ekkor az A gyiiriire [17] miatt A*-—=A teljesiil, igy ismét lathaté az
a tény, hogy barmely A féligegyszerii M HR-gylirii, mint 6nmaganak A-jobb-
modulusa, teljesen reducibilis operatormodulus. Specidlisan, ha A Artin-féle
féligegyszerii gyiirii, akkor A mint 6nmagdnak A-jobbmodulusa, végesrangii
teljesen reducibilis modulus.

Mérmost a 4. § cimében emlitett jellemzéshez emlékeztetiink egy M
egészen tetszbleges A asszociativ gyiir(i felett vett tetszbleges A-jobbmodulus
Ra(M) Kertész-féle radikaljainak a fogalmara. ([10], IIl. rész, fiiggelék.)
M Kertész-féle Ri(M) radikdlja az Osszes olyan m(€M) elem halmaza,
amelyekre az mA részmodulus része M minden maximalis A-részmodulusa-
nak, mig abban az esetben, ha M-ben nem léteznek maximalis (valodi) részmo-
dulusok, akkor Ri(M)= M. A részleteket illeten lasd a [10] és [16] cikkeket.

Kiemelendd az Ra(M) Kertész-féle modulusradikdlnak az a tulajdon-
saga, hogy olyan M teljesen reducibilis A-jobbmodulusokban, amelyekre

3 Bzek szerint E(M) idealhaloja a 2. tétel feltételei mellett lanc. Elegendd nagy
végtelen m szamossaghoz tehat megadhatok olyan E(M) altalanosabb tipust egységelemes
Neumann-regularis gyiiriik, amelyekben mind a Brown—McCoy-féle radikal, mind pedig
a Fuchs-féle radikal zérustol kiilonbozik [1], [5], és amelyekben az utobbi radikaltipus
kiilonbozik bizonyos altaldnositdsaitol is. (Pl. minden m=N; esetén) V6. még a szerzd
cikkével: Archiv der Math., 12 (1961) 282—289.
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fennall MA = M, sziikségképpen Ra(M) =0 teljesiil. Ezért barmely A félig-
egyszerii MHR-gylirlinek, mint 6nmaga A-jobbmodulusianak a Kertész-féle
modulusradikalja 0.

Ezekkel kapcsolatban megemlitjiik a kovetkezd problémat, amely KERTESZ
ANDORtO! szdrmazik:

Meghatdrozandok az dsszes olyan A asszociativ gyiiriik, amelyeknek
megvan az a T tulajdonsdguk, hogy bdrmely M A-jobbmodulusnak (az eldbb
definidlt) Ra(M) modulusradikdljdra Ri(M)-A =0 teljesiil!

Ennek az érdekes problémanak a teljes megolddsa mindeddig — tud-
tommal — még nincs elintézve. A megoldés felé haladva azonban kimondhato
az alabbi

3. TETEL. Egy A egységelemes MHR-gyiirii akkor és csak akkor T-
tulajdonsdgti, ha A Artin-féle féligegyszerii gyiiri.

Bizonyitds.

Legyen elobb A olyan egységelemes MH R-gyiirii, amely egyszersmind
T-tulajdonsagu is. Minthogy ekkor barmely M A-jobbmodulus esetén
Ri(M)-A=0, ezért specidlisan Ri(A)-A=0, ahol az A gyiirli 6nmaga
A-jobbmodulusanak tekinthets. Amde az A gyiiriiben létezik egységelem, ame-
lyet az 1 szimbolummal jeloliink. Ezért [10] szerint A-ban az R,(A) modu-
lusradikal éppen az A gyiiri J(A) Jacobson-féle radikilja. Ennélfogva
J(A)-A=="0, és minthogy 1€ A, sziikségképpen J(A)=0. Tehat A féligegy-
szeriit MH R-gyiirii, amely egységelemes. Ezért a [17] cikk alapjdn A sziikség-
képpen Artin-féle féligegyszerii gyiiril.

Legyen most A féligegyszerii Artin-féie gyiirii. (Ekkor A nyilvan még
inkabb egységelemes MH R-gyiirii is.) Legyen tovabba M tetsz6leges A-jobb-
modulus. M felbomlik a Goldmann—Kertész-féle kritériumok [6], [10] alap-
jan M == M,® M, direkt Osszegre, ahol M,-A=0 és m'€M, esetén m’. 1=:
= m'(1 € A), tovdbba M, teljesen reducibilis A-jobbmodulus. Ekkor még inkdbb
teljesiil M; A= M, és [10] fiiggeléke alapjan R4(M,)=0, tovdbba R.(M)=
= Ry(M))=0, amivel a 3. tétel igazolast nyert.
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