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1. §. Bevezetés

1. 1. Torténeti és bevezet6 jellegii megjegyzések

Az informacidelmélet alapfogalmait SHANNON és WEAVER tartalmas konyve
[30] foglalta 0ssze elsdnek; ugyanebben kozolték eldszor — a fizikdban elfo-
gadott szabatossaggal — az informacioelmélet alaptételét. Ez utdn jelentek
meg MAC-MILLAN [15] és HiNcsIN [25], [26] munkai, amelyekben megadtdk
Shannon tételének szabatos interpreticidjat diszkrét staciondrius forras és csa-
torna esetére, azon kovetelmény mellett, hogy a felveend6 kozlemény ponto-
san egybeessék a leadandéval. Vizsgilataiban HINCSIN lényegesen tdmaszko-
dott FEINSTEIN [22] munkdjanak gondolataira. HINCSIN eredményeit tovabb-
fejlesztette ROZENBLAT-ROT [20], [21] és részben PEREZ [17], [18], [19], alkal-
mazva azokat olyan folyamatokra, amelyeknél a lehetséges allapotok folytonos -
halmazt képeznek. ROZENBLAT-ROT -ramutatott arra is, hogyan lehetne kiter-
jeszteni az elméletet nem-stacionarius folyamatokra. Erdekes eredmények talal-
hatok WoLrowiTz [2], [3], valamint BLACKWELL, BREIMAN és THOMASIAN [31]
nemrég megijelent dolgozataiban is.

KoLmoGorov [11] felvetette annak a lehetdségét, hogyan lehetne egészen
altalanosan és matematikailag szigortan targyalni Shannon tételét. Jelen mun-
kdnak az a célja, hogy Kolmogorov interpreticidjaban, eléggé altalanos felté-
telek mellett, bebizonyitsa Shannon tételét. Ezeknek az altalanos feltételeknek

* Uszpehi Matematicseszkih Nauk XIV (1959), vip. 6 (90), 3—104. — Jelen kozle-
mény az eredeti tanulmany 1. §-anak a forditasat tartalmazza.
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a megfogalmazasaban fethasznalasra kertil az informacio-siiriiség fogalma, ame-
lyet a matematikai irodalomba GELFAND és JAGLOM ([4] és [5]), valamint
PEREZ [17] vezetett be. A késtbbiekben éllandoan hasznalni fogjuk az infor-
macio-stabilitds altalanos fogalmat is; ez néhdny gondolat kapcsan sziiletett
meg, amelyet az elsd két emlitett szerz6 mondott ki specidlis esetekben.

Mindjart itt megjegyezziik, hogy feltételeink ellenérzése konkrét folyamat-
osztalyok esetében nem trividlis, és alapjaban véve még meg sem oldott
feladat. ' _

A jelen cikkben a szerzé arra torekedett, hogy a targyalas a legnagyobb
redlis 4ltaldnossagban folyjék, emellett a bizonyitdsok matematikai szigori-
saggal torténjenek. Ezért — bar nem tételezziik fel, hogy olvaséinknak van-
nak elozetes ismeretei az informdcidelméletbol (mértékelméletbdl azonban
komolyabb eldismereteket tételeziink fel: példaul annyit, amennyi a [24] konyv-
ben talalhatd) — cikkiinket nem ajanijuk olyan olvasonak, aki most ismer-
kedik meg a témaval, minthogy ilyen olvas6 szamara targyaldasmodunk rend-
kiviil faradsagosnak és absztraktnak tiinne. A kezd$ szdmadra alkalmas cikkek
és konyvek koziil [25], [7], [30], [3]}-on kiviil kiilonosen kiemeljitk KoLMOGOROV
eldadasat [11], amelynek gondolatait a jelen cikkben fejtjiik ki részletesen,
valamint FEINSTEIN kitiin6en megirt konyvét [23]. Munkankrol egy rovid elo-
zetes kozlemény megjelent mar 1958-ban [32], alapvetd eredményeit a [33]
megjegyzésben fogalmaztuk meg részletesebben.

1. 2. Informacio.

Emlékeztetiink néhdny altalanos definiciora, hogy pontosan megfogal-
mazhassuk az altalunk hasznalt terminoldgiat. (X, Sx) mérheté térnek fogjuk
nevezni az X halmaz és az X halmaz részhalmazaibdl alkotott Sy o-algebra
egyiittesét. Néha — amennyiben ez nem vezethet félreértésre — a mérhetd
nevezni az (&2, &) mérhetd tér és a M o-algebrdn megadott P{} valoszinii-
ségi mérték egyiittesét. Az X f{térbe tartozo értékekkel biré valdsziniiségi
vdltozonak fogunk nevezni egy &(w), o € £2 mérhetd fiiggvényt, melynek érté-
kei az X térbe tartoznak. A § valosziniiségi valtozo p:(-) valdsziniiség-eloszla-
sdanak azt az (X, Sy)-en definidlt p:(-) valosziniiségi mértéket fogjuk nevezni,
amelyet a

(1.2.1) pe(d)  PE@)EA), A€Sy

egyenlség definial. Az X mérhetd tér felbontdsdnak fogjuk nevezni kozos
elemmel nem bir6 oly halmazok tetszéleges véges rendszerét, amelyek Sx-be
tartoznak és osszegiik kiadja az egész X teret.

Ha (X, Sx) és (Y, Sy) két mérheto tér, e ferek szorzatdnak fogjuk nevezni
az (XxY, SxxXS8y) mérhetd teret, amelyet az (x,y), x€ S8y, y €Sy parok

1
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XX Y halmaza és azon SxxSy o-algebra alkot, amelyet az x € A, y € B fel-
tételek altal meghatdrozott (x, y) parok AxB halmazai generdlnak, ahol
AcSx, B€Sy. A & és n valdsziniiségi vdltozokbol dlle pdrt kézenfekvGen
interpretdlhatjuk, mint egyetlen valdsziniiségi valtozét, melynek értékei az XXV
szorzat-térbe tartoznak. Ezt az 1j valosziniiségi valtozét (&, 7)-val fogjuk
jelolni. E par peg, ., () eloszldsat, amely mérték az Xx Y-on, a § és n vdltozok
egyiittes eloszldsdnak fogjuk nevezni és — a zardjel elhagydsaval — pg,(-)-
val fogjuk jelolni. Ha az X, illetve Y mérhetd térben adva van a p,(-), illetve
po(+) valosziniiségi mérték, szorzatuknak fogjuk nevezni azt az SyxSy-on
értelmezett p, xp,(-) mértéket, amelyre fenndll, hogy egy A x B tipust halmazra,
ahol A € Sx, B¢ Sy,
(1.2.2) PrxpAAX B) = p,(A)ps(B),
az Sxx Sy-ba tartoz6 egyéb halmazokra pedig a szokdsos mddon van kiterjesztve
(e kiterjesztés egzisztencidjanak és unicitdsdnak bizonyitdsat 1. [24], 35. §-ban).
Ha a & és 15 valdsziniiségi valtozok egyiittes eloszldsa pg,(-) egybeesik a
peXp, szorzattal, a & és 7 valtozokat fiiggetleneknek nevezziik.

Legyen adva marmost két valoszinliségi valtozo, & és 7, amelyek értékei
az (X, Sy), ill. (¥, Sy) mérhetd terekbe tartoznak. E valosziniiségi valtozok

informdciéjdnak — [30]" és [4]-gyel egyetértésben — a kovetkezd szamot
nevezziik?
-7 P{E€ Ai, 1€ By)
(E 1) — sup > . . (S 555
](.E7 ’/) Sup ﬁ P(E 6 Au 7] e BJ) IOg P{g E A;}P{n E BJ}
(1.2.3)
Pen(Aix B))

—sup > pen(Aix By log X220
p%pé'i( J) g Pé(Ai)pn(Bj)
ahol a fels6 hatdr az X tér Osszes lehetséges {A;} felbontdsai és az Y tér
Osszes lehetséges {B;} felbontasai mellett veenddé. Az /(g &) szamot a & valo-
Konnyen bebizonyithatd (l. a 2. 1. pontot), hogy az informacié nem-
negativ, felveheti azonban a 4- oo értéket is. Tekintettel arra, hogy mindeddig
nem kozolték az informdcio alaptulajdonsagainak teljes Osszefoglaldsat, a 2.
§-ban elmondjuk a megfelel6 tételeket és bizonyitdsokat.
Itt utalunk a kovetkezd tényre, amely kozvetlen folyomanya az (1.2.3)
definicionak. Ha a & és » valtozok fiiggetlenek, akkor

(1.2.4) 1§, n)=-0.
1 Az orosz forditdsban ez a definicié nem szerepel.
2 Itt és a tovabbiakban 2-es alapii logaritmus szerepel. Mindeniitt gy vessziik, hogy

0 a
Olog—=0, ha a=0, aloga::j‘-oo, ha @ > 0 és hogy oo a:=-oc.
a
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Most megfogalmazunk egy, a tovabbiak szempontjabdl igen fontos ered-
ményt, amelyet egymastol fiiggetleniil nyert GELFAND és JaGLOM [5], [4], illetve
PERez [17]. Tekintsiink az (Xx ¥, SxxSy) mérhet6 térben két valosziniiségi
mértéket: a pg,(-) egyiittes eloszlast és a pexp,(-) eloszlas-szorzatot. Ismere-
tes, hogy fenndll a kovetkezd alternativa (. [24], 30—31. §):

[. A nem abszolut folytonossdg esete. Ebben az esetben létezik olyan
B € Sxx Sy halmaz, hogy pexp,(B)=0, de p;,(B)>0.

Il. Az abszolit folytonossdg esefe. Ebben az esetben tetszéleges olyan
B € Sxx Sy-ra, amelyre p; X p,(B)==0, p;,(B)=0 is fennall. Ekkor (Radon—
Nikodym tétel) létezik olyan ae,(x, y) ((x,y) € XxY) véges, nem-negativ érté-
keket felvevd és a Sxx Sy o-algebrdra vonatkozdlag mérhetd fiiggvény, hogy
tetszbleges B € SxxSy-ra a pg,(B) valoszinliséget a

(1. 2.5) Pen(B)= | ae,(x, y)ps % p,(dx, dy)
Fi

B-n vett és p;xp,(-) mérték szerinti integral adja n'1eg. Az'ag,?(x, y) mennyi-
séget a pe,(-) mérték pexp,(-) mértékre vonatkoztatott siriségének fogjuk
nevezni és megallapodasszeriien
’ dpg'?(.)
1.25 Aeple,.) == ————
( ) ") e ()
-vel fogjuk jeloIni. Az (I) esetben az informacid végtelen, a (lI) esetben azon-
ban az informaci6t az
(1.2. 6) I({:, n)=- J log a§'7(x: y)pg,;(dX, dy) _

¥

XX

+

} aey(x, ) 10g ag,(x, ¥)pe x py(dx, dy)
XX
képlet szolgéltatja; az (1.2.6)-beli integralok oly értelemben Iéteznek, hogy
az integrandusok negativ részeinek integraljai konvergensek. Az (1.2.6) kép -
let levezetése (ezt a képletet az informdcic intfegrdlképletének fogjuk nevezni)
a 2.4 pontban taldthatd meg. A fent mondottaknak megfeleléen az

(L.2.7) ley(X, ¥) == log aeq(x, y)

fliggvényt a & és » valoszinliségi valtozok informdcio-siriiségének fogjuk ne-
vezni. Marmost az (1. 2.6) Osszefiiggés a kovetkez6 alakra irhato at:
(1.2.8) 1§, n) = Mig,{&, n}. "

Ha p;, nem-abszolat folytonos p;xp,-ra vonatkozodlag, akkor azt fogjuk
mondani, hogy a & és » valosziniiségi valtozdknak nincs informacio-siriisége.

1 itt és a tovabbiakban M{ } varhat6 értéket jelol.
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A legegyszeriibb esetekben megadhatok ig,(x, y)-ra oly kifejezések is,
amelyek nem alapulnak a Radon—Nikodym tételen. Példaul, tegyiik fel, hogy
Sx, ill. Sy-on adva van a ux{-}, ill. py{-} o-véges mérték. Ha X és Y
végesdimenzids euklideszi terek, akkor wx{-}, ill. ur{-}-ként kézenfekvoé ko-
zonséges Lebesgue-mértékeket venni. Tegyiik fel tovabbd, hogy a & és # val-
tozok egydimenziés p¢(-) és p,(-) eloszldsainak, valamint ezen valtozok pg,(-)
egyiittes eloszlasdnak van sﬁrﬁsége azaz léteznek olyan, az Sx, Sy, illetve
Sx x Sy-ra vonatkozélag mérhetd (x), 41,7(y), ill. 7z, (x, y) fiiggvények, ame-
lyekre

pe(A) — | e (x)pxtdx, A€ Sy,
A
(1. 2.9) py(B) = _l 7 (Y)uridy}, B¢ Sy,

Pen(C) == [-”Ts’;(X, Vuxxuy{dx, dy}, CE€SxxSy.

~—1‘__.

Ekkor kénnyen belathatd, hogy az ig,(x,y) informécid-siiriiségre X x Y-on
(a p:xpy(-) eloszlas szerint) majdnem mindeniitt fennall

. STgn(x, y)
1.2.10 Ign(x, y) == log —"—>="—,
( ) §Z( y) gﬂ'g(x)ﬂr/(y)
Ez példaul [24] 32. §-a 1. tételébdl is kovetkezik. Analég moédon, ha X a
megszam]a]hatoan sok E,, E,, ... pontbol all, ¥ pedig a megszamlalhatoan

sok E,, E,,..., pontbol Sx, illetve Sy pedig az X, illetve Y halmazok &sz-
szes részhalmazainak a halmaza, akkor kézenfekvb a pg, py, pe, eloszlasokat
a kovetkezd valdsziniliségek megvé]asztéséval megadni:

O=-p(E), pP=piE) Ps”=pen(Ei, E)).

Ekkor
Py’
(1.2.11) ien(E:, Ej)=log —5",
e Py

és az (1.2.6) definici6 SHANNON jol ismert

(4, 7}
(1.2. 12) 1, n)_Zp“ log L
képletére redukalodik. Pepi
Feltételes valdsziniiségeket és feltételes siiriiségeket hasznélva, az (1. 2. 10)

és (1.2.11) informdcio-siiriiség kifejezések igy irhatok:

T (X, ) : - pé/r,(Ei/E')
=L dgg(Es, E)y=log 5 0 2
() 0 el B =108 )
Ebben ‘az alakban GOLDMAN hasznélta az informacio-siiriiséget [7]; s ennek
segitségével definidlta az informdcio fogalmat.

ig;y(X, y) - lOg
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1. 3. Informacid-stabilitas

Az informacidelméletnek lényegénél fogva aszimptotikus jellege van.
Eppen ezért a kovetkezokben a valtozd ¢ indext6l fiiggd (&, i) valoszinfiségi
valtozd-péar aszimptotikus tulajdonsagait kell vizsgdlnunk. Jelen munka min-
den megiéllapitdsa igaz lesz tetszleges természetii ¢ indexekre és tetszoleges,
az analizisben hasznalt hataratmeneti mod mellett, amelynél a hatarértékek
megszokott tulajdonsidgai megvannak. Mindazonaltal a terminolégia egyszerii-
sége kedvéért fel fogjuk tenni, hogy a ¢ index egész értékeket vesz csak fel,
vagyis a (&, n*) valtozd-parok sorozataival fogunk dolgozni.

Igy tenat tekintsiik valdsziniiségi valtozé-parok valamely “(&, #'),...,
(&, 1), ... sorozatat. Legyenek a (&, n’) valtozdk az (£, &', P') valdsziniiségi
téren definidlva, s felvett értékeik tartozzanik az (X', Sy), (V', S¥) mérhetd
terekbe. Egyszetiiség kedvéért a (&, ') parral kapcsolatos barmely jellemzot stb.
ugyancsak ¢ fels® indexszel fogunk ellatni, emellett tetszoleges, egy egységet
képezd_kifejezésben ezt az indexet csak egyszer fogjuk feltiintetni. Példaul

pét,/t(A) p§17(A))
1(g, t) - lt(g’ ),
iétni(xt) yt) = igl'/ (xl y)r
é. 1.t Egy olyan (& 1) viltoz6-parokbdl &ll6 sorozatot, amelyek i, (x, y)
informacio-stiriiséggel rendelkeznek, informdcid-stabilisnek fogunk nevezni, ha

minden elég nagy f érték esetén O<1t(c, n)<oo és ha a kérdéses valdszini-
ségi valtozo-sorozatra fenndll:

o e
ien(E 1)
1.3.1 g1,
( ) It(gx n) -
ha f—o0, a valOszinliségi mértékben vald konvergencia értelmében, azaz, ha
tetsz6leges &>0-ra

(1. 3. 2) lim Pt;

t>w

iﬁ'l(gi n)
1G n)

Egy olyan (&, n') valtozé-parokbol allé sorozatot, amely nem rendelkezik in-
formacio-siiriiséggel, informdcio-stabilisnek fogunk nevezni, ha minden f#-re,
bizonyos eloszlastol kezdve, pgv(-) szingularis a pzxpt,](-) eloszlasra nézve,
 — azaz, ha létezik egy olyan B' € SyxSy halmaz, hogy pt,(B)=1, de
pexph(B)=0. Végiil, a (£, 1) parok tetszSleges sorozatat informdcid-stabilis-
nek fogjuk nevezni, ha felbontva ezt a sorozatot két olyan részsorozatra, ame-
lyek informacio-siiriiséggel rendelkezd, illetve nem rendelkezd parokbdl alla-
nak, mindkét emlitett részsorozat informacid-stabilis lesz (esetleg csak egyik,
ha a masik csupan végesszamu tagbol &ll).

—1 >ss:0.
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Megijegyezziik, hogy a kovetkez6 pontokban csupan valtozd-parok infor-
macio-stabilis sorozataival kell majd foglalkoznunk, tgy hogy a fentebb be-
vezetett definiciét elfogadva, eltekinthetiink majd olyan atmeneti esetek vizs-
galatatol, mint az informacid-siirliséggel rendelkezd, de végtelen informacio-
értékit parok, vagy informacio-siiriiséggel nem rendelkezd, de nem szinguléris
eloszlastt parok esete. A kovetkezokben bemutatanddé moddszerek lehetbvé
teszik szdmos tétel megfogalmazasat ezekre az esetekre is, mindazonaltal nem
tudtunk talalni olyan elég altalanos és ugyanakkor elég egyszeriinek is tekint-
hetd megfogalmazast, amely é&tfogja az 0Osszes ilyen eseteket, — tekintve,
hogy a végtelen informacio esetének gyakorlati jelentdsége nincs, egyszeriien
nem fogunk foglalkozni ezekkel az atmeneti esetekkel.

Megjegyezziik, hogy

[f(s) "Z)= Mitﬁ'?(-s’ ’])

és hogy ennek kovetkeztében az informacio-stabilitis (1.3. 1) definicidja igen
hasonlit a nagy szamok torvényének 4llitdsahoz, — ezt ti. MS,5~0 esetén
(ahol S,=¢8 +---+&, n szamua fiiggetlen L, valdsziniiségi valtozd Osszege)
meg lehet fogalmazni tigy, hogy

lim S

n—> MSH
a valosziniiségi mértékben valé konvergencia értelmében. Minden alapunk
megvan azt remélni, hogy az informdcid-stabilitis ugyanolyan altalanos
aszimptotikus torvénye a természetnek, mint a nagy szdmok jol ismert tor-
vénye, — jollehet ez a tény, mint bebizonyitott matematikai tétel, manapsag
még csak elég kisszdmia esetben igazolt.

Nevezetesen, legyen {«;, k==...,—1,0,1,...} és {3, k=...,—1,0,1,...}
két stacionarius €s stacionariusan Osszefiiggd sztochasztikus folyamat. Jeloljiik
&, illetve #f-vel az elsd ¢ valtozd Osszességét, vagyis legyen & =(«,, ..., @),
nt=(8, ..., 8). MAC-MILLAN tételébol [15] (I. még [26]-ot is) rogton kovet-
kezik, hogy ha az Osszes «; és @ valtozdk végesszamii értéket vehetnek csak
fel és ha az a stacionarius folyamat, amelyet az {(«;, 8),...,—1,0,1,...}
valtozo-parok alkotnak, ergodikus, akkor a (&, r') parok sorozata informacio-
stabilis. Ezt az eredményt tetszbleges értékeket felvevd e, 8; valtozok esetére
PEREZ Altalanositotta [18].

Informdacid-stabilis sorozatokra példak egy mdsik osztalyat agy kaphat-
juk meg, ha felhasznalunk egy megijegyzést, amelyet analég gondolatmenet
kapcsdn ROZENBLAT-ROT tett [20], [21]. Nevezetesen, tekintsiink olyan
ler, k=1,2,...}, ill. {3, k==1,2,...} valosziniiségi valtozo-sorozatokat,
ahol a valtozok értékei tetszOleges mérhetd terekbdl valok, amellett feltessziik,
hogy az (ai, @) (@, 8), ... parok egymastdl fiiggetlenek. Legyen ismét

-1,
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&= («y,..., @) és t=(6,...,8). Ekkor

t
(1. 3. 3) iféq(xl, ey Xty Vs ey yt) :;:iakﬂk(ch, V).

Diszkrét esetben, vagy akkor, amikor siirliségek léteznek, az (1.3. 3) egyen-
16ség kozvetieniil folyik (1. 2. 11)-bdl, illetve (1. 2. 10)-bdl, valamint a fiiggetlen
valtozok altalanos tulajdonsdgaibol. Az Aaltalanos esetre ezt a 2.9 pontban
fogjuk bebizonyitani. (1. 3. 3)-bol léthafc'), hogy

(1 . 3. 4) i2'7 (_E, 7}) = ]ZI—Z iakﬂk (“k’ ﬂk)-

Az (1.3.4) képletben szereplé osszeadandok fiiggetien valdsziniiségi vaitozok.
Az informaci6-stabilitasrél szolé allitas — persze, ha [(e, 8)< oo, az
ia.p, (ar, B) fiiggetlen valtozOk Osszege relativ stabilitasarol szold allitasra
redukalddik (1. [6], 28. §; a nem nagyon lényeges kiildonbség abban all, hogy
ott csak nem-negativ Osszeadandok esetét vizsgaljak). A fiiggetlen valtozok
Osszegérdl szolo elmélet néhany altaldnos tételébdl kiindulva (l. [6]) megkap-
haték annak a sziikséges és elegendd feltételei, hogy a (&, #f) sorozat infor-
macio-stabilis legyen. Ezek a feltételek természetesen igen altalanosak lesz-
nek. Amint azt ROZENBLAT-ROT is megjegyezte [20], [21], hasonl6 megélla-
pitadsok tehet6k Markov-lancot alkotd valtozok sorozata esetében is.

Végiil emlitsiink meg még egy esetet, amely matematikai szempontbol
trivialis, de az alkalmazasok szempontjabol fontos. Legyen a & Valtoz6 azo-
nos az 7' valtozoval és vegyen fel véges n'>1 szami E,, ..., E; értékeket,

mindegyiket % valosziniiséggel. Akkor (1. 2. 11)-nek megfeleloen
\ log n', i=},
3
lfi?(Ei) EJ) = | — oo, l—,":].

Kovetkezésképp
Pt{ig, (&, p)=logn}=1,
és nyilvanval6, hogy teljesiil az (1. 3. 1) informécid-stabilitasi tulajdonséag.
Nem staciondrius informacid-stabilis sorozatok bizonyos 0j osztilyait a
nemrég megjelent [34] munka vezette be.

1. 4. Kozlemény. Fel fogjuk tenni, hogy a bemeneti kozlemények (X, Sx)
meérheté tere, valamint a kimeneti kizlemények ()?, S3) mérhetd fere adott és
rogzitett. Szamos alkalmazasban ez a két tér azonos. Tovabba, adotinak fog-
juk tekinteni az XxX szorzattérben értelmezett olyan P (C), (C€SxXxSy)
eloszlasok W halmazat, amelyekre teljesiil, hogy a & komponens ezen egyiit-
tes eloszlasokkal indukalt

(1.4.1) P(A)==p(Ax X)
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eloszlasai azonosak az Osszes p:z€ W eloszlasokra. Ezt a halmazt kozleménynek
({W}) fogjuk nevezni. A pe(-) eloszlast a temeneti kozlemeény eloszldsdnak
fogjuk nevezni; tetszoleges olyan & és & valtozéparrél pedig, amelynek egyiit-
tes eloszlasa beletartozik W-be, azt fogjuk mondani, hogy ez a par kielégiti
W reprodukdldsdnak pontossdgi feltételét.

Hangsulyozzuk, hogy a mi egyetlen { W} kozlemény-fogalmunkban két,
empirikus szempontbol kiilonboz6 objektum van egyesitve: a {W} reprodu-
kalasa pontossaganak a feltétele megadja mind a bemeneti kozlemény pe(-)
eloszlasat, amely az atvitelre keriilé6 anyag statisztikai szerkezetét tiikrozi visz-
sza, mind pedig a § és & egyiittes eloszlasara vonatkozo korlatozast, amely
megadja az atvitel kivant mindségét.

A kovetkezdkben csak azzal a specidlis esettel fogunk foglalkozni, ami-
don W reprodukaldsa pontossaganak feltételei bizonyos specifikus, bar az
alkalmazasok j6 része szempontjdbol még mindig eléggé italdnos formaban
vannak megadva. Nevezetesen feltessziik, hogy adva van bizonyos N szami
oi(x,X) (i==1,...,N) valos fiiggvény, amelyek az SxyxSg o-algebra szor-
zatra vonatkozOlag mérheték, valamint egy W N-dimenziés halmaz. A W
eloszlas-0sszesség alljon a (& &) véltozé-par olyan eloszlasaibol, hogy a var-
hato értékkel képezett alabbi N-dimenzids vektorra

(1.4.2) (Moi (& 8), Moo(5, §), ..., Mo, (& ) e W,

fennalljon, & pedig adott p; eloszlassal rendelkezzék.

Mindjart megjegyezziik, hogy e definicid sok fontos specidlis esetet fel-
olel. Valoban, példaul legyenek az X és X terek azonosak és X-ben legyen
adva egy ©(x, ¥) metrika, amely mérhetd fiiggvény a XxX téren. Legyen

W==]0, a],a=0. Legyen marmost N=1 ¢és
o:(x, D =3(x, %).

(1. 4. 2)-bol a kovetkezd feltételt kapjuk

(1.4.3) M§E B =a.

Az (1.4.3) feltétel egyszerii szemléletes jelentése nyilvdnval6: ez azt jelenti,
hogy a kimeneti jelnek a bemeneti jeltdl valo atlagos eltérése nem lépi tul
a-t. Legyen most

01 (x, X) = [o(x, DI

ekkor a kovetkezd feltételt kapjuk:
(1. 4. 4) ‘ MEE BE=aq,

amely azt fejezi ki, hogy a bemeneti jelnek a kimeneti jelt6l négyzetes ko-
zépben vald eltérése nem lépi tul a-t.

7 WL Osztdly Kozleményei XI/4
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Azt is irhatjuk tovabba, hogy
. 0, ha o(x,X)=b,
o (%, ")=3 I, ha 3(x,%)>b.
Ekkor a W kovetelmény a kovetkezd feltételre redukalodik:

(1.4.5) P{pE & >b)=aq,
amelynek ugyancsak vildgos a szemléletes jelentése. Végiil a=0-t irva és
1, ha xs£%,

o (X, ) = 0, ha x=%

mellett a kovetkezd feltételt kapjuk:
(1. 4.6) P{E£E =0.

A kovetkezOkben majd latni fogjuk, hogy épp ez a feltétel, a bemeneti kdz-
lemények teljes egybeesése a kimeneti kozleményekkel (itt a W eloszlas-
halmaz egyetlen elemb®l all), vezet majd tételeinkben olyan eredményekre,
amelyeket korabban mar HINCSIN [26] és ROzENBLAT [20], [25] is kapott, vala-
mint PERez [18] egyes eredményeire.

Most bemutatunk egy példat, amelyben ¢;(x, X) bizonyos becsléseire van
szitkség. Az X tér elemei legyenek az x=(z,..., 2,) sorozatok, ahol a z;-k
csak két értéket, O és I-et vehetnek fel, Sx pedig legyen az X halmaz Osz-
szes részhalmazainak Osszessége. Tegyiik fel, hogy az (X, Sg) tér egybeesik
(X, Sx)-szel. Végiil x=1(2,,...,2,) €s X=(%,..., 2,) megvdlasztasa mellett
legyen o;(x, X)=|2zi—Z;|. W-nek a 0=¢;=a (i=1, ..., n) parallelepipedont
valasztva, latjuk, hogy ha a hemeneti kozlemény §= (&, ..., &%), a kimeneti
kozlemény pedig E— (G, ..., i.), akkor a W feltétel a kovetkezd kovetel-
ményre redukalddik:

(1.4.7) PLill=a  (i=1,...,n)

Szemléletesen a most tekintett eset a kovetkezd: a kozleményt egy két jelbol
allo abécében egy n-betils szo irja le, a kovetelmény pedig az, hogy mind-
egyik betli atvitelénél a hiba elkovetésének valosziniisége ne lépje til az a
allandot. Pontosan ugyanigy a tekintett tipust feltételre redukalodnak azon

kiilonféle feltételek, amelyeket a § és & valtozok szordsnégyzetére és kovarian-
cidjara tesznek, amidén ezek a valtozok tobbdimenziés vektorok.
Egy W-reprodukdldsi pontossdgt kizlemény entropidjdnak fogjuk nevezni a

(1.4.8) H(W)=inf I, £)

szamot,' ahol az also hatdr az oOsszes lehetséges olyan valdsziniiségi valtozo-

! Ha a W halmaz iires, alkalmas lesz H(W) == 4-oc-t venniink:
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parokra veendd, amelyek eleget tesznek a kozlem2ny-atvitel W-pontossagi
feltételeinek. Abban a mar fentebb is megemlitett specidlis esetben (. (1. 4. 6)),
amidén W egyetlen oly elembdl all, hogy & és & 1 valOsziniiséggel egybe-
esnek, azaz, amiddn a pontossagi kovetelmény abbol all, hogy az atvitt és a
vett kozlemények teljesen essenek egybe, az entrdpidra fennall H(W) = I(§, §)
és ez az entropia azonos lesz a & valdsziniiségi valtozo kozdnséges entr-
pidjaval.

A kovetkezbkben kozlemények sorozatait fogjuk tekinteni. A fentebb
mondottaknak megfelelden a bemeneti, illetve kimeneti kozleményeket &,
illetve E:-vel fogjuk jelolni, a pontossagi feltételeket pedig Wt-vel. A W
feltételt ismét a gl(x, X). fiiggvények, valamint a W’ hilmaz hataroz-
zdk meg. Most definidlni fogunk egy szdmunkra igen fontos fogalmat:
kozlemények informdcid-stabilis sorozatdt. A {W'} kdzlemény-sorozatot infor-
macio-stabilisnek fogjuk nevezni, ha létezik oly (&, &) valdsziniiségi valtozo-
parok informécio-stabilis sorozata, melyeknél a f-edik par eleget tesz a koz-
leménytovabbitds W* pontossagi feltételeinek, és’

' 16 8)

(1.4.9) Im Howy =
(Persze, itt tulajdonképp a parok sorozatinak informacid-stabilitisa a lénye-
ges, minthogy annak a lehet6sége, hogy a W* pontossagi feltételnek és az
(1. 4.9) feltételnek eleget tegyiink, kozvetlen kovetkezménye az (1. 4. 8) defi-
nicionak.) Amint majd a tovdbbiakban latni fogjuk, Osszes eredményeink
informacig-stabilis kozleményekre fognak vonatkozni. Az elméletet ezzel a
sajatsaggal nem rendelkez6 kozleményekre alkalmazni csak az (1. 4. 8) alap-
vetd definicid megvaltoztatisdval lehetséges.

Igen egyszerii példa gyanant tekintsiik azt az esetet, amidén a W' hal-
mazok mindegyike egyetien elembdl all, ugy, hogy a (&, &) kozlemény-par
sorozat (amelyek eleget tesznek a W* pontossagi feltételeknek) egyértelmiien
meghatarozott eloszlassal rendelkezik. Itt a kozlemény akkor és csak akkor
lesz informécié-stabilis, hogyha maga a (&, &) parok sorozata is informacio-
stabilis. Rendkiviil fontos a mar vizsgalt Bt —§ eset. Ha & egy stacionarius
ergodikus folyamat szakasza, akkor Mac-MILLAN tétele (1. [15] és [26]) egynt-
tal azt is jelenti, hogy a kozlemény informdacio-stabilis. HINCSIN [26] munka-
jaban épp ilyen kozleményt tanulmanyozott.

Munkéank 6. §-dban informacid-stabilis kozleményekre még egy fontos.
példat fogunk latni: a fiiggetlen komponensii kozleményeket. Nevezetesen,

1.

4+ o0

F-o0 . .
1' A —— hanyadost itt 1-nek tekintjiik, a
+-o0
-+ oo -nek.

hanyadost pedig, ahol /<o,

¥ ]
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tegyiik fel, hogy adva vannak a (Z, S,) és (Z, Sz) terek, a (Z, S) térben a
pe(+) valosziniiség-eloszlds, a (2, 2) (z € Z, £ € Z) mérhetd fiiggvény és a Wy
egydimenziés halmaz. Tegyiik fel tovabba, hogy az (X', S%) és (X', S;() terek
t darab (Z, Sx), illetve (Z, Sz) tér szorzatai, azaz:

(X', SY) = (ZX -+ X Z,Syx -+ X Sy),
(X', 8 = (Zx -+ X Z,Szx - x83).

Tegyiik fel tovabba, hogy a ' bemeneti kozlemény pi eloszlasa a px .-+ x p;
I-szeres eloszlas-szorzat, gy, hogy a bemeneti kozlemény: & = (L,,..., %),
ahol a ¢k fiiggetlen valosziniliségi valtozdk, mindegyik p((-) eloszlassal.
Tovabba tegyiik fel, hogy adva van t szami of(x,X) fiiggvény (ahol
xt=(21,...,2), X=(2,...,2)) a kovetkezd egyenloséggel

(1. 4, 10) ();: (x, i) = Q(Z];, 2.'1;).

Végiil tegyiik fel, hogy a t-dimenziés W* halmaz, amely a reprodukdlas pon-
tossaga feltételének definiciéjaban szerepel, { darab W, halmaz szorzata.
.Ekkor azt fogjuk mondani, hogy adva van fiiggetlen komponensi kézlemények
szorzata. A (&, &) valtozo-part, ahol &= (31, ..., &), &= (..., {), fiiggetien
komponensii kozleményiink reprodukdldsa pontossaganak feltétele, akkor és
csak akkor kapcsolja ©ssze, ha a §i valtozok fiiggetienek, mindegyikitknek
ugyanaz a p;(-) eloszlasa van és barmely k-ra az Mo(li, &) varhatd értékre
fennall: Me(Ck, Gr) € Wx. A 6. §-ban megmutatjuk, hogy ha a H'(W) entropia
véges, akkor a H*(W) entropiara fennall, hogy

(1.4.11) HY(W)- tH' (W),

és a {W!} kozleménysorozat informdcio-stabilis. Még sok mas konkrét pél-
dat is lehetne adni fiiggetlen komponensii kozleményekre.

Mindmaig megoldatlan az a probiéma, hogy hogyan kaphat6k altalanos
elégséges feltételek egy kozleménysorozat informdacio-stabilitasara (ez szorosan
Osszefligg azzal a problémdval, hogyan kaphatunk elég éltalanos feltételeket
valtozo parok sorozata informdcid-stabilitasara; vo. 1. 3. pont).

1.5. Atviteli berendezés. Egy atviteli berendezés megadasahoz min-
denekelétt meg kell adni két mérhet teret, (V, Sy) és (¥, Sg)-t, amelyeket
az dtviteli berendezés bemenetére belépo jelek terének, illetve az dtviteli beren-
dezés kimenetén kilépd jelek ferének neveziink. Sok alkalmazédsban kézenfekvo
ezt a két teret azonosnak venni. Tovdbbd, adottnak kell lennie egy olyan
Q@ A), (y€Y, AcSi) atmenet-fiiggvénynek, amelyre fennall:

1) rogzitett y € Y mellett a Q(y, .) fiiggvény val6sziniiségi mérték Sy-on,

2) rogzitett A € Sy mellett Q(., A) mérheté a Sy o-algebréara vonatkozélag.
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Mint ismeretes, ez a két feltétel azt fejezi ki, hogy Q(.,.)-t ugy tekint-
hetjiik, mint egy Markov-lanc dtmenet-valdsziniiségi fiiggvényét. Szemléletesen
szOlva, a Q(y,.) valosziniiség-eloszlds rogzitett y mellett nem mas, mint az
atviteli berendezés kimenetén kilépd jel valdsziniiség-eloszlasa, ha ugyanezen
berendezés bemeneiére az y jelet vitték rd. Ezenfeliil adottnak kell lennie a
bemeneti jelek, ilietve kimeneti jelek (V% Y, Syx St) szorzattéren értelmezett
valdsziniiség-eloszldsokbdl alld halmaz valamilyen V részhalmazanak. Ez a
halmaz bizonyos korlatozast képvisel a bemend, ill. kimend jelek egyiittes
eloszldsdra vonatkozolag. A fentebb leirt ¥, ¥V terek, Q(.,.) figgvény és V
halmaz Osszességét dtviteli berendezésnek fogjuk nevezni; ezt igy a kovetkez6-
képpen fogjuk jeldlni: ,a {Q, V} atviteli berendezés”.

Két valdsziniiségi valtozordl, n-rol és H-rol, amezlynek értékei az Y, illetve
Y terekbe tartoznak, akkor mondjuk, hogy a {Q, V} éatviteli berendezés kap-
csolja Oket 0ssze, ha az (), 7)) par eloszldsa a V halmazba tartozik és tet-
szbleges A € S;-re a P{ij€ A/n) feltételes valdsziniiségre fennall gy, hogy
majdnem mindentitt

(1.5.1) Pl € A} - QU A).
A kovetkezOkben csak azt az esetet fogjuk tekinteni, amikor a V korla-
tozast specifikus modon adjuk meg, — annak az analdgidjara, amelyet egy

kozlemény reprodukaldsi pontossiga feltételeinek megaddsakor hasznaltunk.
Nevezetesen feltessziik, hogy az YxY térben adva van N szami :.(y, J)
(i=1,...,N) valés, mérheto fiiggvény. Ezen feliil feltessziik, hogy adva van
egy V N-dimenzi6s halmaz. A- V eloszlds-0sszesség azon (1, ij) valtozok el-
oszlasaibol all, amelyekre fennall, hogy

(1.5.2) (Mt 1), -« o, Mean(, ) € V.

Nem nehéz példdkat adni a fent leirt tipust korlatozdsokra; ezek a példak
analogonjai a reprodukédlds pontossiga feltételeire az el6z6 pontban adott
peldaknak. Az alkalmazdsok szempontjabo! kiilonosen fontosnak tekintendd
az a specidlis eset, amikor a s; fiiggvények csak y-tol fiiggenek, gy hogy
a korlatozas csak a bemend jel elosziasara szol. Példaul gyakran feltessziik,
hogy a bemeneti jel atlagos teljesitménye feliilrl korlatos.

A {Q, V) adtviteli berendezés kapacitdsdnak a kovetkezd szamot fogjuk
nevezni:

(1.5.3) C(Q, V)=sup I(n, 1),
ahol a fels6 hatar azon Osszes lehetséges n, 7; valdszinfiségi valtozd-parokra
veendd, amelyeket a {Q, V} atviteli berendezés kapcsol dssze.

1 A feltételes valosziniiségnek a cikkben sokszor hasznalt altalanositott fogalmat
illetoleg 1. példaul: [24] 48. §, vagy [9], 1. fej. 8. §.
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A kovetkezOkben atviteli berendezések {Q', V'} sorozataival foglalkozunk.
Mint magatdl értetddik, a f-edik atviteli berendezéshez rendelt objektumokat
t felsd indexszel fogjuk egyebekidl megkiilonboztetni. Egy {Q, V*} dtviteli
berendezés-sorozatot informdcio-stabilisnek fogunk nevezni, ha létezik az (7%, #’)
valtozo-parok olyan informécio-stabilis sorozata, hogy a #-edik part a {Q*, V1)
atviteli berendezés kapcsolja 6ssze, tovabba’

S (/7))
(1.5.4) tlln; cHQ, V)——l.
Minden tovabbi eredmény csak atviteli berendezések informacio-stabilis soro-
zataira fog vonatkozni.

Atviteli berendezések informaci6-stabilis sorozataira legegyszeriibb példa
egy zajmentes diszkrét atviteli berendezés. Nevezetesen, legyen Y n'<oc
pontbél all6 véges halmaz, S alljon az Y' tér osszes részhalmazaibol, és
tegyiik fel, hogy a kimeneti jelek (Y',Sy) tere azonos a bemeneti jelek (Y, S¥)
terével. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a Q'(.,.) dtmenet-fiiggvények olyanok, hogy
tetszéleges y* € Yi-re a Q'(y,.) eloszlas teljesen az y* pontba van Osszponto-
sitva. Ebben az esetben tetszéleges olyan =, 7' valtoz6-parra, amelyeket az
atviteli berendezés Osszekapcsol, nt=1 1 valosziniiséggel. Végezetiil tegyiik
fel, hogy a bemeneti jel megengedhet eloszidsainak V halmaza az Y'X Y tér
Osszes eloszlasaibol all. (llyen V halmaz megadhaté sz; becsléseink segitségé-
vel, V-nek az egész teret valasztva) A leirt atviteli berendezés-sorozat infor-
macio-stabilis lesz. Valoban, itt a kapacitds egybeesik Y?-be es6 értékii vald-
sziniiségi valtozok entiOpidjdnak fels6 hatardval. Mint ismeretes, ez a felsd
hatar (amely log nt-vel egyenid) olyan valosziniiségi valtozokkal érheto el,

amelyek az n* érték koziil mindegyiket egy és ugyanazon F val6sziniiséggel

veszik fel. Ahogy mar az 1.3 pontban megjegyezfﬁk, ez a valosziniiségi val-
tozo-sorozat informdcio-stabilis és ennek folytdn segitségével megfelelhetiink
az atviteli berendezések informdcio-stabilis sorozata definicidjanak.

Atviteli berendezések informacio-stabilis sorozatara fontos példat kapha-
krét staciondrius csatorna fogalmabol induiunk ki (l. [26]). E sorozat infor-
macio-stabilitdisa CAREGRADSZKI] egy bizonyitdsabol kovetkezik (1. [2T]),
amelyben arrdl van szo, hogy e csatorna ergodikus €s kozonséges kapacitdsa
azonos (a terminologiat illetGleg 1. [26]-ot).

Munkank 6. §-dban informdacio-stabilis atviteli berendezéseknek egy fon-
tos specialis osztalyat fogjuk vizsgalni, nevezetesen a memoria nélkiili atvi-

. - . , --oc c . koo

1 Itt és a tovabbiakban ugy vessziik hogy -—— 1, -0 és ——

ahol C < oo oo ¢

—_— LT
+ oo
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teli berendezéseket. Ennél (1. a [29], [16], [23] munkékat) feltessziik, hogy az
allapotok tere tetszOleges és bevezetiink egy V kiegészit korldtozdst az atvi-
teli berendezés meghatarozasanal.

Nevezetesen, fel fogjuk tenni, hogy adva vannak a (Z, Sz), (Z, S7) terek
és a Qu(z, B) atmenet-fiiggveény (z € Z, B € S7), amely rogzitett z-re valoszinfi-
ségi mérték és rogzitett B mellett mérhetd fiiggvény, — ezenkiviill a 7(z, Z)
mérhet6 fiiggvény, (z€ Z, 2 EZ) és végiil az egydlmenzxos V» halmaz. To-
vabba tegyiik fel, hogy az (Y7, Sy), illetve (¥, SY) terek a (Z, Sy), illetve (Z, Sz)
terekb6l ugy keletkeztek, hogy azokat #-szer onmagukkal szoroztuk, azaz

(Y, S8) = (Zx -+ X Z, SyxX -+ xS,
(V', S0y = (Zx---xZ, Szpx---xS3).
Legyen adva tovabba a Q'(y, A) atmenet-fiiggvény, éspedig tigy, hogy

| Y =(,...,2), At=Bix---xB, ahol B, ¢S5 esetén
| Q' (3, A) = Qa1 BYQulzs, Bo). .. Qulz, B) g
fennalljon, majd a Q'(y, A) fiiggvényt kiterjesztjiik tetszéleges At ¢ S;; halma-

zokra az additivitas megdrzésével. Definidljuk ezutan a sz(y, ) fiiggvényeket,
midén y*:(z'i, e, zﬁ), ft:(éi, e, Zi), a kovetkezOképpen:

(1. 5. 6) (Y, §) = (2, Z).

Végiil tegyitk fel, hogy a V f-dimenziés halmaz, amely az atviteli beren-
dezések definiciéjaban szerepel, ¢ darab V, halmaz sorozata. A most leirt
moédon megadott atviteli berendezésekrol azt fogjuk mondani, hogy az memdria
nélkiili dtviteli berendezés. Kicsit szabadon azt mondhatjuk, hogy az (v, )
valtozé-part, ahol %' = (Ci,..., &), it= (G, ..., &), memoria nélkiili atviteli
berendezés kapcsolja Ossze, ha minden k-ra és minden BES;, 2 € Z-re

PYL. € B/t — 2} — Qu(z, B),

akarmilyenek is legyenek azok a kiegészitd feltételek, amelyeket a g, 0, 1k
valtozOkra tettiink, tovabba ha minden k-ra a Mn(CZ, Zi‘) varhat6 értékre fenn-
all, hogy Ma(Ci,5i)€ Vs A 6. §-ban bebizonyitjuk majd, hogy ha a
C(Q, V) kapacitas véges, akkor tetszoleges ¢ esetén a C!(Q, V) kapacitisra
fennall:

(1.5.7) CHQ, V)= tC(Q, V)

és a memodria nelkiili {Q, V*} atviteli berendezések sorozata informdcio-sta-
bilis lesz. Memoria nélkiili atviteli berendezések gyakran keriilnek felhaszna-
lasra konkrét informécidelméleti munkdkban.

(1.5.5)
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Az a probléma, hogy miként lehet eléggé dltalanos feltételeket kapni
arra, hogy atviteli berendezések egy sorozata informécio-stabilis legyen, épp
tigy, mint a kozleményekre vonatkozo analdg probléma, egyeldre megoldatian
maradt.

1. 6. Kdzlemény-atvitel. Emlékeztetiink a kovetkezd jol ismert defini-
ciora. Valdsziniiségi valtozok &, ..., L., sorozata, ahol a valtozok értékei sorra
a (Zi, Sy) mérhetd terekbe tartoznak, Muarkov-ldncot alkot, ha tetszbleges i-re
és tetszOleges A € Sz halmazra 1 valdsziniiséggel

(1.6. 1) PG €A/ iy PLEA/L, ..., 5.

Tegyiik fel, hogy adva vannak reprodukaldsi pontossaggal {W} kozle-
mények és egy {Q, V} atviteli berendezés. Azt fogjuk mondani, hogy a {W}
kozlemény atvihetd a {Q, V} dtviteli berendezés segitségével, ha létezik négy
olyan valosziniiségi valtozd, & 5, 4 és & hogy

1) a négy & 1, ij, & valtozébol allé sorozat Markov-lancot alkot,

2) a g £ valtozo-par eleget tesz {W} reprodukalasi pontossagi felté-
teleinek,

3) az 5, 7 valtozo-part a {Q, V} atviteli berendezés kapcsolja Ossze.

A most adott alapvet6 definicio bizonyos kommentdrokra szorul. Min-
denekel6tt jegyezziik meg, hogy — a tavkozlési csatornaval osszekapcsolt
valtozé-parok definiciojanak megfeleléen — 1 valdszinfiséggel fennall, hogy

Pl € Alny = QQ, A),

ugy hogy az n-rol n-ra vald atmenet valdsziniiségeit egyértelmilen meghata-
rozza az atviteli berendezés. Szemléletes fogalmakat hasznalva P{1 € A/E=x}
feltételes valOsziniiség-eloszlas tigy interpretathatd, mint azon bemeneti jel
valosziniiség-eloszidsa, amibe a kddolds miiveleteinek eredményeként az x koz-
lemény megy at. Analég modon P{E¢ A/ij — ) ugy interpretilhats, mint
azon kimeneti kozlemény valoszinfiség-eloszlasa, amely az y jelbdl keletke-
zik a visszakodolas miiveletének eredményeként. A fentebb hasznalt altalanos
targyalasmodban a kodolds és visszakodolds miiveletei nem okvetleniil meg-
hatarozott miiveletek, hanem magukban foglaljak a véletlenszeriiség lehettsé-
gét is. Az a kovetelmény, hogy a & 1w, ij, & valtozok alkossanak Markov-
lancot, azt fejezi ki, hogy rogzitett bemeneti jel mellett az atviteli berendezés
kimenetén mutatkozo jel valosziniiség-eloszldsa nem fiigg attél, hogy melyik
kozleményt kodoltak ezzel a jellel, tovabba azt, hogy az atviteli berendezés
rogzitett kimeneti jele melleti azon kozlemény valdsziniliség-eloszldsa, amelybe
ez a jel a visszakédolaskor atmegy, nem fiigg attol, milyen volt a bemeneti
jel és milyen volt az atkddolt kozlemény.
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Ismeretes (1. [11]), hogy ha a {W} kozlemény dtvihetd a {Q, V| dtviteli
berendezés segitségével, akkor

(1.6.2) H(W)=C(Q, V).

E tény bizonyitdsat (ami kiilonben nem nehéz) a teljesség kedvéért majd a
2. 10 pontban kozdljiik.

A Shannon-féle alaptétel — KOLMOGOROV interpretacidjdban — azt
mondja ki, hogy bizonyos aszimptotikus értelemben és bizonyos regularitasi
feltevések mellett ez az (1. 6. 2) feltétel elegendd is lesz ahhoz, hogy egy koz-
lemény atvihetd legyen egy atviteli berendezés segitségével.

E cikk célja bizonyos hasonlo tipusu, a kovetkezd pontban megfogal-
mazando Aallitdsok bizonyitdsa.

1.7. Alapvetd tételek. Tegyiik fel, hogy adva van egy { W'} kozlemény-
sorozat és egy {Q, V!} atviteli berendezés-sorozat, olyan médon, ahogy ez az
1.4 és 1.5 pontokban van leirva. Az e pontokban bevezetett jeloléseket is
hasznalni fogjuk.

Vezessiink még be bizonyos kiegészitd definiciokat és jeldléseket.

Legyen U ¢ R", ahol R" n-dimenzids euklideszi tér, amelynek pontjai
X=(X;,.., %) A X' =(x1,...,x;) és X'=(x{’,...,x)) pontok Kkozti
r(x’, x") tavolsagként célszeri lesz az

(r.7.1) (rf’,a_c”)~:- max |x,—x,”l

szamot venni. Ha =0, jeloljiik [U].-nal az olyan X € R" pontok dsszességét,
amelyekre valamilyen x € U mellett fenndll, hogy

r(x, x) =e.

Ha s<0, jeloljiik [U].-nal az olyan X € R" pontok Osszességét, amelyekre
tetszdleges x pont, melyre r(X, X) = —¢, beletartozik U-ba. Nyilvanvalo, hogy
[Ulh==U és hogy v <0 esetében [U},c[U]s.

Marmost {W.} kidzleménynek fogunk nevezni egy olyan kozleményt, ame-
lyet az (1.4.2) egyenloség segitségével adtunk meg, a W halmazt [W].-nal
helyettesitve. Analdg médon {Q, Vi) dtviteli berendezésnek fogjuk nevezni azt
az atviteli berendezést, amelyet tigy definialhatunk, hogy az (1.5.2) egyenlo-
ségben a V halmazt a [V]. halmazzal helyettesitjiik.

Az 1.6 pontban adott definiciét modositva, vezessiik be ezenkiviil az
»¢ valosziniiségii eseménytdl eltekintve pontosan atvitt kozlemény” fogalmat is.
Nevezetesen azt fogjuk mondani, hogy a {W} kézlemény a {Q, V} dtviteli
berendezés segitségével ¢ pontossiggal dtvihetd, ha létezik olyan négy valo-
szinfiségi valtozo, & u, 7, £, valamint egy & otodik valosziniiségi valtozo,
utébbi az (X, Sg) térbe tartozo értékekkel, amelyekre fennalinak a kovetkezdk:




444 R. L. DOBRUSIN

1) a négy valosziniiségi valtozo, &, 11, 7i, & sorozata Markov-lancot alkot,

2) a & & valtozo-par eleget tesz {W) reprodukalasa pontossaga felté-
teleinek,

3) az 7, 1; véltozo-part a {Q, V} tdvkozlési csatorna kapcsolja Ossze,

4) a P{E+ &) valészinfiségre fennall, hogy

(1.7.2) PE£E)=e _

Az 1)—4) feltételek szemléletes jelentése a kovetkez6: ha ezek a felté-
telek teljestilnek, akkor a kimeneti kozleményt s valdsziniiséggel viltoztatva
meg, el lehet érni, hogy a bemeneti kozleményb6l és a kimeneti kozlemény-
bdl allé par eleget tegyen a reprodukalds pontossagi feltételnek.

Most megfogalmazunk egy tételt, amely a legaltalanosabb feltételek mel-
lett igaz.

1. TETEL. Legyen adva egy {W*} kozleménysorozat és egy {Q', V*} dtvi-
teli berendezéssorozat, melyekre fenndlinak a kovetkezik:

L
]

(1.7.3) lim H{(W) = oo
I, e
. H{(W)
(1.7.4) t]Ln;m)—<l..

IIl. A kiozlemény definicidjdban szerepld o'(x, X) fiiggvények M! szdma,
valamint az dtviteli berendezés meghatdrozdsdban szerepld 7t} (y, y) fiiggvények
Nt szdma tegyen eleget tefszéleges a>0-ra a kivetkezd feltételeknek:

(1.7.5) M — 0(2aH’(wJ)’
(1.7.6) Ni— (2a0‘(@, ),

IV. Az dtviteli berendezések sorozata informdcio- stabllls emellett létezik a
{Q¢, V1) dtviteli berendezéssel dsszekapcsolt, a

Ay
(1.7.7) th)n; ORG) =1

feltéteinek eleget tevé (vo. (1.5.4)) v, 7;* valdsziniiségi vdltozo-pdroknak olyan
informdcid-stabilis sorozata, hogy valamilyen b>0-ra és

(1.7.8) ¢t = max M 75, i) — M, [+

k=1,.

bevezetése mellett tetszoleges a>0 esetén

(1.7.9) o — 0(2«("(0. V))‘
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V. A kozlemények sorozata informdcid-stabilis; emellett létezik a {W*}
reprodukdldsa pontossdga feltételeinek, valamint a

. I E
(1.7.10) m Ht((w))‘:

(vo. (1.4.9)) feltételnek eleget tevé E, & valosziniiségi vdltozo-pdrok olyan
informdcio-stabilis sorozata, hogy valamilyen b>0-ra és

(1.7.11) ¢ = max M{|ot(& E)— Mo!(E, E)|*+}

k=1,...,M?

1

bevezetése mellett tetszdleges a>0 esetén
(1.7.12) ¢ = o0(27'™M),

Ekkor tetszileges «>0-ra taldlhato olyan nagy T szdm, hogy minden
t=T-re a {Ws) kizlemény a {Q, Vi) dtviteli berendezés segitségével ¢ pon-
tossdggal dtviheld.

Gondoljuk most at kissé az elébbi tétel megfogalmazasat. Az 1. és Il
feltételek tartalma vildgos a fentebbi meggondoldsbol. A Il feltétel felsd
korlatot szab a ¢, és a - fiiggvények szdmara. Ez persze nyilvanvaloan tel-

~jesiil, ha — ahogy ez az alkalmazasok tobbségében fenn is all — az M? és
Nt szamok nem fiiggnek #t6l (hanem gyakran egyszeriien 1-gyel egyenlok).

Mindazonéltal nem nehéz megadni olyan fontos specialis eseteket, ame-
lyekben M* és N' korlatlanul novekednek. Példaul az 1.4 pont végén leirt
fiiggetlen komponensii kozlemény esetében M!—=¢. Az (1.4.11) entropia-
képlet azonban azt mutatja, hogy a fiiggetlen komponensii kozlemény eseté-
ben a tétel (1.7.5) feltétele teljesiil (persze ha H'(W)=£0). Figyelmet érde-
mel a kozleményeknek az az altalanosabb esete is, amid6n a vizsgalt koz-
lemény £ szamu, de mar nem feltétleniil fiiggetlen komponensbdl all. ltt
ugyancsak azt kapjuk, hogy — éltalaban kézenfekvs kiegészitd homogeneitasi
feltételek mellett — a H*(W) entrépia ¢ nagysagrendii. Az M* fiiggvény-szam
altalaban ugyancsak legfeljebb ¢ nagysdgrendii, és ezért az (1.7.5) feltétel
altalaban teljesiil. Analog a helyzet az (1. 7. 6) feltétellel; specialisan, az (1.5.7)
képlet azt fejezi ki, hogy ez a feltétel leljestil memoria nélkiili atviteli beren-
dezésre (persze ha C'(Q, V)=£0). Nem nehéz konstrudlni olyan példakat,
amelyek azt mutatjak, hogy az (1.7.5) és az (1.7. 6) feltételek nem okvetle-
niil sziikségesek. Mindazonaltal ezek lathatolag teljesiilnek az Osszes redlisan
elbadodo példdkban, ugy hogy az 1. tétel IIl. feltétele nem jelenti a tétel al-
talanossagénak lényeges korlatozdsat.

Tekintsitk most az 1. tétel IV. feltételét. Mindenekel6tt megjegyezziik,
hogy ha — ahogy ez gyakran el6 is adodik a konkrét példadkban — a
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7i(y, 9) fiiggvények egyenletesen korldtosak k és ¢ szerint, azaz
(1.7.13) |72 (y, 7)| = C < oo,

akkor |¢t|<C, ugy hogy az (1.7.9) feltétel nyilvanvaldan teljesiil az (s, 7t)
parok tetszdleges sorozatara, és a- tétel IV. feltétele ekvivalens lesz az atviteli
berendezések sorozata informdcio-stabilitdsanak feltételével, amelyet részletesen
vizsgaltunk az 1.4 pontban. Az é&italanos esetben, amidén a s!(y, y) fiiggvé-
nyek nem egyenletesen korlatosak, a IV. feltétel valamivel er6sebb, mint a
{Q', V'} sorozat informdcio-stabilitasdnak feltétele. Példaul a 6. §-ban be fog-
juk bizonyitani, hogy memoria nélkiili atviteli berendezések esetében (lI. az
1.5 pontot) a IV. feltétel teljesiiléséhez elegendd, hogy valamilyen >0 ese-
tén tetszoleges &>0-ra létezzék egy &, { valtozd-par, amelyeket a {Q', V2} atvi-
teli berendezés kapcsol ossze, azaz -

(1.7.14) | PLEEAL = Qa( A),
| M8 € Vs,

amelyre
(1.7.15)  M{ze(G)—MaE, )<, ¢, 5>CHQ, V)—e.

Az (1.7.14), (1.17. 15) feitételeknek eleget tevd valtozok létezése b:---0 eseté-
ben kozvetleniil kovetkezik a C'(Q, V) kapacitas definiciojabol, és ezért a
megfogalmazott kovetelmények, amelyek a tétel IV. feltételének teljesiilését
hiztositjak, eléggé gyenge kiegészité korlatozasokat jelentenek csak. Latjuk,
hogy a IV. feltétel teljesiil atviteli berendezések sorozataira adott konkrét pél-
dak olyan jelentékeny tobbségében, melyek a Shannon-tétel alkalmazéasaival
kapcsolatban adodnak eld. Arr6l van sz6, hogy éltalaban a C*'(Q, V) kapaci-
tas linedrisan né ¢ novekedésével, az (1. 7. 8)-ban szerepl6 momentumok azon-
ban, ha novekednek is, akkor is tigy, mint bizonyos hatvanyfiiggvény. Mind-
azonaltal eddig még nem mondtak ki olyan elég 4ltalanos tételeket, meiyek
igazolndk ezt a feltevést. A IV. feitétel, amely valdsziniiségi valtozok momen-
tumaira vonatkozé megéllapitdst tartalmaz, helyettesitheté volna egy olyan
dltalanosabb feltétellel, amelyet a ,,csonkitott momentumok” segitségével fogal-
lasdban Ljapunov feltételeit helyettesiteni lehet a Lindeberg-féle feltételekkel).
Mindamellett nem vezetjitk be a mondott altalanositast, minthogy nem isme-
riink olyan redlis, konkrét példdkat, amelyekben hasznosnak mutatkozna egy
ilyen altalanositas.

Az V. feltétellel kapcsolatban ugyanazokat a megjegyzéseket tehetjiik,
amelyeket a IV. feltétellel kapcsolatban kimondottunk. Specialisan, ha a
o' (y,y) fiiggvények k és t szerint egyenletesen korlatosak, azaz, ha

(1.7.16) o D) =C<,
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akkor az V. feltétel ekvivalens azzal a koOvetelménnyel,. hogy a kozlemény
informdacid-stabilis legyen. A memdria nélkiili atviteli berendezések analogonijai
a fuiggetlen komponencii kozlemények. A 6. §-ban meg fogjuk jegyezni, hogy
ilyen kozlemények sorozatdra teljesiil az V. feltétel, amennyiben tetszbleges
#>0-ra létezik olyan (§,{) valtozo-pér, hogy

{ Mo(G,O) € Wry IG)=H' (W),
| Mo, H—Mo(G, D<=

Lassuk most a tétel allitasat. Rogton szemiinkbe tiinik, hogy ugyanakkor,
amikor az 1.6 pontban a {W} kozlemény {Q, V} atviteli berendezések segit-
ségével vald atvitelérol volt sz, az 1. tétel allitdsaban egy {W.} kozlemény
{Q, V.} atviteli berendezés segitségével ¢ pontossdggal valo atvitelér6l volt
sz6. Az 1. tétel allitdsdnak megfelelden elég nagy f esetén az & szam tetszO-
leges kicsire vehetd, gy hogy — szemléletesen nézve a dolgot — az 1. tétel
tigy foghaté fel, mint az 1. 6. pont Allitdsdnak forditottja. Mégis felmeriil az
a kérdés, lehet-e a tétel allitisaban az & szamot &= O-nak venni. Lentebb
latni fogjuk, hogy ez csak bizonyos kiegészitd feltevések mellett lehetséges.

Nézziitk most, milyen alakot oit a W, feltétel az 1.4 pontban vizsgalt
egyes igen egyszerii példak esetében. Ha a W feltételt az (1.4.3) egyen-
16tlenség fejezi ki, akkor a W, feltétel azt fogja jelenti, hogy

(1.7.18) M3E H=a-te.

Ha a W feltételt az (1.4.5) egyenldtlenség fejezi ki, akkor a W, feltétel azt
jelenti, hogy ‘

(1.7.19) P& B >by=ate.

Végiil, ha a W feltétel az (1. 4. 6) egyenldségre redukalodik, akkor a W, fel-
tétel azt jelenti, hogy

(1.7.20) PE£E =

Ezen utolso esetben tételiink azt allitja, hogy elegendd nagy ¢ esetén az atvi-
tel megszervezheté tigy, hogy annak a valdsziniisége, hogy a bemeneti és a
kimeneti kozlemények nem esnek egybe, ne legyen nagyobb, mint egy elore
megadott tetszélegesen kis &. Mar emlitést tettiink olyan kozlemény informacio-
stabilitasardl, amelyet egy diszkrét staciondrius ergodikus folyamat egy sza-
kasza ad meg, az (1.4.6) reprodukalds-pontossagi feltétel mellett, valamint
egy olyan atviteli berendezés informacio-stabilitdsarél, amely egy diszkrét
staciondrius, Hincsin-féle értelemben véges dimenzi6ji csatorna egy szakasza-
val van megadva. gy egy ilyen szituacioban alkalmazhato az 1. tétei, amely
a HincsIN dltal kapott [26] eredményre vezet. Mindazonaital hangsilyozzuk,
hogy SHANNON tételének ebben a munkédban valo targyaldsa nem teszi lehe-

(1.7.17)
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tové, hogy HINCSIN Osszes eredményeit levezessiik, minthogy HINCSIN nem-
csak egy folyamat véges szakasza kodoldsdnak feladatdval foglalkozik, hanem
az egész — idoben végtelen — folyamat kodolasanak feladataval is.

Az 1. tétel folyomanyaként konnyen kaphatd a kovetkezd 2. tétel, amely
arrol szol, hogy bizonyos gyenge kiegészitdé korlatozasi feltételek mellett az
1. tétel megfogalmazasaban {W}-t {W}-vel és {Q, Vi}-t {Q, V}-vel helyette-
sithetjiik. '

2. TETEL. A) Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az 1. tétel I—IV. felfételei.
Tegyiik fel tovabbd, hogy

V') létezik olyan ftetszdlegesen kicsi O, hogy ftetszdleges =0 esefén az
V. feltétel teljesiil, ha benne a {W*} reprodukdldsa pontossdgdnak feltételét a
{W's) feltétellel helyettesitjiik.

Teljesiiljon ezenkiviil a kivetkezd feltétel:

VI. A HY(W,) entropidra fenndll, hogy

. H{(We)
(1.7.21) ; 8]:230 H(W) —
és itt a konvergencia egyenletes t=t-ben, valamilyen t< oo mellett.

Akkor fetszdleges ¢>0-hoz taldlhaté egy olyan elég nagy T érték, hogy
minden t=T-re a {W'} kozlemény a {Q', V!} dtviteli berendezés segitségével
& pontossdggal dtviheto.

B) Tegyiik fel, hogy feljesiilnek az 1. tétel I—IIl. és V. feltételei. To-
vabbd tegyiik fel, hogy .

IV'. létezik oly kis O, hogy tetszdleges & = 0-ndl a V. feltétel teljesiil, ha
benne a {Q', V'} dtviteli berendezést {Q', V'c}-vel helyettesitjiik.

Tegyiik fel, hogy ezenfeliil teljesiil a kivetkezd feltétel :

VII. A C¥(Q, V.) kapacitdsra fenndll, hogy

. CHQ, V)

(1.7 22) skgnom—l,
és a konvergencia egyenletes t=t-ben, valamilyen t< oo mellett.

Akkor tetszdleges &>0-hoz taldlhato oly nagy T, hogy minden t=T-re a
{WE} kozlemény a {Q', V*} dtviteli berendezés segitségével ¢ pontossdggal dtvihetd.

C) Tegyiik fel, hogy az 1. tétel I—IIl. feltételein kiviil teljesiilnek a fen-
tebb megfogalmazott 1V'., V'., VI. és VII. feltételek is.

Akkor tetszbleges &>0-hoz taldlhato oly nagy T, hogy minden t= T-re a
{ Wt} kozlemény a {Q!, V*} dtviteli berendezés segitségével ¢ pontossdggal dtvihetd.

A 1V és V' feltételek szemléletes tartalmukat tekintve teljesen analdgok
a IV. és V. feltételekkel. Eppen ezért nem fiiziink hozzajuk Gjabb kommen-
tarokat.

1,
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Hogy egy kissé megvilagitsuk a VI. feltétel jelentését, megjegyezziik,
hogy ha a W, feltételt az (1.7. 18) vagy az (1.7.19) egyenldtlenség fejezi ki,
akkor a>0 esetében- kézenfekvd azt varni, hogy H{W;} folytonos fiiggvénye
lesz e-nak, igy hogy a hatiratmenet egyenletességének kovetelménye, amely
benne van a VI feltételben, A4ltaldban szélva a regularitds kovetelményével
lesz ekvivalens, amely az alkalmazasok java részében teljesiil. Masrészt az
(1.7.20) példaban a [W,] halmaz negativ ¢ esetén iires lesz, vagyis (I. az 1.
labjegyzetet a 436. 0.-on) H(W,) =+ oo, ha £<0. Itt, ha /(§, E)< o0, a VI. fel-
tétel nem fog teljesiilni. Mindazonalta! vilagos, hogy —- altaliban véve —
nem lehet elérni azt, hogy a bemeneti kdzleményben ne adodhassanak el
— bar kis valoszintiséggel — (jel)zltiinések és ezért a tekintett esetben nem
érhetd el maganak a W feltételnek a teljesiilése sem. Analdg a helyzet a VII.
feltétellel. Végiil megjegyezziik, hogy bizonyos specidlis esetekben, melyekben
nem teljesiil eredetileg a VL. (ill. VIL) feltétel, hasznosnak mutatkozik a ¢! (x, X)
(illetve sti(y, 1) fiiggvényt a Btot(x, %) (illetve Btz!(y,§)) figgvénnyel he-
lyettesiteni, ahol g} (és analég mddon E,ﬁ) — alkalmasan megvalasztott kons-
tansok —, és oly megfelel6 atalakitdsokat végezni a W' (és analég modon
a V') halmazon, hogy annak eredményeként a {W'} feltétel (és analdég modon
a {V*}) valtozatlan maradjon. Ha a 8¢ (illetve 8/) konstansok ¢ novekedtével
ugyancsak novekszenek, akkor egy ilyen emlitett helyettesités eredményeként
a VL (illetve VII.) feltétel mar teljesiilhet. Itt persze gondoskodni kell arrol,
hogy egy ilyen véltoz4-megvdltoztatds eredményeként tovabbra is érvényben
maradjon az 1. tétel IV. (illetve V.) feltétele.

Most megfogalmazunk egy tételt, amely azt mondja ki, hogy bizonyos
kiegészitd koridtozdsok mellett elhagyhatd az 1. és 2. tételek megfogalmaza-
saban szerepl® azon kitétel, hogy a kozlemény csupdn & pontossiaggal viheto
at egy tavkozlési csatorna segitségével.

3. TETEL. A) Tegyitk fel, hogy az 1. tétel I—V. feltételein kiviil még
a kovetkezd feltételek is teljesiilnek : .

VIIL. Léteznek oly (&,&) és (if, itt) vdltozo-pdr sorozatok, melyek a 1V.
és V. feltételekben felsorolt tulajdonsdgokon kiviil még a kivetkezo a), b), c)
és d) tulajdonsdgokkal is rendelkeznek :

a) Valamilyen b>0 és
(.7.23) &= max [ [lof(x, H—Mel (& B ptxpi(dx, d%)

k=13 5t 5t

mellett tefszéleges a>0-ra
(1.7.24) lim &2 — .

t>m
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b) Tetszileges >0, tetszdleges a> 0, éstetszoleges 0 >0 esetén az (1.7.11)
egyenldséggel definidlt ¢ konstansra fenndll*:

1.7.25 lim (¢)* t~( ffg(if‘—)—lix)‘):o.
( ) fim () pee IE |
c) Létezik olyan Xt pont, hogy ha
(1.7.26)  v= max | |ol(x, %.)—Mel(E B)p(ax),
k=1,..,3 5t
tetszéleges 0 >0, a>0-ra*
1.7.27 lim [2‘“"““"+ *~( L("’f‘)—]'>d)+
( ) t>om | P ](g, g)
|10l oy =o
W\ Ty )

A ¢) feltétel nyilvdn teljesiil,’ ha teljesiil az a) feltétel, és ha fetszdleges a>0
és 0>0-ra

s . ~ ’ N [ ~ 7
1.7.28) lim [(@')"+ Mwlu(lw_] >d‘)' i“(w—,lt>d)Juo.
(1.7.28) tim [+ ple| |5 252 =10 i |60

d) Tetszdleges 0>0-ra léteznek olyan Bj€ Stx S}{ halmazsorozalok és
j; konstansok, hogy

1) (x', ') € Bs mellett és minden k- 1,..., M'-re

(1.7.29) o4 (x, ) —Mel & I= T},
2) fenndll a kovetkezd limes-reldcio:

1.7.30 lim t[ f;( M—1.>«>‘)+2‘”H“"’)]=O,
(' ) P .]a p], \ 1('7)77) ’ ‘

3) ftetszdleges a>0-ra
(1.7.31) tlim [1—pez (B ()" + M) + ()" + 1]=0.

A d) feltétel nyilvdn teljesiil*, ha tetszdleges a>0-ra®

i (9, 9) | _
100, 7 ‘!>") 0

1 Ha az informacié-siiriiségek valamelyike nem létezik, a megfeleld kifejezést O-val
egyenlének vessziik.

2 L. a megel6z0 labjegyzetet.

3 E tények bizonyitasat 1. az 5.5. pontban.

4 E tények bizonyitdsat 1. az 5.5. pontban.

5 L. az ! labjegyzetet a 440. oldalon.

(1.7.32) lim [()" -+ (M) ]l (
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Akkor tetszéleges §>0-ra létezik oly nagy T, hogy minden t= T-re a
{We} kozlemény dtvihetd a {Q', V) dtviteli berendezés segitségével .

B) Tegyiik fel, hogy az 1. tétel I—III. feltételei, valamint a 2. tétel IV.,
V', VI, VII. feltételei teljesiiinek. Tegyiik fel tovdbtd, hogy teljesiil a kivel-
kezG~ feltétel.

VIII'. Létezik oly kis O, hogy tetszéleges ¢ = d-ra a VIII. feltétel teljesiil,
ha benne a {W'} kozleményt {W'j}-nal és a {Q, V'} dtviteli berendezést a
{Q', V!,} dtviteli berendezéssel helyettesitjiik.

Akkor létezik oly nagy T, hogy minden t=T-re a {W*} kizlemény di-
vihetd a {Q', V'} dtviteli berendezés segitségével.

Nézziik meg a most megfogalmazott tételben szerepld VIII. feltétel szem-
léletes jelentését. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy hasonlo rendeltetésii
kiegészito feltétel sziikségessége amiatt meriil fel, hogy ha a of (x, X) fiiggvé-
nyek nem korlatosak, akkor — bar a & és gt valtozok, amelyek az & pontos-
sagu atvitel definicidjaban szerepelnek, csak ezen kis ¢ valosziniiséggel kiilon-
boznek, — az Mo' (&, &) és Mo' (&, &) varhato értékek még igen erdsen eltér-
hetnek egymastol. A VIII. a), VIII. b), VIII. ¢), valamint a VIII. d) feltételek
ugy tekinthet6k, mint a ¢! fiiggvények egyenletes korlatossaga kovetelményei-
nek bizonyos enyhitett alakjai. Ezek mind nyilvanvaldan teljesiilnek, ha teije-
siiltek az (1.7.16) egyenletes korlatossagi feltételek.

Masrészt abban az esetben is, amid6n a fiiggvények nem korlatosak,
teljesiil altalaban a VIII. feltétel. Ugyanis az informacio-stabilis atviteli beren-
dezések ¢s kozleményekre redlis hatdrok kozt megadhaté példak javarészében
tetszbleges d>0-ra létezik olyan a>0, hogy

(1.7.33) .~ lim p’,’,,;( ’L}ify”_z)q I>o‘)2"""‘t”') -0,
. t—> TRt .
és
iz x,i . .
(1.7.34) 1impgg( = ( . )—1 ! ><>‘)2""’(”’=0.
t>m [(;, E)

Példaul memoria nélkiili atviteli berendezések és fiiggetlen komponensii koz-
lemények esetére az (1.7.33), (1.7.34) dllitdisok — mint azt a 6. §-ban latni
fogjuk — megkapbatdk, mint fiiggetlen vaidsziniiségi valtozék Osszegei nagy
ingadozasainak val6sziniiségeire vonatkozd jol ismert becslések kovetkezményei
(vo. [1] III. rész, 2. fej.). Mindazonaltal, ha az (1.7.33) és (1.7.34) feltételek

1 Ez az Aallitas kiegésziti a 2. {étel C) allitasat, amely tétel A) és B) allitasainak
analég modon megfogalmazott kiegészitései szintén igazak.

8 1Il. Osztaly Kozleményei XI/4
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teljesiitnek, akkor a tétel (1.7.5) és (1.7.12) feltételeibd! kovetkezik, hogy
teljesiilni fognak VIIL. b), VIIL c), VIII. d) feltételeink is (a VIIL c) feltételt az
(1.7.28) alakban kell venni, a VIII. d) feltételt pedig az (1.7.32) alakban).

A VIIL. d) feltétel (1.7.32) alakjanak és a VIl b) feltételnek a szemlé-
letes jelentése az, hogy t— oo esetén a of(x, X) fiiggvényt atlagban korlatozo
¢ konstans és az M* szam ndvekedése nem lehet nagyon gyors az informacio-
stabilitas bealldsanak sebességéhez viszonyitva (a VIII. d) feltétel altalanos
megfogalmazisa sziikséges, mert az M!—» oo esetben, és egyenletesen korlatos
ot (x, X) fiiggvények mellett az (1.7.32) feltétel esetleg nem teljestil).

A VIIL a) feltétel részletesebb kommentirokat kivan. Az 0©sszes tObbi
feltételektél abban kiilonbozik ez lényegesen, hogy ennél ¢l(x, X)-nak nem a
piz(dx,dX) mérték szerinti, hanem a p;xp‘z(dx, dX) mérték szerinti varhato
értékeit vizsgaljuk. Hogy rdvilagitsunk arra, miért sziikséges hasonlo tipusi
feltétel, tekintsiink egy egyszerii kozleménypéldat. Nevezetesen tegyiik fel,
hogy az X! és X* terek végesek és azonosak egymadssal, és hogy adva van
az egyetlen
0, ha x=%X,

t v —_
QD) =)pe ha x£%

fiiggvény, ahol a konstans D'— o0, a "W feltétel pedig abbél all, hogy
Mol (E, §)=—0. Az atvitelkor fellépd hibdk is arra redukalédnak, hogy —
bar kis valosziniiséggel — & =&, ahol & a kimeneti kozlemény. De ha
D! — oo elég gyorsan, akkor Mot(§ E) nem lesz kozel zérushoz. Mésrészrol
0i(x, X)=0 a ply(dx,dX) mérték szerint és ezért itt teljesiilni fognak az osz-
szes korlatozasok, a VIII. a) feltételen kiviil, amely altalaban véve nem fog
teljestilni, minthogy ¢ ~ (D)™, ha nagyszamu pont van az X halmazban.
A VIIL c) feltétel szemléletes jelentése kozel all a VIII. a) feltétel szemléletes
jelentéséhez.

Befejezésiil megmutatjuk, hogy a helyzet 1ényegesen egyszeriisddik, ha
feltessziik, hogy a o!(x, X), 7ri(x,x) fiiggvények, valamint ezen fiiggvények
M, ill. N* mennyiségei egyenletesen korlatosak. Minthogy ez a specidlis eset
mutatkozik a legfontosabbnak, kimondjuk a kovetkezd tételt, amely a 3. tétel
kovetkezménye:

4. TETEL. Legyenek adva a {W?*} kozlemények és a {Q', V'} dtviteli be-
- rendezések olyan informdcio-stabilis sorozatai, melyekre fenndll:

(1.7.3) 1) lim HY(W)= oo,
(1.7.4) 2) fim W) <1

>0 CH(Q, V) T
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Tegyiik fel tovdbbd, hogy bizonyos M, N, C konstansokra és minden k és t-re
Jfenndll : :

(.7.35)  M‘=M, N'=N, |e\(x, D =C, |73 §)|=C.

Akkor tetszdleges £>Q-ra létezik oly nagy T, hogy minden t=T-re a
{W!} kiozlemény dtviheté a {Q', Vi} dtviteli berendezések segitségével.

1.8. Kdzleményforras és tavkozlési csatorna.

Kordbbi szerz6k munkdiban a kdzlemény és az atviteli berendezés Aalta-
lunk hasznalt fogalmai helyett a kozleményforrds, ill. a tavkozlési csatorna
fogalma szerepel. A kiilonbség durvan szbélva abban all, hogy a jelen cikk-
ben bevezetett targyalasmod olyan informacio tényleges atvitelét juttatja kife-
jezésre, amely mindig bizonyos korlitos — bar esetleg igen nagy — id6-
szakasz folyaman halad at. A kozleményforras és a tavkozlési csatorna fentebb
emlitett fogalmai azon alapulnak, hogy az informicid tartés atvitelét ideali-
zalva, azt végtelen iddtartamon keresztiil folyo atvitelként tekintik. Mindkét
targyaldsmod lényegében egy €s ugyanazon redlis szituicid egy matematikai
modellje, s ezért egyforman jogos. A jelen munkiban kovetett targyalasmsd
elénye az, hogy a tételek megfogalmazéasa, valamint a bizonyitdsok igen egy-
szeriiek; ugyanakkor az a targyalasmod, amely az atvitel végtelen tartamara
épit, sokkal alkalmasabb olyan realis jelentéssel biré fogalmak bevezetésére,
mint az informacio létesiilésének sebessége, iddegység alatti atlagos (csatorna)
kapacitds, a kodolassal kapcsolatos késleltetés iddbeli stacionarius jellege,
é. 1. t. (ezeket a fogalmakat a véges modell alapjin is be lehat vezetni, csak
kissé kevésbé kézenfekvd mbddon). Shannon tétele kdzleményforras és tivkoz-
lési csatorna esetére levezethetd a Shannon-féie tételnek kizleminyek és atvi-
teli berendezések esetére szoOl0 alakjabol, viszonylag nem nehéz kiegészitd
meggondolasok segitségével. Ennek a részletes targyalasat azonban mis mun-
kaban adjuk majd meg. Itt 6sszehasonlitds céljara csak az alapvetd fogalmak
megfogalmazéasat kozoljiik, abban az italdnos alakban, amelyet a jelen munka
egész stilusa diktal.

Nevezetesen azt fogjuk mondani, hogy adva van a W kdzlem?nyforrds,
ha a valos tengely minden A4 =¢(s,{] intervallumahoz hozza van rendelve a
bemeneti és kimeneti kozlemények (X7, Sy); (X?, S%) tereivel és a & és &
kozlemények egyiittes eloszlasira tett W4 korlatozdsokkal megadott {W4}
kozlemény. Emellett teljesiilnie kell a kdvetkez6 megegyezési feltételeknek: ha
dy=(s,t], &x=(t, u] és 4==(s, u), akkor

1°. Az (X4, S%) és (X*, S%) tereknek egybe kell esniok az (X*xX*
Sf}'xSf@*), (XA‘XX 4 S§‘><S_§’) szorzat-terekkel.

8%
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2°. A {W4} kozlemény P eloszlisa a bemeneten olyan, hogy ha
E= (8, &), ahol & és £ értékeiket az (X%, Sg), illetve (X*, S¥)-bol veszik,
akkor & a {W4} kozlemény eloszlasaval fog birni a bemeneten, a & pedig a
f W4} kozlemény eloszldsaval a kimeneten.

3° W4 reprodukalas pontossagi feltételnek azok és csak azok a §= (&', §2),
E— (€, &) valtozé-parok tesznek eleget, amelyekre & a bemeneti kozlemény
adott P; eloszlasaval rendelkezik, a (€!,&), (8, &) parok pedig eleget tesznek
a W4, illetve W2 pontossagi feltételeknek.

Azt fogjuk mondani, hogy = =={&, —oo<ls<I<oo} ¢és .'::={;‘s:,
—oo< s<t< oo} valoszinliségi valtozd-rendszerek eleget tesznek a T kozle-
ményforrds reprodukaldsa pontossaga feltételeinek, ha 1) s<t<u esetén &, =
= (&, En), Eou—Cu, Eu) és 2) tetszbleges s<t-re a (Ew, &) par eleget tesz
a Wi,q kozlemények reprodukdlasa pontossiga feltételeinek.

A kozlemény létesiilésének sebességén a kovetkezd szdmot fogjuk érteni:

(1.8.1) H(2) — lim _t:‘S_H(W(s,,,),

amennyiben ez a hatarérték létezik. Egy kissé bonyolultabb a Q tdvkozlési
csatorna  fogalma. Mindenekel6tt tegyiik fel, hogy minden ¢ € (—oo, oo)-nek
megfeleltettik a csatorna ¢ idépontbeli allapotainak (F', Sp) mérhetd terét.
Tegyiik fel tovabba, hogy minden .= (s, {] intervallumnak megfeleltetjiik a
csatorna bemeneti és kimeneti allapotainak (Y*,S%), (Y4, S5) tereit (a o
intervallumon). Tovabba minden 4 intervallumnak megfeleltetiink egy Vj
korlatozast, amelyet az (Y?, S7), illetve (¥4, Sé)—ba tartoz6 értékekkel biro
(4, 7%) valtozok egyiittes eloszlasara tettiink. Végiil miuden 4 =(s, t] -nek
feleltessiink meg egy olyan Q (f’, ¥, A% atmenet-fiiggvényt — ahol y* € Y,
fF € F’, — hogy rog21tett A? mellett az mérhetd legyen az (f°,y") valtozo-par
szerint, rogzitett f°, y* mellett pedig legyen mérték S~-n Ha &°-valdsziniiség-
eloszlas az (F°, Sy) téren, akkor kézenfekvd modon a (Q%s, V*) atviteli beren-
dezést a kovetkez6 fiiggvény segitségével hatarozzuk meg:

(1.8.2) QL(y”, A = | Q(f', ¥, A& (df).

Tovabba, adva vannak a csatorna allapotaira vonatkozé olyan
Rd(fs, y[], Bf)’ f.\‘ E FS’ yA E YA’ Bf E S_;ﬂ
atmenet-fiiggvények, hogy ezek rogzitett B' mellett a valtozo-par mérhetd
fliggvényei, rogzitett (f°, y”) mellett pedig mértékek az S téren.
Az el6bb bevezetett objektumok 4, =(s, t], 4o=(t, u], 4=_(s, u] esetén
tegyenek eleget a kovetkezd megegyezési feltételeknek:
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1°. Az (V°, S9), illetve (Y4, S3) terek essenek egybe az (YxV*,
SPx S, illetve (Y x V™, S5xS%) szorzat-terekkel.

2°. Tetszdleges rogzitett f°€F*, yhev™ y*ev™ y' ="y,
Ad = A x A% Adic S?}' -re

(1.8.3)  Qf,y" A= | QM (S ¥, AMQH(S v  AMRMS v, df).

3°. Tetszbleges rogzitett f° ¢ F', B" € Sy, y*— (3", y™)-re

(1' 8. 4) RA(fs’ yA’ Bu) . ‘ RAz(ft’ yAz’ B”)Rdl(fs’ yAl, dft)

wt

Szemliéletes szempontbdl nézve, (1.8.4)-et megvilagithatjuk azzal, hogy azt
mondjuk : adott bemeneti jel mellett a csatorna allapotai Markov-folyamatot
képeznek, (1.8.3) pedig azt jeienti, hogy a kimeneti jel a csatorna adott
allapota mellett valamilyen id6pontban nem fiigg az ezen idSpontig szerepelt
bemeneti jelektol.

A bevezetett definici6 nemcsak azon nemrég megjelent [31] munka gon-
dolatait foglalja magaban, amelyben analdg definiciot adtak meg a diszkrét
esetre, hanem egy csatorna Feinstein—Hincsin-féle meghatarozasat is (I. [23],
[26]) Ez utobbi esetben a csatorna allapotaiként a bemenetén és kimenetén

crer

tartama ad meg,
Azt fogjuk mondani, hogy a
H={1js, —oc <$<t<o0}, H:A:{i/st,——oo LSt < oo}
valosziniiségi valtozo-rendszereket a Q csatorna kapcsolja Ossze, ha megadha-
tok olyan {cp , — oo <t< oo} valoszmusegl valtozok, hogy — tetszoleges f-re be-

vezetve a H: = {njo, t=t}, H = {f, u=t}, H = {5, s>}, Hi={ij0, s>1},
@' A, u<t) jeloléseket, a kovetkezoket kapjuk:

1°. Tetszbleges s<<t<u-ra neu=-(Nst, Iitn)y Tsu= (Fists Ntu).
2°. Tetszéleges 4 =(s,t] és A€ Sy mellett a kovetkez$ feltételes valo-
sziniiségre 1 valdsziniiséggel fennall:

(1.8.5) P{iis € A|n, g5, H2, HY, @) = Q (g, 1jut, A).

3°. Tetszbleges 4—(s,t], B € Sy mellett a kovetkezd feltételes valdszi-
niiségre fennall:

(1.8.6) Pl € Blap, @, H2, H:, @2} = R*(¢s, nst, B).

4°. Az nu, Ty par eleget tesz a Vi, 4 korlatozasnak.
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A £ tavkozlési csatorna iddegységre vonatkozo dtlagos kapacitdsdnak a
kovetkezd mennyiséget nevezziik:

- C@)= lim -~ sup C(Q&, V%,

amennyiben ez a hatarérték létezik. Azt fogjuk mondani, hogy a W kozle-
ményforrds T>0-t meg nem halado késleltetéssel dtvihetd a £ tdvkézlési csa-

-~

torndn, ha létezik a H, H, =, = valtozék olyan megvalasztasa, hogy:
1°. A =, = mennyiségek eleget tesznek a 98 kozleményforras reprodu-
kaldsa pontossiga feltételeinek.

2°. A H, H mennyiségeket a Q csatorna kapcsolja dssze; ha bevezetjiik
a kovetkezd valtozdkat:

s, Ao (—oo) ), Elo-{fs, At o)),
H!—={ns, A< (—o0,t]},  Hi={aa, A< (t, o)},

és analog modon =!, 2{, ', H:-t, akkor
3°. Tetszéleges ¢ mellett a =}, =%, H' valtozok Markov-lancot képeznek

(ez a feltétel azt fejezi ki, hogy a koédolds miiveletében nincs megel6zés).

4°. Tetszoleges t mellett a (=, H.), H, H' vallozok Markov-lancot al-
kotnak (ez a feltétel azt jelenti, hogy a csatornan keresztiil foly6 atvitelben
nincs megeldzés, valamint azt, hogy a kimeneti jel csupan a bemeneti jelt6l
fligg, nem pedig a bemeneti kozleménytol).

5°. Tetsz6leges f mellett a kovetkezd harom valtozd (=, H, H'™), H'”,
2! Markov-lancot képez (ez a feltétel azt jelenti, hogy a kimeneti kozlemény
kimeneti jel szerint folyé reprodukaldsdnak a késése nem Iépi tal 7-t, és hogy
a kimeneti kozlemény adott kimeneti jelnél nem fiigg a bemeneti jelektdl és
kozleménytol).

SHANNON tételének az a tartalma, hogy ha H(W)<C(Q), akkor a W
kozleményforras atvihet6 a { csatornadn bizonyos késleltetéssel, ha pedig az
ellenkezd egyenlbtlenség all fenn, akkor semmilyen késleltetéssel nem vihetd at.
Itt persze lehetségesek e megfogalmazds ,,e-élesitései”, hasonldan az 1.7 pont
tételeihez. Ezekkel az élesitésekkel itt nem fogunk részletesebben foglalkozni,
valamint nem fogjuk vizsgdlni azon korldtozasokat sem, melyek mellett ez a
tétel igaz. '

Forditotta: Medgyessy Pdl,
Magyar Tudomdnyos Akadémia
Matematikai Kutato Intézete
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