TENZORVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

irta: MOLNAR FERENC*

1. A masodrendii tenzorok tulajdonsagainak vizsgalata soran a vektoranalizis
jol ismert skalar-, ill. vektorvaltozds fiiggvényein tilmenden fellépnek ujfajta,
tenzorvaltozos fiiggvények: az y=f(X) skaldr-tenzor és az y=1(X) vektor-tenzor
fiiggvény. Ilyenek példaul a valtozo X masodrendii tenzor skalarinvariansai, vektor-
invaridnsa, abszolut értéke. Az alabbiakban a masodrendi{i és harmadrendii ten-
zorok tulajdonsagaira! tdmaszkodva az emlitett tenzorvaltozds figgvények diffe-
rencidlasanak direkt targyalasaval foglalkozunk.

A tenzorvaltozds fiiggvények derivaltjanak a skalar- és vektorvaltozos fiigg-
vények derivaltjanak mintajara torténé értelmezéséhez sziikségiink van a homogén
linearis skalar-tenzor és vektor-tenzor fiiggvény fogalmara.

Az y=f(X), ill. y=£(X) fiiggvényt homogén linedrisnak mondjuk, ha

(M . fei Xy + 6, X,) =c¢; X))+, f(Xy),
il

(2) fc X, +¢,X5) =, f(X)) +c,f(X),

ahol X, és X, ¢s az X tenzorvaltozd tetszGleges értékei, ¢, €s ¢, tetszGleges skalarok.
A fenti definiciokbol égyszeriien adddik a kovetkezd tétel:

1. TErEL. Az y=f(X), ill. y=1(X) fiiggvény akkor és csak akkor homogén
linedris, ha y=AeX, ill. y=E&eX, ahol A, ill. & rogzitett mdsodrendii, ill. harmad-
rendii tenzor.?

BizonyiTAs. Az AeX és deX szorzatok X-nek nyilvian homogén linearis fiigg-
venyei. Ha viszont y =£(X), ill. y =f(X) homogén linearis, akkor (1), ill. (2) alapjan
az X tenzor x,(x;) (i, k=1, 2, 3) vektorkomponenseire és a derékszog(i koordinata-
rendszert meghatarozo e, e,, e; egységvektorra

3 3
S(X) =f(k;; Xy Oek) = . élxikf(eioek)a

il

3 3
£(X) zf(k;’l X, oek) = kZ:' x;f(e;0e).

1

* A szerzd 1962. jan. 18-an 29 éves koraban elhunyt. Korai eltavoztaval a tudomany
reményteljes kutatot vesztett. Szerkesztdség.

L. pL [1L

2 A+X=y5(A*X) az A és X tenzorok belsé vagy skaliris szorzata, & *X=v,({*©X) az
& és X tenzorok (elsdrendii) belsé szorzata. L. [1], (1.38), ill. (5.50).

1 IiI. Osztily Kézieményei XIT/1




2 MOLNAR F.

Innen, felhasznalva az
3 3
AeX= Dayx,, ill. deX= Yayx,
k=1 k=1

formulakat (ahol a; (i, k=1,2,3) az A masodrendii tenzor skaldrkomponensei,
a, (4, k=1,2,3) az 4 harmadrendii tenzor vektorkomponensei)?, kapjuk, hogy az

ag=fle;oey), ill. a;=f(ece,) (4, k=1,2,3)
komponensekkel meghatarozott A, ill. & tenzorral allitasunk teljesiil.

2. A kovetkezGkben — a most bizonyitott tételre tamaszkodva — a skalar-
és vektorvaltozos fliggvények mintajara* értelmezziik a targyalt tenzorvaltozos figg-
vények derivaltjat. ,

Az y=f(X), ill. y=£(X) fiiggvényt differencidlhatonak mondjuk az X, helyen,
ha — AX-szel jelolve X-nek X,-bol kiindulé tetsz8leges megvaltozasat — van olyan
D és E masodrendd, ill. @ és & harmadrendii tenzor, hogy £(X), ill. f(X) megfelels
megvaltozasara

(3) Af=D e AX + E(AX) » AX,
ill.
4) ' A= e AX +&E(AX) 0 AX,
ahol E(AX) -0, ill. $(AX) &, midén AX~0. D, ill. & az y=£(X), ill. y=£(X)
df . df
i T/ Ay L Y
fuggvény derivdltja. Jelolés: D X 7, il I X .

Az igy definialt derivaltak egyértelmiisége konnyen igazolhatd. Ha ugyanis
D, és D,, ill. 9, és @, kielégitik a (3), ill. (4) alatti sszefiiggéseket, akkor AX =
=Ax(eof) valasztasa esetén (ahol e és f tetszGleges egységvektorok) a tetszSleges
a és b vektorokra fennallo®

5 Ae (aoh)=(Ab)a,

ill.

©6) de(aoh)y=(db)a

dsszefiiggés alapjan kapjuk, hogy »
(D, —D,)fle=0, ill. [(D;—D,)fle=0,

3 L. [1], (1.40), ill. (5.51).
4 Vo. [2], 49; [3], 110, 212, 431 és 552.
3 (5) igazolasa:
As(aob) = s, [A*(ach)] = 5| (A*aob) = (A*a)b = (Ab)a
(11, (1.3) és (1.33) felhasznalasaval).
(6) igazoldsa:
& (aob) = v; [A*O(ach)] = v ({ *ach) = (T *a)b = (b)a

(az [1], (2.3) alapjan konnyen igazolhaté ¢ ©(ucv) = uov Osszefiiggés, tovabba [1], (5.44) és
(4.1) felhasznalasaval).
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ahonnan mar kovetkezik, hogy ¢
D, =D,, ill. & =D,

A vektorvaltozos fiiggvények iranymenti derivaltjanak fogalma a kovetkezd-
képpen altalanosithaté tenzorvaltozos fiiggvényekre:

Ha X=xoce, ahol e rogzitett egységvektor, akkor y=£(X) és y=£f(X) az x
vektorvaltozo fiiggvényeinek tekintheték. Az igy kapott y=f(x) és y=f(x) fiigg-
vények derivaitjait az eredeti tenzorvaltozos fliggvények e iranya irdnymenti deri-
vdltjainak nevezziik.

A derivaltak (3), ill. (4) alatti definicigjabol AX =Axoe helyettesitéssel és (5),
ill. (6) felhasznalasaval kapjuk, hogy

Af=(De)Ax + (Ee)Ax,
ill.
A =(De)Ax + (He)Ax,

ahol Ee ~0, iil. ¢ -0, mid6n Ax —0. Innen az iranymenti derivaltak:

daf
e i — =@
) ~ De, ill. = Ne

(7) alapjan a D, ill. @ derivalt komponensei:

of - of
(8) dk:Dek:K, (/jk=ejDek=§;j~k,
il
. of of . o,
(9) Dk=®ek=(—3—x—k, djk:(cihek)ej:m’ d,-jk=e,(@ek)ej=axj;.

Bevezetve a vy

i szimbolikus masodrendii nabla tenzort, (8), ill. (9)
ik
felhasznalasaval egyszer:’jen kévetkezik, hogy

D=vf ill. ®=fov.®

3. A derivaltak definicidja alapjan egyszerfien bizonyithatok a kovetkezd dif-
ferencidlasi szabdlyok :

(10) (u+vy=u+v, (u+vy =u+vV,
(11 vy =wv' + ',

(12) (uv)y =uv' +vou/,

(13) (uv) =uv’ + v,

(14) (uX V)Y =uXVvV—vXu,

of
6 Ui [(fOV)ek]ej:(fOVek)ej:f(e,«Vek)=aT- :djk (j, k= 1, 2, 3) (VO [1], (2 2))
ik
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ahol u(X), w(X), u(X), v(X) differencialhaté fiiggvények.” Tovabba, ha f(X), f(X) és
X(7) differencialhatok, akkor f(X(2)) és f(X(7)) is differencialhatdk és

15 ‘E df dX c_/f df dX
as dt_ax'dr dr ax'dr

4. Az y=f(X) fiiggvény differencialhatdsagabdl nyilvanvaléan kovetkezik az
x; (k=1, 2, 3) vektorkomponensek és az x; (j,k=1,2,3) skalarkomponensek
szerinti parcidlis differencialhatdsidga. A differencialthatésagra vonatkozdlag ele-
gend8 feltételt ad a kovetkezs tétel:

2. TéTEL. Ha az y=f(X) fiiggvény parcidlisan differencidlhato az X tenzor x,,
ill. xy, (j, k=1, 2, 3) komponensei szerint, és ezek a parcidlis derivdltak az X, helyen
Solytonosak, akkor y=f(X) is differencidlhato az X, helyen és derivdltja a
d, = af il. dy 6f komponensekkel meghatdrozott D tenzor.

ox,’ “oxn ik

BizonyitAs. Felbontva az y=f(X) fiiggvény Af megvaltozasat az x,oe,, ili.
x;(e;oe) (/, k=1, 2, 3) ,,irdnyl” megvaltozasok Osszegére €s felhasznilva a skalar-
vektor, ill. skalar-skalar fiiggvényekre vonatkozd kozépértéktételt, tovabba az

3 3
AeB= > ab,= ) 2 apby
k=1 Jjk=1

Osszefiiggést,® kapjuk, hogy

3 3 3
Af= D A= %Axk—i— 2 gAx, =DeAX=FEeAX,
k=1 k=1 0X, k=1

il

39 3
Af— 2Af1k— 2’ 9 ijk—|—jé’1£jkijk=DoAX+EoAX,

ahol E az g, ill. g, (j, k=1, 2, 3) komponensekkel meghatarozott tenzor, és igy a

aﬁf ll. 63% (j, k=1,2,3) parcialis derivaltak folytonossaga miatt E ~Q, middn

X jk

AX-0. A Jkapott Osszefiiggésekbdl (3) alapjan allitasunk kozvetleniil leolvashatd.
Az y=f(X) fiiggvény differencialhatosagara vonatkozoélag (10), (12), (13),

valamint [1], (4. 10) és (4. 33) felhasznalasdval egyszeriien adddik a kovetkezd

tétel:

7 (12), (13), ill. (14) bizonyitasanal felthasznaljuk a koénnyen igazolhat6
(A*B)c=(c°oA)*B, (¢ *B)=1c¢])'B,
ill. )
ex(Q B)=(x¢)*B

osszefiiggéseket. (VO. {l1], (4.31), (5.45); (5.4), (4.10), (4.20); ill. (4.36), (5.47).)
8 L. [1], (1.40).
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3. TéreL. Az y=f(X) fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhato, ha az
v, =f(X) (=1, 2, 3) fiiggvények differencidlhatok és

%(*@)*e, (i= 19 2, 3)'

5. Skalar-tenzor fiiggvények koérében érvényes a skalar-vektor fiiggvényekre
vonatkoz6 kozépértéktétel kovetkezd analogonja:

4. TETEL. Ha y=f(X) az X=X, +tAX (0=t=1) tenzorhelyeken differencidl-
haté, akkor van olyan régzitett X* =X, +t*AX (0=r* =1) tenzor, hogy a AX-hez
tartozé Af megvdltozdsra

_df l
= e X*o AX.

BiZONYITAS. Az X=X, +tAX (0=t=1) tenzorhelyeken y=7£(X)=/(X(?)), igy
a skalar-skalar fiiggvényekre vonatkoz6 kdzépértéktétel, valamint (15) felhasznala-
saval kapjuk, hogy

df df |
A - = ——
f dt |i=e dX x—_—x*.AX’
amint allitottuk.
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