
TENZORVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK DIFFERENCIÁLÁSA 

írta: MOLNÁR FERENC* 

1. A másodrendű tenzorok tulajdonságainak vizsgálata során a vektoranalízis 
jól ismert skalár-, ill. vektorváltozós függvényein túlmenően fellépnek újfaj ta , 
tenzorváltozós függvények: az y—f(X) skalár-tenzor és az y = f ( X ) vektor-tenzor 
függvény. Ilyenek például a változó X másodrendű tenzor skalárinvariánsai, vektor-
invariánsa, abszolút értéke. Az alábbiakban a másodrendű és ha rmadrendű ten-
zorok tulajdonságaira1 támaszkodva az említett tenzorváltozós függvények diffe-
renciálásának direkt tárgyalásával foglalkozunk. 

A tenzorváltozós függvények deriváltjának a skalár- és vektorváltozós függ-
vények deriváltjának mintájára tör ténő értelmezéséhez szükségünk van a homogén 
lineáris skalár-tenzor és vektor-tenzor függvény fogalmára. 

Az v = / ( X ) , ill. y = f(X) függvényt homogén lineárisnak mondjuk , ha 

( 1 ) Д С А + C 2 X 2 ) = C 1 / ( X 1 ) + C 2 / ( X 2 ) , 

ill. 

(2) f ( c A + c 2 X 2 ) = c J A ) + c 2 f (X 2 ) , 

ahol X, és X 2 és az X tenzorváltozó tetszőleges értékei, c1 és c2 tetszőleges skalárok. 
A fenti definíciókból egyszerűen adódik a következő tétel: 

1. T É T E L . AZ y = / ( X ) , ill. y = f ( X ) függvény akkor és csak akkor homogén 
lineáris, ha y = A» X, ill. Y = é l * X, ahol A, ill. ól rögzített másodrendű, ilk harmad-
rendű tenzor.2 

BIZONYÍTÁS. AZ A « X és ó l * X szorzatok X-nek nyilván homogén lineáris függ-
vényei. H a viszont y = / ( X ) , ill. y = f ( X ) homogén lineáris, akkor (1), ill. (2) a lapján 
az X tenzor X(.(x;t) (г, к — 1, 2, 3) vektorkomponenseire és a derékszögű koordináta-
rendszert meghatározó e l 5 e2 , e3 egységvektorra 

/ ( X ) = / f i x s О e t ) = i xlkf(et О e*), 
U= 1 ) i.k=l 

ill. 

f (X) = f í 2" xk0er) = Z °e*). 
U=1 J i,k=l 

* A szerző 1962. jan. 18-án 29 éves korában elhunyt. Korai eltávoztával a tudomány 
reményteljes kutatót vesztett. Szerkesztőség. 

1 L. pl. [1]. 
2 A»X=.n(A*X) az A és X tenzorok belső vagy skaláris szorzata, *X=vi(<£f*©X) az 

<3í és X tenzorok (elsőrendű) belső szorzata. L. [1], (1.38), ill. (5.50). 
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Innen, felhasználva az 
3 3 

k=1 fc= 1 

formulákat (ahol a№ (г, /с = 1, 2, 3) az A másodrendű tenzor skalárkomponensei, 
aik (i, k—\, 2, 3) az 61 harmadrendű tenzor vektorkomponensei)3 , kapjuk, hogy az 

aik=A*i °<A>, ül. a ; t = f ( e , o e t ) ( i ,k = 1 ,2 ,3 ) 

komponensekkel meghatározott A, ill. 61 tenzorral állításunk teljesül. 

2. A következőkben a most bizonyított tételre támaszkodva — a skalár-
és vektorváltozós függvények mintájára4 értelmezzük a tárgyalt tenzorváltozós függ-
vények deriváltját. 

Az у = / ( X ) , ill. y = f ( X ) függvényt differenciálhatónak mondjuk az X0 helyen, 
ha — AX-szel jelölve X-nek X0-ból kiinduló tetszőleges megváltozását — van olyan 
D és E másodrendű, ill. ® és $ harmadrendű tenzor, hogy / (X), ill. f(X) megfelelő 
megváltozására 

(3) A / = D • AX + E(AX) • AX, 

ill. 

(4) Af = ® • AX + g(AX) • AX, 

ahol E ( A X ) - 0 , ill. g (A X ) - £ > , midőn A X - O . D, ill. ® a Z y=f(X), ill. y = f(X) 
df cl f 

függvény deriváltja. Jelölés: ® = ® = ) / Х = = * " ' 

Az így definiált deriváltak egyértelműsége könnyen igazolható. Ha ugyanis 
D t és D2 , ill. ® i és @2 kielégítik a (3), ill. (4) alatti összefüggéseket, akkor AX = 
= Ax (eof ) választása esetén (ahol e és f tetszőleges egységvektorok) a tetszőleges 
a és b vektorokra fennálló5 

(5) A * (a o b ) = (Ab)a, 

ill. 

(6) a » ( a o b ) = ( d b ) a 

összefüggés alapján kapjuk, hogy 
[ ( D 1 - D 2 ) f ] e = 0, ill. [ (®i—® 2 ) f ]e = 0, 

3 L. [1], (1.40), ill. (5.51). 
* Vö. [2], 49; [3], 110, 212, 431 és 552. 
5 (5) igazolása: 

A-(a°b) = я[A*(aob)] (A*a°b) = (A*a)b = (Ab)a 
([1], (1.3) és (1.33) felhasználásával). 

(6) igazolása: 
a - (aob) = v, I6l*0(a°b)] = v, (<ä*a°b) = (ál*Ф = (6jb)a 

(az [1], (2.3) alapján könnyen igazolható ől©(u°v) = 6 t u ° v összefüggés, továbbá [I], (5.44) és 
(4.1) felhasználásával). 
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ahonnan már következik, hogy 

D, —D2, ill. <ЗТ=® 2 . 

A vektorváltozós függvények iránymenti deriváltjának fogalma a következő-
képpen általánosítható tenzorváltozós függvényekre: 

Ha X = x o e , ahol e rögzített egységvektor, akkor y = / ( X ) és y = f ( X ) az x 
vektorváltozó függvényeinek tekinthetők. Az így kapott y=f(x) és y = f(x) függ-
vények deriváltjait az eredeti tenzorváltozós függvények e irányú iránymenü deri-
váltjainak nevezzük. 

A deriváltak (3), ill. (4) alatti definíciójából AX = A x o e helyettesítéssel és (5), 
ill. (6) felhasználásával kapjuk, hogy 

А / = (De)Ax + (Ee)Ax, 
ill. 

Af = (®e)Ax + (ge)Ax, 

ahol E e ^ O , ill. iSe —О, midőn Ax—0. Innen az iránymenti deriváltak: 

(7) ^ = ill. # = 
ax ax 

(7) alapján a D. ill. ® derivált komponensei: 

(8) dk = Oek = - ^ - , </*==e,De* = | - , 

ill. 

(9) Dfc = ® e t = | - , djk = m k ) e j = - ^ - : ^ = 

Bevezetve a — ) szimbolikus másodrendű nabla tenzort, (8), ill. (9) 
V dxjk ) 

felhasználásával egyszerűen következik, hogy 

D = y f , ill. ® = f o V . 6 

3. A deriváltak definíciója alapján egyszerűen bizonyíthatók a következő dif-
ferenciálási szabályok : 

( 1 0 ) (M + V ) ' = W ' + V ' , ( U + V ) ' = U ' + V ' , 

(11) (uv)'-uv' + vü, 

( 1 2 ) ( M V ) ' = U V / + V O M / , 

(13) (uv) '=uv ' + vu , 

(14) (u X v)' = u X v' — V X u', 

dí 
6 Ui. [(0У)еь]еу = (и?еОе , = Г(е^е к ) = з — = d . „ t ( / , £ = 1 , 2 , 3 ) (v.o. [1], (2. 2.)) 

OXjk 

I» 
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ahol и(Х), v(X), u(X), v(X) differenciálható függvények.7 Továbbá, ha / (X) , f(X) és 
X(0 differenciálhatók, akkor f(X(t)) és f(X(í)) is differenciálhatók és 

d£_d£ dX d f _ d f _ dX 
( ) ~dt~dX*~dt' dt~dX*dt' 

4. Az y=f{X) függvény differenciálhatóságából nyilvánvalóan következik az 
xk (k = 1 ,2 ,3 ) vektorkomponensek és az xJk ( j , к = 1,2, 3) skalárkomponensek 
szerinti parciális differenciálhatósága. A differenciálhatóságra vonatkozólag ele-
gendő feltételt ad a következő tétel: 

2 . TÉTEL. Ha az у = / ( X ) függvény parciálisan differenciálható az X tenzor xk, 
ill. Xjk ( j, к — 1, 2, 3) komponensei szerint, és ezek a parciális deriváltak az X0 helyen 

folytonosak, akkor у = / (X) is differenciálható az X0 helyen és deriváltja a 

ák=^-, ill. dJk — ~— komponensekkel meghatározott D tenzor. 
OXk OXjk 

BIZONYÍTÁS. Felbontva az y - f ( X ) függvény Af megváltozását az xkoek, ill. 
xjk(ej 0 ek) 0 . k = 1, 2, 3) „irányú" megváltozások összegére és felhasználva a skalár-
vektor, ill. skalár-skalár függvényekre vonatkozó középértéktételt, továbbá az 

A . B = Í a , b , = i ajkb]k k= í j.k^l 

összefüggést,8 kapjuk, hogy 

A / - 2Afk= x ' + Í ^ A x f c = D . A X - E . A X , 
k= 1 k= 1 OXk k= 1 

ill. 

af= i àfjk= 2 Тг-АхдТ 2 ejkA^jt = D • АХ + E • AX, 
j,k=l j.k=l OXjk j.k= 1 

ahol E az ek, ill. eJk ( j , k — l, 2, 3) komponensekkel meghatározott tenzor, és így a 

ill. (j,k = 1,2,3) parciális deriváltak folytonossága miatt E - O, midőn 
dxk dxjk 
АХ —O. A kapott összefüggésekből (3) alapján állításunk közvetlenül leolvasható. 

Az Y = f ( X ) függvény differenciálhatóságára vonatkozólag (10), (12), (13), 
valamint [1], (4. 10) és (4. 33) felhasználásával egyszerűen adódik a következő 
tétel : 

7 (12), (13), ill. (14) bizonyításánál felhasználjuk a könnyen igazolható 

(A-B)c = (c°A)-B, c ( a - B ) = tcd) -B, 
ill. 

сх(<9>в)=(сх<д;).в 

összefüggéseket. (Vö. [1], (4.31), (5.45); (5.4), (4.10), (4.20); ill. (4.36), (5.47).) 
8 L. [1], (1.40). 
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3. TÉTEL. AZ y = f(X) függvény akkor és csak akkor differenciálható, ha az 
y. = f ( X ) (i= 1, 2, 3) függvények differenciálhatók és 

dy± 
dX 

(*®)*e, ( / = 1 , 2 , 3 ) . 

5. Skalár-tenzor függvények körében érvényes a skalár-vektor függvényekre 
vonatkozó középértéktétel következő' analogonja: 

4 . TÉTEL. Ha y=f(X) az Х = Х0 + гЛХ ( O ^ / G I ) tenzorhelyeken differenciál-
ható, akkor van olyan rögzített X * = X 0 + /*AX tenzor, hogy a AX-hez 
tartozó Af megváltozásra 

• AX. 
x=x« 

BIZONYÍTÁS. A Z X = X 0 + / A X ( O S / S L ) tenzorhelyeken y=f(X) = f ( X ( t ) ) , így 
a skalár-skalár függvényekre vonatkozó középértéktétel, valamint (15) felhasználá-
sával kapjuk, hogy 

A / -
df 
dt 

df 
t=t* dX 

> AX, 
x=x* 

amint állítottuk. 
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